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Introduction

Dans [20] Timoshinko, a donné le système de deux équations hyperboliques couplées

suivant :

ρutt = (K(ux − ϕ))x, dans(0,L)×(0,+∞),

Iρϕtt = (EIϕx)x +K(ux − ϕ), dans(0,L)×(0,+∞ )
(1)

comme un modèle simple décrivant les vibrations d’un poutre, où t est la variable du temps,

x la variable de l’espace au long du poutre de longueur L dans sa configuration d’equilibre,

u est le déplacement transverse du poutre, et ϕ est l’angle de rotation du filement du

poutre.

Les cofficients : ρ, Iρ, E, I et K sont respectivement la masse linéaire (la masse par unité de

longueur), le moment polaire d’inertie de la section efficace, le module d’Young de l’élasti-

cité, le moment d’inertie d’une section efficace et le module d’étirement.

Ce système a été étudié par beaucoup de mathématiciens et des resultats concernant l’exis-

tence et le comportement asymptotique ont été obtenus. Kim et Renardy [09] ont considéré

(1) ensemble avec deux conditions linéaire aux bords de la forme

kϕ(L, t)− k
∂u

∂x
(L, t) = α

∂u

∂t
(L, t), ∀t ≥ 0

EI
∂ϕ

∂x
(L, t) = −β∂ϕ

∂t
(L, t), ∀t ≥ 0.

(2)

Les auteurs ont établit un résultat de stabilité exponentielles. Ils ont aussi donné des

éstimations numériques aux valeurs propres de l’opérateur associé au système (1). Un

résultat analogue a été aussi établit par Feng et al. [04] où la stabilité d’un système de

Timoshenko a été étudié. Raposo et al. [12] ont étudié (1) avec des conditions de Dirichlet

homogénes sur le bord et deux contrôles linéaires internes et ont prouvé que l’énergie
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Introduction

décroit exponentiellement, ce résultat est similaire à celui donné par Taylor et al. [19].

Mais comme ils l’ont mentionné, l’originalité de leur travail repose sur la méthode de la

théorie des semigroupes qui a été développée par Liu et Zheng [11]. Soufyane et Wehbe

[16] ont montré qu’il est possible de stabiliser uniformement (1) en utilisant un feedback

unique localement distribué. Ils ont considéré

ρutt = (K(ux − ϕ))x, dans(0, L)× (0,+∞)

Iρϕtt = (EIϕx)x +K(ux − ϕ)− bϕt, dans(0, L)× (0,+∞)

u(0, t) = u(L, t) = ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = 0, ∀t > 0

(3)

où b est une fonction positive et continue vérifiant

b(x) ≥ b0 > 0 ∀x ∈ [a0, a1] ⊂ [0, L].

En réalité, Ils ont prouvé que la stabilité uniforme de (3) tient si et seulement si les

vitesses de propogation sont égales
(
K

ρ
=
EI

Iρ

)
; autrement, c’est seulement la stabilité

asymptotique qui a été prouvé. Ce résultat améliore un ancien résultat de Soufyane [18]

et Shi et Feng [15], où une décroissance exponentielle de l’énergie de la solution de (1)

ensemble, avec deux feedbacks distribués et locaux, a été prouvé. Ammar-Khodja et al.

[02] ont considéré un système de type Timoshenko linéaire avec une mémoire de la forme :

ρ1utt −K(ϕx + ψ)x = 0, dans (0,L)×(0,+∞)

ρ2ψtt − bψxx +
t∫
0

g(t− s)ψxx(s)ds+K(ϕx + ψ) = 0, dans (0,L)×(0,+∞ )
(4)

ensemble avec des conditions aux limites de type Dirichlet homogène.

Ils ont utilisé les techniques du multiplicateurs et ont prouvé que, pour une fonction de

relation de décroissance uniforme, le système est uniformement stable si et seulement si les

vitesses de propogation sont égales, c’est à dire
K

ρ1
=

b

ρ2
, précisement, ils ont prouvé une

décroissance exponentielle si g satisfait à une relation de la forme

−k0g ≤ g′ ≤ −k1g, |g′′| ≤ k2g

pour K0, K1, K2 > 0, et un résultat de décroissance polynomiale si g satisfait à une relation

de la forme

−b1g(p+1)/p ≤ g′ ≤ −b2g(p+1)/p, ∀p > 2
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Introduction

−b3|g′|(p+2)/(p+1) ≤ g′′ ≤ −b4|g′|(p+2)/(p+1), ∀p > 2

pour b1, b2, b3, b4 > 0. Le feedback du type mémoire a été aussi utilisé par Santos [13]. Ils

ont considéré un système de Timoshenko et ont montré que la présence de deux feedbacks

de type mémoire sur une portion du bord stabilise le système uniformément.

Il ont aussi obtenu le taux de décroissance de l’énergie qui est exactement le taux de décrois-

sance des fonctions de relaxtion. Shi et Feng [14] ont étudier un système de Timoshenko

et ont montré que, sous quelques contrôles localement distribués, la solution du système

décroit exponentiellement.

Pour arriver à leur but, les auteurs ont utilisé la méthode de multiplicateurs de fréquences.

Dans le présent travail, on est concerné par

(5)



ρ1ϕtt −K1(ϕx + ψ)x = 0, (0,L)× R+

ρ2ψtt −K2ψxx +K(ϕx + ψ) +
L∫
0

g(t− s)ψxx(s)ds = 0, (0,L)× R+

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, ∀ t ≥ 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0,L)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0,L)

oùρ1, ρ2, K1, K2, L > 0 et K ∈ R vérifient
K1

ρ1
=
K2

ρ2
. (même vitesse de propogation).

Sont perte de généralité, on considère le cas

ρ1 = ρ2 = K1 = K2 = L = 1.

Le cas K = 1 donne le système considérè par A. Guesmia et S. Messaoudi [07], alors

le système (5) est dissipatif (son energie décroissante). Par contre, si K 6= 1, n’est plus

dissipatif. Lobjectif principal de ce travail est de montrer que (5) reste stable si |K− 1| est

assez proche de 0. La metôde utilisée pour démontrer ce resultat est basée sur la methôde

de multiplicateurs (voir V. Komornik [10]) et des inégalités intégrales démontrées par A.

Guesmia [05].
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Chapitre 1

Les espaces de Sobolev

Nous rappelons ici quelques définitions concernent les espaces Lp(Ω), de Sobolev.........

Pour plus détails Voir [01].

Définition 1 : Les espaces Ck(Ω)

Soient Ω est un ouvert de Rn et k ∈ N. On désigne par Ck(Ω) l’espace des fonctions

définies sur Ω dans R, k fois continûment dérivables,

et par C∞(Ω) on désigne l’espace des fonctions indéfiniment dérivables f : Ω −→ R.

On désigne par Ck
c (Ω) les éléments de Ck(Ω) à support compact dans Ω.

On désigne par C∞c (Ω) les éléments de C∞(Ω) à support compact dans Ω.

Définition 2 : Les espaces Lp(Ω)

Soient Ω est un ouvert de Rn et p ∈ [1,+∞[. On définit Lp(Ω) par :

Lp(Ω) =

f : Ω −→ R,mesurable tel que :
∫
Ω

|f(x)|pdx < +∞

 .

On définit sur Lp(Ω) la norme :

‖f‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|f(x)|pdx


1
p
.
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Chapitre 1 Les espaces de Sobolev

Si p = +∞ : L∞(Ω) = {f : Ω −→ R tel que : ∃ c ∈ R+verifiant |f | ≤ c p.p sur Ω}.

On définit sur L∞(Ω) la norme :

‖f‖L∞(Ω) = inf{c ∈ R+tel que : |f | ≤ c p.p sur Ω}.

Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach, et l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert

avec le produit scalaire :

< f, g >L2(Ω)=
∫
Ω

f(x)g(x)dx.

Définition 3 : Les espaces de sobolev Wm,p(Ω)

Soient Ω est un ouvert de Rn etm ∈ N, p ∈ [1,+∞] et α ∈ Nn (⇒ α = (α1, α2, · · · , αn)).

On note : Dαf =
∂|α|f

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαn
n

, |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn,

Wm,p(Ω) = {v : Ω −→ R tel que : ∀α ∈ Nn avec |α| ≤ m,∃gα ∈ Lp(Ω) vrifiant

∫
Ω

v(x)ϕ(x) = (−1)|α|
∫
Ω

gα(x)Dαϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)}.

On pose gα = Dαv et on note

‖v‖W m,p(Ω) =

 ∑
|α|≤m

‖Dαv‖p
Lp(Ω)


1
p
,

ou de la norme equivalente :
∑

|α|≤m

‖∂αv‖Lp(Ω), si 1 ≤ p <∞, et

‖v‖W m,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαv‖L∞(Ω), si p = +∞.

Remarques : 1. W 0,p(Ω) = Lp(Ω) , Wm,2(Ω) = Hm(Ω).
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Chapitre 1 Les espaces de Sobolev

2. Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

On munit l’espace H1(Ω) du produit scalaire :

< u, v >H1(Ω)=< u, v >L2(Ω) +
n∑

i=1

<
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi
>L2(Ω) .

On a : H1(Ω) est un espace de Hilbert par rapport à la norme engendrée.

On définit l’espace de Hilbert H1
0 (Ω). par la densité de C∞c (Ω) dans H1(Ω). Si Ω est de

classe C1, alors :

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) tel que : u = 0 sur ∂Ω}.

Définition 4 : Inégalité de Hölder

Soient p, q ∈ [1,+∞] tels que :
1
p

+
1
q

= 1 (si p = 1, alors q = +∞, et inversement).

Alors :

∀f ∈ Lp(Ω),∀g ∈ Lq(Ω) : fg ∈ L1(Ω) et on a :

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω),

c.à.d., si p, q ∈]1,+∞[,

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤

∫
Ω

|f(x)|pdx


1
p

∫
Ω

|g(x)|qdx


1
q
,

et si p = 1 et q = ∞, ∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖g‖L∞(Ω)

∫
Ω

|f(x)|dx.

Définition 5 : Inégalité de Young

Soient p, q ∈]1,+∞[ tels que :
1
p

+
1
q

= 1 .

Alors ∀ α, β ∈ R on a :
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Chapitre 1 Les espaces de Sobolev

|αβ| ≤ 1
p
|α|p +

1
q
|β|q.

Définition 6 : Inégalité de Poincaré

Soit Ω ⊆ Rn un ouvert borné . Il existe une constante c > 0 vérifiant :

∀f ∈ H1
0 (Ω) : ‖f‖H1(Ω) ≤ c ‖ ∇f ‖L2(Ω) où ∇f = (

∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn
).

Cette inégalité montre que ‖∇f ‖L2(Ω) définit une norme sur H1
0 (Ω) équivalante à la norme

de H1(Ω), et par conséquent H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert par rapport au produit

scalaire :

< f, g >H1
0 (Ω)=

∫
Ω

∇f(x).∇g(x)dx,

où le . sinifie le produit scalaire dans Rn (X.Y =
n∑

j=1
xjyj).

Définition 7 : Produit de convolution

Soient Ω ⊆ Rn , f ∈ L1(Ω) et g ∈ Lp(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞.

On pose :

(f ∗ g)(x) =
∫
Ω

f(x− y)g(y)dy, ∀x ∈ Ω.

Alors f ∗ g ∈ Lp(Ω) et on a

‖f ∗ g‖Lp(Ω) ≤‖ f ‖L1(Ω)‖ g ‖Lp(Ω) .
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Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES

Dans ce chapitre, on donne quelques inégalités intégrales appliquées dans les deux cas

(dissipatif et non dissipatif).

a) Cas dissipatif

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement appliquées à la stabili-

sation des systèmes d’évolution dissipatifs.

Les résultats des nombreux auteurs concernant l’estimation de décroissance de l’énergie

de certains problèmes dissipatifs sont basés sur les lemmes suivants, dûs à A. Haraux, V.

Komornik et P. Martinez.

Lemme 1.1. (Haraux 1978, Komornik 1994 et Martinez 1998 [05])

Soit E : R+ −→ R+ une fonction continue décroissante et φ : R+ −→ R+ une fonc-

tion strictement croissante de classe C1(R+) tel que : φ(0) = 0 et lim
t→+∞

φ(t) = +∞.

Supposons que : ∃p ≥ 0 et d > 0 tel que

+∞∫
s

φ′(t)Ep+1dt ≤ 1

d
Ep(0)E(s),∀s ≥ 0.

Alors

11



Chapitre 2 Inegalité Intégrale


E(t) ≤ E(0)e1−dφ(t) ∀t ≥ 0 si p = 0

E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdφ(t)

)1

p ∀t ≥ 0 si p > 0

Cas particuliers 1. φ(t) = t et p = 0

E(t) ≤ E(0)e1−dt, ∀t ≥ 0

estimation exponentielle (voir Haraux [08]).

2. φ(t) = t et p > 0

E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdt

)1

p
, ∀t ≥ 0

estimation polynomiale (voir Komornik [10]).

Lemme 1.2. (M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise 2003 [05])

Soit E : R+ −→ R+ une fonction continue décroissante vérifiant
+∞∫
s

ϕ(E(t)) ≤ 1

d
E(s), ∀s ≥ 0,

où d est un réel strictement positif et ϕ : R+ −→ R+ est une fonction convexe et

strictement croissante vérifiant ϕ(0) = 0.

Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et c1 tels que

E(t) ≤ ϕ−1

(
ψ−1(c0t)

c1t

)
, ∀ t ≥ t0,

où ψ : R∗
+ −→ R+ est définie par :

ψ(s) =

1∫
s

1

ϕ(t)
dt, ∀s > 0.

12



Chapitre 2 Inegalité Intégrale

Lemme 1.3. (F. Alabau-Boussouria 2005 [05])

Soit E : R+ −→ R+ une fonction continue décroissante vérifiant

+∞∫
s

E(t)F−1(E(t)) ≤ 1

d
E(s), ∀s ≥ 0

où F : R+ −→ [0, b[ est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un réel

b > E(0),

F (0) = 0 et lim
t→+∞

F (t) = b.

Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et c1 tels que

E(t) ≤ F

(
1

ψ−1(c0t)

)
, ∀ t ≥ t0

où ψ : [c0t0,+∞[−→ R est définie par :

ψ(s) = s+

c1∫
F ( 1

s
)

1

ϕ(t)
dt, ∀s ≥ c0t0.
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Chapitre 2 Inegalité Intégrale

b) Cas non dissipatif

On rappelle ici quelques inégalités intégrales appliquées à la stabilisation des sys-

tèmes d’evolution non dissipatifs.

Lemme 1.4. (Aïssa Guesmia [05] )

Soient E : R+ −→ R+ une fonction dérivable, a1, a2 ∈ R∗
+ et a3, r, p, λ ∈ R+. Sup-

posons que


T∫
s

Er+1(t)dt ≤ a1E(s) + a2E
p+1(s) + a3E

r+1(t), ∀ 0 ≤ s ≤ T,

E ′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0.

Si a3λ(r + 1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives w et c telles

que, ∀t ≥ 0,

E(t) ≤ c e−wt si r = 0,

E(t) ≤ c(1 + t)−
1
r si r > 0 et λ = 0,

E(t) ≤ c(1 + t)
−1

r(r+1) si r > 0 et λ > 0.

Lemme 1.5. (Aïssa Guesmia [05] )

Soit E : R+ −→ R+ une fonction dérivable, λ ∈ R+ et ϕ : R+ −→ R+ une fonction

convexe et strictement croissante vérifiant : ϕ(0) = 0.

Supposons que 
+∞∫
s

ϕ(E(t))dt ≤ E(s), ∀s ≥ 0,

E ′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0.

Alors E vérifie l’estimation suivante

E(t) ≤ eτ0λg−1
[
eλ(t−h(t))ϕ

(
ψ−1[h(t) + ψ(E(0))]

)]
, ∀t ≥ 0 (∗)

où ψ(t) =
1∫
t

1

ϕ(s)
ds, ∀t > 0,

g(t) =


ϕ(t) si λ = 0
t∫

0

ϕ(s)

s
ds si λ > 0

∀t ≥ 0,

14



Chapitre 2 Inegalité Intégrale

h(t) =

 0, ∀t ∈ [0, T0],

K−1(D(t)), ∀t > T0.

D(t) =

t∫
0

eλsds, ∀t ≥ 0,

K(t) = D(t) +
ψ−1[t+ ψ(E(0))]

ϕ (ψ−1[t+ ψ(E(0))])
eλt, ∀t ≥ 0,

τ0 =

 0, ∀t > T0,

T0, ∀t ∈ [0, T0],

T0 = D−1

(
E(0)

ϕ(E(0))

)
.

Remarques

1) (∗) ⇒ E(t) −→ 0 quand t→ +∞

2) Si λ = 0 (⇔ E est décroissante ) et ϕ(t) = dtr+1 avec

p ≥ 0 et d > 0, alors

(∗) ⇔


E(t) ≤ E(0)e1−dt, p = 0,

E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdt

) 1
p

, p > 0.
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Chapitre 3

STABILITE DU SYSTEME DE

Timoshenko

Dans ce chapitre, on donne le resultat d’existence et régularité de solution de

système de Timoshenko et on démontre la stabilité du système (5) en utilisant la

méthode de multiplicateurs et les inégalités intégrales concernant le cas non dissi-

patif données dans le chapitre précédent.

L’objectif de cette partie est d’étudier la question de la stabilité, i.e :

montrer que E(t) −→ 0 quand t −→ +∞ et donner une estimation sur sa vitesse

de convergence.

E est l’energie du système (5) (définie ci-après).
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

Nous donnons le système de Timoshenko suivant

(5)



ϕtt − (ϕx + ψ)x = 0, (0,1)× R+

ψtt − ψxx +K(ϕx + ψ) +
1∫
0

g(t− s)ψxx(s)ds = 0, (0,1)× R+

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0, ∀ t ≥ 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0,1)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0,1)

⇔



ϕtt − (ϕx + ψ)x = 0, (0,1)× R+

ψtt − ψxx + ϕx + ψ +
1∫
0

g(t− s)ψxx(s)ds = (1−K)(ϕx + ψ), (0,1)× R+

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0, ∀ t ≥ 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0,1)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, 1) .

On considère les hypothèses suivantes

(H1) g : R+ −→ R+ est une fonction dérivable est vérifiant les conditions suivantes

g(0) > 0, 1−
+∞∫
0

g(s)ds = l > 0.

(H2) Il existe une fonction ξ(t) décroissante et dérivable vérifiant : lim
t→+∞

ξ(t) > 0 et

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t) , ∀t ≥ 0.

Nous remarquons que si : g converge vers 0 exponentielement, i.e :

g(t) ≤ ae−bt, ∀t ≥ 0

(a, b > 0) alors (H2) est vérifiée avec ξ(t) = b.

Proposition 3.1.

Soient (ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ H1
0 (0, 1)× L2(0, 1) donnés.

Supposons que l’ hypothèse (H1) vérifiée. Donc le système (5), admet une solution

globale unique (faible)
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ϕ, ψ ∈ C(R+;H1
0 (0, 1))

⋂
C1(R+;L2(0, 1)).

Si

(ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ (H2(0, 1)
⋂

H1
0 (0, 1))×H1

0 (0, 1),

alors la solution (classique) vérifie

ϕ, ψ ∈ C(R+;H2(0, 1)
⋂

H1
0 (0, 1))

⋂
C1(R+;H1

0 (0, 1))
⋂

C2(R+;L2(0, 1)).

Remarque 3.2 .

Ce resultat pout être prové en utilisant des arguments standards tel que la méthode

de Galarkin.

Stabilité de (5)

Pour définir l’énergie E du système (5) on multiplie les deux première équations

de (5) par les fonctions ϕt et ψt respectivement, on applique l’intégration par partie

sur (0, 1) et on utilise (H1) et (H2), on trouve :

d

dt

1

2

1∫
0

ϕ2
t + ψ2

t + (1−
t∫

0

g(s)ds)ψ2
x + (ϕx + ψ)2

 +
1

2
g ◦ ψx


= −1

2
g(t)

1∫
0

ψ2
xdx+

1

2
g′ ◦ ψx + (1−K)

1∫
0

(ϕx + ψ)ψtdx,

où

g ◦ v =

1∫
0

t∫
0

g(t− s) (v(t)− v(s))2 dsdx , ∀v ∈ L2(0, 1).

On définit alors E par :

E(t) =
1

2

1∫
0

ϕ2
t + ψ2

t + (1−
t∫

0

g(s)ds)ψ2
x + (ϕx + ψ)2

 +
1

2
g ◦ ψx

et on a :

18
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E ′(t) = −1

2
g(t)

1∫
0

ψ2
xdx+

1

2
g′ ◦ ψx + (1−K)

1∫
0

(ϕx + ψ)ψtdx (3.1)

Si K = 1 (le cas considéré par A. Guesmia et S. Messaoudi [20]), alors E ′ ≤ 0 et

donc (5) est dissipatif. Dans notre cas, K 6= 1 en général, et par conséquent notre

système (5) n’est pas forcément dissipatif.

Théorème 3.3 Supposans que |K − 1| est assez petit,et supposons que les hypo-

thèses (H1) et(H2) sont satisfaites.

Etant donné (ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ H1
0 (0, 1)× L2(0, 1). Alors il existe deux constantes

positives c et ω telles que la solution du système (5) vérifie

E(t) ≤ ce−ωt, ∀t ≥ 0.

Remarque 3.4 Dans toute la suite, c désigne une constante générique qui peut

changer d’une ligne à une autre mais qui ne dépend pas de K.

Pour démontrer la stabilité du système (5) on démontre les lemmes suivants qui

nons seront utiles.

Lemme 3.5.

∀u ∈ H1
0 (]0, 1[),∃c > 0 tel que

1∫
0

 t∫
0

g(t− s)(u(t)− u(s)ds)

2

dx ≤ cg ◦ ux . (3.2)

Démonstration

On a
1∫

0

 t∫
0

g(t− s)(u(t)− u(s))ds

2

dx
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=

1∫
0

 t∫
0

√
g(t− s)

√
g(t− s)(u(t)− u(s))ds

2

dx.

D’aprés l’inégalité de Hölder on trouve

≤
1∫

0

 t∫
0

g(t− s)ds

  t∫
0

g(t− s)(u(t)− u(s))2ds

 dx

≤
1∫

0

 t∫
0

g(τ)dτ

 t∫
0

g(t− s)(u(t)− u(s))2dsdx.

Donc, d’aprés (H1), on obtient

1∫
0

 t∫
0

g(t− s)(u(t)− u(s))

2

dx ≤
1∫

0

 +∞∫
0

g(τ)dτ

 t∫
0

g(t−s)(u(t)−u(s))2dsdx (car

+∞∫
0

g(τ)dτ < 1)

≤
t∫

0

g(t− s)

1∫
0

(u(t)− u(s))2dxds.

Maintenant, d’aprés l’inégalité de Poincaré, on trouve

1∫
0

 t∫
0

g(t− s)(u(t)− u(s))

2

dx ≤ c

t∫
0

g(t− s)

1∫
0

(ux(t)− ux(s))
2dxds

≤ c

1∫
0

t∫
0

g(t− s)(ux(t)− ux(s))
2dsdx

≤ cg ◦ ux .

Lemme 3.6.

Soit I la fonction définie par

I(t) = −
1∫

0

ψt

t∫
0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx.
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Alors, pour tout δ > 0,

I ′(t) ≤ −

 t∫
0

g(s)ds− δ

 1∫
0

ψ2
t dx+ δ

1∫
0

(ϕx + ψ)2dx+ cδ

1∫
0

ψ2
xdx (3.3)

+c(δ +
1

δ
)g ◦ ψx −

c

δ
g′ ◦ ψx + c

K2

δ
g ◦ ψx.

Démonstration

En utilisant le système (5) on obtient

I ′(t) = −
1∫

0

ψt

t∫
0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx−

 t∫
0

g(s)ds

 1∫
0

ψ2
t dx

−
1∫

0

ψxx −
1∫

0

g(t− s)ψxx(s)ds−K(ϕx + ψ)

 t∫
0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

= −
1∫

0

ψt

t∫
0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx−

 t∫
0

g(s)ds

 1∫
0

ψ2
t dx

+

1∫
0

ψt

t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψ(s))dsdx+

1∫
0

K(ϕx + ψ)

t∫
0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

−
1∫

0

 t∫
0

g(t− s)ψ(s)ds

  t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds

 dx.

D’aprés (H1), l’inégalité de Young et l’inégalité de Hölder et en utilisant le Lemme

3.5 pour −g′ on obtient, pour tout δ > 0

−
1∫

0

ψt

t∫
0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx ≤ δ

1∫
0

ψ2
t dx−

c

δ
g′ ◦ ψx,

1∫
0

ψx

t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))dsdx ≤ δ

1∫
0

ψ2
xdx+

c

δ
g ◦ ψx
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K

1∫
0

(ϕx + ψ)

t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψ(s))dsdx ≤ δ

1∫
0

(ϕx + ψ)2dx+
c

δ
K2g ◦ ψx

et, pour tout δ̀ > 0,

−
1∫

0

 t∫
0

g(t− s)ψx(s)ds

  t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds

 dx

≤ δ̀

1∫
0

 t∫
0

√
g(t− s)

√
g(t− s)(ψx(s)− ψx(t) + ψx(t))

2

+
c

δ̀

 t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds

2

dx

≤ 2δ̀

1∫
0

 t∫
0

g(t− s)ds

  t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψ(s))2ds


+
c

δ̀

 t∫
0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds

2

dx+ 2δ̀

1∫
0

 t∫
0

g(t− s)ds

2

ψ2
xdx

≤ δ̀

 +∞∫
0

g(τ)dτ

 g ◦ ψx + 2δ̀

 +∞∫
0

g(τ)dτ

 1∫
0

ψ2
xdx+

c

δ̀
g ◦ ψx

≤ δ̀g ◦ ψx + cδ̀

1∫
0

ψ2
xdx+

c

δ̀
g ◦ ψx

≤ c(δ +
1

δ
)g ◦ ψx + δ

1∫
0

ψ2
xdx (où on choisit cδ̀ = δ).

Donc

I ′(t) ≤ (

t∫
0

g(s)ds− δ)

1∫
0

ψ2
xdx+ δ

1∫
0

(ϕx + ψ)2dx+ cδ

1∫
0

ψ2
xdx+ c(δ +

1

δ
)g ◦ ψx

−c
δ
g′ ◦ ψx +

c

δ
K2g ◦ ψx.
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Lemme 3.7.

Soit K1(t) la fonction définie par

K1(t) = −
1∫

0

(ψψt + ϕϕt)dx.

Alors

K ′
1(t) ≤ −

1∫
0

(ψ2
t + ϕ2

t )dx+

1∫
0

(ψ + ϕx)
2 + c

1∫
0

ψ2
xdx+ cg ◦ ψx (3.4)

+(K − 1)

1∫
0

ψ(ϕx + ψ)dx

Démonstration

En utilisant (5), (H1) et (H2) on trouve

K ′
1(t) = −

1∫
0

(ψ2
t +ϕ

2
t )dx−

1∫
0

ϕ(ψx+ϕxx)dx−
1∫

0

ψ

ψxx −
t∫

0

g(t− s)ψxx(s)ds−K(ϕx + ψ)

 dx

= −
1∫

0

(ψ2
t +ϕ

2
t )dx+

1∫
0

ψ2
xdx−

1∫
0

ψx

 t∫
0

g(t− s)ψx(s)ds

+

1∫
0

(ψ+ϕx)
2+(K−1)

1∫
0

ψ(ψ+ϕx)dx

≤ −
1∫

0

(ψ2
t +ϕ2

t )dx+

1∫
0

(ψ+ϕx)
2dx+ c

1∫
0

ψ2
xdx+ cg ◦ψx + (K − 1)

1∫
0

ψ(ϕx +ψ)dx.

Lemme 3.8.

Soit K2(t) la fonction définie par

K2(t) =

1∫
0

ψt(ψ + ϕx)dx+

1∫
0

ψxϕtdx−
1∫

0

ϕt

t∫
0

g(t− s)ψx(s)dsdx.

Alors, pour tout 0 < ε < 1,
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K ′
2(t) ≤

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

ϕx

x=1

x=0

+ ε

1∫
0

ϕ2
tdx (3.5)

+

1∫
0

ψ2
t −

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx+

c

ε

1∫
0

ψ2
xdx−

c

ε
g′ ◦ ψx + (1−K)

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx.

Démonstration

En utilisant le système (5) et l’intégration par partie et d’aprés l’inégalité de Young

et le Lemme 3.6 on trouve

K ′
2(t) =

1∫
0

(ϕx+ψ)

ψxx −
t∫

0

g(t− s)ψxx(s)ds−K(ϕx + ψ)

 dx+ 1∫
0

(ϕxt+ψt)ψtdx+

1∫
0

ψxtϕtdx

+

1∫
0

ψx(ϕx+ψ)xdx−
1∫

0

(ϕx+ψ)x

t∫
0

g(t−s)ψx(s)dsdx−
1∫

0

ϕt

g(0)ψx +

t∫
0

g′(t− s)ψx(s)ds

 dx

=

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

ϕx

x=1

x=0

−K
1∫

0

(ψ+ϕx)
2 +

1∫
0

ψ2
t dx− g(t)

1∫
0

ψxϕtdx

−
1∫

0

ϕt

t∫
0

g′(t− s)(ψx(s)− ψx(s))ds

 dx.
D’après l’inégalité de Young on obtient

K ′
2(t) ≤

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

ϕx

x=1

x=0

+εc

1∫
0

ϕ2
tdx−

1∫
0

(ψ+ϕx)
2dx+

c

ε

1∫
0

ψ2
xdx+

1∫
0

ψ2
t dx

−c
ε
g′ ◦ ψx + (1−K)

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx.

Lemme 3.9.

Soit K3(t) la fonction définie par

K3(t) =
1

4ε

1∫
0

m(x)ψt

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 dx+ ε

1∫
0

m(x)ϕtϕxdx

24



Chapitre 3 Stabilité de (5)

où ε > 0 et m ∈ C1([0, 1]) vérifiant : m(0) = −m(1) = 2 (on peut prendre

m(x) = 2− 4x). Alors

K ′
3(t) ≤ − 1

4ε

ψx(1, t)−
t∫

0

g(t− s)ψx(1, s)ds

2

+

ψx(0, t)−
t∫

0

g(t− s)ψx(0, s)ds

2 · · ·(3.6)

−ε
(
ϕ2

x(1, t) + ϕ2
x(0, t)

)
+(

1

4
+εc)

1∫
0

(ψ+ϕx)
2dx+εc

1∫
0

ϕ2
tdx+

c

ε

 1∫
0

ψ2
xdx+ g ◦ ψx

+
c

ε

∫
ψ2

t dx

−c
ε
g′ ◦ ψx +

1−K

4ε

1∫
0

m(x)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 (ϕx + ψ)

 dx.
Démonstration

En utilisant le système (5), l’intégration par partie et l’inégalité ϕ2
x ≤ 2(ψ+ϕx)

2 +

2ψ2 (ainsi que l’inégalité de Poincaré) on trouve

K ′
3(t) =

1

4ε

1∫
0

m(x)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)


x

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 dx

− 1

4ε

1∫
0

m(x)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 (ϕx + ψ)dx

+
1

4ε

1∫
0

m(x)ψt

ψxt − g(0)ψx −
t∫

0

g′(t− s)ψx(s)ds

 dx
+

1−K

4ε

1∫
0

m(x)

ψx −
1∫

0

g(t− s)ψx(s)

 (ϕx + ψ) + ε

1∫
0

m(x)ψxϕxdx

+ε

1∫
0

m(x)ϕxxϕxdx+ +ε

1∫
0

m(x)ϕtϕxtdx

=
1

4ε

−
ψx(1, t)−

t∫
0

g(t− s)ψx(1, s)ds

2

+

ψx(0, t)−
t∫

0

g(t− s)ψx(0, s)ds

2
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− 1

8ε

1∫
0

m′(x)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

2

dx

− 1

4ε

1∫
0

m(x)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 (ϕx + ψ)

− 1

8ε

1∫
0

m′(x)ψ2
t dx

+
1

4ε

 1∫
0

m(x)ψt

 t∫
0

g′(t− s)(ψx(t)− ψx(s)ds

 dx− g(t)

1∫
0

m(x)ψxψtdx


+ε

 1∫
0

m(x)ψxϕxdx− (ϕ2
x(1, t) + ϕ2

x(0, t))−
1

2

1∫
0

m′(x)ϕ2
xdx−

1

2

1∫
0

m′(x)ϕ2
tdx


+

1−K

4ε

1∫
0

m(x)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)

 (ϕx + ψ)

 dx.
Lemme 3.10.

Soit la fonction K(t) définie par

K(t) = 3cεK1(t) +K2(t) +K3(t)

où ε > 0 et c > 0. Alors

K ′(t) ≤ −1

2

1∫
0

(ψ+ϕx)
2dx−c

1∫
0

ϕ2
tdx+c

1∫
0

ψ2
xdx+cg◦ψx−cg′◦ψx· · · · · · · · · · · · · · · · · ·(3.7)· · · · · · · · · · · · · · · · · ·(3.7)

+(K−1)

 1∫
0

(
cψ(ϕx + ψ)− (ψ + ϕx)

2
)
dx− c

1∫
0

m(x)(ϕx + ψ)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 dx

 .
Démonstration

D’après les Lemmes 3.8, 3.9 et 3.10 et en utilisant l’inégalité suivante

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

ϕx ≤ εϕ2
x +

1

4ε

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

2

,

on obtient

K ′(t) = 3cεK ′
1(t) +K ′

2(t) +K ′
3(t)
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≤ −3cε

1∫
0

(ψ2
t + ϕt)

2 + 3cε

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx+ 3c2ε

1∫
0

ψ2
xdx+ (3c2ε)g ◦ ψx

+3cε(K − 1)

1∫
0

ψ(ϕx + ψ)dx+

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

ϕx

x=1

x=0

+ ε

1∫
0

ϕ2
tdx

+

1∫
0

ψ2
t dx−

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx+

c

ε

1∫
0

ψ2
x −

c

ε
g′ ◦ ψx + (1−K)

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx

− 1

4ε

ψx(1, t)−
t∫

0

g(t− s)ψx(1, t)ds

2

+

ψx(0, t)−
t∫

0

g(t− s)ψx(0, s)ds

2
−ε

(
ϕ2

x(1, t) + ϕ2
x(0, t)

)
+ (

1

4
+ εc)

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx+ εc

1∫
0

ϕ2
tdx

+
c

ε

1∫
0

ψ2
xdx+

c

ε
g ◦ ψx +

c

ε

1∫
0

ψ2
t dx−

c

ε
g′ ◦ ψx

+
1−K

ε

1∫
0

m(x)(ϕx + ψ)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψxds

 dx.
Alors

K ′(t) ≤ (4εc− 3

4
)

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx− εc

1∫
0

ϕ2
tdx+ (

c

ε
− 3εc)

1∫
0

ψ2
t dx

+(3c2ε+
2c

ε
)

1∫
0

ψ2
xdx+ (3c2ε+

c

ε
)g ◦ ψx −

2c

ε
g′ ◦ ψx

(K−1)

 1∫
0

(
3cε(ϕx + ψ)ψ − (ψ + ϕx)

2
)
dx− 1

4ε

1∫
0

m(x)(ϕx + ψ)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 dx

 .
On choisit 4cε <

1

4
=⇒ 4cε− 3

4
≤ −1

2
, on trouve

K ′(t) ≤ −1

2

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx− c

1∫
0

ϕ2
tdx+ c

1∫
0

ψ2
xdx+ cg ◦ ψx − cg′ ◦ ψx
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+(K−1)

 1∫
0

(
cψ(ϕx + ψ)− (ψ + ϕx)

2
)
dx− c

1∫
0

m(x)(ϕx + ψ)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 dx

 .
Lemme 3.11.

Soit ω la fonction définie par

−ωxx = ψx· · · · · · · · · · · · · · · · · ·(3.8)

avec ω(0) = ω(1) = 0. La fonction ω vérifie les inégalités suivantes

1∫
0

ω2
xdx ≤

1∫
0

ψ2dx

et

1∫
0

ω2
t dx ≤

1∫
0

ψ2
t dx

Démonstration

La fonction ω est donnée par

ω(x) = −
x∫

0

ψ(y)dy + x

1∫
0

ψ(y)dy

En multipliant l’équation −ωxx = ψx par ω et en intégrant par partie, on obtient

−
1∫

0

ωxxωdx =

1∫
0

ψxωdx.

D’après l’intégration par partie

1∫
0

ω2
xdx = −

1∫
0

ψωxdx.
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L’inégalité de Cauchy Schwarz donne alors

−
1∫

0

ψωx ≤
1

2

1∫
0

ψ2dx+
1

2

1∫
0

ω2
xdx

=⇒
1∫

0

ω2
xdx ≤

1

2

1∫
0

ψ2dx+
1

2

1∫
0

ω2
xdx

=⇒
1∫

0

ω2
xdx ≤

1

2

1∫
0

ψ2dx+
1

2

1∫
0

ω2
x ⇒

1∫
0

ω2
xdx ≤

1∫
0

ψ2dx.

D’autre part, en dérivant l’équation −ωxx = ψx par rapport à t, on obtient

1∫
0

ω2
xtdx ≤

1∫
0

ψ2
t dx

Et d’après l’inégalité de Poincaré on aura

1∫
0

ω2
t dx ≤

1∫
0

ω2
xtdx ≤

1∫
0

ψ2
t dx.

Lemme 3.12.

Soit J la fonction définie par

J(t) =

1∫
0

(ψψt + ωϕt)dx.

Alors

J ′(t) ≤ − l
2

1∫
0

ψ2
xdx+

c

ε0

1∫
0

ψ2
t dx+ε0

1∫
0

ϕ2
tdx+cg◦ψx+(1−K)

1∫
0

ψ(ϕx+ψ)dx· · · · · · · · ·(3.9)

où 0 < ε0 < l et l est définie en (H1) .

Démonstration
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on a

J ′(t) =

1∫
0

ψ2
t dx+

1∫
0

ψψttdx+

1∫
0

ωtϕtdx+

1∫
0

ωϕttdx.

En utilisant le système (5) on trouve

J ′(t) =

1∫
0

ψ2
t dx+

1∫
0

ψ
ψxx −K(ϕx + ψ)−

t∫
0

g(t− s)ψxx(s)ds

 dx
+

1∫
0

ωtϕt +

1∫
0

ω(ϕxx + ψx)dx.

En utilisant l’intégration par partie et d’après l’inégalité de Young, l’inégalité de

Hölder et (H1) on trouve

J ′(t) ≤
1∫

0

ψ2
t dx−

l

2

1∫
0

ψ2
xdx+ cg ◦ ψx +

1∫
0

(ω2
x − ψ2)dx+ ε0

1∫
0

ϕ2
tdx+

1

4ε0

1∫
0

ω2
t

+(1−K)

1∫
0

ψ(ϕx + ψ)dx.

En appliquant l’inégalité de Poincaré et le Lemme 3.11 on obtient

J ′(t) ≤ −l
2

1∫
0

ψ2
xdx+

c

ε0

1∫
0

ψ2
t dx+ cg ◦ ψx + (1−K)

1∫
0

ψ(ϕx + ψ)dx+ ε0

1∫
0

ϕ2
tdx.

Maintenant nous démontrons le Théoréme 3.3

Pour N1, N2, N3 > 1, soit L(t) la fonction définie par

L(t) = N1E(t) +N2I(t) +N3J(t) +K(t),

et soit g0 =
t0∫
0

g(s)ds > 0 pour t0 > 0 fixé. En combinisant (3.1), (3.3), (3.7), (3.9)

et en prenant δ =
1

4N2

(dans (3.3)) on trouve

30



Chapitre 3 Stabilité de (5)

L′(t) ≤ −
(
lN3

2
− c

) 1∫
0

ψ2
xdx− (c−ε0N3)

1∫
0

ϕ2
tdx−

1

2

1∫
0

(ϕx +ψ)2dx· · · · · · · · ·(3.10)

−(N2g0 −
1

4
− c

N3

ε0

− c)

1∫
0

ψ2
t dx+ (4cN2

2 + cN3 + c)g ◦ ψx + (
N1

2
− 4cN2

2 − c)g′ ◦ ψx

(?)



+ck2N2
2 (g ◦ ψx) +N3(1−K)

1∫
0

ψ(ϕx + ψ)dx+N1(1−K)
1∫
0

(ϕx + ψ)ψt+

(K − 1)

[
1∫
0

(cψ(ϕx + ψ)− (ψ + ϕx)
2)− c

1∫
0

m(ϕx + ψ)

(
ψx −

t∫
0

g(t− s)ψx(s)ds

)
dx

]
,∀t ≥ t0

pour tout t ≥ t0 et 0 < ε0 < l.

Maintenant, on choisit N3 assez grand tel que c1 =
lN3

2
− c > 0.

On choisit ensuite ε0 assez petit tel que c2 = c− ε0N3 > 0.

Après, on choisit N2 assez grand tel que c3 = N2g0 −
1

4
− c

N3

ε0

− c > 0.

Finalement, on choisit N1 assez grand tel que
N1

2
− 4cN2

2 − c > 0.

Donc (3.10) devient

L′(t) ≤ −c1

1∫
0

ψ2
xdx− c2

1∫
0

ϕ2
tdx− c3

1∫
0

ψ2
t dx−

1

4

1∫
0

(ψ + ϕx)
2dx

(c+ cK2)g ◦ ψx + c(1−K)

1∫
0

ψt(ϕx + ψ)dx

(K−1)

 1∫
0

(c(ϕx + ψ)ψ − (ψ + ϕx)
2)− c

1∫
0

m(ϕx + ψ)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 dx

 , ∀t ≥ t0

On a :
1∫

0

ψ(ϕx + ψ)dx ≤ 1

2

1∫
0

(
ψ2 + (ϕx + ψ)2

)
dx ≤ c

1∫
0

(
ψ2

x + (ϕx + ψ)2
)
dx ≤ cE(t),

1∫
0

ψ(ϕx + ψ) ≤ c

1∫
0

(
ψ2 + (ϕx + ψ)2

)
≤ cE(t)
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et c

1∫
0

m(ϕx + ψ)

ψx −
t∫

0

g(t− s)ψx(s)ds

 dx

≤ c

1∫
0

(ϕx + ψ)2 +

ψx −
t∫

0

g(t− s)(ψx(s)− ψx(t) + ψx(t))

2 dx
≤ c

1∫
0

[(ϕx + ψ)2 + ψ2
x + g ◦ ψx]dx ≤ cE(t).

Alors

(?) ≤ c(1 +K2)g ◦ ψx + c|K − 1|E(t).

Donc

L′(t) ≤ −c4E(t) + c(1 +K2)g ◦ ψx + c5|K − 1|E(t), ∀t ≥ t0.

Finalement, siK est assez proche de 1 tel que : |K−1| < c4
c5
, · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(3.11)

alors on trouve

L′(t) ≤ −cE(t) + cg ◦ ψx, ∀t ≥ t0.· · · · · · · · · · · · · · ·(3.12)

D’autre part, on peut choisir N1 assez grand (si nécessaire ) tel que L ∼ E car

|I|, |J |, |K1| ≤ cE alors L ≤ αE avec α > 0.

Dautre part

L ≥ N1E − cE ≥ (N1 − c)E

où on peut choisir N1 assez grand tel que N1 − c = β > 0, et donc on trouve

βE ≤ L ≤ αE

d’où on obtient L ∼ E.

En utilisant (H2), (3.1), (3.12) on obtient

ξ(t)L′(t) ≤ −cξ(t)E(t) + cξ(t)(g ◦ ψx)

≤ −cξ(t)E(t) + cξ(t)

1∫
0

t∫
0

g(t− s)((ψx(t)− ψx(s))
2 dsdx
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≤ −cξ(t)E(t) + cξ(t)

1∫
0

t∫
0

ξ(t− s)

ξ(t− s)
g(t− s) (ψx(t)− ψx(s))

2 dsdx, ∀t ≥ t0.

Comme la fonction t 7−→ ξ(t) est décroissante,

alors la fonction t 7−→ 1

ξ(t)
est croissante,

et donc la fonction s 7−→ 1

ξ(t− s)
est décroissante,

et on a

sup
[0,t]

1

ξ(t− s)
=

1

ξ(t− 0)
=

1

ξ(t)
,

donc

ξ(t)L′(t) ≤ −cξ(t)E(t) + c

1∫
0

t∫
0

ξ(t− s)g(t− s) (ψx(t)− ψx(s))
2 dsdx

≤ −cξ(t)E(t)− c

1∫
0

t∫
0

g′(t− s) (ψx(t)− ψx(s))
2 dsdx, ∀t ≥ t0.

Comme (d’après (3.1))

−g′ ◦ ψx ≤ −2E ′ + c|K − 1|E,

alors

ξ(t)L′(t) ≤ −cξ(t)E(t)− cE ′(t) + c|K − 1|E(t), ∀t ≥ t0.

Donc

ξ(t)L′(t) + cE ′(t) ≤ −cξ(t)E(t) + c|K − 1|E(t), ∀t ≥ t0,

et par conséquent

(ξ(t)L(t) + cE(t))′ − ξ′(t)L(t) ≤ −cξ(t)E(t) + c|K − 1|E(t), ∀t ≥ t0.

Donc

(ξ(t)L(t) + cE(t))′ ≤ −cξ(t)E(t) + c|K − 1|E(t) + ξ′(t)L(t), ∀t ≥ t0.

Comme ξ(t) est décroissante et L(t) ≥ 0, on trouve
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(ξ(t)L(t) + cE(t))′ ≤ −cξ(t)E(t) + c|K − 1|E(t).

Comme lim
t→+∞

ξ(t) > 0 et ξ est décroissante, alors

ξ(t) ≥ λ0 > 0,∀t ≥ 0. Donc

−cξ(t)E(t) + c|K − 1|E(t) ≤ − (cλ0 − c|K − 1|)E(t).

Donc si |K − 1| est assez petit tel que : |K − 1| < cλ0, · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(3.13)

alors

(ξ(t)L(t) + cE(t))′ ≤ −cE(t), ∀t ≥ t0.

Posons F = ξL+ cE. On a F ∼ E et

F ′(t) ≤ −cE(t) ≤ −ωF (t), ∀t ≥ t0.

Alors

F ′(t) ≤ −ωF (t), ∀t ≥ t0.

F ′(t) + ωF (t) ≤ 0, ∀t ≥ t0.

⇒ eωt[F ′(t) + ωF (t)] ≤ 0, ∀t ≥ t0.

⇒ (eωtF (t))′ ≤ 0, ∀t ≥ t0.

ce qui implique t 7−→ eωtF (t) est décroissante

Donc

eωtF (t) ≤ eω×0F (0) = F (0) = c6

est par conséquent E(t) ≤ c7e
−ωt, ∀t ≥ t0 (car F ∼ E)

Pour t ∈ [0, t0], on a

E(t) ≤ max
0≤τ≤t0

E(τ)

(car E ∈ C([0, t0]))

=⇒ E(t) ≤ max
0≤τ≤t0

E(τ)eω(t0−t)
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=⇒ E(t) ≤ max
0≤τ≤t0

E(τ)eωt0e−ωt

on pose c8 = max
0≤τ≤t0

E(τ)eωt0 ,

on obtient E(t) ≤ c8e
−ωt, ∀t ∈ [0, t0].

Donc E(t) ≤ ce−ωt, ∀t ≥ 0, où c = max{c7, c8}.
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Conclusion

Dans notre étude de la stabilité de (5), on a supposé que |K − 1| est assez petit

et ξ est décroissante vérifiant lim
t→+∞

ξ(t) > 0 . La question reste posée si l’une de ces

trois hypothèses n’est pas vérifiée.

Notre résultat reste valable si on considère des coéfficients variables ρ1(x), ρ2(x),

K1(x), K2(x), K(x) vérifiant ρ1, ρ2, K1, K2 ∈ C1([0, L]),
K1

ρ1

=
K2

ρ2

, inf
[0,L]

K1

ρ1

> 0,

sup
[0,L]

K2

ρ2

< +∞ et ‖K − 1‖L∞([0,L]) est assez petit.
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Résume
Dans ce mémoire, on a étudié l’existence, l’unicité et la régularité des solutions de

(5) ainsi que sa stabilité exponentielle dans le cas non dissipatif. La méthode appli-

quée est basée sur des inégalités intégrales concernant le cas non dissipatif.

Mots Clés : Inégalités intégrales, stabilisation exponentielle, convolution, système

de Timoshenko, EDP.

Abstract
In this dessertation, we studied the existence, the uniqueness and the regularity of

the solutions of (5) aswell as its in the non dissipative. cas The applied method is

based on soure integral inequalities concerning the non dissipative case.

key words : Integral Inequalities, exponential stability, convolution, Timoshenko

system, PDE.
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