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Introduction

Dans [20] Timoshinko, a donné le systéme de deux équations hyperboliques couplées

suivant :

puy = (K(uz — )z, dans(0,L)x (0,+00), )
Loy = (Elpg)e + K(ug — @), dans(0,L)x(0,+00 )
comme un modéle simple décrivant les vibrations d’un poutre, ot t est la variable du temps,
x la variable de I’espace au long du poutre de longueur L dans sa configuration d’equilibre,
u est le déplacement transverse du poutre, et ¢ est 'angle de rotation du filement du
poutre.
Les cofficients : p, I,,, E/, I et K sont respectivement la masse linéaire (la masse par unité de
longueur), le moment polaire d’inertie de la section efficace, le module d’Young de 1’élasti-
cité, le moment d’inertie d’une section efficace et le module d’étirement.
Ce systéme a été étudié par beaucoup de mathématiciens et des resultats concernant 1’exis-

tence et le comportement asymptotique ont été obtenus. Kim et Renardy [09] ont considéré

(1) ensemble avec deux conditions linéaire aux bords de la forme

k(L t) — k(L) = 2% (L 1), >0
Ox ot (2)

er%% . = %21 vt >0

A TR ="

Les auteurs ont établit un résultat de stabilité exponentielles. Ils ont aussi donné des
éstimations numeériques aux valeurs propres de 'opérateur associé au systéme (1). Un
résultat analogue a été aussi établit par Feng et al. [04] ou la stabilité d’un systéme de
Timoshenko a été étudié. Raposo et al. [12] ont étudié (1) avec des conditions de Dirichlet

homogénes sur le bord et deux controles linéaires internes et ont prouvé que l’énergie
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décroit exponentiellement, ce résultat est similaire a celui donné par Taylor et al. [19].
Mais comme ils I'ont mentionné, 'originalité de leur travail repose sur la méthode de la
théorie des semigroupes qui a été développée par Liu et Zheng [11]. Soufyane et Wehbe
[16] ont montré qu’il est possible de stabiliser uniformement (1) en utilisant un feedback

unique localement distribué. Ils ont considéré

puy = (K(uz — )z, dans(0, L) x (0,400)
Lipw = (EIpy)s + K (ug — @) — by, dans(0, L) x (0, +00) (3)
w(0,t) = u(L,t) = p(0,t) = o(L,t) =0, V>0

ol b est une fonction positive et continue vérifiant
b(x) > by >0 Vzx € [ag,a1] C [0, L].

En réalité, Ils ont prouvé que la stabilité uniforme de (3) tient si et seulement si les

. . ) EI ) e
vitesses de propogation sont égales | — = — | ; autrement, c’est seulement la stabilité

P I,
asymptotique qui a été prouvé. Ce résultat améliore un ancien résultat de Soufyane [18]
et Shi et Feng [15], ou une décroissance exponentielle de I’énergie de la solution de (1)

ensemble, avec deux feedbacks distribués et locaux, a été prouvé. Ammar-Khodja et al.

[02] ont considéré un systéme de type Timoshenko linéaire avec une mémoire de la forme :

prug — K(py + 1), =0, dans (0,L)x(0,+00)
(4)
pothey — Dy + ftg(t — 8)Uzz(s)ds + K(pz + ) =0, dans (0,L)x(0,+00 )
0

ensemble avec des conditions aux limites de type Dirichlet homogéne.

Ils ont utilisé les techniques du multiplicateurs et ont prouvé que, pour une fonction de
relation de décroissance uniforme, le systéme est uniformement stable si et seulement si les
vitesses de propogation sont égales, c’est a dire 5 = g, précisement, ils ont prouvé une

P1
décroissance exponentielle si g satisfait & une relation de la forme

—kog < ¢ < —kig, 19"] < kag

pour Ko, K1, Ko > 0, et un résultat de décroissance polynomiale si g satisfait & une relation

de la forme

—by gt < g < —pogPt/P - p > 2
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_b3’g/‘(p+2)/(P+1) <q' < _[)4’9/‘(17Jr2)/(p+1)7 Vp > 2

pour by, be, b, by > 0. Le feedback du type mémoire a été aussi utilisé par Santos [13]. Ils
ont considéré un systéme de Timoshenko et ont montré que la présence de deux feedbacks
de type mémoire sur une portion du bord stabilise le systéme uniformément.

Il ont aussi obtenu le taux de décroissance de I’énergie qui est exactement le taux de décrois-
sance des fonctions de relaxtion. Shi et Feng [14] ont étudier un systéme de Timoshenko
et ont montré que, sous quelques controles localement distribués, la solution du systéme
décroit exponentiellement.

Pour arriver a leur but, les auteurs ont utilisé la méthode de multiplicateurs de fréquences.

Dans le présent travail, on est concerné par

pree — Ki(pa + 1)z =0, (0,L)x Ry
pat — Kats + Klpa 4 0) + [ 9t = $ma(s)ds = 0. (O.L)x R,
(5) 0(0,1) = o(L,t) = (0, ) = (L, t) = 0, V>0
p(2,0) = o(z), pi(z,0) = p1(z), z € (O,L)
¥(x,0) = Yo(z), Yu(z,0) = ¢1(z), z € (0,L)
oupi, p2, K1, Ko, L > 0 et K € R vérifient Ip(ll = Ip{; (méme vitesse de propogation).

Sont perte de généralité, on considére le cas

p1:p2:K1:K2:L:1.

Le cas K = 1 donne le systéme considéré par A. Guesmia et S. Messaoudi [07], alors
le systéme (5) est dissipatif (son energie décroissante). Par contre, si K # 1, n’est plus
dissipatif. Lobjectif principal de ce travail est de montrer que (5) reste stable si |[K — 1] est
assez proche de 0. La metode utilisée pour démontrer ce resultat est basée sur la methdde
de multiplicateurs (voir V. Komornik [10]) et des inégalités intégrales démontrées par A.

Guesmia [05].



Chapitre 1

Les espaces de Sobolev

Nous rappelons ici quelques définitions concernent les espaces LP(2), de Sobolev.........

Pour plus détails ~ Voir [01].

Définition 1 : Les espaces C*(Q)

Soient Q est un ouvert de R” et k € N. On désigne par C*(Q) l'espace des fonctions
définies sur 2 dans R, k fois continiment dérivables,
et par C*°(£2) on désigne l'espace des fonctions indéfiniment dérivables f : Q — R.
On désigne par C*(Q) les éléments de C*(Q) & support compact dans .

On désigne par C2°(2) les éléments de C°°(2) & support compact dans €.

Définition 2 : Les espaces LP((2)

Soient € est un ouvert de R™ et p € [1, +oo[. On définit LP(Q2) par :

LP(Q) = < f:Q — R, mesurable tel que: /|f(x)|pd:£ < 400
Q

On définit sur LP(Q2) la norme :

1
p
1f e = / F)dr |

Q

7
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Sip=400:L®Q)={f:Q— R tel que: I ce Rtverifiant |f| <c¢ p.psur Q}.

On définit sur L*°(€2) la norme :
I flley = inf{ce Rttel que: |f| <c p.psur Q}.

Les espaces LP() sont des espaces de Banach, et 'espace L?(£2) est un espace de Hilbert

avec le produit scalaire :

<f.9> 0= [ f@gds
Q

Définition 3 : Les espaces de sobolev W"?((Q)

Soient Q2 est un ouvert deR" et m € N;p € [1,+o0] et « € N* (= o = (a1, 2, -+, ).
olel f

aq as Q)
0x]'0xy? - - - Oxp”

On note : D*f = o] = a1 +ag + -+ ap,

WmP(Q) ={v:Q — R tel que: Va € N" avec |a] < m,3g, € LP(Q) vrifiant

[r@ie@) = 1" [ @)Dy, v e cz@).
Q Q
On pose g, = D%v et on note

p
lollwma@) = { Y 1Dy |

|| <m

ou de la norme equivalente : > [|0%V|1pq), si 1 <p<oo, et
la|<m

[llwmeoy = Y D[l si p= oo,

|a| <m

Remarques : L. WoP(Q)=LP(Q), W™Q)=Hm().
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2. W™P(Q) est un espace de Banach.

On munit Pespace H'(Q) du produit scalaire :

- ou Ov
< U,V >Hr)=< U,V >12(Q) —i—Z < D2 Drn >12(Q) -
i=1 ¢ ¢

On a : H(Q) est un espace de Hilbert par rapport & la norme engendrée.
On définit espace de Hilbert H{ (). par la densité de C2°(Q) dans H(Q). Si Q2 est de

classe C, alors :

HY Q) ={uec HY(Q) tel que:u=0 sur 9Q}.

Définition 4 : Inégalité de Holder

1 1
Soient p, ¢ € [1,400] tels que : — + — =1 (si p = 1, alors ¢ = +00, et inversement).
p q
Alors :

VfeLP(Q),Vge L) : fge LY(Q) et on a:

£l < 1fllr@)llgll o)

c.a.d., sip,q €)1, +o0],
1

1
/If(w)g(w)ldwé /!f(ﬂf)!pd:r ! /Ig(x)lqu q,

Q Q Q

etsip=1cet g =00,

[ 1@l <N~ [ 1@)ld
Q

Q

Définition 5 : Inégalité de Young

1 1
Soient p,q €1, +oo| tels que : — + - =1.
P q

Alors Vo, €R on a:
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1 1
aB| < =laf” + —[5]%.
p q

Définition 6 : Inégalité de Poincaré

Soit 2 C R™ un ouvert borné . Il existe une constante ¢ > 0 vérifiant :

of of

VieHy(Q):  fllm@ <cll VIl onVf= (ax1 )

Cette inégalité montre que ||V f || 12(q) définit une norme sur HZ () équivalante a la norme
de H'(), et par conséquent H}() est un espace de Hilbert par rapport au produit

scalaire :

< f.9> o= [ V@) Vy(a)ds
Q

n
ot le . sinifie le produit scalaire dans R" (X.Y = ) z;y;).
j=1

Définition 7 : Produit de convolution

Soient Q CR"™ | f € L'(2) et g € LP(2) avec 1 < p < +o0.
On pose :
(f*g)(x /fx— y)dy, V€ Q.

Alors fxg € LP(Q) et on a

1f* gllLr) <II f lov@ll 9 llzr ) -

10



Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES

Dans ce chapitre, on donne quelques inégalités intégrales appliquées dans les deux cas
(dissipatif et non dissipatif).
a) Cas dissipatif
On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement appliquées a la stabili-
sation des systémes d’évolution dissipatifs.
Les résultats des nombreux auteurs concernant I’estimation de décroissance de 1’énergie
de certains problémes dissipatifs sont basés sur les lemmes suivants, diis & A. Haraux, V.
Komornik et P. Martinez.
Lemme 1.1. (Haraux 1978, Komornik 1994 et Martinez 1998  [05])
Soit £ : Ry — R, une fonction continue décroissante et ¢ : Ry — R, une fonc-
tion strictement croissante de classe C*(Ry) tel que : ¢(0) =0 et lim ¢(t) = +oo.

t——+o0

Supposons que : dp > 0 et d > 0 tel que
+o0 1
/ ¢ (t)EPTdt < aEP(O)E(S),vs > 0.

Alors

11
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E(t) < E(0)el~4® Vt>0sip=0
1
1+p \p ,
< _ >
E(t)_E(O)(1+pd¢(t)> Vi>0sip>0

Cas particuliers 1. ¢(t) =t et p=10

estimation exponentielle (voir Harauz  [08]).

2.0(t)=t etp>0

1 1
E(t) < E(0) (1 ++p§t) Pvt>0

estimation polynomiale (voir Komornik  [10]).
Lemme 1.2. (M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise 2003  [05])

Soit £ : Ry — R, une fonction continue décroissante vérifiant
+oo

[ eE@) < 5 B, =0

S

ot d est un réel strictement positif et ¢ : R, — R, est une fonction convexe et
strictement croissante vérifiant ¢(0) = 0.

Alors il existe trois réels strictement positifs ty, co et c; tels que

E(t) < ¢! (—wl(cot)

Vt>t
1t )7 = L0,

o Y : R — R est définie par :

1
/L t, Vs>0.
©(t)

12
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Lemme 1.3. (F. Alabau-Boussouria 2005 [05])

Soit E: Ry — R, une fonction continue décroissante vérifiant

/ Et)FY(E(t)) < clz E(s), Vs>0

ot F: Ry — [0,b] est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un réel

b> E(0),

FO0)=0 et lim F(t)=0.

t—-+o0
Alors il existe trois réels strictement positifs ty, co et ¢ tels que

Vit>to

ot 1 : [coty, +oo[— R est définie par :

C1

1

dt. Vs > ot
p(n) T

13
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b) Cas non dissipatif

On rappelle ici quelques inégalités intégrales appliquées a la stabilisation des sys-
témes d’evolution non dissipatifs.

Lemme 1.4. (Aissa Guesmia [05] )

Soient E/ : Ry — R, une fonction dérivable, a1, as € R et ag,r,p,\ € Ry. Sup-

posons que

T
[E N (t)dt < a1 E(s) + ayEP*(s) + as B+ (t), V0<s<T,

E'(t) < \E(t), vt > 0.
SiasA(r + 1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives w et ¢ telles
que, Yt >0,

Et)<ce™ s r=0,

El)<cl+t)r si r>0 et A=0,

—1

Et)<c(1+t)D si r>0 et A>0.

Lemme 1.5. (Aissa Guesmia [05] )
Soit £ : R, — R une fonction dérivable, A € Ry et ¢ : Ry — Ry une fonction
conveze et strictement croissante vérifiant : p(0) = 0.

Supposons que

T o)t < B(s), Vs >0,

S

E'(t) < AE(t), vt > 0.

Alors E vérifie ’estimation suivante

E(t) < e™g [T Do (w7 [h(t) + (E0)])], VE>0 (*)
\ i,
ol P(t) = tf go(s)d . Vit >0,
P A
= ft%ds si A>0 T
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{ 0, Vi € [0, Ty,
h(t) =
K=Y(D(t)), Vt>Ty.
D(t) = /e’\sds, vt >0,
K(t) = D(1) VI (EQ)] vt >0,

{ 0, Vt>T1Ty,
To =

Remarques
1) (x) = E(t) — 0 quand t — +o0
2) Si A =0 (& F est décroissante ) et p(t) = dt"™ avec

p>0etd>0,alors

x
S
=
|
/N
—_
+
i
N———
= =
s
=)

15



Chapitre 3

STABILITE DU SYSTEME DE

Timoshenko

Dans ce chapitre, on donne le resultat d’existence et régularité de solution de
systéme de Timoshenko et on démontre la stabilité du systéme (5) en utilisant la
méthode de multiplicateurs et les inégalités intégrales concernant le cas non dissi-

patif données dans le chapitre précédent.

L’objectif de cette partie est d’étudier la question de la stabilité, i.e :
montrer que E(t) — 0 quand ¢ — 400 et donner une estimation sur sa vitesse
de convergence.

E est 'energie du systéme (5) (définie ci-apreés).

16



Chapitre 3 Stabilité de (5)

Nous donnons le systéme de Timoshenko suivant

)
o1t — (pe + 1)z =0, (0,1)x Ry
1

Uy — Vuw + K(pz + ) + [ g(t — 8)1pa(s)ds =0, (0,1)x Ry

(5) 0(0,1) = p(1,1) = (0, 1) = ¥(1,1) = 0, V>0

¢(2,0) = wo(x), pu(x,0) = p1(2), z € (0,1)

| ¥(2,0) = tho(z), ¥e(z,0) = ¢ (z), z € (0,1)
[ ou = (put ) = 0, (0,1)x R,
e =t a0+ [ 90— 9als)ds = (1= K)(pa 4 0), O R,

T @(0,1) = p(1,8) = (0, 8) = ¥(1,t) = 0, V>0
@(x,0) = @o(z), pi(z,0) = @1 (), z € (0,1)

U(x,0) = vo(x),Yr(x,0) = ¢ (), ze(0,1).

\

On considére les hypothéses suivantes

(Hy) g: R, — R, est une fonction dérivable est vérifiant les conditions suivantes

—+00

g(0) >0, 1—/g(s)ds:l>0.

(Hy) 11 existe une fonction &(t) décroissante et dérivable vérifiant : tlir+n E(t) >0 et

g(t) < =¢)g(t) , vt=0.
Nous remarquons que si : g converge vers 0 exponentielement, i.e :
g(t) <ae™™, ¥Vt >0

(a,b > 0) alors (Hs) est vérifice avec £(t) = .
Proposition 3.1.
Soient (vo, 1), (o, 1) € HE(0,1) x L?(0,1) donnés.
Supposons que I’ hypothése (Hy) vérifiée. Donc le systeme (5), admet une solution

globale unique (faible)

17
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.0 € C(Ry; Hy(0,1)) [ CM(Ry; L7(0, 1)),
Si

(v0,51), (%0, ¥1) € (H*(0,1) ﬂ Hy(0,1)) x Hy(0,1),

alors la solution (classique) vérifie

.10 € C(Ry; H*(0,1) [V Hy(0,1)) [ CH(Ry; Hy(0,1)) [ C*(Ry; L*(0, 1)).

Remarque 3.2 .
Ce resultat pout étre prové en utilisant des arguments standards tel que la méthode
de Galarkin.

Stabilité de (5)

Pour définir Iénergie E du systéme (5) on multiplie les deux premiére équations
de (5) par les fonctions ¢; et 1, respectivement, on applique I'intégration par partie

sur (0,1) et on utilise (H;) et (Hy), on trouve :

1 t

d |1 1
y 5/ 90?+w3+(1—/g(S)dS)wiJr(soerw)? + 590
0 0
1 / 1 /
——500) [ o 5o 0 vt (1= K) [(ou+ vhunds
0 0

ou L
gov= //g(t —5) (v(t) —v(s))*dsdx , Vv e L*0,1).
0 0
On définit alors E par :
1 ¢ .
BO) =5 [+ 02+ 0= g0+t vf | + 3900
0 0
et on a:

18



Chapitre 3 Stabilité de (5)

1
E'(t) = ——g /de:ch —gdoty,+(1-K /goerw Prdx (3.1)
0

Si K =1 (le cas considéré par A. Guesmia et S. Messaoudi [20]), alors E' < 0 et
donc (5) est dissipatif. Dans notre cas, K # 1 en général, et par conséquent notre
systéme (5) n’est pas forcément dissipatif.

Théoréme 3.3 Supposans que |K — 1| est assez petit,et supposons que les hypo-
theses (Hy) et(Hy) sont satisfaites.

Etant donné (po, 1), (to,1) € HE(0,1) x L*(0,1). Alors il existe deux constantes

positives ¢ et w telles que la solution du systéme (5) vérifie

Remarque 3.4 Dans toute la suite, ¢ désigne une constante générique qui peut
changer d’une ligne & une autre mais qui ne dépend pas de K.
Pour démontrer la stabilité du systéme (5) on démontre les lemmes suivants qui

nons seront utiles.

Lemme 3.5.
Vu € H(]0,1[),3e > 0 tel que
. 2

/ / ot = $)(u(t) — u(s)ds) | dx < cgou, . (3.2)

0

Démonstration

On a

19



Chapitre 3 Stabilité de (5)

-/ [ [ Va3Vt =s)ult) - u<s>>ds] .

D’aprés l'inégalité de Holder on trouve

0/1 (/ (t = 5)d )(/ 9<t5)(u(f)U(8))2ds) &

0

< /1 ( / g(T)dT) j gt — $)(u(t) — u(s))2dsdz.

0 0 0

Donc, d’aprés (H;), on obtient

/1 [/t gt — s)(u(t) — U(S))] 2 dr < /1 (/ dT) /g )?dsdax (car 709(7)(17 <1)
< jg(t— s)j(u(t) — u(s))*dxds.

0 0
Maintenant, d’aprés I'inégalité de Poincaré, on trouve

/1|:/tg(ts)(u(t)u(s))] d:p<c/ (t— ) /u V2drds

0 0 0

//gt_s 0 (1) — e (s))?dsda

0 0
<cgou, .

Lemme 3.6.

Soit I la fonction définie par

20



Chapitre 3 Stabilité de (5)

Alors, pour tout 6 > 0,

I't) < — (jg(s)dsd) /lwfdx—i—é/l(%+w)2dx+cé/1widw (3.3)

0 0

2

+C(5 + %)g o ww - gg/ o ¢x + CKTQ o ¢$

Démonstration

En utilisant le systéme (5) on obtient

T 1
/wt/gf—s dsd:c(o/g )(}/wdx

/1 [wm /1g t— 8)pe(s)ds — K(p, + w)] /g(t — 5)(W(t) — ¥(s))dsdx

0

- / i [ (¢~ 5)l0) ~ v(s))dsda - ( / g(s)ds) / yide

+/1¢/ (t = s)(¥u(t) dsdx—i—/lK (e +¥) /t (t = 8)(W(t) = (s))dsdz

_/1 (/tg(tS)w(S)dS> (/9@8)(%( ) wz(s))ds> dz.

0 0 0

D’aprés (Hy), 'inégalité de Young et l'inégalité de Holder et en utilisant le Lemme

3.5 pour —g’ on obtient, pour tout § > 0

t

1 1
— /wt /g'(t —8)((t) — (s))dsdx < 5/wfdx — gg’ 0y,
o 0 0

1 t 1
[ n [ ot = )nlt) = vuts)dsis <5 [ 2o+ Sgou,
0 0 0
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

1 t

K [ (oot 0) [ gt = 9)0a(t) = wlo)isdo <5 [ (oo 0)dn + S 0,

0 0

et, pour tout o> 0,

‘/1 ( / att - 3>%<5>d$) ( / g(t = $)(x(t) - wl,(s))ds) d

0 0 0

t

§5/ [/ Vot = s)Vg(t — 5)(a(s) %(t)wm(t))]

+§ (/ g(t - 5)(%(75) - wx(s))ds) dr

0

< 25/1 (/tg(t - S)d8> (]g(t — 5)(¢a(t) — @D(S))QdS)

0 0

+§ (/g(ts)(wz(t) wz(s))ds> dx+25/ (/g(ts)ds) Yidz

0 0

400 +00 1
N o N 2 E o
) (/ g(T)dT) g o, +20 (/g(f)df) O/wxdw 59 Uy

0 0

1
Sggowx—i-cg/widx—i—ggowx
0

1
<c(d+ %)g 0y + 5/¢§dm (ot on choisit ¢ = §).
0

Donc
¢ 1 1 1 .
I'(t) < ([ gls)ds —0) | Wide+6 [ (po+¢)?de+cd [ Yide+c(6+ <)go i
[ [ ] [ o

Cc

, c
5g oY, + SKQngx.
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

Lemme 3.7.

Soit K1(t) la fonction définie par

/ e+ ppr)d
0
Alors
1
/1/1t+g0t dm+/¢+ ©Ox) +c/¢da:—|—cgo¢x (3.4)
0
1
I =) [ olgat 0o
0
Démonstration

En utilisant (5), (Hy) et (Hy) on trouve

1 1 t
0/ gty / (bt P 0/ " lwm / g(tS)wm(S)dsK(goﬁw)] ax

0

- - / W2+t / Y- / s [ / o(t - swx(s)ds] - / Y+ P+ (1) / Y(+pa)da

0 0 0 0

1 1 1 1

—/wf+so?>dx+/wwm)?dwc/widﬁcgowz+<K—1)/w<%+w>dx

0 0 0 0

Lemme 3.8.

Soit Ky(t) la fonction définie par

1 t

t) = /1 Ve(W + o) + j Yoords — / o0 / gt — $)u(s)dsda.

0 0
Alors, pour tout 0 < e < 1,

23



Chapitre 3 Stabilité de (5)

¢ r=1 1
Ky(t) < [(% — [ g(t— 8)%(8)d8> %] +e [ pidx (3.5)
/ /
1 1 1 1
27 Cor g _
+/ O/w+%>dx+ /wdx S0+ (1 O/wwx

0 0

Démonstration
En utilisant le systéme (5) et I'intégration par partie et d’aprés I'inégalité de Young

et le Lemme 3.6 on trouve

1 t

0 0 0

+/1wm(soz+¢)mdx—/l(%+l/})m/tg(t—S)wx( dsdz— ( g'(t — 8)¢u(s)d ) dx
= [(% /tg(tS)%(S)dS) %«] zl— /(wﬂoz 2+/1w dr —g(t /wxsotdfc

- / [sot / g(t— 5)(t(s) %(s))czs] dx.

0 0
D’aprés I'inégalité de Young on obtient

t z=1 1 1 1 1
Kit) < [(w /s (tsm(s)ds) wx] sec [ o= [rpnpdnst [tdor [ ot
=0 0 0 0

0 0

1
c
Ly o+ (1K) [0+ o)
0
Lemme 3.9.

Soit K3(t) la fonction définie par

3(t) = Zlg/lm(x)wt (Q/Jx - /tg(t - s)wx(s)ds) dx—i—a/lm(x)(ptgoxd:c
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

ouwe >0 et m e CY[0,1]) vérifiant : m(0) = —m(1) = 2 (on peut prendre
m(x) =2 —4x). Alors

Kift) < - K%(l - / g(ts)sz(l,s)ds) + (%(o,t) / g(tsm(o,s)ds) ] (3.6)
—e (@2(1,t) + ¢2(0,1)) +€c /w+cpx dx—l—ec/gotdx—i— (/1/1 d:z:+go¢m) S/wfdx

LT - [ (@) (wx / g(tswx(s)ds) mw)] da

0
Démonstration

En utilisant le systéme (5), 'intégration par partie et I'inégalité 2 < 2(¢ + ,)? +

2¢)? (ainsi que I'inégalité de Poincaré) on trouve

Kj(t) = o / m() (% - / ot - swx(s)) («px - / ot - sm(s)ds) d

0 0

L / m(z) (wx - / glt - sm(s)ds) (2 + W)dz

0

0
1

0
1 1

+€/m(:p)gpmgoxdm++8/m(x)g0t(pmtdx
0

:4_15 [ ([%(1,@ —/g(t—s)%u,s)ds + | %2(0,2) —/g(t—sm((), s)ds] )]
25
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

é/%ﬂw<w/}u@%@mﬁ2m

1

i/[ ( /@ww>)wﬁw4§/wmwm

0

i V [ (]9 (t =) (¥a(t) — %(S)dé’)] dib’g(t)/lm(w)wmtdw}

0

1

+avﬁmm%mwmw+ﬁmm%/W@@mé/wmﬁm]

0

l{f[ ( /'a@%<0<%+w4dx

Lemme 3.10.

Soit la fonction K(t) définie par

ote>0etc>0. Alors

1
1
5/ Y+, ) do— c/tptdaj—i—c/w dx+cgo,—cg o, (3.7)
0
HK=1) | [ ((pa+9) = (Y +9a)*) do — ¢ | m(x)(ps + 1) (wx — (ts)wx(s)ds) dm} .
/ [ [
Démonstration

D’apres les Lemmes 3.8, 3.9 et 3.10 et en utilisant 'inégalité suivante

(wx — /g(t — 5)1hy(s)d ) r < el + (% —/ (t— S)%(S)d8> :

0 0

on obtient

K'(t) = 3ce K{(t) + Ki(t) + Ki(t)
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

1 1 1
< —3ce /(wf + @) + 3ce /(w + 0, )%dz + 3025/1/1§dx + (3c%e)g 0 1,
0 0 0

0

r=1 1

+€/g0?dx

0

1

=0
1 1 1
t [uttn = [wrgpdns € [2-Sgonra-K) [wp
0 0 0

0

_4_15 me,t) /g(ts)wx(l,t)ds) + (%(O,t) /g(tg)q/;x((),s)ds) ]

0

1 1
—e (@2(1,t) + ¢2(0,1)) —|—5c/2/1+90m dx—irac/gofdx
0

/deJr Cgou, + /wfdx——g "

t

1 -k [ )@z + 1) (wm — /g(t — s)wmds)] dx.

0
Alors

1 1

1
K'(t) < (4ec — Z) /(@D + g ) dx — 50/@t2dx + (g — 3ec) /Q,Dfdx
0 0 0

1

2 2
+(3c%e + f) /zpida: + (3c% + g)g 0 Yy — fg’ 0 Yy

0

/ (ec(ipe + )b — (4 + 2)?) do — - / m(@) (s + ) (wx - / oft - sm(s)ds) d:v] |

0 0

1 3 1
On choisit 4ce < 1 = 4dce — 1 < —3 on trouve

1 1

1
1
K'(t)§—5/(w—l—gox)%l:z:—c/g&fdm—l—c/@bidm—i—cgo%—cg’owx
0

0 0
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

1 t

+(K-1) / (ct(pz+ 1) — (¢ +y)?) do — C/m(x)(sox + ) | Yo — /g(t — 8).(s)ds | dx

Lemme 3.11.

Soit w la fonction définie par

—Wap = Yy (3.8)
avec w(0) = w(l) =0. La fonction w vérifie les inégalités suivantes

1

1
/widm < /¢2d:v
0

0

et

1 1
/wfdm < /1/)t2dx
0 0

Démonstration

La fonction w est donnée par

T 1

wle) =~ [wdy+ o [y

0 0
En multipliant I’équation —w,, = 9, par w et en intégrant par partie, on obtient

1 1

—/wmwd:v = /wxwdm.
0

0

D’apreés I'intégration par partie

1 1
/wgd:v = —/wwxdm.
0 0
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

L’inégalité de Cauchy Schwarz donne alors

1 1 1
1 1
_/¢wx§_/¢2dx+—/00§d$
2 2
0 0 0
1 1 1
2 1 2 1 2
—= [ widx < 3 (0 d$+§ wydx
0 0 0
1 1 1 1 1
1 1
:/wid:pg§/¢2dx+§/w§:/widm§/@/}2dx.
0 0 0 0 0

D’autre part, en dérivant I’équation —w,, = 1, par rapport a ¢, on obtient

/w dx</q/;tdx

Et d’apres I'inégalité de Poincaré on aura

Lemme 3.12.

Soit J la fonction définie par

0/ by + wpr)d

Alors

1 1 1 1

/ ! 2 < 2 2 o K
J'(t) < Q/wxdﬂgo O/wtda:%o()/sotd%cg Yot (1 )/w(wﬁw)dx

0 0
ou 0 <eg <l etl estdéfinie en (Hy) .

Démonstration

29

(3.9)



Chapitre 3 Stabilité de (5)

on a

1 1 1
= /wtzda:—l—/w¢ttdx+/wtgptdx+/wgottdx.
0 0 0

En utilisant le systéme (5) on trouve

t

1 1
/ o 2 _ _ _
w—!mw+!¢ o = Kl +0) = [ glt = 9ol | | do

0

1 1
+/Wt90t + /W(Spm + %)dﬁ
0 0

En utilisant l'intégration par partie et d’aprés I'inégalité de Young, I'inégalité de

Holder et (H;) on trouve

1

1 1 1 /
I 1
/t)S/wfda;_§/¢idaj+cgo¢)x+/(wi—¢2)d$+€0/%?dx+g/wtz
0
0 0 0 0 ’

1
H1=K) [ olga+ 0o
0
En appliquant I'inégalité de Poincaré et le Lemme 3.11 on obtient

1 1

1
0 0 0 0

1

Maintenant nous démontrons le Théoréme 3.3

Pour Ny, N, N3 > 1, soit L(t) la fonction définie par

L(t) = NiE(t) + NoI(t) + NaJ(t) + K (1),

et soit gy = fg )ds > 0 pour ty > 0 fixé. En combinisant (3.1), (3.3), (3.7), (3.9)

1
et en prenant 6 = —— (dans (3.3)) on trouve
4N,
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

1 1 1
N- 1
) < - (17 - ) [vrte—(e—ai) [ o [(eo+vpan (3.10)
0 0 0
1 2 Ny 2

—(Nggo—z—c—— ¢tda:+(4cN +cN3+c¢)goth, + (7—4(:]\[ —c¢)g o,

( 1 1

+Ck2N2(90¢z)+N51— f¢%+¢d$+N11— f%«*HD?ﬂt
0 0

1 1 t
{f (s +0) — (¥ +¢2)?) — ¢ [ m(ps + 1) <¢ [gt— S)sz(s)ds) dm} V>t
0 0 0

\

pour tout t >ty et 0 <egg < L.

IN.
Maintenant, on choisit N3 assez grand tel que ¢; = =3B _c>0.

2
On choisit ensuite gy assez petit tel que co = ¢ — ggN3 > 0.
1 N.
Aprés, on choisit Ny assez grand tel que c¢3 = Nagy — 1 = —¢>0.
€0

N
Finalement, on choisit N; assez grand tel que 71 —4¢Ny — ¢ > 0.

Donc (3.10) devient

1 1 1

1
1
L'(t) < —¢ /widas — cg/gpfda: — cg/wfdx 3 /w + g )2dx
0

0 0 0

1
(c+ ck?)g 0y + o(1 — K) / bolios + )
0

t

(K-1) /(C(¢z+¢)¢—(w+@x)2)—C/m(goz—i—w) wm—/g(t—s)wx(s)ds dr|, Vt>t,
On a:
/w? (0 + )?) c/ 2+ (0 +0)?) du < cE(1),

0 0

l\DI»—

1
/w«oﬁw )z <
0

/ Bloat+0) < / (0 + (0 + 0)2) < cE(t)
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

t

¢ / mies +0) (= [ glt = iulo)ds | da

1 t 2

<e / (oot )+ [ 00— / 9t — ) (a(5) — () + () | | da

0 0

1
c/ 0 + )+ Y2+ goh,]dr < cE(t).
0

Alors
() < el + K)g oy + K — 1|E(t).
Donc
L) < —cyB(t) +c(1+ K*)go, +cs|K —1|E(t), Vt>t,.
Finalement, si K est assez proche de 1 tel que : |[K—1] < %, (3.11)
Cs
alors on trouve
L'(t) < —cE(t) 4+ cgot),, Vt>to. (3.12)

D’autre part, on peut choisir Ny assez grand (si nécessaire ) tel que £ ~ E car
1|, |J],| K| < cE alors L <aF avec a > 0.
Dautre part

L>NFE—-cE>(N,—c)E

ol on peut choisir V; assez grand tel que Ny —c = (3 > 0, et donc on trouve
OE <L <aF

d’ou on obtient L ~ E.

En utilisant (Hy), (3.1), (3.12) on obtient
§L(t) < —c€(t)E(t) + c£(t)(g 0 ¢a)

< —c(B(W) +cclt) [ / 9t — $)((a(t) — ¥a(s))” dsda
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Chapitre 3 Stabilité de (5)

< —c€(t)B(t) + c&(t //5 Vo(t) — u(s))  dsdz, Yt > t.

Comme la fonction ¢t — £(t) est décroissante,

1 .
alors la fonction ¢ —— —— est croissante,

30
et donc la fonction s — ——— est décroissante,
§(t—s)
et on a
1 1 1
sup = )
o E—s)  Et—0) &)
donc

E)L'(t) < —c&(t) +c//§t—s (t — 5) (Va(t) — 1u(s))? dsda

0 0

< —c£(t) - c// (t — 5) (Va(t) — he(s))* dsdz, ¥t > tq.
Comme (d’apreés (3.1))
—g o, < —2F' + ¢|K — 1|F,

alors

EL() < —cE(R)E(t) — cE'(t) + ¢| K — 1|E(t), ¥t > to.

Donc

E)L'(t) + cE'(t) < —c€(t)E(t) + ¢|K — 1|E(t), ¥Vt > to,

et par conséquent

(L) + cB(1)) — (L) < —c&(O () + | K — 1E(®), vt > .

Donc

(E)L(E) + cE(t) < —cE(t)B(t) + | K — 1E(t) + &' (t)L(t), VYt > to.
Comme (t) est décroissante et L(t) > 0, on trouve
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(E)L(H) + cE(t)) < —c(t)E(t) + c|K — 1]E(t).

Comme tlim £(t) > 0 et & est décroissante, alors
——+00

£(t) > Ao > 0,Vt > 0. Donc
—cE()E(t) + ¢|K — 1|E(t) < — (cho — ¢|K — 1]) E(¥).

Donc si |K — 1] est assez petit tel que : |[K — 1] < ¢y, (3.13)
alors

(E(DL(E) + cE(t) < —cE(t), Yt > t.

Posons FF=¢6L+cE. Ona F ~ E et

F'(t) < —cE(t) < —wF(t), Yt >t

Alors

ce qui implique ¢ — e“'F(t) est décroissante
Donc

' F(t) < e*°F(0) = F(0) = cg

est par conséquent E(t) < cre™', Vit >ty (car F ~ F)

Pour t € [0,%], on a

(car E € C(]0,10]))
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= E(t) < max E(r)e“"e™"
0<7<tg

on pose cg = max FE(7)e*™,
0<r<to

on obtient E(t) < cge™t, Vit € [0, 1]

Donc E(t) <ce ™™, Vt>0, ouc=max{cs,cs}.
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Conclusion
Dans notre étude de la stabilité de (5), on a supposé que |K — 1] est assez petit

et £ est décroissante vérifiant tlir+n £(t) > 0 . La question reste posée si I'une de ces
— 400

trois hypotheéses n’est pas vérifiée.

Notre résultat reste valable si on considére des coéfficients variables pi(x), p2(zx),
K K. K

Ki(z), Ky(z), K(x) vérifiant py, ps, K1, Ky € CH([0,L]), — = =2, inf — > 0,
P1 P2 [0,L] p1

K
sup—2 < 400 et || — 1| (jo,1)) est assez petit.
[0,L] P2
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Résume

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence, 'unicité et la régularité des solutions de
(5) ainsi que sa stabilité exponentielle dans le cas non dissipatif. La méthode appli-

quée est basée sur des inégalités intégrales concernant le cas non dissipatif.

Mots Clés : Inégalités intégrales, stabilisation exponentielle, convolution, systéme

de Timoshenko, EDP.

Abstract

In this dessertation, we studied the existence, the uniqueness and the regularity of
the solutions of (5) aswell as its in the non dissipative. cas The applied method is
based on soure integral inequalities concerning the non dissipative case.

key words : Integral Inequalities, exponential stability, convolution, Timoshenko

system, PDE.
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