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Introduction iv

Introduction

La modilisation mathématiques des problémes réels aboutit, généralement aux équations fonctionnelles,
par exemple équations intégrales et intégro-différentielles et autres types, en particulier, les équations intégro-
différentielles (EID) apparaissent dans la dynamique des fluides, les madéles biologiques et la cinétique chimique.
Souvent, les solutions analitiques des (EID) ne peuvent pas étre trouvées, alors les méthodes numériques sont
nécessaires.

Au début de la dernieére décennie, il y a plusieurs de gens qui ont travaillé sur la matrice de Bessel et les méthodes
de collocation pour les solutions numériques de plusieurs types des équations différentielles ( voir par exemple
[11], [12], [13)).

L’objectif principale de ce mémoire est d’appliquer une méthode de collocation basée sur les polynoémes de
Bessel pour trouver des solutions approximatives des équations intégro-différentielle linéaires d’ordre supérieurs

de Fredholm-Volterra (EIDFV) de la forme suivante :

m

b T
> Be(@)y®(x) = g(z) + Ay / Ky (z,t)y(t)dt + X, / Ky(z, t)y(t)dt,0 < a <zt <b (0.0.1)
k=0 a a

Sous les conditions mixtes suivantes :

Z((ajk)y(k) (a) + bjky(k)(b)) =X, 7=0,1,....m—1 (0.0.2)
k=0

Ou y(z) = y(x) est une fonction inconnue et les fonctions By (x), g(x), K (z,t) et K,(x,t) sont définiés sur
intervalle a < x,t < b et ajk, bjr, A\j, Ay et A, sont des constantes complexes.

Les fonctions K¢ (z,t) et K,(z,t) sont réguliéres telles qu'on peut les représenté par une série de Maclaurin.
Plus précisement, le but de travail est de trouver une solution approchée de (0.0.1) exprimée sous une formé

tronquée de la serié de Bessel
N
y(x) = Z anJn () (0.0.3)
n=0

oua,, n=0,1,...,N sont le coefficients de Bessel, NV est choisi comme un entier neturel tel que N > m et

N-—n

< (-D* @ 2k+1
Jn(z) = Z m<§) , neN, 0< oo,

n=0
Ce travail s’appuie essentiellement sur article [10] publié en 2012 et il se propose se reprendre systématiquement
toutes les informations en les détaillant dans l’espoir de les rendre plus claires pour un public plus large.
Ce mémoire est composé de quatre chapitres :
Dans le premiére chapitre, On rassemble des consepts et des résultats préliminaires qui souvent utilisés dans
ce que suit.
Dans le deuxiéme chapitre, On écrit tous les membres de I’équations sous forme matricielle.
La résolutions du probléme et 'applications de la méthode est consarcé dans le troisiéme chapitre.
En fin, dans le derniére chapitre, introduit quelques exemples numériques pour la validations de la méthode

et on fait des comparaisons avec le solution exacte.
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Chapitre 1

Quelques préliminaires et outils de base

Dans ce chapitre, On introduit quelque outils et résultats préminilaires qui seront utilisé dans la suite de

mémoire.

1.1 Approximation optimale

On note par Cla,b] ’ensemble des fonctions continues sur un intervalle fermé [a, b], de norme donnée par :

= vVf e Cla,b
Hf”oo aréljgbv(x)" [E€ [a7 }
Cette norme est appelée norme uniforme ou norme de Chebyshev, Soit P, le sous-espace de C|a, b] de dimension
n + 1 engendré par les fonctions 1,z,z2, ..., 2", c-a-d,
P, = Vect{l,z,2%, ..., 2"} = R, [z].

11 est facile de voir que P, est fermé et convexe, car il est un sous-espace de dimension finie de Cla, b]. Le résultat

suivant montre ’existene et I'unicité de la projection sur une partie d’un espace normé.

Théoréme 1.1.1. Soit f € Cla,b], il existe un unique élément p de P, tel que

Hf _p”oo S ||f - QHooqu € Pn

Ici p est appelé approzimation optimale de f de P,

Démonstration. Pour I'existence.
(i) On suppose que zg, ..., Zp+1 de forme un ensemble alterné pour f — p,,, on montre que p,, est une approxi-

mation optimale, on utilise une démonstation par abssurde, il existe ¢, € P, tel que

1f = anll < [If = pall (1.1.1)
En particulier, puisque zo, ..., x,+1 forme un ensemble alterné
|f(z5) = an(z;)] < [If —pull = |f(25) — pulz;)], pourj=0,...,n+1 (1.1.2)
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et

[f(x5) = pa(x))] = —[f(2j41) — Pn(T)41)] (1.1.3)

Les relations (1.1.2) et (1.1.3) impliquent que :

[f(25) = pu(;)] = [f(25) — an(2))] = an(z;) — pulz;)
est alterné en signe lorsque j verié de 0 a 1, Ainsi, le polynéme ¢, (z) — p,(z) € P,, admet un zéro dans chaque
intervalle (x;,z;11),7 =0,...,n ce qui implique que ¢, = p,
Ceci contredit (1.1.1) donc p,, est une approximation optimale.
(ii)on suppose que P, est un approximation optimale de f et f & P,, soit un plus grand ensemble alterné pour

f — P, constitué des k + 1 points xg, ...,z satisfaisant
a<xy<T1<...<Tph_1<xp<b

alors

”f 7an =p
Soit tg,...,ts les points de [a, b] sont shoisi de sorte que a =t < t; < ... <ts=bet e(x) = f(z) — pn(x)

Ot e est uniforment continue sur [a, b], on choisi € = £ on a :

1
e(€) ()] < 50
pour tout &,m € [tj,tj41], j=0,...,5— 1. le sous-intevalle [t;,t;41] et contient un point ¢, et |e(t)| = p c-a-d
e(t) = p.
On appelle un sous-intervalle (+) si e(t) = —p on appelle un sous-intervalle (—) et e(z) > 0 sur un sous-intervalle

(+) et e(z) < 0 sur un sous-intervalle (—), On écrire sous-intervalle [t;,;41] qui sont (T) sous-intervalle, de
ordre (de gauhe a droite) comme :

I, 15,...,In et on suppose en sous-ensemnles suivantes

{I,I,...,Ir,} : (+) sous-intervalle

{Ii,+1, Ik, 425 - -, I, } :(—) sous-intevalles

{Inps1: Iy 425 - Iy } 2 (=)™ sous-intervalle
Chaque sous-ensemble contient au moins un élement et 2 < m + 1 < n + 1, il est clair que Ij; et I sont
disjoint pour j = 1,...,m, donc on peut choisi points z1, ..., z, avec la proprieté que z; > x pour tout = € Ij;

et z; < x pour tout x € Iy;41, on définie par

qg@)=(z1 —x)(22 — ) ... (2, — )

Alors ¢ € p,, et g(z) ont la méme signe que e(x) dans chaque I;, j =1,..., N, soit R la somme de tous les

sous-intervalles qui ne sont pas (*) sous-intervalles, Ensuite :
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1.1. APPROXIMATION OPTIMALE 3

max le(z)| = p <p

En autre, on suppose que

lall = M

et que A > 0 est choisit si petit que :

AM < min(p—p, g)

On affirme que :

est une approximation optimale de f(x) que P, ()

si, d’'une parte, z € R, alors

|f(x) = P(2)] = le(x) = Ag()| < le(x)| + Ng(@)] < p' +AM < p

par contre siz € Iy, 7=0,...,N alors e(z) et Ag(z) en le méme signe (aucun n’est nul)

e@)| > £ > A(a)

et on a

|f(z) = P(x)] = [e(x) — Aq(x)] < p+[Ag(x)] < p
= |If —dl <p=If—pull
ceci une contadiction, alors existe p est approximaion optimale.
(2) L'unicité

on suppose ¢ est un approximation optimale de IP,, et ona

If—all > Ilf —pl

et on suppose que

If —all = [If = pll,
__atp
5
et
”f _an = ||f _pn” = En(f)
et z = %p est un approximation optimale de f, Soit zg,x1,...,Z,41 ensemble alterné pour f — z de sorte que
un entier [

f(z;) —q(zy) n f(z;) —pl)

()l L
3 5 =(-1)""Ey(z), j=0,....,n+1

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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De puis,

|f () — q(x))|

et

[f(x;) = p(x;)| _ En(f)

On peut que si

F(x5) = az; = f(z;) = pul2) = ()T Eu(f), 5=0,...,n+1

Ainsi, on obtient

q(zj) = p(z;).

Définition 1.1.1. Soit f € Cla,b], erreur de 'approzimation optimale de f sur P, est définie par :

Enlf;la,b]] = En(f) = [If = Pllo-

Définition 1.1.2. (Le module de continuité) Soit f € Cla,b], pour § > 0 le module de continuité est défini par

w(0) = w(f;la,b};0) = sup |f(z) = f(y)l-

lz—y|<o

On appelle w(9) le module de continuité de la fonction f

Théoréme 1.1.2. [1] Soit f € C[a,b], alors :

En(f) < 6w(—2). (1.1.4)

1.2 Interpolation polynomiale

Considérons n + 1 paires (z;,y;), le probléme est de trouver un polynéme Z,,, appelé polynéme interpolant
tel que

In(z))=ao+arz;+...+apxl* =y, i=0,...,n
les points x; sont appelés noeuds d’interpolation. Si n # m, le probléme est sur sous-déterminé.

Théoréme 1.2.1. Soit xg,x1,...,ZTy, n+1 points distincts et soit yo, y1, - - ., Yn, n+1 valeures correspandantes,

il existe un polynome unique Z,, € P, tel que I, (x;) = y; pouri=20,...,n.

Démonstration. 1)Pour prouver I'exisence, on utilise une approche constructive, fournissant une expression pour

P,,. On note par {l;}7 , une base de P,, alors P, admet une représentation sur cette base de la forme

P, (x) = Z bili(z),

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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qui satisfait :

7=0
on définit
l.e P -1l _ & (x_xj) —0.1
16 nt('r)_ H (1’ —.%")71_ ) ,’I’L,
J=0j%s " ° J
alors
li(x;) = 8i5-

(Les polynomes [;(x) sont appelés polynémes de lagrange)
On obtient que b; = y; les polyndémes l;; ¢ =0,...,n forme une base de P,,, par conséquent, le polynéme

interpolant existe et s’écrit sous la forme suivante(appelée forme de lagrange)

P,(z) = Z yili(x).

1,51 i=j
lz(xj) = .
0, sinon

2)Pour prouver 'unicité, supposons qu'il ya un autre polyndme interpolant ¥,, de dergé m < n, tel que

U, (i) =yi, pour i=0,...,n

Alors, la différence P, — V,,, dispardit en n + 1 points distincts x; et coincide avec le polynome nul. Par

conséquence
Pn = \Ilm
O
Siy; = f(x;) pour i = 0,1,...,n étant une fonction donné f, le polynéme d’interpolation Z, (z) sera noté
par I, f(z) .

Introduisons une matrice triangulaire inféreure X de taille infinie, appelée matrice d’interpolation sur [a, b] dont
les entrés x;;, pour 4,j = 0,1, ..., représent les points de [a, b], avec 'hypothese que sur chaque ligne, les entrées
sont toutes distinctes, Ainsi pour tout n > 0 la (n + 1)-ieme line de X contient n + 1 valeurs distincts qui
peuvent étre identifiées comme des noueds, d’ou pour une fonction donnée f, on peut définir de maniére unique

un polynéme interpolant p, f de degré n a ces noeuds.

Définition 1.2.1. (L’erreure d’interpolation)

Soit f une fonction et soit X la matrice d’interpolation, 'erreure d’interpolation est défini par :

Go(X)=f - Znfllo, n=0,1,...

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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Théoréme 1.2.2. Soit f € Cla,b] et X une matrice d’interpolation sur [a,b], Alors on a :

Gn(X) < (1 + Ap(X))En(f; [a,b]). (1.2.1)
ot A, (X) est la constante de lebesque de X définie par :

n

_ ™) () = S 1™ .
M) = max 5@ = @)l n2 1

avec lgn) € P, est le j-iéme polynome caractéristique associé a la n+ 1 -iéme ligne de X ,et

T.f(z) = > fla)ll" ().
1=0

Démonstration. Le polyndéme d’interpolation :

o) = Y Tu(@)l{” (x),

=0

puisque cette relation vaut pour tout polynéme de P,,, On obtient immédiatement

T f(2) = To(z) = 3 (f(a:) = T ()" (x),

=0

et ainsi

Znf (%) — Zn(z)| < An(2) max [f(2;) — Tn(zi)l,

0<i<n

ou A, est la fonction de lebesgue. On déduit que

||In - anHoo = ”an _InHoo < An(X)En(f)

en écrivant maintenant

f(@) = Tnf(2) = (f(2) = Zn(2)) + (Zn(z) = Zn f(2)),

d’olt on peut déduire I'inégalité

1f(@) = Znf(@)lloo < IIf = Zulloo + [1Zn — Zn flloos

alors

1f(@) = Znf(2)lloo < En(f) + An(X)En(f),

donc

Gn(X)

IN

(1+ An (X)) En(f; [a, b]).

O

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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Corollaire 1.2.1. Soit f € C|a,b],alors

b—a
17 =T lloo < 601+ An(X))(Z5)
Démonstration. d’aprés le théoreme (1.1.2) on a
b—a
E,.(f) <6 .
() < bw(Z2)
et en utilisant théoréme (1.2.2), on obtient
b—a
17 = Zaflloo < 61+ An(X))(Z0)
O
Théoréme 1.2.3. Soit x et soit g, 1, ..., T, des abscisses contenus dans un intervalle [a, b] sur lequel f et ses

n premiéres dérivées sont continues, et soit f("*t1) existe dans intervale owvert (a,b) alors il existe e, € (a,b)

qui dépend de x tel que

B Frt(e,) £ ,
f(x) = In(z) = mg(%xl). (1.2.2)

Démonstration. Pour on preuve applique le théoreme de Rolle, qui dit simplement qu’entre deux zéros quel-

conques d’une fonction différentiable, il doit avoir au moins un zéros dérivée, on considere la fonction :

Gla) = fla) — To(a) — E7T0) 07 80) 5y 7 (o)),

(a—x0)...(a—1zp)
ol « est tout points de l'intervalle [a, b] qui est distinct de toutes les abscisses xg, z1,. .., Z,, on note que G au
moins n 4 2 zéros en o et toutes les n + 1 abscisses interpolants x;, ensuite & partir du théoreme de Rolle que
G’ doit avoir au moins n + 1 zéros, En appliquent plusieurs fois le théoreme de Rolle, on soutener que G’ au
moins n zéros (si n > 1), G au moins n — 1 zéros si (n > 2), et enfin que G+ admet au moins un zéros,

d’ott x = €, Ainsi, en dérivant le derniére équation n + 1 fois et en mettant x = €, on obtient

(n+ D'(f(a) = pn(®))

— r(n+1) o
0=71 ca (a—zo)(a—x1) ... (0 —xy)’

On remplace o par x, on obtient

frtle, H?:O(‘T — ;)
(n+1)!

f(@) = Tn(x) =

1.3 Polynémes de Bessel du premiére espéece

Définition 1.3.1. Soit n € N | La série de Bessel tronqué du n-dégré du premiere espéce est défini par :
[

(_1)k €z 2k+n
Jn(z) = kz m@ , n<N,0<z <00
=0

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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Cette est absolument convergente pour x € R et est une solution de ’équation différentielle

22y (x) + zy/ (z) + (2* — nHy(tz) =0, = € R.

Supposons que f une solution de I’équation (0.0.1). On veut interpoler f par

N
In(@) =Y anJu(z),N =m (1.3.1)

n=0
Définition 1.3.2. (Série de Maclaurin tronugés) Soit f une fonction de deuz variables et f € C*[a,b] tel que

k € N. La série de Maclaurin est une cas pariticuliée la série de Taylor, c-a-d au voisinage (0,0), on a :

01(0,0) | OF(0.0) | 1 ,0%(0,0) ) 0*F(0,0)  »0%(0,0)

fa,t) = F0.00+ o= T T Dt o

1.4 Résultats fondamentaux sur les Matrices

Définition 1.4.1. Une norme matricielle sur C™*™ est une fonction || X|| : C™*™ — R satisfant les conditions

suivantes :
1. || X|| >0 VX e C™*™ et | X|| = 0 si et seulement si X = 0.
2. ||aX|| = ||| X, VaeR, VX € C™*™ (homogénété).
3. NX+Y| <X+ IY|l, VX, Y € C™*™ (inégalité triangulaire).

Définition 1.4.2. on dit quune norme matricielle ||.|| est sous-multiplatif si pour tout X € C™*™ et pour tout

Y e C"*4

XY < [ XY

Définition 1.4.3. La norme de Fubenius est défini par :

1Xr =

Y zi 2, VX € o™,
DOMER]

i=1 j=1

Définition 1.4.4. Les fonctions suivantes définient des normes :

Norme infini qui définie par :
[ Xloo = m?XZ |2ijl,
J

et norme 1 qui définie par :

X[ = mj‘@xz |41
A

Définition 1.4.5. Soit X une matrice d’ordre n, Alors X est une matice inversible si et seulement si elle

satisfait 'une des conditions suivantes :

1. rang(X) = n.

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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2. ker(X)=0.
3. Si une solution de systéme Xy = b existe elle est unique.
4. Les colonne(lignes) de X sont linéairement indépendants.
5. det(X) #0.

6. Il existe une matrice inversible X' tel qque X ' X = XX =1.
7. Les valeurs propres de X sont défferntes de zéros (\; #0).

Théoréme 1.4.1. [2] Si T est matrice inversible et |07 < HTilfln alors
T + 6T est inversible.

Théoréme 1.4.2. [2] Soit T une matrice inversible, soit b # 0 et soit x et T = x + dx une solution de Tz =b

et (T+6T)x =0, Alors

oI < |7~ {[lloT Iz

Théoréme 1.4.3. Soit ||.|| est une norme matricielle sur C™*™ pour toute matrice T d’ordre n, Si ||T|| < 1,

alors I — T est inversible, En outre,

1X1]

I-T)'X|| < /1,

et

T

10 =1 =1 < T

Démonstration. Par des estimations directs, on a :

I =T)a|| = [lz = Txl| > [Ja]| = [|1T=[| = [« = |T]llz] = (0= [T[H|=]] >0

Comme (I — T') est inversible, on a :

A=(I-T)"'X X=(I-T)A=A-TA

X1 = [[All = T Al

1X1F = (A= [IT[HAl

X1 = (@ = THIAl

X1 = (L= THIAl

X1 > Q] =TI - 1) X]|

Xl
17l

R 2

0= T)7X) < 7

Pour établir

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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on pose B = (I —T)~! — I en mutipliant par I — T, On obtient

B-TB = I-II-T)=T
= Tl =Bl - IT|lB]
= |7 =@ TIBl
= Tz @ TIDIE -17)~" 1|

donc
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Chapitre 2

Forme Matricielle

2.1 Forme matricielle de série de Bessel

Dans cette partie, on écrit la série de Bessel sous forme matricielle, rappelons qu’elle est définie par

Jn(x):[g] CL° ()2
2 Mk + )2

D’abord, pour simplifier ’écriture de la forme matricielle, on commence par des cas particulier
Si N est impaire, on a :

Pour n = 0, on obtient :

1 -1z 1 (- oz oy
Jo(@) = — + — () + — () + .+ ()N
0@ =G ) tame) * +(T_1)!(T_1)!(2)
Pour n = 1, on obtient que :
1 1 1 (—1)" =
— By B3 2 (T _ == N
=5 Q) e ey ey B
Pour n = 2, on obtient :
1 =z e (—1)N2_3 T\ n_
Jo(x) = — (224 —— (2 4 et (2N
2) = g (5 e +(T,3)!(T+1)!(2)
Pourn=N—1,0na:
1 T
J _ o C\N-1
vo1@) = Gy =y ()

Pour n= N, on a
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Si N est paire :

Pour n=0o0na

1 1 1 (-1)* =z
J =+ — () =) (2N
0@ =G FIm ) tama) et (%)!(g)!(ﬂ
Pourn=1,ona:
N-2
1 -1 z 4 1 x5 (-1)—= T N_1
N =gmG ) Fam) (7—2)!(7”)!(2>
Pourn=2,ona:
1 1 1) N-—2
= Ty T (e —) C (EyN-
Ro@) =5 Q) Q) (T_Q)K#)!(Q)
Pourn=N—1,ona:
1 T\N-1
Ina@) = G (3
Pour n =N, on a:
1 N
In(z) = 70”\,!(5)
On peut écrire J(z) sous la forme matricielle suivante :
J'(z) = DX"(2) & J(x) = X (x)D” (2.1.1)
tel que
J@) = [B@) A@) ... Iv@)
et
X(z) = {1 zt 2? xN]
Si N est impair,
r ( 1)N2—1 T
1 ~1 -
010120 0 ez e (AL (Nolyey g 0
N—-1
—1 5
0 ﬁ 0 0 (Nz—(l)‘()w
(71 N;S
p=| 0 0 mm - EEemEe 0
1
| 0 0 0 0 OINT2N ] (N1 (N 1)
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Si N pair :
[ S 0 % ]
010120 111122 OHdHen
N-2
1 (=1)"2
0 o 0 . (FF2)N(F)12N -1 0
D 0 0  omEg --- 0 e Nz’z)!(i@)w
0 0 0 ..  ov—hEyeT 0
1
| O 0 0 0 TNTEN | N
On montre que ’équation (0.0.1) s’écrit la forme suivante :
D(z) = g(z) + A\ F(z) + AV (). (2.1.2)

D(z) = mﬁ(x) ®)(z), F K¢z, t)y(t)dt , V(x Ky(xz,t)y
> suone. o) = [ 1 = [

2.2 forme matricielle pour la partie différentielle D(x)

On considére la solution y(z) = Py (z) de I’équation (0.0.1) définie par la série de Bessel tronquée peut étre

s’écrit sous la forme matricielle :

ly(@)] = J(x)A; A:[ao a1 ... an|- (2.2.1)

On peut écrire

Aussi, On dérive X (x) une fois, On obtient

/ p—
X'(x)=10 1 22 322 ... NzV 1]
D’ou :
a1 a2 a3 ... QiN
a1 a22 Q23 ... G2N
1 = z2 23 ... xN} asy age a3z ... Q3N
|4N1 GaN2 aN3 ... ANN |
= {CLH +$G21+...+!L‘N(J,N1 a12+xa22+...+xNaN2 a1N+a2N+...+xNaNN]}
_ N k—1 N k—1 N k—1 N k—1
= {Zk:l ap1x D ke k2T D ke Qk3T cee D g GRNT

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation



2.2. FORME MATRICIELLE POUR LA PARTIE DIFFERENTIELLE D(X) 14

D’oti :
Zszl aprF 1 =0
Zszl apexb =1
= S apgzhl =2z
ZkN:1 apnzFl = NgN-1
donc
agp =1
ajp = 1
= Qo3 = 2
an—1n =N
On obtient
[0 1 0 0 0]
0 0 20 0
0 0 0 3 0
BT =
0
0 0 0 0 N
0 0 0 0 0 |
alors
XY (z) = X(2)BT
par réccurence
X0 = X(z)
XV = X(z)BT
X® = xW(@)BT = X(2)BT"B” = X(2)(BT)?
xX® = X(z)(BT)*, Vk e N*.
Aussi
y(zr) = X(z)DT A
On dérive y(x) une fois, on obtient :
y'(z) = X'(z)DTA
y'(z) = X(z)B'DTA

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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La dérivée d’ordre 2 de y est donnée par :

y® () = X (2)(BT)*DT A

par réccurence, on peut vérifier que :

y®(z) = X (2)(BT)*DT A, Vk e N*.
donc, la partie différentielle D(x) est s’écrit sous forme marticielle comme suit :

m

[D(x)] = > Br(a) X (z)(BT)*DT A.

k=0

2.3 Forme matricielle pour la partie intégrale F(x)

Le fonction de noyau K¢ (x,t) peut étre approximée par une série de Maclaurin tronquée et série de Bessel

tronquée, en effet

N N
kg(x,t) = Z ZtKgmxmt”

m=0n=0
et
N N
kg(z,t) = Z ZbKT):me(x)Jn(t)
m=0n=0
o
K, = OO0 g0
ERmn T gl dgmagn T T T

On peut écrire le noyau Ky sous une forme maticielle

N N N
Z Z K o™ = Z (KT e + KT o™t + KL o™ + .+ KT ™V
m=0n=0 m=0
donc
Kgo Kgl ng K({N 1
Kfy Kl Kl . Ky |t
1z 22 ... a:N} Kgo K4, ng KgN t2
f
| Ko KJ{H K]{Q K]]:IN_ _tN_
alors
Ky(x,t) = X(2)K{ X7 (t), K/ =[KZ,], myn=0,1,...,N, (2.3.1)

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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et
Ky(x,t) = J(2)K{ J(t), K] = [,K.,], m,n=0,1,...,N. (2.3.2)
D’apres (2.3.1) et (2.3.2), on obtient la relation suivante
X(@)K{XT(t) = J(2) K] JT(t) = X (2) K/ X7 (t) = X (2) DT K/ DXT (1),
Alors
K/ =DTK/D ou K/ = (DT)"'K!D"".
On remplace (2.2.1) et (2.3.2) dans le partie intégrale F'(x) dans (2.1.2), on obtient
b
= / J(x) K] JT ()] (t) Adt,
on pose
b
Qr = / T (t)dt,
b
Qr = DXT(t)X(t)D"dt,
Et on pose
b
Hy= | XT(t)X(t)dt.
a
On écrit Hy sous forme matricielle, on a :
1]
t N
XT(H)X(t) = [1 tot tN] 2l =142+t + . 2N = R
k=0
N
et
b . 2% _ t2k+1 . N p2k+1 _ o 2k+1
X5 (t t)dt = t —_—
[ roioa= [ Sy e
donc
piti+tl _ gititl
W= —————— i,j=0,1,...,N,
[hi] i+j+1 “J
alors
[F(x)] = X (2)DT K/ Qs A. (2.3.3)

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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2.4 Forme matricielle pour la partie intégrale V()

La fonction de noyau K, (z,t) peut étre approximée par une série de Maclaurin tronquée et une série de

Bessel répétition de tronquée, on a :

N N
ky(z,t) = Z Z K

m=0n=0
et
N N
ky(x,t) = Z Z v K I (2) Jn (1),
m=0n=0
ol

1 0™t K,(0,0)
LA =0,1,2,...,N
mln!  Qxmotr m,n Ty

v —
thn -

On peut écrire le noyau Ky par une forme maticielle comme suit :

N N N
Z Z K7 ™" = Z [KYox™t0 4+ KV a™t + Klpa™t? + ... 4+ K na™ V],
m=0n=0 m=0
donc
Kgy Ko Kg ... Koy 1
Kiy Ky K ... Kiy||t
1 =z 22 ... xN} K3y, K3, K3, ... Ky t2
_szvo K}, Kioe ... K}(,N_ _tN_
alors
Ky (z,t) = X(2) Ky XT(t), K =[], mn=0,1,... N,
et

Ky(z,t) = J(@)KPJ(t), K =[K"

mn

], myn=0,1,...,N.

D’apres les relations (2.4.1), (2.4.2), On obtient :

X(2)EPXT(t) = J(2) Ky T (1),
D’ou
X(x)KyXT(t) = X(x)DT Ky DX (t),

Donc

K! = DTK}?D.

(2.4.1)

(2.4.2)
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Ou

K¢ = (D" 'KyD™ "

On remplace (2.2.1) et (2.4.2) dans la partie intégrale V (z) dans (2.1.2), on obtient la forme matricielle suivante :

V(2)] = / ) I T () (1) Ade.
on pose
Q, = /;JT(t)J(t)dt,
Qv = amDXT(t)X(t)DTdt
et on pose
H, = mXT(t)X(t)dt,

On écrit H, sous forme matricielle, on a :

_1_
t
N
XTOX@W=[1 ¢ & .. ]| e| =1+t 2N =Y e
k=0
N
et
b . z N o N £2k+1 , N pRR+1 _ o 2k+1
X' ()X (t)dt = t2F = = I
CECIEY ISR st praves
k=0 k=0 k=0
donc
pitIHL _ gititl
hY. = 4,7=0,1,...,N.
l](x) Z+]+1 Y Z’j )
on pose
M = DTK}D,
alors :

[V(z)] = X(z)MH(2)DTQ, A.
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2.5. FORME MATRICIELLE POUR LES CONDITIONS AUX LIMITES

19

2.5 Forme matricielle pour les conditions aux limites

Dans ce partie, on va écrire les conditions aux limites sous forme matricielle :

On a:

S Hajry® () + bjpy® (b)) = Xy, §=0,1,...,m—1

aooy? (a) + booy @ (b) + ap1y™ (a) + bory™ (b

= a20y'9 (a) + baoy® (b) + a2y (a) + bary™® (b A agm_1y™

109D (@) 4+ by 10y @ (D) + ... F G119 ™ V(@) + by 11y ™D (D)
Yho (aoky™ (@) + bory™ (b) = Ao
S (any™ (a) + by ® (B) = M
(b) = A2

= Z;n;()l(azky(k)(a) + bopy®)

ZZL:_()l (amflky(k)(a’) + bmflky(k)(b) = Am-1

y® (@) = X(x)(BT)*DTA

Alors, on peut voir que :

m—1
> lajX (a)(B")* DT A+ b X (b)(B")* D" A] = [\,]
k=0
D’ou »
> lapX(a) + b X OB DTA=[)j], j=0,1,....,m—1
k=0

(

( ) ( ) + ...+ aom 1y(m D) (a) + bor—
aloy(o) (Cl) + bloy(o)(b) + Cl11y (CL) + blly(l)(b) + ...t arm— 1y(m D(a) + bim—

Y(a) (b) +. (@) + bam—

M (b) =
wmH(b) =
1y(m71) (b) frd

= Am-1

(2.5.1)
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Chapitre 3

Résolutions du probleme (EIDFV)

3.1 Reésultats fondamentaux

Dans ce partie nous appliquerons méthode de la collocation pour résoudre le probleme (EIDFV)

I'équation matricielle d’équation (0.0.1) est :

Zm: BeX (2)(BTYEDT A = g(x) + \; X () DT K/ QA+ X\, X (z)MH(z) DT A. (3.1.1)
k=0

En utilisant dans 1’équatuion (3.1.1) les points de collocations qui définies par :

b
wi:a+Tai, i=0,1,...,N

Le systéme matricielle de I’équation (3.1.1), est obtenue comme suit :

ZZLO BrX (x;)(BT)EDT A = g(z;) + )\fX(xi)DTKngA + M\ X (2 )MH(z;)DTA, i=0,1,...,N

Alors, la matrice fondamentale de 1’équation est donnée par :

{0 86X (@) (BT)EDT — \p X () DT K] Q5 — Ay X (w;) DT M H () DT }A = g(a;)

Ce qui conduit a :

" BeX(BTDT =\ XDTK]Qs — A\, XMHD}A = G. (3.1.2)
k=0
Br(z0) 0 0 0 g(xo) X (z0) 1 x a3 zly
0 T 0 0 T X(z 1 =z z? xN
g — Br(z1) a- g9(z1) x— (1) _ 1 @Y o
0 0 0 Br(n) g(zN) X(zN) 1 oy 2% N

20



3.1. RESULTATS FONDAMENTAUX 21

X(z) 0O 0 M 0 0
_ 0 X (x0) 0 _ 0 M 0
X = 5 M = )
0 0 0 X(zn) 0O 0 0 M
(N+1)x (N+1)2 (N+1)2x (N+1)2
_ 0 Hy) 0
H= ,
0 0 0 Hy) (N4+1)2x (N+1)2
DT ag
_ DT a
D = , A=
DT
DT an

Donc ’équation matricielle fondamentale (3.1.2) correspondant a I’équation (0.0.1) peut étre écrire sous la forme

W = AG,
ou
W;G).
ou
W= Zm:,é’kX(BT)kDT ~ X\ XDTK{Q; — \,XMHD. (3.1.3)

k=0
On note 'équation (3.1.3) correspond au systéme est de N + 1 équation algebrique linéaires avec coefficients de

Bessel inconnus ag, a1,...,anN-

D’autre part, La forme matricielle pour les conditions est donnée par :

UjA:[)\j], j:O,l,,m—l
ou

m—1
Uy = > lajX(a) + b X (0)](BT) DT = [ujo wip g e wgn|s G=0,1,...,m—1.
k=0

Par conséquent, pour obtenir la solution de I’équation (0.0.1) avec les conditions (0.0.2), on remplace les ma-

trices de lignes U; et \; par les lignes des matrices W et G, plus précisement, on a :

WA=G.
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wWoo Woo Woo cee WoN ; g(xo)
w10 w11 w12 S WIN ; 9(901)
w20 w1 w22 - Wo N y g(l‘g)
~ o~ WN-—m0 WN-m1 WN-m2 -.- WN—_mN ; g(fom)
WG] = (3.1.4)
Uoo Ug1 Ug2 ... UoN ; Ao
U10 Ui1 U12 cee UIN ; A1
U20 U21 U22 cee U2 N ; A2
| Um—-10  Um-11 Um-12 --- Um—IN 5  Am—1 |

On note que

rangW = rang|W;G] = N + 1.
Sinon, il y a une contradiction avec le théoréme (1.2.1) alors, on peut écrire :
A=W)"1qG,

et par conséquent, les éléments ag, a1,...,ay de A sont biens déterminés

3.2 Estimations d’erreur et stabilité de la solutiion

Théoréme 3.2.1. Soit la solution de EIDFV qui calculée par la solution de la séries de Bessel Py(x) et

y = f(x) est la solution exacte. Soit la matrice de coefficiens de [W; G,

W1:W+5VV.

ot W représente lerreur de calcul. Soit X () et D les matrices qui définis en (2.1.1), si ||6W ||l |W; oo < 1,

alors on a :

boay ST ool Alloc
2N 1= W oo

1f = Znlloo < 6(1+ An)uw( IDlloo | X (b = a) oo

ot est la valeur la plus grande de ||0W||o et A est la solution de [W;G]. En particulier, si
loWlAWi i <1

et f € C®[a,b] oum >n, Alors on a :

1

N - -
@)~ In(@)] € e T[(e — 0) FV D e)) + AW el AL
=0

— ID|[FIIXT (b - a)lr.
1—s|Witp

(N+1)!

Ot €, € (a,b) et s est la plus valeur de || 0W||p.

Démonstration. 1.Siy = f(x) est une solution de I’équation (0.0.1), alors f est continue sur [a, b]. par conséquent,

a partir du corollaire (1.2.1) avec les propriétés de la norme, théoréme (3.4.1) , (3.4.2) et (3.4.3), on obtient
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lv=ZInlle = lly=INf+INf—INn|
< Ny =Inflloo + 1IN f = In|lso
b—a
< 601+ AU 4 T~ Tl
et
N N
n=0 n=0
N
= ) (an = @n)Jnllo
n=0
Jo
Ji
S |:a0—d() al—dl aN—dN
JIn
Jo
J1
S |:a0—d() al—dl aN—dNHLO
JIN
< W oo ISW o LA T oo = W = W) oo W || oo [ ANl | X7 (b — @) |
< W ool = W)W Moo I6W oo [|AN 1 | Dl o [|IX (b — @) |
— 1 ~
< W oo [6W oo [ Al 1D oo 1 X T (b = @) || oo

L= [[(6W) Wy loo
IV oo 16 [l oo | A3

1= [[(6W)W; Yl
sV ool Al
1= s W; oo

1D X7 (b = a)lloosil|aW [|oo W7 oo < 1(3.2:2)

2. ol s est la valeur max de ||0W||oo. Si f € C*[a,b] avec m > n, d’aprés théoréme (1.2.4), (2.4.1) , (2.4.2) et

(2.4.3) avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

ly—In(@) = ly—Inf+INf—In(2)]
< ly=Inf(@)+Znf —In(2)|
N
< G e =m0+ 12vs ~ v (o)

et
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N N
Inf—In(z)| = |Zaan(l‘)—Zdan(m)|
n=0 n=0
N
= |Z(an_~n)Jn(x)|
n=0
Jo
Ji
S H{ao—do al—dl aN—dN}HF
Jn »
< W 0W | el Al 2 I[T ()7
< W = W) ) | el6W] £ | A| || DT || £ | X7 (b - a)||
< < WHIRIT = W)W pll6W |2 | Al F 1D FIIXT (b — a) ||
—~ 1 ~
< Wilr ———||6W || 2| Al | D] || XT (b — )|
1— (W)W |5
SWg|lA
< NWIFlAle by xT (6 - a6
1— W ||,
s|Wi e | Alle

= IDIFIXT (b —a)lr  sillsWIle W, |lr < 1.
L—s[Wr

pour compléter la preuver, on a besoin de trouver s, la valeur max de ||[§W]|. Pour faire ¢a.

on va utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. 57 X; + AX; € R"*" satisfait

IAXG1 < 6,1 X51, Vi

Alors

=T

(X5 +0x) - TTX50 < (T +8) =1 TT I
Jj=0 j=0 j=0

<
I
=)

En utilisant le lemme (3.2.1), on trouve la bande supérieure de ||[§W|| comme suit :

m m

low|| = 11> X (BT DT =\ XD"E[ Qs — AN\ XMHD — fI(>_ B X(BT)*D" — \; X D" K{ Qs — \, XM HD)|
k=0 k=0
m 3 3
< S (A + o) = DIBIXINBD DTN + (J] (@ + o) = DIAX DTN KT 1Qr
k=0 j=0 =0
3
+ (JT+05) = DINXIMNH| D] + or W]
=0
Ou 6 < u, u est 'unité arrondie et r est nombre des termes additions dans W. O
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Considérons un ensemble de valeurs de fonction {f(z;) : i = 0,1,..., N} qui est une perturbation des
données {f(x;) : i = 0,1,..., N} relatives aux noeuds {x; : 0,1,...,N} C [a,b]. La perturbation peut étre
due, par exemple, a l'effet d’erreurs d’arrondi, ou peut étre due a une erreur dans la mesure expérimentale des

donnéesé, En notant Zy f le polyndme d’interpolation sur 'ensemble des valeurs f (z), alors on a :

|1Zn f(x) = 6Zn(2) — In f(2) — 0In(2)|
|Zw f(2) = Zn f (@)oo + |1 T (2) = 6w ()]s

= max | Y (f(x;) = Fla)I @) + 1 Zn(x) — 6Zn(2)l|o
j=0

|1Zn (2) — In ()|

IN

0<z<1

< Aw(X) max [£(;) — Fa)] + 1Zn (@) — 62 (@) o

Ou dpy et 0py représentent les différences entre le polynéme d’interpolation et la solution de Bessel.

Si la constante de lebesgue An(X) donnée dans (1.1.2) et la différence entre le polynéme d’interpolation et la
solution de Bessel sont faible, les petits changements sur les données donnent lieu & de petits changements sur
la solution de la série de Bessel sur des noeuds équidistants, Ay (X) croit de maniére expontielle, c-a-d, comme

N — ©

oN+1
An(X) » Nlog N
pour les grands IV et les noeuds également espacés, la méthode d’interpolation peut devenir instable, Dautre
part, en utilisant (3.2.2) la différence entre le polynéme d’interpolation et la solution de la série de Bessel croit
chaque fois que N augmente. En conséquence, la solution de la série de Bessel peut devenir instable pour les

grands N, Soit En(x) la fonction d’erreur qui vient de mettre la solution de la série de Bessel dans (0.0.1), c-a-d

la fonction Ey : [a,b] — R qui est définie par

Ex(z) =Y Au(@)I{ (x) — g(x) = \fF(z) = A,V (@), Va € [a,8]
k=0

Si Zn(x) est la solution série de Bessel, donc la solution de (3.1.4), les erreurs de calcul sont minimum si En(x)
est équivalant a la fonction zéro sur les noeuds. Par conséquent, il peut étre utilisé pour rechercher des erreurs

de calcul sur les noeuds.
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Chapitre 4

Exemples numériques

Dans ce chapitre on représente quelques exemples pour la validation méthode de la collocation.

4.1 Example 1

On considére EIDFV linéaire suivant :

1 T
v (z) + 2y (z) — zy(z) = €* —sin(x) + %x cos(z) + / sin(z)e y(t)dt — % / cos(z)e y(t)dt, 0 <z, t<1
0 0

avec les conditions initiales suivant :

y(0) =1
y'(0) =

qui admet comme solution exacte y(z) = e*, on écrit :

3
y(@) = T(2) = 3 andu(),

n=0

ou

m=2 N=3, fp=—z,01 =2, f2=1, g(x) =e” —sin(z) + 1/2z cos(x), A\f =1,
Ao = —1/2, Ky(z,t) = sin(z)e et K, (z,t) = cos(z)e".

d’autre part, pour N = 3, les points de collocation sont :

1 2
{zo =0, Ty =3, 2= 3, r3 =1}

I’équation matricielle fondamentale de EIDFV s’écrit comme suit :

{BoX DT + 5, XBTDT + 8. X(BT)?DT — \;XDTK{Q; — \,XMHD}A = G.

Ou

26
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X0 =1 0 0 o, xa/3)=[1 13 19 1/27],
X(2/3) = [1 2/3 4/9 8/27], X(1) = [1 11 1},
X(0) 1 0 0 0
X(1/3) 1 1/3 1/9 1/27
X(2/3) 1 2/3 4/9 8/27

X(1) 11 1 1
0 0 0 0 0 0 0 O
0 -1/3 0 0 0 1/3 0 0
BOZ 7ﬂ1* )
0 0 -2/3 0 0 0 2/30
0 0 0 -1 0 O 0 1
1 0 0 O 1
0100 1145,/934
52: ) G =
0 0 1 0 1211/761
0 0 0 1 2615/1218
1 0 0 0 203/240 79/384 17/480 5/1152
DT 0 /2 0 0 0 79/384 137/1919 11/768 17/8960
- , =
~1/4 0 1/8 0 17/384  11/768  1/320  1/2304
0 —1/16 0 1/48 5/1152  17/8960 1/2304 1/16128
0 0 0 0 01 0 0
2 -4 12 =28 00 2 0
K] = , BT = ,
0 0 0 0 0 0 0 3
-2 4 -12 28 0 0 0 O
X0) 0 0 0 -1 1/2 -1/6
_ 0 X(1/3) 0 0 0 0 0 0
X = , M=
0 0  X(2/3) 0 —-1/2 1/2 —1/4 1/12
0 0 0 X(1) 0o 0 0 0
0000 /3 1/18  1/81  1/81
0000 1/18  1/81  1/324  1/324
H(0) = . H(1/3) =
000 0 1/81  1/324 1/1215 1/1215
0000 1/324 1/1215 1/4374 1/15309
2/3  2/18  2/81  2/81 1 1/2 1/3 1/4
2/18 4/81 8/324 32/324 1/2 1/3 1/4 1/5
A L T T R ER R ARl
1/81 1/324 1/1215 1/1215 1/3 1/4 1/5 1/6
1/324 1/1215 1/4374 1/15309 1/4 1/5 1/6 1/7
M 0 0 0 H(O) 0 0 0
_ 0 M O 0 _ 0 H(1/3) 0 0
M= , H= :
0 0 M 0 0 0  H(?2/3) 0
0 0 0 M 0 0 0  H(1)
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DT
_ DT
D= DT
DT
La matrice pour 1’équation fondamentale est ceci :
—1/2 0 1/4 0 ; 1
WG] = —949/1011  —491/9896  647/2420 239/5558 ; 1145/934
—1637/1096 —1375/5969 1208/3835 899/9310 ; 1211/761
—1730 —1097/1920 1571/4320 766/4633 ; 2615/1218

La matrice pour les conditions initiales est :

UjA = [Nou[Uj; \jl;5 =0, 1.

c-a-d,

[Uo;/\o]Z[l 00 0 ; 1]

et

[Ul;Al]:[o 1/2 0 0 ; 1}

A partir du systéeme (3.1.3), la matrice basée sur les conditions est calculée comme suit :

~1/2 0 1/4 0 : 1

WG] = —949/1011 —491/9896 647/2420 239/5558 ; 1145/934
1 0 0 0 ; 1
0 1/2 0 0 : 1

En résoludion ce systéme la matrice de coefficients de Bessel est obtenu comme suit :

T
A=[1 2 ¢ 4587/20] .

Donc la solution approximative du probléme (EIDFV) pour N = 3 est :

Ts(z) = 1+ 2 + 0.522 + 0.1946069777552°.

Pour N =7, 0n a:

T7(z) = 1 + x4 0.52% + 0.16666788814223 + (0.416486482730¢ — 1)z 4 (0.839476911928¢ — 2)
+(0.128397145738¢-2)x5 + (0.285345162827¢ — 3)z”.

Pour N =10, on a :
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Tio(z) = 1+ z + 0.522 4 0.1666666672212% + (0.416666703938¢ — 1)z* + (0.833330918991¢ — 2)a®
+(0.138897921402¢-2)x° + (0.198200251964¢ — 3)27 + (0.251170379640¢ — 4)a® + (0.247073655372¢ — 5)2° +

et

WY p = 3.8352 x 107,

| Al » = 576.60,

(0.4152348049677195¢ — 6)x1Y

s = max || W] = 4.9357 x 1017,

W ||| W |7 < 1.8930 x 10~°

D’autre part, utilise relation suivante :

ID||r = 3.8284

If = Inlloo = max{|f(z) —pn(2)],0 <z <1},

On calcul 'erreur pour N =3, N =7et N=10,0on a :

| f — Zs]|oo = 2.3675 x 1072,
| f — Zr||oo = 1.2063 x 1076,

If — Ziolloo = 8.2249 x 10710,

X

0.2
0.4
0.6
0.8

1.2214027581
1.4918246976
1.8221188003
2.2255409284
2.7182818284

¥3

1
1.2215788912
1.4926311300
1.8226300640
2.2210490406
2.6973614074

y7
1

1.2214027614
1.4918247044
1.8221188108
2.2255409520
2.7182815307

Yio
1

1.2214027581
1.4918246976
1.8221188003
2.2255409284
2.7182818284

es
0
1.761331e-4
8.064324c-4
5.112636e-4
4.491888e-3
2.092042¢-2

er
0
3.262015e-9
6.770465e-9
1.049331e-8
2.353097e-8
2.977120e-7

€10
0
1.691980e-13
3.668177e-13
5.779821e-13
9.410250e-13
3.108891e-11

4.2 Exemple 2

On considere le probléme suivant :

Ce probléme admet y(x) = e” comme solution exacte, on écrit :

Ou

3
y(r) = Iz(x) = Zan‘]n(x)
n=0

YO () — 2y D (z) + y(z) = —e™® — Le¥ —2? + 1 fol >y (t)dt + [ wely(t)dt, 0 <, t<1
y(0) =1, y'(0) = 1, y"(0) = 1, y(0) = -1, y(0) = 1.
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2.8 T T T T T T
- R
26 |- solution exacte B 4
& solution Approximative y4(x) E,@
24r O solution Approximative y.(x) ) 7
B
+  solution Approximative y, () S
22F J::4 q
hg
2 E,E

= - 4

5 E

5 _m'm
® 18} el g

a’
m'm
161 - 4
E’E’E
14} =T §
R
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E,E
121 a8 B
-
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E’E
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FIGURE 4.1 — comparaison de la solution exacte avec la solution approchée

0.025 T T T T T T T

Erreur

FIGURE 4.2 — comparaison d’erreur absolue
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m:2, N:'?)a 60:':57 51:07 52:—.’2, ﬂ2:—1'7 53:07 ﬂ4:13 ﬁ5:1a g(x):_efa:_%e2a:_l,2, )\f:
3 A =1, Kp(a,t) = e* Vet K, (2,t) = ze’.

d’autre part, pour N = 3 les points de la collacation sont :

{xozoa Tl =5, T2 = 5, 'T3:1}
I’équation matricielle fondamentale du EIDFV s’écrit par :
pour N =5
Ts(x) = 1 — x + 0.52% — 0.1666666666666672> + (0.41666666666667¢ — 1)2* — (0.8335498898657¢ — 2)a°.

pour N = 10 la solution on obtient :

Tio(x) = 1 — 2 + 0.522 — 0.16666666666666666667x> + (0.416666666666666666667¢ — 1)x?
-(0.8333333336905928606e-2)x°> + (0.13888869954559716439¢ — 2)x5 — (0.19840028513387639507¢ — 3)x”
+(0.24762973238625426765e-4)x® — (0.2689659499858246885¢ — 5)z? + (0.21483358999668774791e — 6)x1°.

Xi y Y5 Y10 €5 €10

0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 0 0

0.2 | 0.8187 | 0.8187 | 0.8187 | 8.7104e-008 | 3.4084e-014
0.4 | 0.6703 | 0.6703 | 0.6703 | 5.4015e-006 | 7.9226e-013
0.6 | 0.5488 | 0.5488 | 0.5488 | 5.9804e-005 | 4.5610e-012
0.8 | 0.4493 | 0.4490 | 0.4493 | 3.2701e-004 | 9.5621e-012
1 | 0.3679 | 0.3667 | 0.3679 | 1.2149e-003 | 3.4935e-010

TABLE 4.1 — compraison les solutions et d’erreur d’équation de Fredholm-Volterra 5-iéme ordre

4.3 Exemple 3

On considere ’équation intégrale de Volterra définé par :

y(z) =2 — @) 4 [T @ Dyt)dt, —-1<z,t<1

y(0) =1.

qui la solution exacte de probléme est y(x) = 1.

Ou

m=1,N=3, =1, /1 =0, gx) =2 -V A\ =0, \, =1, K,(z,t) =e® D, a=—1,b=1.

d’autre part, ’ensembles les points de collocation est :

{wo=—1, 21 =—-1/3, 12 =1/3, 23 =1}
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I’équation matricielle fonadamentale s’écrit comme suit :

{BoXDT + 5, XBT"DT — \,XMHD}A =G.

O
X(-1)= [1 -1 1 —71},2¥(——1/3):= [1 -1/3 1/9 471/27},
JY(1/3)::[1 1/3 1/9 1/27 ,)((1)::[1 11 1},
1 -1 1 —1 1 000
1 -1/3 1/9 —1/27 0100
X = ) BO = )
1 1/3 1/9 1/27 0010
11 1 1 00 0 1
0000 0100
0000 0020
61 = ) BT - )
0000 00 0 3
0000 0000
1 0 0 0 1 -2 6 -—14
0 1/2 0 0 2 -4 12 -—28
DT = / , K = :
-1/4 0 1/8 0 6 —12 36 —84
0 —1/16 0 1/48 14 —28 84 —196
1 -1 1/2 -1/6 1
1 -1 1/2 -1/6 158/3023
1/2 —1/2 1/4 —1/12 —1643/916
1/6 —1/6 1/12 —1/36 —1773/329
0 ~1 0 —1/2 2/3 —5/9 26/81
—1 0 -1/2 0 —-5/9 26/81 —41/162
H(-1) = / =] / /
0o -1/2 0 -1/3 26/81  —41/162  242/1215
-1/2 0 -1/3 0 —41/162 242/1215 —365/2187
4/3 —4/9 28/81 —20/81 2 0 2/3
—4/9 28/81 —20/81 244/1215 0 2/3 0
H(1/3) = / / / / CHO) = /
28/81  —20/81  244/1215 —364/2187 2/3 0 2/5
—20/81 244/1215 —364/2187  313/2190 0 2/5 0
X(-1) 0 0 0 M 0 0 0
_ 0 X(—1/3) 0 0 _ 0 M 0 0
X: 5 M: 5
0 0 X(1/3) 0 0 a M 0
0 0 0 X(1) 0 0 0 M

—41/162
242/1215
—365,/2187
312/2185

0
2/5
0
2/7

9
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H(-1) 0 0 0 DT
_ 0 H(-1/3 0 0 _ DT
o (—1/3) b
0 0 H(1/3) 0 DT
0 0 0 H(1) DT
La matrice pour ’équation fondamentale de matrice :
1 0 0 0 ; 1
WG] = 698/4455  1156/2461 —2275/47064 89/9864 ; 158/3023
7 —1255/766 2465/2659 —1103/15728 133/5965 ; —1643/916
—881/180  913/681 —59/360 691/15120 ; —1773/329
La matrice des conditions initiales est :
U;A = [AjoulUj; Aj]; 5 = 0,
d’ou :
[Uo; Xo) = |=3/4 7/16 —1/8 1/48 ;1
A partir du systéme (3.1.3), la matrice basée sur les conditions est :
1 0 0 0 ; 1
-G = 698/4455  1156/2461 —2275/47064 89/9864 ; 158/3023
, —1255/766 2465/2659 —1103/15728 133/5965 ; —1643/916
—3/4 7/16 -1/8 1/48 ; 1

En résoludion ce systeme, la matrice de coefficients de Bessel est :

1
167/814
1607 /526

—10205/1734

donc pour N = 3, la solution approximative est

Ts(x) = 1+ 0.102579915564518x + 0.1318918894635722% — 0.1354315806154352:°.

Pour N =5ona:

Ts = (z) = 1 — (0.6512101247683¢ — 2)z — (0.18281396592705¢ — 1)2% + (0.32351449202755¢ — 1)a°
+(0.9271163777106¢-2)x* — (0.41433799639768¢ — 1)a°.

Pour N =7, 0n a :
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T7(x) = 1+ (6.884818853311793¢ — 005)z + (2.310437984304192¢ — 004)22 — (4.523493357802133¢ — 004)z3
-(4.436609093954591e-004)x* + (0.1197189556800¢ — 2)a°
+(3.529854050478185¢-004)x° — (8.289645529476788¢ — 004)2”.

Xi |y| s
-1 1| 1.1647
-0.8 | 1| 1.0717
-0.6 | 1| 1.0152
-0.4 | 1| 0.9887
-0.2 | 1 | 0.9858
0 1 1
0.2 | 1] 1.0535
04 | 1] 1.0798
0.6 | 1] 1.0798
0.8 | 1] 1.0971
1 1| 1.0990

¥s
1.0066

0.9943
0.9948
0.9983
1.0003
1.0247
0.9982
0.9964
0.9945
0.9899
0.9754

y7
1.0002

— = = s

1
1.0001
1.0001
1.0001

es
1.6474¢-001
7.1688e-002
1.5186e-002
1.1262e-002
1.4157e-002
1
2.4708e-002
5.3467e-002
7.9776e-002
9.7134e-002
9.9040e-002

€5
6.5842e-003
5.6799¢-003
5.2385e-003
1.7291e-003
3.4045e-004

0
1.7733e-003
3.6463e-003
5.5210e-003
1.0125e-002
2.4605e-002

er
1.5564e-004
1.6753e-005
2.8657e-005
1.7565€e-005
1.9688e-006
0
1.9078e-005
3.6545e-005
5.5635e-005
1.0060e-004
1.2509e-004

TABLE 4.2 — comparaison les solutions et c’est I’erreur qui est la comparaison d’équation intégrale de Volterra

4.4 Exemple 4

On considére I'équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm d’ordre 2 suivant :

Ou

m:27N:3a g(x):em_mv y(w):ema 50:0, Blzov BQZ]-, )‘lev Kf(x,t):wt7a:07b:1.

La solution exacte est y(z) = e*, on écrit :

y'(x) = e —x+ [ aty(t)dt, 0<az,t<1
y(0) = 1,4/(0) = 1.

3
y(v) = Iz(z) = Zan‘]n(x)
n=0

d’autre part, pour N = 3 les points de la collocation sont :

{20 =0, 21 =

L, =2
37 2_37

{E3:1}

L’équation matricielle fondamentale de 'EIDFV s’écrit sous la forme :

{BoX DT + 8, X BT DT + 8, X(BT)2DT — \;XDTK{Q; — \,XMHD}A = G.
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X(O)z[l 00 0},X(1/3)={1 1/3 1/9 1/27},
X(2/3)={1 2/3 4/9 8/27},X(1)={1 11 1},

X(0) 1 0 0 0
o [XAB)| 119 1y |
X(2/3) 1 2/3 4/9 8/27
X(1) 1 1 1 1
0 00O _0 0 0O
By = 0 00O g = 0 0 0O 7
0 0 0O 0 0 0O
00 00 0 0 00
10 00
8y = 01 00 G- 904/851
0 01 0 1536/1199
0 0 01 1720/1001
1 0 0 0
DT — 0 1/2 0 0 7 Kl{: 2 -4 12 28 7
—1/4 0 1/8 0 0 0 0 0
0 -1/16 0 1/48 -2 4 -12 28
203/240 79/384  17/480 5/1152- 01 0O
Q; = 79/384 137/1919 11/768 17/8960 BT 0 0 2 0
17/384  11/768  1/320 1/2304 0 0 0 3
5/1152  17/8960 1/2304 1/16128_ 0 0 0O
1 -1 1/2 -1/6 1 1/2 1/3 1/4
ol 0 0o 0 e 1/2 1/3 1/4 1/5
-1/2 1/2 -1/4 1/12 1/3 1/4 1/5 1/6
0 0 0 0 1/4 1/5 1/6 1/7
La matrice pour 1’équation fondamentale est :
—1/2 0 1/4 0 ; 1
—31/48 —127/720 23/96 29/720 ; 904/851

WGl =
—19/24 —127/360 11/48 29/360 ; 1536/1199
~15/16 —127/240 7/32 29/240 ; 1720/1001

La matrice des conditions initiales est ceci :

UjA = [)\]] ou [Uj;/\j]; j = 0, 1.
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d'ot,

ol =[1 0 0 0 5 1]

et

[Ul;Al]:[o /2 0 0 ; 1}

A partir du systéme (3.1.3), la matrice basée sur les conditions est calculée comme est :

~1/2 0 1/4 0o 1

_ . |-31/48 —127/720 23/96 29/720 ; 904/851
.G = / / / / /
1 0 0 0o 1
0 1/2 0 0o 1

En résoludion ce systeme, la matrice de coefficients de Bessel est :

681,/44

donc pour N = 3, la solution approximative est :

Zs(z) = 1 + 2 + 0.52% + 0.1974432083778622°.

Pour N = 7, la solution approximative est :

Tr(z) = 1 + 2 + 0.522 + 0.1666689183567512% + (0.41648807659295¢ — 1)x* + (0.8393987321986¢ — 2)°
+(0.1284932595527e-2)x + (2.847874270180779¢ — 004)z”.

D’autre part, en utilisant la faite que :

If = Inlloo = max{|f(z) — pn(@)],0 < @ < 1},

On peut calculer 'erreur pour N =3, N =7

£ = Z3]|oo = 2.0839 x 1072,

If = Zrlloo = 3.9509 x 1077
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28 T T T T T T T T T

= (o
24 o

22 o i

Solution
8]

FI1GURE 4.3 — Comparaison de la solution exacte avec solution approximative

24(x)

0.2+~

Erreur

FIGURE 4.4 — comparaison d’erreur

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation



Conclusion 38

Conclusion

L’étude présenté dans ce mémoire sur I’équations intégro-différentielles de type Fredholm-Volterra, on a
travaillée numériqument car elles sont difficiles analytiquement et on a trouvé des solutions approchées en
appliquant la méthode de la collacation en utilisant le polynéme de Bessel.

Nous avons renconté des difficultés dans D'article sur lequel on a travaillé, car il y’a des théoremes et des
corollaires sans des preuves, Cet article repose sur le c6té numérique plus que sur le coté théorique.

Finalement, on conseille aux fans de ce domaine de travailler dessus et d’essayer de la développer.
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Résumé
Dans cette mémoire, nous étudions les équations intégro-différentielles de type Fredholm-Volterra et nous
avons appliqué méthode de collocation qui utilisé série de Bessel pour trouver une solution approximative et

comparer avec la solution exact et fournir des exemples numériques pour confirmer la méthode.

Mots clés : Les équations intégro-différentielle, équations intégro-différentielle Fredholm-Volterra,

polynéme et série de Bessel, méthode de collocation.

Absract
In this paper, we study the integro-differetial of the Fredholm-Volterra type, and we applied the collocation
method using Bessel serie to find the approximate solution and compare it with the exact solution, and

presentes numerical examples to verify the method.

Key words : integro-differential equations, Fredholm-Volterra integro-differential equations, po-

lynomial and Bessel serie, collocation method

Résolution d’équations intégro-différentielles de Fredholm-Volterra par une méthode de Collocation
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