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Introduction

Les équations intégrales occupent une place importante dans plusieurs do-
maines des mathématiques appliquées, de la physique, de I'ingénierie et des
sciences économiques. Elles interviennent naturellement dans la modélisation
de nombreux phénomeénes tels que les problémes de transfert de chaleur, la
mécanique des fluides, la théorie du potentiel, la dynamique des populations
et le traitement du signal. Parmi ces équations, les équations intégrales de
Volterra-Fredholm représentent une classe particuliere combinant les caracté-
ristiques des équations de Volterra et de Fredholm.

Les équations intégrales de premiére espéce sont souvent plus difficiles &
résoudre que celles de seconde espéce, car elles sont généralement mal po-
sées au sens de Hadamard. En effet, I’existence, 'unicité ou la stabilité de la
solution ne sont pas toujours garanties. Pour cette raison, le développement
de méthodes analytiques et numériques efficaces pour obtenir des solutions
approchées constitue un sujet de recherche important.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la résolution numérique des équa-
tions intégrales de Volterra-Fredholm de premiére espéce en utilisant la mé-
thode des polyndémes de Taylor. Cette méthode repose sur I'approximation de
la fonction inconnue par un polyndéme de Taylor, ce qui permet de transfor-
mer 1’équation intégrale en un systéme algébrique plus simple a résoudre. Elle
présente l'avantage d’étre facile & mettre en ceuvre et de fournir de bonnes
approximations lorsque la solution est suffisamment réguliére.

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier 'efficacité de cette mé-
thode et de montrer son application sur quelques exemples numériques. Nous
analyserons également la précision des résultats obtenus ainsi que la conver-

gence de la méthode.



Chapitre 1

Préliminaires en analyse
fonctionnelle

1.1 Base de analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace vectoriel normé :

Normes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C' on appelle une norme sur ’espace

E toute fonction notée||.| définie sur E a valeurs dans R, telle que
L ||z] =0<=2=0
2. [[Az|| = |A| ||| ,pour tout = € Eet A € K
3. [lz +yll < [lz]l + llyll ,pour tout 2,y € E

on dit que E est un espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme ||.||
Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace métrisable

Proof. Pour tout x,y € E on définit la fonction ¢ par
¢(z,y) = llz -y
On remarque que cette fonction est bien une métrique sur F car, on a

¢(x,y) = |lz —y[| =0
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ou encore

rT—y=
D’ou I’égalité
rT=y
Il est évident de voir que la distance ¢(z,y) est symétrique
o(z,y) = lz—yll

=y ==l = ¢(y, 2)

Pour l'inégalité triangulaire, on écrit

¢(xy) = llz—yll=l=—-2)+ -yl

IA

[ = 2] + |z =y

= ox,2) + ¢(2,9)
U

1.1.2 Opérateurs linéaires bornés

Linéarité des opérateurs
Soient F et I’ deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F est dit linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes

— Condition additive

Vo, 0y € E, ona A(p; +p,) = Alpy) + Alpy).

— Condition homogéne

Voe E, A€ K=(RouC), ona A(Ap) = NA(p).

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Continuité des opérateurs linéaires

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble
G C F dans F est dit continu au point zy de G si, on a la propriété suivante
Pour toute suite z,, de G converge vers x, la suite A(z,) converge vers A(zg) c’est a

dire

lim A(z,) = A(limzx,) = A(zy).

L’opérateur linéaire A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de

I’ensemble G.

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous en-

semble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point xy de
G.

Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C' > 0, telle que
[A@)|[r < Cllzllp, Ve k.

La norme || Al| = sup ||A(z)||r sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur

linéaire continu.

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

La notion d’isométrie est plus forte que celle de I'isomorphie.

Normes équivalentes

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Soit £ un espace vectoriel muni de deux normes (E, || ||1) et (E, || ||2), ces deux normes

sont dites équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives a et 3, telles que
allzlly < llzfls < Bllzfy, Yz € E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, I’application
identique de E dans F soit un isomorphisme entre les espaces vectoriels normés (£, || ||1)

et (B, [l2)-
1.1.3 Espace de Banach :

Suite de Cauchy :
Soit (z,,) une suite d’éléments d'un espace normé (E, ||.||) ; on dit que la suite (z,,) est

de Cauchy si, on a la relation suivante :

Ve > 0,3N,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Soit z, une suite de Cauchy dans un espace normé (FE,|.||) contient une sous suite

x,, convergente vers x alors la suite x,, est aussi convergente vers le méme élément x.

Soit x,, une suite de Cauchy alors il vient

Ve > 0,3dN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

en particulier pour n; > N, on a

Vp,ng > Ne, ||z, — 20, || < e

avec la convergence de la suite z,, vers x

ng > Ne,y||xn, — || <e

D’ou la convergence de la suite z,, vers I’élément x

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Vp, e = Ne, oy =2l =l — @ + 2y, — 20, |

< llep = wnll + llan, — 2l <e

Espaces complets

Definition 1.1 Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cau-

chy x, d’élément de E est une suite convergente dans FE

Autrement dit,

Ve > 0,dN,, Vp,¢q> N.ona |z, -z, <e

Implique l'existence d’un élément x € E tel que

lim z, = x

n—oo

Espaces de Banach

Definition 1.2 On appelle espace de Banach (E,||.||) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduite de sa norme.

1.1.4 Opérateurs compact :

Definition 1.3 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a

un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

Ensembles relativement compacts
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe

une sous suite {u,x)} qui converge dans F.

Theorem 1.4 (critére de compacité)

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Un opérateur linéaire A : ' — F' est compact si et seulement si pour toute suite bornée
v, de E, la suite Ap, contient une sous suite convergente dans F.
Proof. Il suffit d’appliquer les définitions appropriés d’'un ensemble borné et un ensemble

relativement compact. [

Theorem 1.5 Une combinaison linéaire A = aAy + Ay des opérateurs compacts est un

opérateur compact.

Theorem 1.6 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si ['un des

opérateurs A ou B est compact.

Proof. Soit {¢,,} un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite By,,(x)
est aussi bornée, et de la compacité de I'opérateur A il existe une sous suite de A(Byp,, (7))
qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite By, () une sous suite
convergente B, (), et de la continuité de l'opérateur A car il est borné la suite

A(Bp,y(z)) converge, ce qui implique que AB est compact. O

Theorem 1.7 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit { A,,} une suite

d’opérateurs compacts de E dans F, convergente en norme vers [’opérateur linéaire A de
E dans F

lim ||A, — A =0.
Alors A et compact.

Corollary 1.8 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas com-

pact.

Theorem 1.9 Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Theorem 1.10 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un opéra-

teur compact.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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Noyau faiblement singulier

Definition 1.11 On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G

C R" X R™ sauf peut étre aux points x =y et telle que,

Ve,y e G, x #y, IM >0, |K(x,y)| < 0<a<n

Theorem 1.12 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact.

1.1.5 Espace de Hilbert

Produit scalaire

Definition 1.13 On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe)
une application : {.,.) : E X E — R telle que pour tout x,y,z € E et A € k

1. (xz,z) >0

2. (,2)=0=2=0

3. (Az,y) = A(x,y)

W

Ayt 2) = (2y) + (2,2)
5. (z,y) = (y,x)
Definition 1.14 un espace de Hilbert H est un espace complet par rapport & la norme

mduite par le produit scalaire. En d’autres terme un espace de Hilbert est un espace de

Banach dont la norme induite par un produit scalaire.

Généralement 'espace H est séparable est de dimension infinie, en d’autre terme, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout

entier n € N, il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.

Example 1.15 L’espace L*(a,b)

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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L’espace L%(I,R) des fonctions de carré¢ intégrales défini par

2. = {5 [0 de < oo

ou l'intégrale est prise au sens de Lebesgue, muni da la norme

HﬂFZ[V@Fﬁ

induite par le produit scalaire définit par

uyw:[f@M@Mx

est un espace de Hilbert

Orthogonalité

Definition 1.16 (Vecteurs orthogonauz)On dit que deuz vecteurs x et y d’un espace de

Hilbert H sont orthogonauzx si :

(z,y) =

Base hilbertienne

Une partie X de H est dite dense dans H si :
Vy€e HVe > 0,dz € X;||lzv—vyl <e

de maniére équivalente si tout y de H est limite d’'une suite d’élément x,, de X :

lzn =yl — 0

Definition 1.17 Soit H un espace de Hilbert sur le corps k et F' = (e;)icr une famille
de vecteurs. On dit que F' est une base de Hilbert ( base hilbertienne) de H si :

V(i,j) € I* i#j = (ei,ej) =0

1. F est une famille orthonormée de H, c’est-a-dire :{ Viel, (e e;) = H€i||2 1

2. La famille F est de plus compléte ou total, ¢’est-a-dire : ’ensemble des combinaisons

linéaires finies des éléments de F' est dense dans H

Theorem 1.18 (Riesz-Fischer)  Soit un systéme orthonormé dans un espace de Hil-
bert H, et soient les valeurs ay, s, o, .., o telles que la série’y - ]ak|2 soit convergente,

alors on peut trouver un vecteur f € H, tel que

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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az:<f7<pz>7 vz:lazv

et de plus, on a
o0 oo

o Kol =) lail’

i=1 =1

ou encore

o0
LFIP =D lewf?
k=1

Soit {¢;} un systéme orthonormé d’éléments d’un espace de Hilbert H, pour que ce
systéme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H orthogonal au systéme
{¢,} est le vecteur nul. Cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur non nul de H, qui soit

orthogonal & tous les vecteurs du systéme {y, }
Theorem 1.19 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre euz.

Remark 1.20 Comme il est connu en algébre linéaire, que tous les espaces vectoriels
ou euclidiens de mémes dimensions finies n sont isomorphes entre eux, car chacun est
1somorphe a l'espace K™ alors de méme tous les espaces de Hilbert sont isomorphes entre

eux, car chacun est isomorphes a Lo

1.1.6 Equations aux Opérateurs compacts :

Equations de second espéce
Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors 'opérateur

T = I — A défini ’équation de second espéce donné par

p—Ap=f; p, feX

ou f est un fonction donnée et ¢ la fonction inconnue

Theorem 1.21 Le noyau de l'opérateur T défini par

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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kerT’=N(T)={peX; To=(I—-A)p =0},

est un sous espace fermé et de dimension finie

Theorem 1.22 La suite d’ensemble des noyaux

est une suite croissante stationnaire. Autrement dit,elle ne contient qu’un nombre fini

d’ensemble distincts , c’est a dire il existe un entier p € N tel que

{0} CcN(T),N(T?)C...C N(T") =N (T*"") = ...

Le nombre p est appelé le nombre de Riez de 'opérateur compact A pour I’ensemble

des noyaux {N (T")}

Theorem 1.23 L’image de l'opérateur T défini par ,

ImT=T(X)=R(T)={y=Typ; telle que p € X}

est un sous espace fermé

Le nombre de Riez p pour l'ensemble des noyaux {N(7")} et le nombre de Riez

q pour 'ensemble des images {R (1T")} sont égaux. Autrement dit

p=gq

Theorem 1.24 Les sous espaces N (T") et R (T™) sont supplémentaires. Autrement dit

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE
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X =kerT"&ImT" = N (T") & R(T")

ol r = p = q est le nombre de Riesz

Lemma 1.25 L’opérateur T' = I — A est injectif si et seulement si,T" est injectif pour

tout r € N

Lemma 1.26 L opérateur T = I — A est surjectif si et seulement si T" est surjectif pour

toutr € N

Theorem 1.27 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors
PVopérateurT = I — A est injectif si et seulement si il est surjectif, de plus [’opérateur

admet un inverse T-* = (I — A)™" borné

Theorem 1.28 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors,

pour que l’équation non homogéne
To=p—-Ap=f

admette une solution unique ¢ € X, pour tout f € X, il faut et il suffit que l’équation

homogéne

Teo=p—Ap=20

admette la solution triviale ¢ = 0.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES EN ANALYSE FONCTIONNELLE



Chapitre 2

Equations intégrales et leurs
classification

2.1 Classification des équations intégrales premiére
espeéce :

2.1.1 Equations intégrales de Volterra de premiére espéce :

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm

il suffit de prendre le noyau k est tel que k(z,t) = 0 pour = < ¢

Definition 2.1 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce une

équation a une inconnue p(x), de la forme :

| ket = £
2.1.2 Equations intégrales de Fredholm de premiére espéce :

Definition 2.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une équa-

tion de la forme :

b
/ Ko, Op(t)dt = f(x)

ol ¢ est la fonction inconnue, f et £ sont des fonctions connues,les bornes d’intégration

sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équations de Fredholm .

12
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2.1.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm de premiére
espece

Definition 2.3 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

flz)+ M\ /ff»’ ki(x, t)e(t)dt + As /b ko(z,t)p(t)dt =0, x € [a,] (2.1)

2.2 Reégularisation de I’équation intégrale de Volterra-
Fredholm

Pour des fonctions lisses kq(z,t), ko(x,t) et f (x) I'équation (2.1]) peut étre convertie

en une équation de Volterra-Fredholm de seconde espéce en différenciant par rapport a x

Ok b Ok
bieo)o@) + [ Grenewis [ SReoeni= @) @2

. Ox . Ox
Si ky(z, z) # 0 pour tout ¢ € [a, b], la division de I’équation (2.2 par le facteur k;(z, z)
nous donne une équation intégrale de seconde espéce, connue en tant que probléme bien

posé

x b
wm+/kmwMMﬁ+/kmwwmﬁ=am (2.3)

ou les fonctions ks, k4 et g sont données par :

1 3/{:1 1 8k3 f’(SC)
ks = —— 2 t) k= —— B, t) et gla) = 2L
° 7 ky(z,x) Ox SRR ki(z,x) Ox (z,) et glx) ki(z, )
Si ky(z,z) = 0 pour ¢t € [a,b], alors nous répétons le processus de différenciation

jusqua obtenir £ (z,t) # 0 pour tout ¢ € [a,b], avec ki, ks et f dans C7*([a, b] x [a, b])

et C97([a, b)), respectivement, ol g représente le plus petit entier pour lequel la dérivée

de k; d’ordre ¢ ne s’annule pas. Ainsi, nous avons :

99k T Hgt+1k b gatlp.
aqu(x,t)@(x)—l—/ W(m,t)w(t)dt—i-/ aqurl? (z,t)p(t)dt = D () (2.4)
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2.3 Classification des équations intégrales de seconde
espeéce

2.3.1 Equations intégrales de Volterra de seconde espéce :

Definition 2.4 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une

équation a inconnue p(z) de la forme :

o) =2 [kl et = f
2.3.2 Equations intégrales de Fredholm de seconde espéce :

Definition 2.5 On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équation

de la forme

b
wmzﬂ@+A/kuwwmﬁ

ol p(z) est la fonctions inconnue ,k(z, y), et f(z)des fonctions donnés, \ est un facteur

connu

2.3.3 Equations intégrales de Volterra -Fredholm de seconde
espéce

Une équation intégrale de Volterra -Fredholm est une combinaison des intégrales de

Volterra et Fredholm disjoints, apparait dans une équation intégrale .

Definition 2.6 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

o(x) = flz)+ N\ /93 ki(z, t)e(t)dt + )\2/ ko(z,t)p(t)dt , x € [a,b] (2.5)

On appelle équation intégrale mixte une équation de la forme :2

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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x b
o(x) = f(x) +>\/ / k(s,t)p(t)dtds

ou les fonctions k1, ks et f sont connues et p(z) la fonction inconnue.

2.4 Reésultat existence et unicité de la solution des
équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir

des résultats d’existence et unicité de solutions de I’équation ([2.5|)

Definition 2.7 Soit X un espace normé et T : X — X un opérateur, T est dit un

opérateur de Picard s’il existe o, € X unique tel que
T(pg) = @, et im T () = @y, pour tout p de X

Theorem 2.8 (principe de contraction).Soit X un espace normé. Si T : X — X un

opérateur de contraction admis un point fixe unique ¢ , alors T est un opérateur de

Picard

n

n (0%
o = Tl < <

|l —T(p)||, pour tout n € N
-«

Théorémes d’existence et d’unicité :

On considére ’équation linéaire de Volterra-Fredholm

T b
o) = 1)+ 0 [ ket [ ket o e ot (26)
1. feCla,b], ki(x,t) € C(Dy),avec Dy = {(x,t) € R? tel que a <t < z < b}
2. o€ Cla,bl, ky(x;t) € C(Dq),avec Dy = [a,b] X [a,b]

3. My = max( ep, |ki(z,t)], et My = max(, ep, |ka(z,t)]

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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Theorem 2.9 Dans les conditions de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 tel que :

1

~ My + My exple(b — a))] <1

Alors 'équation (2.6)) a une solution unique ¢ € C [a,b] et cette solution peut étre
obtenir par la méthode d’approximation successive, a partir de ¢, € C' [a, b]

Proof. Soit Popérateur intégral T : C'[a,b] — C [a, b], défini par

To() = f(x) + / k(o O)p(t)dt + / kol t)p(t)dt

/ ke t) (olt) — (1)) di + / ol 1) (o (1) — (1)) dt

x b
< [ w0100 - vl di+ [ et - wie)]de
My [ 160 = 0 exp(—e (0 — @) exple(t - a)) di +

IN

b
Mz/ |(p(t) — (1)) | exp(—c (t — a)) exp(c(t — a)) dt
M

< {71 (exp(c(z —a) — 1) + % (exp(c(b—a) — 1)] I =]l
< [Leptelo—a) + Lexpetr—a+b-)] - vl

< O (4, 4 agy explefb - ) [ — o]

< SREZ9) v exple(b - a)) g — vl

Il s’ensuit que
|Ap(z) — Ay ()| exp(—c(z—a)) < % (M7 + Myexp(c(b — a)) ||¢ — 9|, pour tout = € [a,b].
Alors
| Ap — Av] < = (M + Myexp(e(b — ) llp — o]
On déduit que 'opérateur A est Lipschitzien de constante k = % (My + Myexp(c(b — a))

La condition supposée garantit que A est une contraction. Alors on applique principe

de contraction [

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION
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2.5 Polynéomes de Taylor

Definition 2.10 Soit n un entier. Soit f une fonction de R dans R, définie sur un
intervalle ouvert I contenant un point a, dérivable n fois sur I, et dont la dérivée n-ime

en a existe. On appelle polynéme de Taylor d’ordre n en a de f, le polynome :

"(a "(a (n)a
Pn(:c):f(a)—l—%(:c—a)%—f2—(!)(:c—a)2+---—|—fn!( )(:c—a)”.

On appelle reste de Taylor d’ordre n en a de f, la fonction R, qui a x € I associe :

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATION



Chapitre 3

Résolution numériques des équations
intégrales de Volterra-Fredholm

3.1 Meéthodes numériques pour les équations inté-
grales de Volterra-Fredhlolm :

Dans ce chapitre on va résoudre numériquement des équation intégrales de volterra-

Fredholm de second espéce en utilisant les polynémes de Tchebychev.

3.1.1 Meéthode de Taylor

Soit I’équation intégrale de type Volterra-Fredholm suivante

T b
o) = 1)+ [ Batiedt + [ tale (e (3.1)
0 a
Une fonction ¢(x) est dite analytique si elle dérivable de tous les ordres, en chacun de

ses points et peut étre représenter au voisinage de ses points par une série entiére. Pour

le point z =0, on a

o(x) = Z anx". (3.2)

n=0

On veut appliquer la méthode des solutions en série, qui découle principalement de
la série de Taylor pour les fonctions analytiques, pour I’équation intégrale de Volterra-
Fredholm, nous supposerons 'analycité la solution ¢(z) de ’équation (3.1)). On remplace

la série Taylor (3.2)) dans I’équation (3.1)) o on aboutit & un systéme algébrique dont les

18
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coefficients sont les inconnues.

iakxk =Tf(x) + /x ki (z,t) (Z aktk> dt + /b ko(z,t) (i aktk> dt, (3.3)

k=0 k=0

pour plus de simplicité on écrit

ap + ayx + agr® + ... = Tf(x)+ / ki(z,t)(ao + art + ast® + ....)dt
0
b
+/ ko(z,t)(ao + art + agt® + ....)dt |

ou T'f(x) est le développement de Taylor de la fonction f.

Example 3.1 Résoudre par la méthode des séries [’équation intégrale de Volterra-Fredholm
suivante :

T 1
o) =2 —61° -2 —x+2+ / to(t)dt + / (z + t)p(t)dt,
0 —

1

en remplagant p(x) par la série

on obtient

[e’e) T oo 1 00
Zan:c”:x5—6x3—x2—x+2+/ tZantndt—i—/ (m+t)2ant"dt
n=0 -1

n=0 0 n=0
FEvaluons les intégrales de ’équation, et comparons les termes des deux cotés de l’équa-

tion de méme puissances de x, on obtient

2 2
ap+ arx + azzd + ... = 2+§a1+5a3

(14 200+ 2ag 4+ 2 (o1l 2
Qo 3&2 5(14 T 2@0 T

(642 s 4 Lot (14 ] "+
— —a X —Qa9T —-a T
3 47 5°

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
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Finalement, il faut résoudre le systéme algébrique obtenu dont les coefficients de la solu-

tion o(x) sont les inconnues
ag=2,a1 =3, ao =0, az= -5, ag=a5=..=0.
D’ot la solution exacte est obtenue comme
o(z) =2+ 3z — 5a?
3.2 Exemples Numériques

Apreés avoir traité les aspects théoriques liés aux équations intégrales et aux méthodes
d’approximation en utilisant le polynéme de Taylor, nous passons dans ce chapitre I’aspect
pratique, en présentant des exemples numériques visant a évaluer Iefficacité de la méthode

proposée.

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
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Example 3.2 Résoudre l’équation intégrale suivante :

/0 m(p(t) (xt + 2) dt + /0 o(t)e” tdt = f(x)

apres la régularisation

’ t ' 23: z?— 1 T x T x
gp(x)+/0 @(t)mdtnL/o 12 go(t)e( Dt = e (e + 226 + 12 + ze® + 1)

ou la fonction f(r) = z 4 2¢* + e + z2e* — ze” — 2 est calculée une fois que 'on

affecte I’équation la solution ¢(x) donnée par

1 d
o(z) = €”, GZr2)dr (:U 126" + e + 22" — xe® — 2)

Nous appliquons Polynomes de Taylor 7'(x) pour approximer la solution ¢(x) c’est-a-dire

que ¢y (x) solution du systéme algébrique avec N = 8

Pts de x Solu exacte Solu approx Erreur
0.000000e + 000 1.000000e + 000 1.000000e 4+ 000 2.670530e — 011
2.500000e — 001 1.284025¢ + 000 1.284025¢ 4+ 000 1.765605e — 010
5.000000e — 001 1.648721e + 000 1.648721e 4 000 3.069687¢ — 010
6.250000e — 001 1.868246e + 000 1.868246¢ 4+ 000 4.025149¢ — 010
7.500000e — 001 2.117000e + 000 2.117000e + 000 4.140901e — 010
8.750000e — 001 2.398875¢ + 000 2.398875¢ 4+ 000 5.298904¢ — 010
9.375000e — 001 2.553589¢ + 000 2.553589¢ + 000 4.938263¢ — 010
1.000000e + 000 2.718282¢ 4+ 000 2.718282¢ + 000 5.503744¢e — 010

Solutions exacte et approchée (exp(x)) Errenr
10

&

28

—O— Exacte (exp(x))
26 —g— Approchée

24

22

T(x)

Erreur

18 : 10 /
p/ /

/7

16 /
14 /

12 g

08 10
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Example 3.3 Résoudre l’équation intégrale suivante :

/OI o(t) (xt — 2) dt + /0 o(t)x*tdt = f(z)

aprés la régularisation

Tt booat 2 =z
t)dt ———p(t)dt = = 3¢* — 52” + 1
o)+ [ et [ e = 2t (et <50t 4 1)
ou la fonction f(z) = $2% — 2% + 22? est calculée une fois que 'on affecte I'équation

la solution () donnée par

p(r) = o

Nous appliquons Polynomes de Taylor T'(x) pour approximer la solution p(x) c’est-a-dire

que ¢y (x) solution du systéme algébrique avec N = 8

Pts de x Solu exacte Solu approx Erreur
0.000000e + 000 0.000000e + 000 2.249113e — 012 2.249113e — 012
2.500000e — 001 1.562500e — 002 1.562501e — 002 7.241835e — 009
5.000000e — 001 1.250000e — 001 1.250000e — 001 1.660759¢ — 008
6.250000e — 001 2.441406e — 001 2.441406e — 001 2.323839¢ — 008
7.500000e — 001 4.218750e — 001 4.218750e — 001 3.251142e — 008
8.750000e — 001 6.699219e — 001 6.699219e — 001 4.670548e — 008
9.375000e — 001 8.239746e — 001 8.239747e — 001 5.714164e — 008
1.000000e + 000 1.000000e + 000 1.000000e + 000 7.139996e — 008

Solutions exacte et approchée (x2) Erreur

1 , ‘ ) 107
ook —O— Bwcte (x°) = s
X —B— Approchée J e &
0.8 10°
/ 7
/
07 }25 y
06 10° J
- < f
\; 05 J g /
0.4 / 10° ,/
03 /
4 /
02 / [T ,./
i
01 /
@’—6/ 10™
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 08 1

X X
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3.3 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la résolution numérique des équations intégrales
de Volterra-Fredholm de premiére espéce a I'aide de la méthode des polynomes de Taylor.
Cette méthode permet d’approximer la fonction inconnue par un polynéme de Taylor afin

de transformer I’équation intégrale en un systéme algébrique plus simple & résoudre.

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
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Beuns
Le but de ce mémoire est de trouver des solutions numériques approximatives
aux équations intégrales de Volterra-Fredholm du premier type, en les
transformant en équations du second type al’aide de la technique de
régularisation. Les polyndmes de Taylor sont utilisés pour approximer la
solution. Des exemples numériques sont présentés pour démontrer l'efficacité

et la précision de la méthode proposée.
Mg DLéE :

Polyndmes de Taylor — Equations intégrales — Régularisation — Méthodes

nuMériques
Abdract*

The objective of this study is to find approximate numerical solutions for
Volterra-Fredholm integral equations of the first kind by transforming them
into second kind equations using a regularisation technique Taylor polynomials
are used to approximate the solution. Numerical examples are presented to

demonstrate the effectiveness and accuracy of the proposed method.

Keywords

Taylor polynomials — Integral equations — Regularisation — Numerical methods
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