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NOTATIONS

NOTATIONS

C([a,b]) L’espace des fonctions continus sur 'intervalle [a, b].

Im(7") L’image de 'opérateur T', Im(T") = {¢; ¢ = T'¢} .

Q Ouvert borné de R™.

1 Opérateur d’identité.

ker(7") Le noyau de Vopérateur T, ker(T') = {¢; T = 0}.

K(z,y) Noyau de I'intégrale.

L Opérateur Linéaire ou L = I — A.

M Ensemble borné non vide.

Ny Nemytskji opérateur associé a f.

N Sous famille qui consiste les ensemble relativement compact.

U La fermeture de U.

4% Sous famille qui consiste tous les ensembles relativement faiblement
compacts.



INTRODUCTION

Introduction générale

Les équations intégrales jouent un role trés important dans les domaines scientifiques,
surtout le domaine d’analyse fonctionnelle, ainsi que dans la résolution des problémes de la
physique.

Ce travail est composé de deux parties. Dans la premiére partie, on va étudier la théorie
des équation intégrale.i.e., une équation intégrale est une équation dans laquelle 'inconnu

généralement est une fonction d’une ou plusieurs variables, se produit sous signe intégral.

/%m%wwwzwm+fm

Q

Cette définition plutot générale tient compte de beaucoup de différentes formes spéci-
fiques et dans la pratique beaucoup de types distincts surgissent. Dans la théorie classique

d’équations intégrales on distingue les équations de Fredholm

wﬂﬂfﬂmwww—ﬂm

et les équations de Volterra .

x
o) =2 [ kopedy = flo)
a
dont I’équation de Fredholm les régions d’intégrations sont fixées, tandis que dans une
équation de Volterra une région est variable.

Dans seconde partie on va étudier la notions de la mesure de non compacité, cette étude
sur la théorie ayant plusieurs applications dans la topologie, I’analyse fonctionnelle et la
théorie des opérateurs. Cette notion elle est appurue la premiére fois par le mathémaicien
Kuratowski en 1930. notre objectif dans ce sujet comment utilisé la notion de la mesure
de non compacité pour prouver l'existence d’une équation intégrale a I’aide d’une théorie
importante, i.e, la théorie du point fixe notamment le théoréme du point fixe de Schauder

Notre travail est divisé en trois chapitres:

Le premier chapitre, on rappels quelques définitions et des propriétés des opérateurs

linéaires et non-linéaires (compacts,borné, continus, ...etc), et on présente une introduction



INTRODUCTION

sur les équations intégrales, en parlant de la théorie de Riesz, I’alternative de Fredholm pour
Iexistence et 'unicité .

Le deuxiéme chapitre, présente des notions et définitions préliminaire de la mesure de
non compacité sur les ensembles bornés et les opérateurs, et on donne des exemples de cette
mesure par exemple la mesure de Kuratowski, et la mesure de Hausdorff, avec quelques
théorémes. finalement, on parlerons a la mesure de non compacité faible et leurs propriétés.

Dans le troisiéme, on expose le but de notre travail, ot on va faire une étude large sur
la théorie du point fixe, et puis on va I’appliquer sur les équations intégrales non linéaires
de type Hammerstein. pour démontrer 'existence de la solution de cette équation. Avec la

mesure de non compacité.



Chapitre 1

Introduction a la théorie des

Equations Intégrales

Dans ce chapitre on a commencé par quelques définitions sur les opérateurs, et en suite on
donne les définitions et les types des équations intégrales ainsi, et on oubliera pas la théorie

de ces équations ( La théorie de Riesz, la théorie du point fixe, ...etc).

1.1 Notions sur les opérateurs

Définition 1.1.1
Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F' et dite linéaire
sl vérifie les conditions suivantes :

pour tout @y, @y dans E et X\ dans k = (Rou C).
i) Vo1, ¢y € E ona, A(pr+ @) = A(pr) + A ¢,).
Vo € E et YA € k on a, A(Ap) = AA(p).

Définition 1.1.2
Un opérateur linéaire A défini sur E dans F' et dite borné s’il existe une constante

positive C', telle que :

|A(2)||F < Cllzl|lg  ,Vz € E.
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Définition 1.1.3
Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur linéaire qui admet une formulation

de la forme suivante :

Ap@) = [ o g)elw)dy
Q
Et la fonction K étant appelée noyau de lopérateur A.

Théoréme 1.1.1 (Arzela-Ascoli)
Un ensemble U C C(2) est relativement compact si et seulement s’il est borné et équicon-

tinue 1t.e,

1. Sl existe une constante M > 0 tel que:

| o(x) | < M pour tout = € Q et pelU.

2. Pour tout € > 0, il existe v > 0 tel que Vx,y € Q |z —y |<xy

| o(x) —(y) | <e  pour tout ¢ € U.

Définition 1.1.4 (Opérateurs compacts)
Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé X dans un espace normé Y , on dit
que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement

compact dans'Y.

Définition 1.1.5 (Equations intégrales)

On appelle équation intégrale toute équation de la forme

/ k(z,y, o(y))dy = dp(x) + f() (1.1.1)

ot §) est un domaine intégration, f(x) un fonctions donnée, \ un scalaire donné qui peut
étre réel ou compleze et K (x,y,p(y)) appelée noyau de ’équation intégrale.

Avec toutes ces données, et @ est une fonction inconnue qui satisfait ['équation (1.1.1).



1.2. Classifications des équations intégrales

1.2 Classifications des équations intégrales

1.2.1 Equations intégrales linéaires et leurs types :

Définition 1.2.1 (Equation intégrale de Fredholm)

1. On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce, une équation de la

forme:

A / ko, 9)e(y)dy = f(x).

i) Si f(x) =0 on appelle équation homogéne.

ii) Si f(z) # 0 on appelle équation non homogéne.

2. On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de deuziéme espéce,

une équation de la forme

i) Si f(x) =0 Uéquation s’écrit :

b
p(r) = A/ k(x,y)p(y)dy

elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm de deuxiéme espéce homogéne,

ii) Si f(z) # 0 elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm de deuxiéme espéce

non homogéne.
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Définition 1.2.2 (Equation intégrale de Volterra)

1. On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce, une équation de la

forme:

3 [ ke ey = (o)
i) Si f(z) = 0 On appelle équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de premiére

espece.

ii) si f(z) # 0 On appelle équation intégrale linéaire non homogéne de Volterra de premiére

espece.

2. On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de deuxiéme espéce, une équation de la

forme :

i) Si f(z) =0 [équation s’écrit :
plz) = A/ k(z,y)e(y)dy

elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de deuxiéme espéce homogéne,

ii) Si  f(x) # 0 elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de deuxiéme espéce,

non homogéne.

1.2.2 Equations intégrales non linéaires et leurs types :

Définition 1.2.3 (Equation intégrale de Fredholm)

1. On appelle équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiére espéce, une équation de

la forme

A/kwwwwwwzﬂ@-

i) Si f(z) = 0 équation homogéne,



1.2. Classifications des équations intégrales

ii) si f(x) = 0 ’équation non homogéne.
2. On appelle équation intégrale non linéaire de Fredholm de deuxiéme espéce, une équation de

la forme

o) =2 [ Kayso)dy = (@)
i) Si f (x) =0 Uéquation s’écrit :
wmzxj‘wa%wwMy

elle est dite équation intégrale non linéaire de Fredholm de deuxiéme espéce homogéne .

ii) Si f (x) # 0 elle est dite équation intégrale non linéaire de Fredholm de deuziéme

espéce mon homogéne.
Définition 1.2.4 (Equation intégrale de Volterra)
1. On appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce, une équation de

la forme

A/mﬂm%w@wzﬂ@

i) Si f(z) = 0 léquation homogéne.

il) Si f(x)#0 I’équation non homogéne

2. On appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de deuxiéme espéce, une équation de

la forme

o) = [ Kooy = f @)
i) Si f(x) =0 Uéquation s’écrit
p(z) = A/x k(z,y, 0(y))dy

elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de deuzxiéme espéce homogéne.
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ii) Si f (x) # 0 elle est dite équation intégrale non linéaire de Volterra de deuxiéme espéce,

non homogéne.

Définition 1.2.5 (les équations intégrales de Uryson et Hammerstein)

1. On appelle équation intégrale de Uryson une équation de la form

o) - / F(e,y.0(y)) = h(z), yeQ

F et h sont des fonctions arbitraires

2. On appelle équation intégrale de Hammerstein, une équation de la forme

o) - / k(e y) f o) = h(z), yeQ.

Remarque 1.2.1 L’équation de Hammerstein est un cas particulier de l’équation de Uryson.

1.3 Existence et unicité des solutions des équations

intégrales

1.3.1 Théorie de Riesz

Dans cette partie, nous allons présenter la théorie de Reisz pour une équation de la forme
¢ — Ap = f avec un opérateur linéaire compact A : E — E dans un espace normé E

Onnote L=1— A,

ou [ désigne I'opérateur identique.
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Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Riesz)

(1) Le noyau de l'opérateur L :

Ker(L)={p e E: Lp =0}

est un sous-espace de dimension fini,

(17) L’image de l'opérateur L

Im(L)={Lyp:pec E}

est un sous-espace linéaire fermé et de co-dimension finie,

i11) Il existe un unique r € N appelé nombre de Riesz de Uopérateur L tel que

{0} € Ker(L°) C Ker(L') C ...... C Ker(L") = Ker(L'™) = Ker(L™?) = ...

et

o= Im(L"?) = Im(L™) = Im(L") C ....... C Im(L')C Im(L°) CE

D’autre part, on a la somme directe

E=Ker(L")® Im(L").

Théoréme 1.3.2

De méme conditions dans les théorémes précédents, alors

i) I — A est injectif si et seulement s’il est surjectif

ii) Si I — A est injectif, alors l'opérateur inverse (I — A)~! : E — E est borné.

10
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Corollaire 1.3.1

1. Si léquation homogén

p—Ap=0 (1.3.1)

admet seulement la solution triviale p = 0, alors pour tout f € E [’équation

p—Ap=f (1.3.2)
admet une solution unique p € E et cette solution et dépend de la continuité de f

2. St Uéquation homogeéne (1.3.1) n’admet pas la solution triviale ¢ = 0, alors elle a
seulement un nombre fini n € N de solutions pq,p, , ..., p, de E sont linéairements
indépendants et [’équation non homogéne (1.3.2) est unsolvable ou sa solution est de

la forme générale

¢:¢+Zai9@i

i=1
ol a1, Qg,..., o sont des nombres arbitraires complexes et ¢ est une solution particuliere

de l’équation mon homogeéne.

Théoréme 1.3.3 (Alternative de Fredholm)
On consideére les équations intégrales homogénes duals, ['une de 'autres, issues d’un

noyau qui sont donc définies par

trouver ¢ € C([a,b]); o(x) — )\/ k(x,y)p(y)dy =0 (1.3.3)

b
trouver ¢ € C([a,b]); P(x) — )\/ k(x,y)Y(y)dy =0 (1.3.4)

11
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On considére pour f € Cla;b], g € Cla;b] les équations intégrales avec seconds

membres
b
trouver ¢ € C(la,b]); () — /\/ k(x,y)p(y)dy = f(x) (1.3.5)
trowver ¥ € Ca]); ¥(a) =X [ b))y = gl (13.6)

alors on a l’alternative

- Ou bien les équations (1.3.3) et (1.3.4) n'ont que les solutions triviales ¢ = 0,
1 =0 dans ces cas les équations (1.5.5) et (1.53.6) admettent une solution unique
@ € Cla;b] et € Cla;b] pour chaque f € Cla;b]; g € Cla;b]:

- Ou bien les équations (1.3.3) et (1.8.4) ont le méme nombre fini n des solutions
linéairement indépendantes, et dans ce cas, les équations (1.3.5) et (1.3.6) sont
résolubles si et seulement si pour toute solution ¢ de (1.8.3) et toute solution

Y de (1.3.4) on a

[ t@p@a = [ gayele)ds
Dans ces conditions, la solution générale de (1.3.5) s’écrit sous la forme

p=pt> ap
i=1

ot @ est la solution particuliére de (1.3.5) et les (¢;)1<i<n forment une famille libre

de solutions de (1.3.3)

12
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1.3.2 La théorie du point fixe

Introduction sur la théorie du point fixe

Définition 1.3.1
Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-méme, alors pour tout

x € E, tel que x = T(x), s’appelle un point fixe de l'opérateur T

Définition 1.3.2
Soit T un opérateur d’un espace de Banach E dans lui-méme, T est une contraction (ou
application contractante), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que, pour tout x,y € E,

on ait

[ T(@) =T I<klz-yl.

Théoréeme 1.3.4
Soit F' un sous-ensemble fermé dans un espace de Banach et soit T : F' — F  une

application contractante, alors

(a) L’équation Tx = x, a une seule unique solution.
(b) La solution unique x peut étre obtenu par la limite de la suite {x,} de F définie par

Tni1 = Tx,, n=1,2,..., ot xg est un élément arbitraire de F,

r = lim T"x.

n—auoo

Théoréme 1.3.5
Soit A un opérateur borné dans un espace de Banach E dans lui-méme et u un élément

de E, alors lopérateur défini par

Te =aAp+u

a un point fize, pour |a| suffisamment petit, de plus, si k est une constante positive, telle

que

13
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| Ap [[< k] el o€l

alors T = ¢ admet une solution unique pour |a|k < 1.

Théoréme 1.3.6

Soit ’équation suivante

admet une solution unique p € L*([a,b]), avec le noyau k est continu

sur lintervalle [a, b

feL*[a,b]) et|a|k<1 aveck= \/ff fab | k(z,y) 2 dady.

Preuve.

On considére 1’équation
b
T(e)a) = f() 4 | K.)eo)dy (137)
puisque f € L*([a,b]), Ty € L*([a,b]) si

b
/ ke, 9)e(y)dy € L([a,b)

En utilisant I'inégalité de Schwartz, donc

| / Kz, 9)e(y)dy | < / |k, w)ely) | dy

< ([ k) P[] ot Pa?

14
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donc
[ ket < ([ Tre P [ 1ot
alors
/ N / ey [ dr < / I / | k(ay) P dy / o) P dy)da
b b b
< [ [ 1kt P dyds [ ot P dy
Puisque o '

b b b
// | k() P dyde < oo et/ | o(y) P dy < oo

alors Péquation (1.3.7) est satisfaisante et T de L?([a,b]) dans lui-méme

et on a l'opérateur défini par
b
(Ae)e) = [ ko y)ewdy

est borné (car le noyau k est continu sur Uintervalle [a, b] )

donc par le théoréeme (1.3.5) T¢ = ¢ admet une solution unique, pour |ajk < 1. =

Théoréme 1.3.7 (Pour I équation intégrale non linéaire de Fredholm)

On suppose que le noyau k est continu ;f € L*([a,b]) et

(@) || J; k@ m)e) 1< M | o) |
(b) | k(z,y,21) — k(z,y,22) |[< N(z,y) | 21 — 22 |, Ve, ¥y, 21, 22 € [a,]]
(c) f;f;]N(:c,y) 1> dydz = k* < o0

Alors ’équation non linéaire de type Fredholm

o(r) —a/ k(z,y,0(y))dy = f (o)

admet une solution dans L*([a,b]), avec |alk < 1.

15
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Preuve.
On considére 'opérateur
To = f+aAp
ou
(Ap)(x) = f, k(x.y. p())dy

alors

/ (e, 21 () — b, ¢2<y>>>dyH

| Ty = Ty =] a | \

1
2

<ol ( [ ([ 14000~ Kot | dy)Qdas>
<o (/ ([~ %%dy)de)%

<lalkl o —p |

il est clair ,si |a|k < 1,T est un opérateur contractant ,donc admet un point fixe ,ce

point c’est la solution de I’équation non linéaire. m

Théoréme 1.3.8

On consideére ’équation suivante

o) = A / ke y)el)dy e [0,1] (1.3.8)

qui admet seulement la solution triviale ¢ = 0.

Preuve.

Soit I’équation homogeéne de deuxiéme espéce de Volterra

o) = A / ke y)e(y)dy @€ [0,1]

Alors

16
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| ela) AL [ ko) dy <A My (139)
0
ol
1

p=Jf | o) |dy

et
| k(x,y) |< M, pourz,y € [0,1]
par conséquent , et si remplace la relation (1.3.9) dans (1.3.8) on obtient
| (@) [=[A]fg [ E(,y) | A ] Mpdy <| X | M?px

En continuant le processus, on obtient

xn—l | A |n an
< n o[
| pla) <A M < S

ceci montre que ¢ = 0, pour tout = € [0,1]. m

— 0 lorsque n — o0

17



Chapitre 2

Mesure de non compacité

Dans ce chapitre on présente quelque définitions et notions préliminaire sur la mesure de
non compacité comme la mesure de Kuratowski et Hausdorff sur les ensembles borné et
les opérateurs ,nous présenterons également quelques propriétés fondamentales ainsi que

quelques théoréme associes & la mesure de non compacité.

2.1 Mesure de non compacité d’un ensemble borné

Soient (X, || . ||) un espace de Banach, M sous-ensemble borné non vide dans X, N sous
famille qui consiste les ensembles relativement compact ,et ’enveloppement convexe de

A C X , notons conv(A).

2.1.1 La mesure de non compacité en générale

Définition 2.1.1
Soit Uapplication p : M — [0,00] On dit que pu est mesure de non compacité (MNC)

dans l’espace de Banach X, si elle satisfait les conditions suivantes:

1. Uensemble ker(u) = {A € M telle que : u(A) = 0} est une ensemble non vide et
ker(pu) C N

VA, By, By € M on a les propriétés suivantes

18
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2. Si AC B, alors u(A) < u(B).
3. p(A) = p(A).

4o pOAA+ (1= NB < A(A) + (1= Nu(B)  Yre[0,1]

6. u(By U By) = max{u(By), u(B2)}-

7. Si (Ay)nen est un ensemble des suites de M telle que A, 1 C An, A, = A,(n =
1,2,...)

et lim u(A,) =0,alors Ay = ﬂ A, #¢ et Ay € ker(p).
n=1

Définition 2.1.2

On dit que la mesure de non compacité p sublinéaire, si VA, B € M ,si elle satisfait les

deuxr conditions suivantes:
1. w(AA) =| A | n(A) YA € R,

2. u(A+ B) < u(A) + u(B).

2.1.2 La mesure de kuratowski

Définition 2.1.3

Soit (X,d) un espace métrique ,et Q) un sous ensemble borné de X ,alors la mesure de
non compacité de Kuratowski de @ noté par a(Q) ,avec a(Q) est la borne inférieure de
I’ensemble de tous les nombres € > 0, tels que l’ensemble ) admet un recouvrement fini par
des ensembles (S;) avec le diamétre < e

ol

a(@Q)=inf{e>0:Q C US" 0 S; C X, diam(S;) < e(i=1,...,n);n € N}
i=1

la fonctions a est dit mesure de non compacité de kuratowski .
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Remarque 2.1.1

1. On appelle diamétre d’un ensemble () est le nombre
sup{d(z,y) : x € Q,y € Q}

noté par diam(Q),ou 6(Q)

avec diam(0) = 0, Il est clair que

0 < (@) < diam(Q) < +oo .

pour chaque ensemble () borné et non vide dans l’espace de Banach X et diam(Q) =0
st seulement st () est un
ensemble vide ou se compose exactement d’un point ,et on a aussi les propriétés du
diamétre suivantes :

e Si Q1 C Q2 alors diam(Q1) < diam(Qs).
(Q) = diam(Q).
o diam(Q1 + Q2) < diam(Q1) + diam(Qs).
o diam(z + Q) = diam(Q) , Ve X.
(AQ) =| A | diam(Q) , VYAeR.

2. Soit X espace de Banach ,ensemble finie {py, ps, @3, ...0,} dans X, on dit que € — net
de l’ensemble B, si pou tout point ¢ € B il existe ; tel que

19— li<e

Proposition 2.1.1

soinet Q, Q1 et Qo des sous ensembles bornés dans un espace métrique (X, d) alors

e a(Q) =0 si seulement si Q est compact.

o a(Q) = a(Q).
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2.1. Mesure de non compacité d’un ensemble borné

® Q1 C Q= Q1) < a(Q).
o a(Q1UQ:) = max{a(Q1),a(Q2)}.
e a(Q1NQ2) <min{a(Q1), a(Q2)}.

Lemme 2.1.1

Soient Q) ,Q1 et Q2 des sous ensembles borné dans un espace normé (X, ||.||) alors

1. a(Qr+ Q2) < a(Q1) + a(Q2).
2. a(@Qr+17)=a(@1) NVrelX.

3. a(AQ1) =X a(Qr) ,VAeR

4. Q1) = a(conv(Qy)).

Lemme 2.1.2

Soit (X, d) un espace métrique complet, si (F),) est une suite décroissante d’un ensemble

non vide, fermé et borné dans X tels que lim «(F,) = 0 ,alors l'intersection F, = ﬂ F,
n=1
sous-ensemble non vide et compacte dans X.

2.1.3 La mesure de Hausdorff

Définition 2.1.4

Soit (X, ||.|l) espace métrique et @ un sous ensemble bonré de X ,alors la mesure de non
compacité de Hausdorff de l'ensemble @), noté par x(Q), i.e, x(Q) la borne inférieure de
I’ensemble de tous les nombres € > 0, tel que ’ensemble () admet un recouvrement fini par
des boules de rayon r < €

autrement dit:

X(Q)=inf{e >0:Q C UB@%T@‘),%‘ € X,r; <e(i=1,..,n)n € N}
i=1

21



2.1. Mesure de non compacité d’un ensemble borné

Proposition 2.1.2

Soinet Q, Q1 et Qo des sous ensembles bornés dans un espace métrique (X, d) alors :

1. x(Q) = 0 si seulement si Q est totalement borné.

8. Q1 C Q2= x(Q1) < x(Q2).
4. x(Q1U Q2) = max{x(Q1), x(Q2)}.
5. x(Q1 N Q2) < min{x(Q1), x(Q2)}-

Proposition 2.1.3

Soient ), Q1 et Qo des sous ensembles borné dans un espace normé (X, ||.||) alors

1 x(Q1 + Q2) < x(Q1) + x(Q2).
2. x(Q1+7) = x(Q1) ,VrelX.
3. x(AQ1) = A x(@1) ,VAeR.
4. x(@1) = x(conv(Qn)).

Théoréme 2.1.1

Soient (X, |.||) un espace métrique, Q) un sous-ensemble borné de X, alors

X(Q) < a(Q) < 2x(Q). (2.1.1)

Dans la classe de tous les espaces de Banach de dimension infinie, ces inégalités sont les

meilleur possible.
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2.1. Mesure de non compacité d’un ensemble borné

Preuve.

1. Onae > 0si{z,xs,...0,} est un e —net alors {Q N B(z;,€)}"; est un recouvrement

de @ et diametre de les ensemble < 2¢ alors a(Q) < 2x(Q).

2. On suppose que {S;}¥_; est un recouvrement de Q et diamS; < € on pose y; € S; pour

tout i = 1...k donc {y1,y2, ..., yx } est un € — net de @ est une preuve de x(Q) < «(Q)

finalement (1) et (2) .

Théoréme 2.1.2
Soit B la boule unitaire (B(0,1)) dans l’espace de Banach E, alors a(B) = x(B) = 0,

si E de dimension finie, et «(B) = 2,x(B) =1 si E de dimension infinie.

2.1.4 La mesure de Hausdorff dans C|a,b]

Théoréme 2.1.3

Soit Q) ensemble borné dans Cla, b] alors :

x(Q) = %lim {sup [max |z — =, H} }

6—0 z€Q 0<r<é

ol

o (t) = z(t+r),a<t<b-—r
(k) b —r<t<b

Preuve. Soit € > 0, on construire un fini de [x(Q) + €] — net E de ’ensemble Q, soit
reQetyeE tel que ||z —y [|< x(Q) + e,
on pose § > 0 tel que r € [0, 4] alors

[z =z <le—yl+ly—vl+Iy—wl
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2.1. Mesure de non compacité d’un ensemble borné

<2z—yl+ly—yl

<2 2 —

< 2(Q) + 2+ x| o |y e
par conséquent

z€Q 0<r<é yeE [0<r<é

lorsque 6 — 0 et comme E famille finie et équicontinue, on obtient

sup {max | 2 — =, H} < 2x(Q) + 2¢ + max {max |y —yr H]

lim {sup {max |z —x, H] } < 2x(Q) + 2,

6—0 z€Q 0<r<é

donc

%lim {sup [max | x — \@ } <x(Q) + e,

6—0 z€Q 0<r<é

€ étant arbitraire on a ["inégalité

gt fsup | | 0=, 1] b < (@) (2.1.2)

6—0 z€Q 0<r<é
Pour linégalité inverse, nous assurerons que les fonctions x € ) sont prolongées du

segment [a,b] de R par

~ Jz(a),t<a
w(t) = {x(b) b<t

définissons les opérateurs Ry, et P, (h > 0) par les formules respectives

(Rpx)(t) = %(max{x(s) :s€[t—h,t+h]} +min{x(s) : s €[t —h,t+ h]}
et

1

(Prx)(t) = o / x(s)ds

t—h

alors l’ensemble Py Ry (Q) est relativement compact en C([a,b]), nous prétendons que il
constitue un (qan/2) — net de l'ensemble Q

ot

¢on, = sup(max || z — x, ||
TEQO<r<s
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2.1. Mesure de non compacité d’un ensemble borné

en fait

t+h t+h

1 1
I @) = mas, | o [ (Rx)(s)as — o [ w@yas|
t—h t—h
t+h
< %@% / | (Raz)(s) — 2(t) | ds (2.1.3)

Si|t—s|<h, alors on a :

min{z(r) :r € [t —s,t + 5|} < x(t) <max{z(r):r €[t —s,t+s|}

par conséquent

| (Baz)(s) —a(t) [< o5 max || &~z < gan

De ceci (2.1.3), il s’ensuit que x(Q) < - lorsque h—0
@ < 5 oo | (214
M@ < 3lim {sup | max |0 —a 1

cela la preuve est compléte m

2.1.5 La mesure de non compacité dans ’espace L”[a, b]

Théoréme 2.1.4

Soit Q@ un ensemble borné dans l’espace LP[a,b|, alors la mesure de mon compacité de

Hausdorff définie par

(@) = ghim foup [ o, ]}

6—0 | ze@ [05r<s

ol
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2.2. Mesure de non compacité sur les opérateurs

2.2 Mesure de non compacité sur les opérateurs

2.2.1 Mesure de kuratowski et Hausdorff

Définition 2.2.1

o SoitT:D(T)C X — X un opérateur continu et «(.) la mesure de non compacité de

kuratowsk: dans X, pour tout k > 0

1. On dit que T est un k — ensemble — contraction (opérateur contractive),

si pour tout ensemble borné A de D(T), T(A) est un sous-ensemble borné de X

a(T(A)) < ka(A),

2. On dit que T est non expansive, si pour tout sous-ensemble

borné A deD(T), tel que a(A) > 0, T(A) est une sous ensemble borné de X, et

a(T(A)) < a(A).

e SoitT: D(T)C X — X un opérateur continu, et soit x(.) la mesure de non compacité

de Hausdorff dans X, pour tout k > 0,

On dit que T est k —boule — contraction ,si pour tout sous ensemble borné A de D(T),

T(A) est un sous-ensemble borné dans X, et
X(T(A)) < kx(A).
Remarque 2.2.1

o Soient 1, et py deur mesure de non compacité définie dans deuz espace de Banach E

et F' respectivement

et soit L : E — F est un opérateur alors :
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2.2. Mesure de non compacité sur les opérateurs

1. Si L est un opérateur contractant ,alors le nombre || L ||, ., définie par :

| Ly = i0f{E >0 pip(T(A)) < kpiy(A) pour tout A (2.2.1)

on dit que (jiy, fiy)-opérateur normé de L ,ou (uq, is)-mesure de non compacité

de L

2. 8ty = py = p donc on écrit || L ||, et on dit que i — opérateur normé de L
o Soient E et F desux espaces de dimension infinie, pour toute mesure de non compacité

p arbitraire, alors la formule de || L ||, est :

| L],.= Sup{% s Ae M, u(A) > 0}

Lemme 2.2.1
Soit T € L(X) et X un espace de Banach, on définita(A), par :

a(A) = inf{k, telle que T est un k — ensemble — contraction}
et x(A) par :
X(A) = inf{k, telle que T est un k — boule — contraction}

alors les propriétés suivantes sont importantes et satisfaisantes :

2. a(A) =0< x(A) =0« T est compact .
3. SiTet S e L(X) alors a(ST) < a(S)a(T).et x(ST) < x(S)x(T).
4. sik € K(X), alors oT +k)=a(T), et x(T+ K) = x(T).

5. si B est un ensemble borné dans X, alors a(T(B)) < o(T)a(B).
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2.2. Mesure de non compacité sur les opérateurs

Théoréme 2.2.1

Soit E espace de Banach, M C E est un ensemble non vide, fermé ,convexe et borné, et

T : M — M, opérateur non expansive et . mesure de non compacité arbitraire

1T [lu=F <1

alors T' posséde au moins un point fixe,et l’ensemble des points fizes de T appartient &

ker(u).

Preuve.

Soit M,, une suite dans ’ensemble M avec :
My =M, My = conv(T(M)), My = conv(T(My)) .....Myq = conv(T'(M,,))

on a

et p(M,) < k™(My) Par conséquent lim pu(M,) =0
apparemment , M, .1 C M, et T : M,, — M, (n =0,1,2,...) ainsi par lemme (3.2.1)
My = ﬂ M, est un sous-ensemble non vide est compacte dans X donc le théoreme

n=1
de point fixe de Schauder implique que 7" admit un point fixe dans M., C M.
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2.3. Mesure de non compacité faible

2.3 Mesure de non compacité faible

Définition 2.3.1

Soient X espace de Banach, on dit que j : M — [0, 00[ mesure de non compacité faible
dans X, si pour tout A, B € M, et W satisfit les conditions suivantes :

(i) p(A) =0<= A e W.

(ii)A C B = p(A) < u(B).

(113) w(ANA) =| X | u(A) VA € R.

(i)u(A+ B) < p(A) + u(B).

(v)u(AU B) = max{u(A), u(B)}.

(vi)p(conv(A)) = p(A).

Rappelons que chaque mesure de non compacité faible satisfait également le condition
d’intersection de Cantor

si F, ¢ W ,F, = F, et F,., C F, pour tous n = 1,2,... et si lim u(F) = 0,alors

n—oo
“+o0o
Foo= (V070
n=1
par exemple d’une mesure réguliére dans un espace de Banach X, nous avons la mesure

de non compacité faible

défini par Blasi dans la formule suivante:

w(A) = inf{t > 0:3C € WtelsqueA C C +tB},YA € M.
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Chapitre 3

Application sur les équations

intégrales

Dans ce chapitre on essaye d’appliquer les notions quand déja etudier dans le chapitre

précédent.

Soit (X, || . ||) espace de Banach et soit x mesure de non compacité faible.

3.1 préliminaires

Définition 3.1.1

Soit T : C C X — X on dit que T est ¢ — contraction s’il existe une fonction non
décroissante, continue ¢ : [0, +oo[— [0, +o0[, telle que $(0) = 0, ¢(r) <,
pour tout r > 0 et pour tout x,y € C

| Tz =Ty <oz =y )

Définition 3.1.2
1. Soit T : D(T) C X — X, on dit que T,nonezxpansive, si pour tout z,y € D(T).

| Tz =Ty [[< ==yl
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3.1. préliminaires

2. On dit que T pseudocontractive ,si pour tout x,y € D(T), et ¥r > 0, donc il existe

l’inégalité suivante est verifiée:

[z =y <[ A +7r)(z—y)+r(Ty—Tz) ||

Définition 3.1.3
Soit T : D(T) C X — X une application, on dit que 1) — expansive, s’il existe une

fonction 1 : [0, +00[— [0, +o00[ Satisfaisant les conditions suivantes:
1. ¥(0) = 0.
2. Y(r)>0 Vr>0.

3. soit i) est continue ou non décroissantes.
telle que pour chaque x,y € D(T'), on ait Uinégalité | Tx — Ty ||< (|| 2 —y ||) tient

Remarque 3.1.1
Soit T un opérateur non linéaire dans un espace de Banach X dans lui-méme, nous

présentons les conditions suivantes :

(A1) Si (p)neny € D(T) est une suite faiblement convergente dans X, alors (T, ),en est

une sous-suite fortement convergente dans X.

(Az) Si (zn)nen € D(T)est une suite faiblement convergente dans X ,alors (Tx,,),en €st une

sous-suite faiblement convergente dans X.

Théoréme 3.1.1 (théoréme de schauder)
Soit M un sous-ensemble non vide, fermé et convexe dansun espace de Banach X, sup-
pose que A : M — M est une application continue, et satisfait le condition (A,), si A(M)

relativement faiblement compact, alors il existe v € M telle que Ax = x
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3.2. Théorémes de points fixes

Remarque 3.1.2 ([5] Lemme 2.1)
Appel et De Pascale a montré que p devient la forme simple suivante dans les espaces

L'

(o) = tigsup fsup | [ 16(0) I a1, < 2 mes(D) < | |

peM
Pour tous M C L' (Q, X) bornés, ot X un espace de Banach de dimension finie, ) € R"

et mes(.) noté par la mesure de lebesgue .

3.2 Théorémes de points fixes

3.2.1 Domaine borné

Théoréme 3.2.1
Soit M un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe dans espace de Banach X
et soit A: M — X, B: X —X

deux applications continues, si A et B satisfaisant les conditions suivantes:

1. A satisfait la condition (Ay).
2. B est pseudocontractive et I — B est 17— expansive .
3. w(A(S) + B(S)) < u(S) pour tout S C M, telle que u(S) > 0.

4. [t=Bx+ Ay, ye M| =x € M.

alors ’équation A(x) + B(z) = x admet une solution

Théoréme 3.2.2
Soit M un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe dans un espace de Banach
X,s0itA: M — X ,B: M — X deux applications continues, st A et B satisfait les

condition suivantes :

1. A(M) est faiblement relativement compact .

2. A satisfait le condiction (Ay).
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3.2. Théorémes de points fixes

3. B est non expansive et p—consending.

4. I — B est v»—non expansive.

5 A(M)+ B(M) C M.

alors il existe x € M, tel que v = A(x) + B(x)

Théoréme 3.2.3
Soit M sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe dans espace de Banach X,

soit A: M — X , B: X — X deux applications continues, si A et B satisfait les

condition suivantes :

(1) A est continue, A(M) faiblement relativement compact et satisfaitle condition (Ay).
(17) B est un application contractant et satisfaite la condition (As).
(i4i) [v = Br+ Ay,y € M| =z € M.

alors v € M tel que Ax + By = x

Lemme 3.2.1

1. Soit X un espace de Banach, on pose que B : X — X

un k — contraction et satisfait (Asz); alors B est un 1 — k — contraction
2. SiB: X — X estun ¢— contraction et satisfait (As); alors B est un u— contraction

Théoréme 3.2.4
Soit M sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe dans un espace de Banach X,

soit A: M — X , B: X — X deux applications continues, si A et B satisfait les condition

sutvantes :

(i) B est yu—k — contraction pour tout k € [0, 1].
(17) B est pseudocontractive et B — I est 1—expansive.

(i13) A satisfait (Ay) et A est p — s—contraction pour tout s € [0,1 — k.
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3.2. Théorémes de points fixes

() [v = Bx + Ay,y € M| = x € M.
donc 'équation A(z) + B(x) admet une solution

Remarque 3.2.1

Quand B est k—contraction et satisfait (Asg), par lemme (3.2.1 Jon avoir que B est aussi
1 — k—contraction, il es facile que B est pseudocontractive, et [ — B est un )— expansive ot
W(r) = (1 — k)r pour tout r >0, d’autre part si A(M) est relativement compact faible, On
obtient facilement cela A est i — s—contraction pour tout s € [0,1 — k[. Par conséquent, le

théoreme (3.2.4) améliore le théoréme(3.2.3)

Lemme 3.2.2
Soit M sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe dans un espace de Banach X,
soit A: M — X , une application continue, satisfait (Ay), si A est u—condensing, alors il

existe v € M tel que v = A(x).

Théoréme 3.2.5
Soient X espace de Banach, M sous-ensemble fermé, borné, et convexe dans X, telle que
0e M, soit A: M — X et B: M — X deux applications continues, si A et B satisfait les

condition suivantes :

~

. B est pseudocontractive .

NS

. A satisfait (Ay).

3. u(A(S)+ B(S)) < u(S) VS C M et u(S) > 0.
4. [t =XNAxz+ By),y € M, A €]0,1] | = z € M.
5.1 —(A+B): M — X est demi-fermé on 0.

Alors A+ B admet un point fixe dans M
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3.2. Théorémes de points fixes

3.2.2 Domaine non borné

Lemme 3.2.3
Soit M un sous-ensemble non vide, convexe et fermé dans l’espace de Banach X, et on
considere ¢ la mesure de non compacité faible dans X. On suppose que A : M — M une

application avec les propriétés suivantes :

(1) Y(A(C)) < ¥(C) quand C un sous-ensemble borné dans M, qui n’est pas faiblement

relativement compact.
(2) A continue avec propriété (Ay).

(3) 1l existe xyg € M et R > 0 tels que Az — g # ANz — x9) , VA > 1, et pour tout
x € M N Sg(xo).

Alors A admet un point fize.

Corollaire 3.2.1
Soit X espace de Banach, si A : M — M est continue, pi—condensing et satisfait la

condition (A),

1. L’équation x = ANA(z) admet une solution pour \ = 1.

2. L’ensemble de tout solutions x, pour A €0, 1[, est un ensemble non borné.

Théoréeme 3.2.6
Soit X espace de Banach, soit A,B : X — X deux applications continues, si A, B

satisfait les conditions suivantes

(1) A application définie sur un sous-ensemble borné dans un ensemble faiblement relativ-

ment compact
(i1) A satisfait la condition (Ay).
(1ii) B est pseudocontractive, et u— condensing.

(iv) I — B y—expansive, si ) est strictement croissante ou lim ¥ (r) = co. Alors

r—00

35



3.2. Théorémes de points fixes

(a) l’équation x = B(x) + A(x) admet une solution ,ou.

(b) lensemble {x € X v = B($) + AA(z)} non borné pour A €]0,1]

Théoréme 3.2.7 ([5], théoreme 2.2)
Soit C' un ensemble non vide, fermé, et convexe dans l’espace de Banach X, et U C C

un sous-ensemble ouvert avec p € U. Soit F :U — C' une application continue est satisfait

la condition (Ay), si F(U) est faiblement relativement compact, alors :

1. Uéquation Fu = u admet une solution dans U,ou.

2. il existe un élément u € OU tel que u = AFu+ (1 — A\)p pour tout \ €]0, 1].

Théoréme 3.2.8 ([4] théoréme 3.22)
Soit U 3 0 un sous-ensemble ouvert dans Uespace de Banach X et U la fermeture de U,

soit A:U — X et B: X — X deuz applications continues satisfaisant :

1. A(U) faiblement relativement compact et vérifie la condition (A;)

2. B pseudocontractive et I — B est 1—expansive ot ¢ strictement croissante ou

lim ¢ (r) = oo

r—00

3. B est yi—condensing.
Alors

(1) léquation Au+ Bu = u admet une solution dans U,ou.

(id) il existe un élément u € OU tel que u = NAu + AB(%), pour tout A €]0, 1[.

Corollaire 3.2.2 (4] corollaire 3.23)
Soit U 3 0 un sous-ensemble ouvert. dans un espace de Banach X , soient A:U — X et

B : X — X deux applications satisfaisant :

(1) A continue , A(U) relativement faiblement compact et A vérifie (Ay).
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3.2. Théorémes de points fixes

(2) B ¢—contraction et vérifie (As).
(3) I — B p—expansive, ou ¢ strictement croissante ou lim 1)(r) = oo.

r—00

Alors

1. Uéquation Au+ Bu = u admet un solution dans U.

2. ou il existe un élément u € OU tel que u = NAu + A\B(%) pour tout A €]0, 1.

u
A

3.2.3 Application sur I’équation intégrale non linéare

Soient €2 un domaine borné dans R" et X, Y deux espaces de Banach

Définition 3.2.1

Soit la fonction f:Q x X — Y. on dit que f vérifie la condition carathéodory si :
e pour tout y € X, Uapplication v — f(x,y) est mesurable de Q0 a'Y.
e presque tous les x € §, Uapplication y — f(x,y) est continue dans X a'Y.

Si f une fonction de carathéodory, alors on définit ’opérateur

Nf : M(QaX) - M(Q’Y) par wa(t) = f(taw(t))>

dit opérateur de Nemytskji associé o f

Lemme 3.2.4
Soient X et Y deux espace de Banach, et f : X — Y. une fonction de Carathéodory,

alors opérateur de Nemytskij

Ny : LN, X) — LYQ,Y), vérifé linégalité
It 2) ly< &) +nllllx

tel que n > 0 et la fonction & € LY (), avec Uespace L1 (Q) noté par le cone positif de
’espace L'(Q)
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3.2. Théorémes de points fixes

Lemme 3.2.5

Soient X et Y deux espaces de Banach de dimensions finies, soit 0 un domaine borné
dans R", si f: Q2 x X — Y la fonction de Carathéodory et Ny : L'(Q, X) — LY(Q,Y),alors
Ny satisfait la condition (Asz).

Maintenant, nous étudions l’existence de solutions pour [’équation intégrale Hammerstein

généralisée suivante:

o(t) = g(t, o(t)) + )\/ k(t,s)f(s,p(s))ds te (3.2.1)

Q

ot les fonctions f, g et k satisfaisant les hypothéses suivantes:

1. La fonction g : Q x X — X fonction mesurable, g(.,0) € L' (Q, X), et g est une
¢— contraction par rapport a la deuxiéme wvariable i,e, s’il existe une fonction non
décroissante, continue ¢ : [0, 4+00[— [0, 400| telle que ¢(0) = 0, ¢(r) < r, pour tout
r>0 et

9t 2) —g(ty) Ix< ol z =y llx), | 9(t,2) = 9(t,9) [l1@x)< ol 2 =y [l @x)

pour toutt € Q etV x,y € X.
2. f:Qx X — X est une fonction de Carathéodory et Ny : L'(Q, X) — L'(Q, X).
3. La fonction k : Q x Q — LY(Q, X) est une fonction mesurable ot L(Y, X).

4. Pour tout t € Q, la fonction p(t) : Q@ — L(Y,X),s — p(t)(s) = k(t,s) appar-
tient a L>(2, X), et la fonction p : Q — L*®(Q,L(Y, X)), t — p(t) appartient a
LY, L>(Q, L(Y, X)).

5. 1l existe un constante M > 0 indépendent de \* €)0,1] telle que toute solution de

[’équation intégrale

plt) = Nglt, splt) + / B(s. ) (s, 0(s))ds , €9

satisfait || ¢ |11 ,x)# M

on noté cette équation (3.2.1) peut étre écrite sous la forme abstraite:
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p=Ap+ By

ou B lopérateur de Nemytskji associe a la fonction g

B : LYO,X)— LYQ X)
¢ — Byp:Q—X; Bo(t)=g(t e)

et A apparait comme la composition de [’opérateur Nemytskij associé a [ avec opérateur

intégrale linéare N\C' ot C' est un opérateur de Fredholm défini par

B : LYOY)— L' X)
v — CY:Q— X, OYt) = / k(t,s)p(s)ds

Q

Remarque 3.2.2
(1) si o(t) = at ,pour tout a € [0,1] dans la condition (1) alors

| g(t,z)—g(t,y) x< ol z—y |[x),implique || g(t,z) —g(t,y) [ @.x)< ¢ =y [|L1@.x))
et

I9(t,2) =gt y) Ix< ol v =y ||x) devient || g(t,2) = g(t,y) [x< ||z =y [lx -

(ii) Par les hypothéses (3) et (4), on a pour tout 1p € L*(2, X)

| s tyitsyas

<|l p(t) I @corxpll ¥ lr@.x)
X

donce

dt <|| p(t) lr.Leoy | ¥ ll2r.x)
X

| G HLI(M):/QH/Qk(s,tw(s)ds
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Ceci implique que 'opérateur linéaire C est continu, donc faiblement continu de L'(Q,Y)

dans L' (Q, X) et cela || C ||<|| p |2 .r) -
(iii) De l’hypothése (1), on obtient
9, w) Ix<Il (¢, 0) lIx + || g(t,u) = g(¢,0) ||x
<[l 9(£,0) [[x +([ v [Ix)
<[l g(t,0) [lx + [l w[lx
pour tout u € X, et t € Q,telle que || g(t,0) HL1+(Q) .

Théoréme 3.2.9

Soient X, Y deux espaces de Banach de dimensions finies, et {2 un domaine borné dans
R™. Supposons que les hypothéses (1) — (5) sont valides, alors l'équation (3.2.1) admet une
solution dans L'(§, X)

Preuve.

e On applique le corollaire (3.2.2 ), avec
U={peLl'(X):]¢lnox<M}
Soient 1,0 € LY (2, X), il suit I’hypothése (1) alors
| B(¥) = B(O) llrox)= Jo Il 9(t —g(t,0()) [|x dt
=[l g(t, (1)) — g(t,0(t)) |21 2.)
<ol =0 |[zra.x)
Ce qui implique que B est un ¢— contration dans L'(Q2, X), par la remarque 3.2.2 (i11),
B est satisfait la condition (Asz).
e par le lemme 3.2.5 et la remarque 3.2.2(1i), Nous savons que A est continue, ensuite
nous montrons que A satisfait la condition (A,).
en effet,soit (p, )nen une suite faiblement convergente de L*(£2, X).

en utilisant que Ny satisfait la condition (A,), (Nf(¢,))nen, est une sous-suite faible-

ment convergente, noté par (N¢(¢y., ))nen-
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de plus la continuité de l'opérateur linéare C' implique sa continuité faible dans L* (2, X),

ainsi, la suite ((C o Ny)(¢y, ))nen,c est-a-dire
(A(¢pp, ) )Jnen converge presque pour tout t € €,
en utilisant, le théoréme de convergence de Vitali

On conclusion, que (A(gpy, ))nen fortment convergent dans L*(Q, X), alors A satisfait

la condition (A;)

Enfin, nous prouvons que A(U) faiblement relativement compact, il suffit de montrer

que

p(A(D) = tim sup {sup [ 14000 Ly dtmes(D) < } =0

eelU

pour tout D C € et pour tout ¢ € U, on a

/D | Ap(t) |1x dt = /D A / Kt $) (s, 0(s))ds |x dt

<D | [ 1060 Iy ds] [ 1ot0) 1= a

<t [ 1 0(0) o i
D
avec L =[ M| || € {22 o) +7]M] et la fonction & définie dans le lemme (3.2.5), depuis
p e LHQ IO L (LY, X)),

1l est bien connu que

lin%sup{/ | p(t) ||z dt, mes(D) < e} =0
- D

d’ou A(U) relativement faiblement compact, par conséquent, toutes les conditions de
corollaire (3.2.2) sont satisfaisnt grace & Uhypothése (5), la possibilité (2) dans le

corollaire (3.2.2) ne tient pas.
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Donc la somme A+ B admet un point five dans U, alors I’équation (3.2.1).admet un

solution dans U.
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Conclusion

Conclusion

Pour résoudre une équation intégrale

p—Ap=f (1)

il est obligé de faire suivre a la théorie alternative de Fredholm .

Dans le cas, A est linéaire on montre que si A est compacte et (I — A) est de Fredholm
donc I’équation admet une solution .

La théorie de Riesz montre que 'opérateur (I — A) quand il est injective, il est surjective
(I — A) est inversible .

Notre travail est consiste de résoudre méme type de ces équations mais utilisons la mesure
de non compacité au lieu des propriétés topologique ( plusieurs définitions mais elles déficils
d’applique )

Dans le cas non linéaire, on étude 1’équation de Hammertein, ou la forme

p— AN =f (2)

telle que N l'opérateur de Nemytskji

On trouve la solution & 'aide de la théorie du point fixe de Schauder, et montre con-

traction en utilisant la mesure de non compacité.
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