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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer numériquement un coef-
ficient de diffusion dépendant de l’espace dans une équation de diffusion fractionnaire de Caputo

en temps. Un schéma de différence implicite pour le problème direct est présenté et basé sur la discré-
tisation de la dérivée fractionnaire de Caputo, et la stabilité et la convergence de schéma implicite sont
prouvées à l’aide de l’analyse matricielle. Avec la méthode de Thomas, nous avons calculé la solution nu-
mérique de problème direct par un exemple numérique. Un algorithme d’inversion basé sur la méthode
des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov est introduit pour déterminer numériquement le
coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions numériques sont effec-
tuées par deux exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est efficace au moins pour ce problème
inverse.

Mots-Clés : Analyse matricielle, Convergence, Équation de diffusion fractionnaire, Équation normale,
Moindres carrés, Méthode de Thomas, Schéma implicite, Stabilité.

I n this memoir, we studied an inverse problem to numerically determine a space-dependent diffusion
coefficient in a time-fractional diffusion equation. An implicit difference scheme for the direct pro-

blem is presented and based on the discretization of the fractional derivative of Caputo, and the stability
and convergence of the implicit scheme are proved using matrix analysis. With Thomas’s method, we
calculated the numerical solution of direct problem by a numerical example. An inversion algorithm
based on the least squares method with Tikhonov regularization is introduced to numerically determine
the diffusion coefficient in a different approximate space, and numerical inversions are performed by
two numerical examples. This inversion algorithm is effective at least for this inverse problem.

Keywords : Convergence, Fractional diffusion equation, Implicit scheme, Least squares, Matrix
analysis, Normal equation, Stability, Thomas method.
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Introduction générale

Il est essentiel de décrire et de simuler le comportement et le processus de diffusion des
contaminants dans un milieu poreux hétérogène pour la protection et la prévision de l’envi-
ronnement. L’équation d’advection-dispersion avec des dérivées d’ordre entier a joué un rôle
important dans la modélisation de la diffusion des contaminants au cours des quarante der-
nières années, appelée modèle de diffusion classique. Cependant, certaines recherches ont indi-
qué que le modèle classique était insuffisant pour simuler de nombreuses situations réelles, où
un panache de particules se propage plus rapidement ou plus lentement que prévu par l’équa-
tion de diffusion d’ordre entier. Par exemple, Adams et Gelhar [1] soulignent que les données
de terrain dans la zone saturée d’un aquifère très hétérogène ne sont pas bien simulées par
l’équation classique d’advection-diffusion, et les données indiquent une diffusion plus lente
que la diffusion classique. La diffusion lente est caractérisée par le profil à longue queue dans
l’espace distribution des densités comme le temps passe, qui a été examinée et étudiée dans de
nombreux domaines des sciences appliquées, voir [17, 12, 3, 29, 27]. Une telle diffusion lente est
appelée sous-diffusion anormale, qui peut être décrite en mathématiques par une équation de
diffusion fractionnaire temporelle donnée par :

∂γu

∂tγ
=

∂

∂x

(
D (x)

∂u

∂x

)
+ r (x, t) , 0 < x < 1, 0 < t < T, (1)

où u (x, t) dénote la variable d’état au point d’espace x et le temps t, et γ ∈ ] 0, 1 [ est appelé ordre
fractionnaire de la dérivée par rapport au temps, D (x) est le coefficient de diffusion dépendant

de l’espace, et r (x, t) est un terme source, et
∂γu

∂tγ
signifie la dérivée de Caputo définie par :

∂γu

∂tγ
=

1

Γ (1− γ)

∫ t

0

∂u (x, s)

∂s

ds

(t− s)γ
. (2)

Voir, [22, 14] pour la définition et les propriétés du dérivé de Caputo.
Il y a quelques recherches théoriques et numériques sur le problème direct pour l’équation

de diffusion fractionnaire avec des conditions initiales et aux limites. Pour l’étude théorique,
voir [24, 20, 6, 16], et pour l’étude numérique voir [7, 18, 23]. Cependant, les problèmes inverses
pour les modèles de diffusion fractionnaire ont fait l’objet de beaucoup moins d’attention dans
la littérature connue que nous avons. Murio [21] a étudié un problème inverse de récupéra-
tion des fonctions de frontière à partir d’une donnée transitoire à un point intérieur dans une
équation de diffusion fractionnaire temporelle 1D-semi-infinie, et un algorithme stable a été
introduit et analysé par des techniques de modification. Cheng, Nakagawa, Yamamoto et Ya-
mazaki [13] ont étudié un problème inverse de détermination de l’ordre fractionnaire et du
coefficient de diffusion dépendant de l’espace dans l’équation (1) avec une condition aux li-
mites de Neumann nulle, et l’unicité du problème inverse a été prouvée théoriquement par
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des données de frontière supplémentaires. Zhang et Xu [28] ont étudié un problème de source
inverse dans l’équation de diffusion fractionnaire temporelle, et prouvé une unicité pour iden-
tifier un terme source dépendant de l’espace par continuité et transformée de Laplace. Chi, Li et
Jia [8]ont considéré un problème inverse avec les observations finales apparaissant dans l’équa-
tion d’advection-dispersion fractionnaire avec une condition aux limites de Dirichlet nulle, et
présentant des inversions numériques réussies pour déterminer un coefficient de source dépen-
dant de l’espace en appliquant un algorithme optimal de régularisation.

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer numériquement
un coefficient de diffusion dépendant de l’espace dans une équation de diffusion fractionnaire
temporelle de Caputo en dimension un avec des conditions initiales et aux limites de Dirichlet-
Neumann et une condition supplémentaire à un point final en appliquant un algorithme basé
sur la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov. Grâce à un schéma de
différences finies implicites pour le problème direct, les inversions numériques pour le coeffi-
cient de diffusion dépendant de l’espace sont effectuées dans un espace approximatif différent,
et une unicité numérique sur l’algorithme d’inversion est obtenue. Les résultats d’inversion
sont satisfaisants montrant l’efficacité de l’algorithme d’inversion au moins pour ce problème
inverse. Il est à noter que le schéma des différences implicites et sa stabilité et convergence ont
été étudiés dans [7, 11], mais la méthode de preuve utilisée est simple et efficace avec l’aide
d’estimation au rayon du spectre de la matrice de coefficients du schéma de différence, et Pro-
position 2.1 semble être un résultat qui joue un rôle important dans les preuves de la stabilité
et de la convergence du schéma de différence.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-
pitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire. Nous donnons des
définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Bêta ), ensuite nous présentons les inté-
grales et les dérivées fractionnaire ( au sens de Riemann-Liouville et de Caputo ) et ce chapitre
contient des définitions élémentaires sur les matrices avec la définition du l’une des méthodes
utilisées dans la résolution des équations aux dérivées partielles" la méthode des différences
finies ".

Dans le deuxième chapitre, nous avons introduit un schéma de différence implicite pour le
problème direct, et la stabilité numérique et la convergence du système linéaire sont prouvées
avec une analyse spectrale à la matrice de coefficients du schéma, et un exemple numérique est
présenté.

Dans le dernier chapitre, nous avons donné un algorithme d’inversion numérique basé sur
la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov pour déterminer numérique-
ment le coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions numé-
riques sont effectuées par des exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est efficace au
moins pour ce problème inverse.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES SUR DES OUTILS
MATHÉMATIQUES

D ans ce chapitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire.
Nous donnons des définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Bêta ), ensuite

nous présentons les intégrales et les dérivées fractionnaire ( au sens de Riemann-Liouville et de
Caputo ) et ce chapitre contient des définitions élémentaires sur les matrices avec la définition
du l’une des méthodes utilisées dans la résolution des équations aux dérivées partielles" la
méthode des différences finies " .
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1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 9

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir [22]). On appelle fonction Gamma, la fonction définie par

Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt où z ∈ C et Re (z) > 0.

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes

1. Γ (z + 1) = zΓ (z).

2. Γ (1) = 1 et Γ (−m) = ±∞ pour tout m ∈ N.

3. Si n ∈ N, on a : Γ (n+ 1) = n! et Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

4nn!
.

Exemple 1.1. Soit z =
1

2
pour calculer Γ

(
1

2

)
On utilise une changement de variable on pose

que s =
√
t, on obtient

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−t√
t
dt

= 2

∫ +∞

0

e−s
2

ds

= 2

(√
π

2

)
(d’après l’intégrale de Gauss)

=
√
π.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.2. (voir [22]). La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout
complexes z et w par

B (z, w) =

∫ 1

0

tz−1 (1− t)w−1 dt , Re (z) > 0, Re (w) > 0.

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par

B (z, w) =
Γ (z) · Γ (w)

Γ (z + w)
, z, w ∈ C avec Re (z) > 0 et Re (w) > 0.

Démonstration. Soit D = ] 0,+∞ [ × ] 0,+∞ [ , on a

Γ (z) Γ (w) =

(∫ +∞

0

e−t1tz−11 dt1

)(∫ +∞

0

e−t2tw−12 dt2

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(t1+t2)tz−11 tw−12 dt1dt2.

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

En utilisant le changement de variable suivantu = t1 + t2

v =
t1

t1 + t2

⇒

{
t1 = uv

t2 = u (1− v)

et
∂ (t1, t2)

∂ (u, v)
=

∣∣∣∣ v u
(1− v) −u

∣∣∣∣ = −uv − u (1− v) = −u.

De même que le domaine D′ correspondante à D dans les cordonnées u, v est

D′ = {(u, v) /u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 1} .
Alors, ∫ ∫

D

tz−11 tw−12 e−(t1+t2)dt1dt2 =

∫ ∫
D′

(u · v)z−1 (u (1− v))w−1 e−u |−u| dudv

=

∫ ∫
D′
uz+w−1vz−1 (1− v)w−1 e−ududv

=

∫ +∞

0

∫ 1

0

uz+w−1vz−1 (1− v)w−1 e−ududv

=

(∫ +∞

0

uz+w−1 e−udu

)∫ 1

0

vz−1 (1− v)w−1 dv

= Γ (z + w)B (z, w) .

Par conséquent, on a

B (z, w) =
Γ (z) · Γ (w)

Γ (z + w)
.

Propriétés 1.2. 1. B (z, w) = B (w, z), (symétrique).

2. B (z, 1) =
1

z
.

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et f ∈ L1 ([a, b]) une
fonction intégrable sur Ω. Nous avons

I1a+f (x) =

∫ x

a

f (t) dt,

et

I2a+f (x) = I1a+
(
I1a+f (x)

)
=

∫ x

a

I1a+f (t) dt

=

∫ x

a

∫ t

a

f (s) dsdt.

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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On pose g (t) =
∫ t
a
f (s) ds, d’après l’intégrale par partie, nous avons

I2a+f (x) =

[
t

∫ t

a

f (s) ds

]x
a

−
∫ x

a

tf (t) dt

= x

∫ x

a

f (s) ds−
∫ x

a

tf (t) dt

= x

∫ x

a

f (t) dt−
∫ x

a

tf (t) dt

=

∫ x

a

(x− t) f (t) dt.

Donc, pour nime itération, on obtient

Ina+f (x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−n
dt.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’après la propriété de Gamma Γ (n) =
(n− 1)!, nous avons

Ina+f (x) =
1

Γ (n)

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−n
dt.

Définition 1.3. (voir [14, 26]). Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur
R et f ∈ L1 ([a, b]) une fonction intégrable sur Ω. Les intégrales

Iαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−α
dt, x > a,Re (α) > 0. (1.1)

Iαb−f (x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

f (t)

(t− x)1−α
dt, x < b,Re (α) > 0. (1.2)

Sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Liouville d’ordre
α ∈ C (Re (α) > 0) respectivement.

Exemple 1.2. Soit f (x) = (x− a)β−1. On a

Iαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 (t− a)β−1 dt.

Avec le changement de variable t = a+ s (x− a), nous avons
t = a⇔ s = 0,

t = x⇔ s = 1,

dt = (x− a) ds.

Donc, avec la définition de la fonction Bêta, on obtient

Iαa+f (x) =
(x− a)β+α−1

Γ (α)

∫ 1

0

sβ−1 (1− s)α−1 ds

=
B (β, α)

Γ (α)
(x− a)β+α−1 .

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



1.3. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

En utilisant Proposition 1.1, on obtient

Iαa+f (x) =
Γ (β)

Γ (β + α)
(x− a)β+α−1 .

Remarque 1.1. L’intégrale d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre α > 0
est donnée par

Iαa+f (x) =
C

Γ (1 + α)
(x− a)α et Iαb−f (x) =

C

Γ (1 + α)
(b− x)α , f (x) = C ∈ R.

Théorème 1.1. (voir [14]). Soient f ∈ C ([a, b]) et α > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville (1.1) et (1.2) possède les propriétés suivantes

1. Iαa+
[
Iβa+f (x)

]
= Iα+βa+ f (x).

2. Iαb−
[
Iβb−f (x)

]
= Iα+βb− f (x).

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. (voir [14, page 70]). Soit f ∈ L1 ([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les
dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville Dαa+f et Dαb−f d’ordre α ∈ C (Re (α) > 0)
sont définies par

Dαa+f (x) =

(
d

dx

)n (
In−αa+ f (x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x > a.

(1.3)

et

Dαb−f (x) =

(
− d

dx

)n (
In−αb− f (x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x < b.

(1.4)

respectivement, où [Re (α)] est la partie entière de Re (α).

Propriétés 1.3. (voir [14, page 71]). Soient α, β ∈ C avec Re (α) , Re (β) > 0 et a, b ∈ R. Nous
avons

1. Dαa+ (x− a)β−1 =
Γ (β)

Γ (β − α)
(x− a)β−α−1.

2. Dαb− (b− x)β−1 =
Γ (β)

Γ (β − α)
(b− x)β−α−1.

Remarque 1.2. Quelques remarques pour ces dérivées

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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1. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

∀m ∈ N∗,


Dma+f (x) = f (m) (x) ,

Dmb−f (x) = (−1)m f (m) (x) .

2. Si 0 < α < 1, alors n = [α] + 1 = 1. Donc, (1.3) et (1.4) devient :

Dαa+f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α
, x > a,

Dαb−f (x) =
−1

Γ (1− α)

d

dx

∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α
, x < b.

3. Si β = 1 et 0 < Re (α) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction
constante en général n’est pas nulle :

Dαa+1 =
(x− a)−α

Γ (1− α)
et Dαb−1 =

(b− x)−α

Γ (1− α)
.

4. Pour tout j = 1, 2, . . . , [Re (α)] + 1 avec Re (α) ≥ 0, nous avons

Dαa+ (x− a)α−j = Dαb− (b− x)α−j = 0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir [14]). Soient α ∈ C avec n = [Re (α)] + 1 et f : [a, b]→ C une fonction telle
que f (n) ∈ L1 [a, b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre α de f au sens de Caputo sont définies
par

CDαa+f (x) = In−αa+ f (n) (x) =
1

Γ (n− α)

∫ x

a

f (n) (t) dt

(x− t)α−n+1 , (1.5)

et

CDαb−f (x) = (−1)n In−αb− f (n) (x) =
(−1)n

Γ (n− α)

∫ b

x

f (n) (t) dt

(t− x)α−n+1 . (1.6)

Proposition 1.2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.5),(1.6) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par

CDαa+f (x) = Dαa+

[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
, (1.7)

et

CDαb−f (x) = Dαb−

[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (b)

k!
(b− x)k

]
. (1.8)

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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1.5 Généralités sur les matrices

Définition 1.6. (voir [4]). Soit m,n ∈ N . Une matrice de type (m,n) sur K est un tableau de
scalaires ( réels ou complexes ) à m lignes et n colonnes

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 .

Nous utilisons les abréviations suivantes, A = (aij) avec i = 1, . . . ,m et j = 1, . . . , n, et
Mmn(K) l’ensemble des matrices (m,n) sur K .

Définition 1.7. (voir [4]). Soit A ∈ Mmn(K), la transposée de A noté AT , est la matrice de
Mnm(K) définie par

(AT )ij = Aji pour tout i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,m,

si AT = A on dit que A est symétrique.

Soit A une matrice carrée, A ∈Mn(K) de coefficients aij ∈ K pour tout i, j = 1, . . . , n .

Définition 1.8. (voir [19]). on dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle
que

AB = BA = In,

la matrice B est appelée inverse de A et noté A−1.

Définition 1.9. (voir [19]). On dit que A est tridiagonale si aij = 0 pour tout i, j tels que
|i− j| ≥ 2, i.e., si les seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux, ceux juste au-
dessus de la diagonale, et ceux juste en-dessous de la diagonale

A =


a11 a12 0
a21 a22

. . .
. . . . . . an−1n

0 ann−1 ann

 .

Définition 1.10. (voir [4]). On dit que A est à diagonale strictement dominante par ligne si

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij| , avec 1 ≤ i ≤ n.

Théorème 1.2. (voir [4]). Une matrice à diagonale strictement dominante par ligne est inversible.

Démonstration. On doit montrer que

Ax = 0⇒ x = 0.

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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Soit x = (x1, . . . , xn)t et k un indice tel que |xk| = ‖x‖∞. Alors,

Ax = 0 ⇒akk · xk = −
n∑

j=1,j 6=k

akj · xj

⇒|akk| · |xk| ≤
n∑

j=1,j 6=k

|akj| · |xj|

⇒ |akk| · ‖x‖∞ ≤
n∑

j=1,j 6=k

|akj| · ‖x‖∞

⇒

|akk| −
n∑

j=1,j 6=k

|akj|︸ ︷︷ ︸
>0

 · ‖x‖∞ ≤ 0

⇒‖x‖∞ ≤ 0

⇒x = 0.

Définition 1.11. (voir [4]). Le rayon spectral de A est défini par

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi| ,

où λi sont les valeurs propres de la matrice A.

1.6 Les normes vectorielles et matricielles

Ici K = R ou C

1.6.1 Normes Vectorielles

Définition 1.12. (voir [19]). Une norme sur Kn est une application ‖.‖ : Kn → R+ telle que
1. ‖x‖ = 0K implique x = 0n , pour tout x ∈ Kn,
2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , pour tout x ∈ Kn, pour tout λ ∈ K,
3. ‖ x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , pour tout x, y ∈ Kn (inégalité triangulaire).

On définit la p - norme , pour 1 ≤ p < +∞

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1

p
.

Les normes les plus usuelles sont

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



1.6. LES NORMES VECTORIELLES ET MATRICIELLES 16

1. La norme :

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi| .

2. La norme (norme euclidienne) :

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
)1

2
.

3. La norme (norme du sup) :
‖x‖∞ = max

1≤i≤n
|xi| .

1.6.2 Normes matricielles

À partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordonnées
‖.‖1, ‖.‖2 et ‖.‖∞, si A ∈Mn(K)

‖A‖p = sup
x 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

= sup
‖x‖p=1

‖Ax‖p ,

où p = 1, 2, ou ∞.

Proposition 1.3. (voir [4]). Pour chacune de ces tois normes, on a pour toutes A et B ∈ Mn(K) et
pour tout x ∈ Rn

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ ,

et
‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ ,

où ‖.‖ = ‖.‖1 ou ‖.‖2 ou ‖.‖∞.

Remarque 1.3. (voir [4]). Si A ∈Mn(K) alors,

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| .

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| .

‖A‖2 =
√
ρ(ATA).

Théorème 1.3. (voir [5, page 18]). Soit A ∈Mn(K) alors pour toute norme matricielle ‖.‖

ρ(A) ≤ ‖A‖ .

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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1.7 Schéma de différences finies

Définition 1.13. Un maillage est un ensemble de points isolés (appelés nœuds) situés dans le
domaine de définition des fonctions assujetties aux équation aux dérivées partielles. On appelle
pas de maillage la distance entre deux nœud voisins.

Définition 1.14. (voir [15]). Soit u(x) représente une fonction d’une variable, les schémas de
différences finies sont obtenus grâce aux formules de Taylor.

Formules de Taylor d’ordre 01

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +O(h). (1.9)

Formules de Taylor d’ordre 02

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2!
u′′(x) +O(h2). (1.10)

En un point x ∈ [l, L] et pour une valeur h de pas du discrétisation donné par h =
L− l
N

,
N ∈ N, la formule (1.9) nous permet d’approximer u′(x) comme suite

approximation avant

u′(x) =
u(x+ h)− u(x)

h
+O(h), (1.11)

approximation arrière

u′(x) =
u(x)− u(x− h)

h
+O(h), (1.12)

approximation centré

u′(x) =
u(x+ h)− u(x− h)

2h
+O(h), (1.13)

et se basant sur(1.10) et(1.13) nous obtenons

u′′(x) =
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
+O(h2).

1.7.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les deux principales sont la stabilité et la
convergence.

Définition 1.15. (voir [9]). Un schéma aux différence finie est dit stable pour la norme ‖.‖∞,
s’il existe une constante C > 0 indépendante de pas de maillage, telle que

‖un‖∞ ≤ C
∥∥u0∥∥∞ ,pour tout n ≥ 0,

quelle que soit la donnée initiale u0.
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Définition 1.16. (voir [25]). (Erreur de troncature) On appelle erreur de troncature la quantité
obtenue en remplaçant l’inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique, que nous
désignons par Ri.

Proposition 1.4. (voir [15]). Soit ui l’approximation de la solution exacte u(xi), il est naturel d’utiliser
les erreurs ponctuelles ui − u(xi). Si on pose que Û le vecteur des valeurs exactes et U le vecteur des
valeurs discrètes, alors le vecteur d’erreur E défini par

E = U − Û .

Définition 1.17. (voir [15]). Une méthode est dite convergente si

‖E‖ → 0 lorsque h→ 0.

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



CHAPITRE 2

PROBLÈME DIRECT

D ans ce chapitre, nous avons introduit un schéma de différence finie implicite pour le pro-
blème direct, et la stabilité numérique et la convergence du système linéaire sont prouvées

avec une analyse spectrale à la matrice de coefficients du schéma, et un exemple numérique est
présenté.
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2.1 Position de problème

On considère le problème suivant

∂γu

∂tγ
(x, t) =

∂

∂x

[
D(x)

∂u

∂x
(x, t)

]
+ r(x, t), 0 < x < `, 0 < t < T, 0 < γ < 1 (2.1)

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ `, (2.2)
u(0, t) = ϕ(t), ux(`, t) = g(t), 0 < t ≤ T. (2.3)

Où `.T > 0, f.D ∈ C1([0, `]), ϕ.g ∈ C([0, T ]), D > 0 sur [0, `] et
∂γu

∂tγ
est la dérivée fractionnaire

de Caputo définie par

∂γu

∂tγ
(x, t) = CDγt u(x, t) =

1

Γ(1− γ)

∫ t

0

∂u(x, s)

∂s
× ds

(t− s)γ
, (2.4)

où (2.2) et la condition initiale, (2.3) sont les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann, D(x)
est le coefficient de diffusion dépendant de l’espace et r(x, t) est un terme source.

Remarque 2.1. (Interprétation physique) Le problème de diffusion fractionnaire (2.1)-(2.3) est
un modèle mathématique pour décrire le phénomène de flux de contaminants dans un milieu
poreux hétérogène.

2.2 Schéma de différence finie implicite

Considérons l’équation de diffusion fractionnaire temporelle (2.1) avec la condition initiale
(2.2) et les conditions aux limites (2.3). Commençons d’abord par la méthode numérique pour le
problème direct donné par l’équation (2.1) avec la condition initiale et les conditions aux limites
(2.2)-(2.3). Basé sur la définition de Caputo (2.4) pour la dérivée fractionnaire, voir [10, 11].

Premièrement, nous discrétisons le domaine de l’espace par

xi = ih, i = 1, . . . ,M, h =
`

M
( pas de maillage de l’espace ),

donc, x0 = 0 et xM = `,

et le domaine temporel par

tn = nµ, n = 1, . . . , N, µ =
T

N
( pas de maillage temporel ),

donc, t0 = 0 et tN = T.

Puis, on calculer la dérivée de Caputo définie par (2.4) en point de maillage (xi, tn+1), nous
avons

∂γu

∂tγ
(xi, tn+1) =

1

Γ(1− γ)

∫ tn+1

0

∂u(xi, s)

∂s
× ds

(tn+1 − s)γ

=
1

Γ(1− γ)

n∑
k=0

∫ tk+1

tk

∂u(xi, s)

∂s
× ds

(tn+1 − s)γ
,
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d’autre part

∂u

∂t
(xi, t) =

u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

µ
+O(µ),

et ∫ tk+1

tk

(tn+1 − s)−γds =

[
−(tn+1 − s)−γ+1

−γ + 1

]tk+1

tk

=
1

(1− γ)

[
(tn+1 − tk)1−γ − (tn+1 − tk+1)

1−γ]
=

1

(1− γ)

[
((n+ 1)µ− kµ)1−γ − ((n+ 1)µ− (k + 1)µ)1−γ

]
=

1

(1− γ)

[
(n+ 1− k)1−γµ1−γ − (n− k)1−γµ1−γ]

=
µ1−γ

(1− γ)

[
(n+ 1− k)1−γ − (n− k)1−γ

]
,

alors, on obtient

∂γu

∂tγ
(xi, tn+1) =

µ1−γ

(1− γ)Γ(1− γ)

n∑
k=0

[
u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

µ

]

×
[
(n+ 1− k)1−γ − (n− k)1−γ

]
+O(µ),

et d’après Propriétés 1.1, on a

(1− γ)Γ(1− γ) = Γ(2− γ),

donc,

∂γu

∂tγ
(xi, tn+1) =

µ−γ

Γ(2− γ)

n∑
k=0

[u(xi, tk+1)− u(xi, tk)]×
[
(n+ 1− k)1−γ

−(n− k)1−γ
]

+O(µ).

On pose k′ = n− k ⇔ k = n− k′, nous avons{
k = 0⇒ k′ = n,
k = n⇒ k′ = 0.

D’où

∂γu

∂tγ
(xi, tn+1) =

µ−γ

Γ(2− γ)

n∑
k′=0

[u(xi, tn+1−k′)− u(xi, tn−k′)]

×
[
(k′ + 1)1−γ − (k′)1−γ

]
+O(µ).

(2.5)
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Enfin, nous discrétisons les dérivées d’ordre entier
∂2u

∂x2
et

∂u

∂x
, en utilisant un schéma général

de différence centré sur deux ordre et schéma de différence arrière sur un ordre, respectivement

∂2u

∂x2
(xi, tn+1) =

u (xi+1, tn+1)− 2u(xi, tn+1) + u(xi−1, tn+1)

h2
+O(h2), (2.6)

et
∂u

∂x
(xi, tn+1) =

u(xi, tn+1)− u(xi−1, tn+1)

h
+O(h). (2.7)

Soit uni ≈ u(xi, tn) , Di ≈ D(xi).
D’après (2.1), nous avons

∂γu

∂tγ
(x, t) =

∂

∂x

[
D(x)

∂u

∂x
(x, t)

]
+ r(x, t)

= D(x)
∂2u

∂x2
(x, t) +

dD

dx
(x)

∂u

∂x
(x, t) + r(x, t),

(2.8)

en remplaçant (2.5) et (2.8) dans (2.1), on obtient

µ−γ

Γ(2− γ)

n∑
k=0

(
un+1−k
i − un−ki

) [
(k + 1)1−γ − (k)1−γ

]

= Di ×
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

h2
+
Di −Di−1

h

×
un+1
i − un+1

i−1

h
+ rn+1

i .

(2.9)

Donc, on trouve
n∑
k=0

(
un+1−k
i − un−ki

) [
(k + 1)1−γ − (k)1−γ

]
=
Diµ

γΓ(2− γ)

h2
(
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1
)

+
(Di −Di−1)µ

γΓ(2− γ)

h2
×
(
un+1
i

−un+1
i−1
)

+ µγΓ(2− γ)rn+1
i ,

(2.10)

où i = 1, 2, . . . ,M − 1.
On pose

pi =
Diµ

γΓ(2− γ)

h2
, qi =

(Di −Di−1)µ
γΓ(2− γ)

h2
. (2.11)

En remplaçant(2.11) dans (2.10), on obtient

un+1
i − pi

(
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1
)
− qi

(
un+1
i − un+1

i−1
)

= uni −
n∑
k=1

(
un+1−k
i − un−ki

) [
(k + 1)1−γ − (k)1−γ

]
+µγΓ(2− γ)rn+1

i .
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Alors, l’équation (2.10) peut être réorganisée comme suit

(qi − pi)un+1
i−1 + (1 + 2pi − qi)un+1

i − piun+1
i+1

= uni −
n∑
k=1

(
un+1−k
i − un−ki

) [
(k + 1)1−γ

−(k)1−γ
]

+ µγΓ(2− γ)rn+1
i .

La condition initiale et les conditions aux limites sont discrétisées comme suit

u0i = f(xi), la condition initiale (2.12)

un+1
0 = u(0, tn+1) = ϕ(tn+1), la condition de Dirichlet (2.13)

ux(`, tn+1) = g(tn+1), la condition de Neumann

ux(`, tn+1) = g(tn+1)⇔
u(xM , tn+1)− u(xM−1, tn+1)

h
= g(tn+1)

⇔ u(xM , tn+1) = u(xM−1, tn+1) + hg(tn+1)

⇔ un+1
M = un+1

M−1 + hg(tn+1).

(2.14)

Par conséquent, un schéma de différence finie implicite peut être donné comme suit
pour n = 0, on obtient

(qi − pi)u1i−1 + (1 + 2pi − qi)u1i − piu1i+1

= u0i + µγΓ(2− γ)r1i ,
(2.15)

pour n > 0, on obtient

(qi − pi)un+1
i−1 + (1 + 2pi − qi)un+1

i − piun+1
i+1

= uni −
n∑
k=1

un+1−k
i

[
(k + 1)1−γ − (k)1−γ

]
+

n∑
k=1

un−ki

[
(k + 1)1−γ − (k)1−γ

]
+µγΓ(2− γ)rn+1

i ,

on pose k = k′ − 1 ⇔ k′ = k + 1, nous avons{
k = 1⇒ k′ = 2,
k = n⇒ k′ = n+ 1.

n∑
k=1

un−ki

[
(k + 1)1−γ − (k)1−γ

]
=

n+1∑
k′=2

un+1−k′
i

[
k′1−γ − (k′ − 1)1−γ

]
.
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D’où

uni +
n∑
k=1

un−ki

[
(k + 1)1−γ − (k)1−γ

]
=

n+1∑
k=1

un+1−k
i

[
k1−γ − (k − 1)1−γ

]
=

n∑
k=1

un+1−k
i

[
k1−γ − (k − 1)1−γ

]
+u0i

[
(n+ 1)1−γ − n1−γ] ,

alors,

(qi − pi)un+1
i−1 + (1 + 2pi − qi)un+1

i − piun+1
i+1

=
n∑
k=1

un+1−k
i

[
2k1−γ − (k + 1)1−γ

−(k − 1)1−γ
]

+ u0i
[
(n+ 1)1−γ

−n1−γ]+ µγΓ(2− γ)rn+1
i .

(2.16)

Donc, le système matricielle correspondant est
– pour i = 1, on a

(q1 − p1)un+1
0 + (1 + 2p1 − q1)un+1

1 − p1un+1
2 =

∑n
k=1 u

n+1−k
1 [2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]

+ u01[(n+ 1)1−γ − n1−γ] + µγΓ(2− γ)rn+1
1 ,

– pour i = 2, on a
(q2− p2)un+1

1 + (1 + 2p2− q2)un+1
2 − p2un+1

3 =
∑n

k=1 u
n+1−k
2 [2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]

+ u02[(n+ 1)1−γ − n1−γ] + µγΓ(2− γ)rn+1
2 ,

...

...

...

– pour i = M − 1, on a
(qM−1−pM−1)un+1

M−2+(1+2pM−1−qM−1)un+1
M−1−pM−1u

n+1
M =

∑n
k=1 u

n+1−k
M−1 [2k1−γ−(k+1)1−γ

−(k−1)1−γ]+u0M−1[(n+1)1−γ

− n1−γ] + µγΓ(2− γ)rn+1
M−1.

En remplaçant (2.12), (2.13) et (2.14) dans le système matricielle nous obtenons

– pour i = 1, on a
(1 + 2p1 − q1)un+1

1 − p1un+1
2 =

∑n
k=1 u

n+1−k
1 [2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]

+f(x1)[(n+1)1−γ−n1−γ]+µγΓ(2−γ)rn+1
1 − (q1−p1)ϕ(tn+1),
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– pour i = 2, on a
(q2− p2)un+1

1 + (1 + 2p2− q2)un+1
2 − p2un+1

3 =
∑n

k=1 u
n+1−k
2 [2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]

+ f(x2)[(n+ 1)1−γ −n1−γ] +µγΓ(2− γ)rn+1
2 ,

...

...

...

– Pour i = M − 1, on a
(qM−1−pM−1)un+1

M−2 +(1+pM−1−qM−1)un+1
M−1 =

∑n
k=1 u

n+1−k
M−1 [2k1−γ− (k+1)1−γ− (k−1)1−γ]

+ f(xM−1)[(n+ 1)1−γ − n1−γ]
+ µγΓ(2− γ)rn+1

M−1 + pM−1hg(tn+1).
Soit

Uk =
(
uk1, u

k
2, . . . , u

k
M−1

)T
,

f = (f(x1), f(x2), . . . , f(xM−1))
T ,

rn =
(
rn1 , r

n
2 , . . . , r

n
M−1

)T
,

V n+1 = ((p1 − q1)ϕ(tn+1), 0, . . . , 0, pM−1hg(tn+1))
T ,

et

ck = 2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ, k = 1, 2, . . . , n, (2.17)

bn = (n+ 1)1−γ − n1−γ, n = 1, 2, . . . , N − 1, (2.18)

et la matrice A = (aij), i.j = 1, 2, . . . ,M − 1 est définie par

A =


1 + 2p1 − q1 −p1 0
q2 − p2 1 + 2p2 − q2 −p2

. . . . . . . . .
qM−2 − pM−2 1 + 2pM−2 − qM−2 −pM−2

0 qM−1 − pM−1 1 + pM−1 − qM−1

 . (2.19)

Donc, le schéma implicite (2.15) et (2.16) peut être réécrit sous la forme suivante{
AU1 = U0 + µγΓ(2− γ)r1 + V 1, U0 = f,
AUn+1 = c1U

n + c2U
n−1 + . . .+ cnU

1 + bnU
0 + µγΓ(2− γ)rn+1 + V n+1.

(2.20)

La matriceA est tridiagonale à diagonale strictement dominante par ligne donc le système (2.20)
admet une solution unique.

2.2.1 Stabilité et convergence du schéma de différence

Tout d’abord, en notant les définitions d’un aij de l’élément de la matrice A, et pi avec qi
donné par (2.11)
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Lemme 2.1. (voir [10, 11]). Supposons queD(x) prenne seulement une valeur positive pour x ∈ (0, `).
Puis la matrice A définie par (2.19) et à diagonale strictement dominante par ligne, on a aii = 1 +

∑M−1
j=1,j 6=i |aij|+

Di−1µ
γΓ(2− γ)

h2
, pour i = 1,

aii = 1 +
∑M−1

j=1,j 6=i |aij| , pour i = 2, 3, . . . ,M − 1.
(2.21)

Avec
M−1∑
j=1,j 6=i

aij < 0 pour i = 1, 2, . . . ,M − 1.

Démonstration. Pour i = 1 on a

M−1∑
j=1,j 6=1

|a1j| = |a12|

= |−p1|
=p1,

et
a11 = 1 + 2p1 − q1,

d’autre part

p1 =
D1µ

γΓ(2− γ)

h2
et q1 =

(D1 −D0)µ
γΓ(2− γ)

h2
,

d’où
q1 = p1 −

D0µ
γΓ(2− γ)

h2
,

alors,

a11 = 1 + 2p1 −
(
p1 −

D0µ
γΓ(2− γ)

h2

)
= 1 + p1 +

D0µ
γΓ(2− γ)

h2
,

donc,

aii = 1 +
M−1∑
j=1,j 6=i

|aij|+
Di−1µ

γΓ(2− γ)

h2
, pour i = 1.

Pour montrer que

aii = 1 +
M−1∑
j=1,j 6=i

|aij| , pour i = 2, 3, . . . ,M − 1,

on utilisons la démonstration par récurrence
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– pour i = 2 on a
a22 = 1 + 2p2 − q2,

et
M−1∑

j=1,j 6=2

|a2j| = |a21|+ |a23|

= |q2 − p2|+ |−p2|
= − (q2 − p2) + p2

= 2p2 − q2,

donc,

a22 = 1 +
M−1∑

j=1,j 6=2

|a2j| ,

– supposons que

aM−2M−2 = 1 +
M−1∑

j=1,j 6=M−2

|aM−2j| ,

– montrons l’égalité pour i = M − 1

aM−1M−1 = 1 + +pM−1 − qM−1,

et
M−2∑

j=1,j 6=M−1

|a2j| = |aM−1M−2|

= |qM−1 − pM−1|
= − (qM−1 − pM−1)
= pM−1 − qM−1,

alors,

aM−1M−1 = 1 +
M−2∑

j=1,j 6=M−1

|aM−1j| .

D’où

aii = 1 +
M−1∑
j=1,j 6=i

|aij| , pour i = 2, 3, . . . ,M − 1.

Ensuite, il y a une égalité fondamentale pour les coefficients ck et bn donnés par (2.17) et
(2.18), respectivement.

Lemme 2.2. (voir [11]). Pour n = 1, 2, . . . , N − 1, on a
n∑
k=1

ck + bn = 1, (2.22)

où ck(k = 1, 2, . . . , n) est définie par (2.17) et bn(n = 1, 2, . . . , N − 1) est donné par (2.18).
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Démonstration. En utilisant la démonstration par récurrence
– si n = 1

1∑
k=1

ck + b1 =c1 + b1

=
[
2(1)1−γ − (1 + 1)1−γ − (1− 1)1−γ

]
+
[
(1 + 1)1−γ − 11−γ]

=2(1)1−γ − 11−γ

=1,

– supposons que

N−2∑
k=1

ck + bN−2 = 1,

– montrons que l’égalité est valable pour n = N − 1

N−1∑
k=1

ck + bN−1 =
N−2∑
k=1

ck + cN−1 + bN−1

=1− bN−2 + cN−1 + bN−1

=1−
[
((N − 2) + 1)1−γ − (N − 2)1−γ

]
+
[
2(N − 1)1−γ − ((N − 1) + 1)1−γ − ((N − 1)− 1)1−γ

]
+
[
((N − 1) + 1)1−γ − (N − 1)1−γ

]
=1− (N − 1)1−γ + (N − 2)1−γ + 2(N − 1)1−γ −N1−γ

−(N − 2)1−γ +N1−γ − (N − 1)1−γ

=1.

Alors,
n∑
k=1

ck + bn = 1, pour k = 1, 2, . . . , n et n = 1, 2, . . . , N − 1.

Proposition 2.1. (voir [10, 11]). Dans les conditions du Lemme 2.1, on a

1 < ρ(A) < 2 ‖a‖∞ − 1, (2.23)

et
1

2 ‖a‖∞ − 1
< ρ(A−1) < 1, (2.24)

où ‖a‖∞ = max
1≤i≤M−1

{aii}.

Démonstration. Supposons que
AΘ = λΘ.
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Où λ est une valeur propre de la matrice A, et Θ = (θ1, θ1, . . . , θM−1, ) 6= 0 est le vecteur propre
correspondant, tel que

|θk| = max
1≤i≤M−1

|θi| ,

alors, 

(1 + 2p1 − q1)θ1 + (−p1)θ2 = λθ1,
(q2 − p2)θ1 + (1 + 2p2 − q2)θ2 + (−p2)θ3 = λθ2,

. . . . . . . . .
(qM−2 − pM−2)θM−3 + (1 + 2pM−2 − qM−2)θM−2 + (−pM−2)θM−1 = λθM−2,

(qM−1 − pM−1)θM−2 + (1 + pM−1 − qM−1)θM−1 = λθM−1.

En considérant la k-ième équation de AΘ = λΘ, on a

M−1∑
j=1

akjθj = λθk, k = 1, 2, . . . ,M − 1,

donc,
M−1∑

j=1,j 6=k

akj
θj
θk

+ akk
θk
θk

= λ
θk
θk
, k = 1, 2, . . . ,M − 1,

on obtient
M−1∑

j=1,j 6=k

akj
θj
θk

= λ− akk,

d’autre part on a ∣∣∣∣θjθk
∣∣∣∣ =
|θj|
|θk|

< 1,

d’après les propriétés de la valeur absolue et en utilisant Lemme 2.1, on obtient
|λ− akk| <

∑M−1
j=1,j 6=k |akj| = akk − 1− Dk−1µ

γΓ(2− γ)

h2
, pour k = 1,

|λ− akk| <
∑M−1

j=1,j 6=k |akj| = akk − 1, pour k = 2, 3, . . . ,M − 1.

Alors, {
|λ− akk| < akk − 1− Dk−1µ

γΓ(2− γ)

h2
, pour k = 1,

|λ− akk| < akk − 1, pour k = 2, 3, . . . ,M − 1.

On a

akk − 1−

Dk−1µ
γΓ(2− γ)

h2︸ ︷︷ ︸
>0

 < akk − 1, pour k = 1,

par conséquent
|λ− akk| < akk − 1, pour k = 1, 2, . . . ,M − 1,
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d’autre part
||λ| − |akk|| < |λ− akk| ,

implique que
1− akk < |λ| − akk < akk − 1,

finalement on obtient
1 < |λ| < 2akk − 1.

Ce qui signifier que les assertions (2.23) et (2.24) sont toutes deux valides.

Théorème 2.1. (voir [11]). Le schéma de différence finie implicite défini par (2.20) est inconditionnel-
lement stable.

Démonstration. Soit f̃ une conditions initiale perturbée à laquelle on associe une nouvelle solu-
tion Ũn et à l’aide de système de différence linéaire (2.20) nous avons{

AŨ1 = Ũ0 + µγΓ(2− γ)r1 + V 1, Ũ0 = f̃ ,

AŨn+1 = c1Ũ
n + c2Ũ

n−1 + . . .+ cnŨ
1 + bnŨ

0 + µγΓ(2− γ)rn+1 + V n+1,
(2.25)

et soitEn = Ũn−Un désigne l’erreur de solution pour l’itération d’étape n, et n = 0, 1, . . . , N−1.
En utilisant (2.20) et (2.25), on obtient{

AE1 = E0, E0 = f̃ − f,
AEn+1 = c1E

n + c2E
n−1 + . . .+ cnE

1 + bnE
0,

(2.26)

pour montrer que ‖En+1‖∞ ≤ ‖E0‖∞ , pour n = 0, 1, . . . , N − 1, on utilisent la récurrence
– si n = 0, par (2.26) on a

AE1 = E0,

on multiplient par A−1 on obtient
E1 = A−1E0,

d’où ∥∥E1
∥∥
∞ =

∥∥A−1E0
∥∥
∞ ,

d’après les propriétés de la norme matricielle on obtient∥∥E1
∥∥
∞ ≤

∥∥A−1∥∥∞ ∥∥E0
∥∥
∞ ,

d’autre part, de Théorème 1.3, nous avons

ρ(A) ≤ ‖A‖∞ ,

alors, ∥∥A−1∥∥∞ ≤ ρ(A−1),

et en utilisant Proposition 2.1 on trouve∥∥A−1∥∥∞ ≤ ρ(A−1) < 1,

d’où ∥∥A−1∥∥∞ < 1,

par conséquent ∥∥E1
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ ,
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– supposons qu’il existe ∥∥Ek
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ , pour k = 2, . . . , n,

– d’après (2.26) on a

AEn+1 = c1E
n + c2E

n−1 + . . .+ cnE
1 + bnE

0,

alors,
En+1 = A−1(c1E

n + c2E
n−1 + . . .+ cnE

1 + bnE
0),

d’où ∥∥En+1
∥∥
∞ =

∥∥A−1(c1En + c2E
n−1 + . . .+ cnE

1 + bnE
0)
∥∥
∞ ,

grâce à les propriétés de la norme matricielle

∥∥En+1
∥∥
∞ ≤

∥∥A−1∥∥∞︸ ︷︷ ︸
<1

∥∥c1En + c2E
n−1 + . . .+ cnE

1 + bnE
0
∥∥
∞ ,

en utilisant l’hypothèse précédente on trouve

∥∥En+1
∥∥
∞ ≤

(
n∑
k=1

ck + bn

)∥∥E0
∥∥
∞ ,

et d’après Lemme 2.2 on obtient ∥∥En+1
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ ,

donc, ∥∥En+1
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ , pour n = 0, 1, . . . , N − 1. (2.27)

Ce qui signifie que le schéma de différence implicite (2.20) est stable.

Théorème 2.2. (voir [11]). La solution de différence du système linéaire (2.20) est convergente à la
solution exacte du problème (2.1), (2.2)- (2.3) lorsque h, µ→ 0 pour le domaine de temps fini.

Démonstration. Soit eni = u(xi, tn) − uni (i = 1, 2, . . . ,M − 1, n = 1, 2, . . . , N − 1), où u(xi, tn)
est la solution exacte du problème (2.1) avec (2.2)- (2.3) à point de maillage (xi, tn), et uni est la
solution de schéma de différence (2.20) aussi à (xi, tn). Où en = (en1 , e

n
2 , . . . , e

n
M−1)

T , on remarque
que e0i = u(xi, 0) − fi = 0, donc, e0 = 0. Nous avons uni = u(xi, tn) − eni en le remplaçant dans
(2.15) et (2.16) donc,

– pour n = 0

(qi − pi)
[
u(xi−1, t1)− e1i−1

]
+ (1 + 2pi − qi) [u(xi, t1)− e1i ]

−pi
[
u(xi+1, t1)− e1i+1

]
= u(xi, 0) + µγΓ(2− γ)r(xi, t1),

donc,

(qi − pi) e1i−1 + (1 + 2pi − qi) e1i − pie1i+1

= (qi − pi)u(xi−1, t1) + (1 + 2pi − qi)u(xi, t1)
−piu(xi+1, t1)− u(xi, 0)− µγΓ(2− γ)r(xi, t1),
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– pour n > 0

(qi − pi)
[
u(xi−1, tn+1)− en+1

i−1
]

+ (1 + 2pi − qi)
[
u(xi, tn+1)− en+1

i

]
−pi

[
u(xi+1, tn+1)− en+1

i+1

]
=
∑n

k=1

[
u(xi, tn+1−k)− en+1−k

i

]
[2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]

+u(xi, 0) [(n+ 1)1−γ − n1−γ] + µγΓ(2− γ)r(xi, tn+1),

alors,

(qi − pi) en+1
i−1 + (1 + 2pi − qi) en+1

i − pien+1
i+1

=
∑n

k=1 e
n+1−k
i [2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]

+ (qi − pi)u(xi−1, tn+1) + (1 + 2pi − qi)u(xi, tn+1)− piu(xi+1, tn+1)
−
∑n

k=1 u(xi, tn+1−k) [2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]
−u(xi, 0) [(n+ 1)1−γ − n1−γ]− µγΓ(2− γ)r(xi, tn+1).

Soit Rn = (Rn
1 , R

n
2 , . . . , R

n
M−1)

T une erreur de troncature dans l’approximation des solutions
pour n = 1, 2, . . . , N , on a en+1

0 = 0 et en+1
M = en+1

M−1, et en utilisant le système de différence
linéaire (2.20), nous avons{

Ae1 = R1,
Aen+1 = c1e

n + c2e
n−1 + . . .+ cne

1 +Rn+1.
(2.28)

Où, pour n = 0, 1, . . . , N − 1

Rn+1
i = (qi − pi)u(xi−1, tn+1) + (1 + 2pi − qi)u(xi, tn+1)− piu(xi+1, tn+1)

−
∑n

k=1 u(xi, tn+1−k) [2k1−γ − (k + 1)1−γ − (k − 1)1−γ]
−u(xi, 0) [(n+ 1)1−γ − n1−γ]− µγΓ(2− γ)r(xi, t1)

= (qi − pi)u(xi−1, tn+1) + (1 + 2pi − qi)u(xi, tn+1)− piu(xi+1, tn+1)
−u(xi, tn) +

∑n
k=1 [u(xi, tn+1−k)− u(xi, tn−k)] [(k + 1)1−γ − k1−γ]

−µγΓ(2− γ)r(xi, tn+1)
=
∑n

k=0 [u(xi, tn+1−k)− u(xi, tn−k)] [(k + 1)1−γ − k1−γ]

−D(xi)µ
γΓ(2− γ)

h2
(u(xi+1, tn+1)− 2u(xi, tn+1) + u(xi−1, tn+1))

−(D(xi)−D(xi−1))µ
γΓ(2− γ)

h2
(u(xi, tn+1)− u(xi−1, tn+1))− µγΓ(2− γ)r(xi, tn+1).

Par expressions approximatives (2.5), (2.6) et (2.7) nous obtenons

Rn+1
i = µγΓ(2− γ)

[
∂γu

∂tγ
(xi, tn+1)−

(
∂

∂x

(
D(xi)

∂u

∂x
(xi, tn+1)

)
+ r(xi, tn+1)

)
+O(h+ µ)

]
,

d’après l’équation (2.1) on trouve

Rn+1
i = µγΓ(2− γ)O(h+ µ),

ce qui implique que il existe une constante M > 0 telle que∥∥Rn+1
∥∥
∞ ≤Mµγ(h+ µ), pour n = 0, 1, . . . , N − 1, (2.29)

par récurrence, on peut démontrer l’inégalité suivante∥∥en+1
∥∥
∞ <

1

bn
Mµγ(h+ µ),

où M > 0 représente une constante positive arbitraire et bn est donné par (2.18),
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– pour n = 0, d’après (2.28) on a

e1 = A−1R1,

alors, ∥∥e1∥∥∞ =
∥∥A−1R1

∥∥
∞

≤
∥∥A−1∥∥∞ ∥∥R1

∥∥
∞

<
∥∥R1

∥∥
∞ ,

et d’après (2.29) ∥∥e1∥∥∞ < Mµγ(h+ µ),

– on pose que ∥∥ek∥∥∞ <
1

bk−1
Mµγ(h+ µ), k = 1, 2, . . . , n, (2.30)

– d’après (2.28)
en+1 = A−1(c1e

n + c2e
n−1 + . . .+ cne

1 +Rn+1),

alors, ∥∥en+1
∥∥
∞ =

∥∥A−1(c1en + c2e
n−1 + . . .+ cne

1 +Rn+1)
∥∥
∞

≤
∥∥A−1∥∥∞ ∥∥c1en + c2e

n−1 + . . .+ cne
1 +Rn+1

∥∥
∞

<
1

bn
(bnc1 ‖en‖∞ + bnc2

∥∥en−1∥∥∞ + . . .+ bncn
∥∥e1∥∥∞ + bn

∥∥Rn+1
∥∥
∞),

de (2.18) nous avons bn < 1, et d’après (2.29) et (2.30) on obtient

∥∥en+1
∥∥
∞ <

1

bn

(
n∑
k=1

ck + bn

)
Mµγ(h+ µ),

et en utilisant Lemme 2.2 on trouve∥∥en+1
∥∥
∞ <

1

bn
Mµγ(h+ µ). (2.31)

D’autre part,

lim
n→+∞

1

bnnγ
= lim

n→+∞

1

n1−γ
[
(1 +

1

n
)1−γ − 1

]
nγ

= lim
n→+∞

1

n

[
(1 +

1

n
)1−γ − 1

]
= lim

n→+∞

1

n

(
1 +

1− γ
n
− 1

)
=

1

1− γ
.
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On a tn = nµ ⇒ µγ =
tγn
nγ

donc, par (2.31) on obtient

∥∥en+1
∥∥
∞ <

M

bnnγ
tγ(h+ µ),

et nous avons
tγn
nγ
≤ T γ

nγ
,

alors, pour n suffisamment grand on peut déduire que∥∥en+1
∥∥
∞ <

M

1− γ
T γ(h+ µ), (2.32)

ce qui implique que l’affirmation du théorème est valide.

2.2.2 Algorithme

Algorithme de Thomas
Initialisation :
M,N, `, T
h = `/M
µ = T/N
pour i = 1, 2, . . . ,M − 2
di = 1 + 2pi − qi
dM−1 = 1 + pM−1 − qM−1
pour i = 1, 2, . . . ,M − 2
αi = −pi
pour i = 2, 3, . . . ,M − 1
βi = qi − pi
pour n = 0
F 0 = U0 + µγΓ(2− γ)r1 + V 1

pour n > 0

F n =
n∑
k=1

ckU
n−k+1 + bnU

0 + µγΓ(2− γ)rn+1 + V n+1

Triangularisation :
d′1 = d1, F

′n
1 = F n

1 , pour n ≥ 0
pour i = 2, 3, . . . ,M − 1

d′i = di − αi−1 ×
βi
d′i−1

F ′ni = F n
i − F ′ni−1 ×

βi
d′i−1

, pour n ≥ 0

Résolution :

un+1
M−1 =

F ′nM−1
d′M−1

, pour n ≥ 0

pour i = M − 2, . . . , 1

un+1
i =

F ′ni − αiun+1
i+1

d′i
, pour n ≥ 0

écrire Un+1

stop
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2.2.3 Exemple numérique

Dans cette sous-section, nous allons présenter un exemple pour montrer la convergence
numérique de schéma de différence (2.20).

Dans l’équation (2.1), soient γ = 1/2, le coefficient de diffusion D(x) = 1 + x, le terme
source r(x, t) = eterf(

√
t)x2(1− x)2 − et(16x3 − 6x2 − 8x+ 2), ` = 1, T = 1, la condition initiale

(2.2) f(x) = x2(1 − x)2, les condition aux limites (2.3) ϕ(t) = g(t) = 0 et la solution exacte de
problème direct u(x, t) = etx2(1− x)2.
Où erf(.) est la fonction d’erreur de Gauss.
En utilisant Matlab, nous avons représenté la solution numérique et la solution exacte du
problème direct au temps de t = 0.01 et t = 0.03 dans les figures (2.1) et (2.2), respectivement,
avec M = 1000 et N = 100. De (Figure2.1) et (Figure2.2) nous concluons que le schéma de
différence finie (2.20) est converge.

FIGURE 2.1 – Solutions numériques et exactes pour t = 0.01 et (M=1000, N=100)
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FIGURE 2.2 – Solutions numériques et exactes pour t = 0.03 et (M=1000, N=100)

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



CHAPITRE 3

PROBLÈME INVERSE

D ans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme d’inversion numérique basé sur la
méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov pour déterminer numéri-

quement le coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions
numériques sont effectuées par deux exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est ef-
ficace au moins pour ce problème inverse.

37
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3.1 Position de problème

Si le coefficient de diffusion D(x) est inconnu, nous le cherchons par des observations sup-
plémentaires à la limite droite x = `, i.e.,

u(`, t) = ψ(t), 0 < t ≤ T. (3.1)

Ainsi, un problème inverse est formulé par l’équation de diffusion fractionnaire (2.1), la
condition initiale et les conditions aux limites (2.2)- (2.3) avec une condition supplémentaire
(3.1).

Pour la solution de ce problème inverse, supposons que la fonction D doit être paramétrée
sous la forme d’un polynôme suivant

D(x) =
m∑
i=0

pix
i. (3.2)

Pour toutD(x) une solution unique de problème direct correspondant, désigné par u(x, t;D)
peut être élaboré par le schéma de différences finies (2.20), alors u(`, t;D) est obtenu.

Par conséquent, obtenir un coefficient de diffusion D équivaut à trouver un vecteur P , ce
qui signifie que nous pouvons dire u(`, t;D) = u(`, t;P ). Où

P = (p0, p1, . . . , pm)T .

3.2 Problème de moindres carrés non linéaire

Pour résoudre le problème inverse on résoudre un problème de moindres carrés non linéaire
suivant

min
P

Φ(P ). (3.3)

Où
Φ(P ) = ‖u(`, t;P )− ψ(t)‖22 , 0 < t ≤ T. (3.4)

Le problème (3.3) est mal posé de sorte que ce problème admet plusieurs solutions. Pour l’uni-
cité, en utilisant la régularisation de Tikhonov.

3.2.1 Régularisation de Tikhonov

On considère le problème régularisé suivant

min
P

Φα(P ). (3.5)

Où
Φα(P ) = ‖u(`, t;P )− ψ(t)‖22 + α ‖P‖22 , (3.6)

tel que α ≥ 0 est le paramètre de régularisation.
Maintenant, pour obtenir Dj , on suppose que

Dj+1 = Dj + δDj, j = 0, 1, 2, . . . .
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Où
j est le nombre d’itération.

δDj désigne une perturbation de Dj.

D’après (3.2) nous avons

Dj(x) =
m∑
i=0

pjix
i,

et

δDj(x) =
m∑
i=0

δpjix
i.

Où δP j désigne une perturbation pour P j donné. Ainsi, pour obtenir P j+1 à partir de P j donné,
il suffit d’obtenir une perturbation δP j .

P j+1 = P j + δP j, j = 0, 1, 2, . . . . (3.7)

Ensuite, nous avons seulement besoin de déterminer un vecteur de perturbation

δP j = (δpj0, δp
j
1, . . . , δp

j
m)T . (3.8)

Dans la suite, pour faciliter l’écriture, P j et δP j sont abrégés en P et δP , respectivement.

3.2.2 Problème linéaire

Nous avons la solution directe u(`, t;P + δP ) est dépend de P implicitement, donc avec le
développement de Taylor à l’ordre un on trouve

u(`, t;P + δP ) ≈ u(`, t;P ) +∇T
Pu(`, t;P ) · δP. (3.9)

En utilisant (3.4) on obtient

Φ(P + δP ) = ‖u(`, t;P + δP )− ψ(t)‖22 ,

et d’après (3.9) nous avons

Φ(P + δP ) =
∥∥∇T

Pu(`, t;P ) · δP − (ψ(t)− u(`, t;P ))
∥∥2
2
.

Avec (3.6), la fonction objective de moindres carrés devient

Fα(δP ) =
∥∥∇T

Pu(`, t;P ) · δP − (ψ(t)− u(`, t;P ))
∥∥2
2

+ α ‖δP‖22 . (3.10)

Nous discrétisons le domaine [0, T ] par tn (n = 1, 2, . . . , N) et 0 = t1 < t2 < · · · < tN = T .
Par la méthode de différence finie, nous avons

∇T
Pu(`, tn;P ) · δP ≈

m∑
i=0

u(`, tn; (p0, . . . , pi + τ, . . . , pm))− u(`, tn;P )

τ
δpi. (3.11)

Pour n = 1, 2, . . . , N , où τ est un pas différentiel numérique. D’où, on définit la matrice

H = (hni)N×(m+1).
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Où

hni =
u(`, tn; (p0, . . . , pi + τ, . . . , pm))− u(`, tn;P )

τ
.

Donc,

H =


h10 h11 · · · h1m
h20 a21 · · · h2m

...
... . . . ...

hN0 hN1 · · · hNm

 . (3.12)

Soit

U = (u(`, t1;P ), u(`, t2;P ), . . . , u(`, tN ;P ))T ,

Ψ = (ψ(t1), ψ(t2), . . . , ψ(tN))T .

(3.13)

En utilisant (3.11), (3.12) et (3.13) on peut écrire (3.10) sous la forme suivante

Fα(δP ) = ‖HδP − (Ψ− U)‖22 + α ‖δP‖22 . (3.14)

Lemme 3.1. (voir [2]). δP α un minimum de Fα si est seulement si δP α résout l’équation normale
suivante

αδPα +HTHδPα = HT (Ψ− U). (3.15)

Démonstration.

Fα(δP )− Fα(δP α) =

(
‖HδP − (Ψ− U)‖22 + α ‖δP‖22

)
−
(
‖HδPα − (Ψ− U)‖22 + α ‖δP α‖22

)
=

(
‖HδP‖22 + ‖Ψ− U‖22 − 2 < HδP,Ψ− U > +α ‖δP‖22

)
−
(
‖HδPα‖22 + ‖Ψ− U‖22 − 2 < HδPα,Ψ− U > +α ‖δP α‖22

)
= ‖H(δP − δP α)‖22 − 2 ‖HδPα‖22 + 2 < HδP,HδPα > −2 < HδP,Ψ− U >

+2 < HδPα,Ψ− U > +α ‖δP − δPα‖22 − 2α ‖δP α‖22 + 2α < δP, δPα >

=2 < HδPα − (Ψ− U), H(δP − δP α) > +2 < δPα, δP − δP α >

+ ‖H(δP − δP α)‖22 + α ‖δP − δP α‖22
=2 < HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα, δP − δP α > + ‖H(δP − δP α)‖22
+α ‖δP − δP α‖22 .

Pour tout δP , δP α ∈ Rm+1. Si δP α satisfait (3.15), puis Fα(δP )−Fα(δPα) ≥ 0 , alors δP α minimise
(3.14).
D’autre part, si δP α minimise (3.14), choisissons δP = δP α + tZ pour tout t > 0 et Z ∈ Rm+1.
On a

Fα(δP )− Fα(δP α) ≥ 0,

donc,
2t < HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα, Z > +t2 ‖HZ‖22 + αt2 ‖Z‖22 ≥ 0,
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diviser par t > 0, et quand t→ 0 on obtient

< HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα, Z > ≥ 0, pour tout Z ∈ Rm+1,

si on choisir Z = −
(
HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα

)
, nous obtenons

< HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα,−
(
HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα

)
> ≥ 0,

d’où
−
∥∥HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα

∥∥2
2
≥ 0,

alors, ∥∥HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα
∥∥2
2
≤ 0,

implique que
HT (HδPα − (Ψ− U)) + αδPα = 0,

ce qui signifie que δP α résout l’équation normale (3.15).

3.2.3 Résultat d’existence

Théorème 3.1. (voir [2]). Il existe au moins δP α ∈ Rm+1 point de minimum de la fonction Fα.

Démonstration. Soit (δPn) ∈ Rm+1 une suite minimisante, i.e.,
Fα(δPn)→ I = infδP∈Rm+1 Fα(δP ) quand n tend vers l’infini. On montre que (δPn) est une suite
de Cauchy.

Fα(δPn) + Fα(δPm) =

(
‖HδPn − (Ψ− U)‖22 + α ‖δPn‖22

)
+

(
‖HδPm − (Ψ− U)‖22 + α ‖δPm‖22

)
= ‖HδPn‖22 + ‖Ψ− U‖22 − 2 < HδPn,Ψ− U > +α ‖δPn‖22
+ ‖HδPm‖22 + ‖Ψ− U‖22 − 2 < HδPm,Ψ− U > +α ‖δPm‖22
= ‖HδPn‖22 + 2 ‖Ψ− U‖22 − 2 < H(δPn + δPm),Ψ− U > +α ‖δPn‖22
+ ‖HδPm‖22 + α ‖δPm‖22 .

Nous avons

‖HδPn‖22 + ‖HδPm‖22 =
1

2

(
‖H(δPn + δPm)‖22 + ‖H(δPn − δPm)‖22

)
,

et

α

(
‖δPn‖22 + ‖δPm‖22

)
=
α

2

(
‖δPn + δPm‖22 + ‖δPn − δPm‖22

)
.

D’où

Fα(δPn) + Fα(δPm) =
1

2
‖H(δPn + δPm)‖22 + 2 ‖Ψ− U‖22 − 2 < H(δPn + δPm),Ψ− U >

+
α

2
‖δPn + δPm‖22 +

1

2
‖H(δPn − δPm)‖22 +

α

2
‖δPn − δPm‖22 .

(3.16)
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D’autre part on a

2Fα

(
1

2
(δPn + δPm)

)
=2

∥∥∥∥H(
1

2
(δPn + δPm))− (Ψ− U)

∥∥∥∥2
2

+ 2α

∥∥∥∥1

2
(δPn + δPm)

∥∥∥∥2
2

=
1

2
‖H(δPn + δPm)− 2 (Ψ− U)‖22 +

α

2
‖δPn + δPm‖22

=
1

2

(
‖H(δPn + δPm)‖22 + 4 ‖Ψ− U‖22 − 4 < H(δPn + δPm),Ψ− U >

)
+
α

2
‖δPn + δPm‖22

=
1

2
‖H(δPn + δPm)‖22 + 2 ‖Ψ− U‖22 − 2 < H(δPn + δPm),Ψ− U >

+
α

2
‖δPn + δPm‖22 .

(3.17)

En remplaçant (3.17) dans (3.16) on obtient

Fα(δPn) + Fα(δPm) =2Fα

(
1

2
(δPn + δPm)

)
+

1

2
‖H(δPn − δPm)‖22 +

α

2
‖δPn − δPm‖22

≥2I +
α

2
‖δPn − δPm‖22 .

On a Fα(δPn) + Fα(δPm)→ 2I quand n,m tend vers l’infini
donc,

‖δPn − δPm‖22 ≤ 0.

Ceci montre que (δPn) est une suite de Cauchy et donc convergente puisque l’espace eu-
clidien est un espace de Hilbert. Soit δP α = limn→∞ δPn , nous avons δP α ∈ Rm+1, et de
la continuité de Fα, nous concluons que Fα(δPn) → Fα(δP α), alors Fα(δPα) = I. Cela prouve
l’existence d’un minimum de Fα.

3.2.4 Résultat d’unicité

Corollaire 3.1. (voir [2]). Fα admet un minimum unique δP α ∈ Rm+1. Ce minimum δPα est la
solution unique de l’équation normale

αδPα +HTHδPα = HT (Ψ− U).

Démonstration. Il suffit de montrer que l’équation normale admet une solution unique parce-
que nous avons un équivalence entre (3.14) et (3.15).

Nous avons l’équation normale(
αI +HTH

)
δP α = HT (Ψ− U),

pour montrer que cette équation admet une solution unique, il doit montrer que la matrice(
αI +HTH

)
est définie positive.
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Alors, ∀ δP 6= 0

<
(
αI +HTH

)
δP, δP >= < αδP, δP > + < HTHδP, δP >

=α ‖δP‖22 + ‖HδP‖22 .

On a
‖HδP‖22 ≥ 0,

et
‖δP‖22 > 0,

donc,
α ‖δP‖22 + ‖HδP‖22 > 0,

alors,
<
(
αI +HTH

)
δP, δP > > 0.

Cela prouve que la matrice
(
αI +HTH

)
est définie positive donc inversible implique que

l’équation (3.15) admet une solution unique, alors, nous concluons que Fα admet un minimum
unique.

Par conséquent, une perturbation peut être déterminée par (3.15)

δP α = (αI +HTH)−1HT (Ψ− U). (3.18)

Ainsi, une solution optimale peut être approchée par la procédure d’itération (3.7) tant que
le nombre d’itérations est atteint, ou que la perturbation satisfait à une précision convergente
prescrite donnée par

‖δPα‖2 ≤ ε.

Où ε est une précision convergente donnée.
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3.3 Algorithme d’inversion

Étape 1 : Donné l’itération initiale P , et le pas différentiel numérique τ ,
et la précision convergente ε, est la condition supplémentaire ψ(t) ;

Étape 2 : Résoudre le problème direct par le système linéaire (2.20),
obtenir u(`, tn;P ) et u(`, tn; (p0, . . . , pi + τ, . . . , pm)),
pour n = 1, 2, . . . , N et i = 0, 1, . . . ,m,
puis obtenir le vecteur U, et la matrice H par la formule (3.12) ;

Étape 3 : Choisir un paramètre de régularisation approprié α ≥ 0,
et obtenir un vecteur de perturbation δP α en utilisant
la formule (3.18), puis obtenir δDα ;

Étape 4 : S’il y a ‖δP α‖2 ≤ ε, alors l’algorithme d’inversion
est terminé, et D + δDα est considéré comme
la solution que nous voulons juste déterminer ;
Sinon, passez à l’étape 2 en remplaçant P par P + δP .

3.4 Inversions numériques

Dans cette section on prend, le terme source r(x, t) = 0, T = 1, ` = 1, la condition initiale
f(x) = x, le nombre de grilles spatiales M = 20 et le nombre de grilles de temps N = 20.

3.4.1 Exemple 1 :fonction linéaire

Dans cet exemple, nous allons prendre une fonction linéaire

D(x) = 1 + x, 0 ≤ x ≤ 1,

comme le coefficient de diffusion exact. Nous avons réalisé l’algorithme d’inversion en utilisant
la formule (3.18). En choisissant le paramètre de régularisation α = 0, l’itération initiale P 0 =
(0, 0.65), le pas différentiel numérique τ = 0.4, la précision convergente ε = 1e − 6 et l’ordre
fractionnaire γ = 0.4.

Le coefficient de diffusion et leur inversion sont représentés dans Figure 3.1.

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



3.4. INVERSIONS NUMÉRIQUES 45

FIGURE 3.1 – Coefficient de diffusion affine et leur inversion
.

3.4.2 Exemple 2 :fonction du second ordre

Dans cet exemple, nous allons prendre une fonction du second ordre

D(x) = 1− x+
x2

2
, 0 ≤ x ≤ 1,

comme le coefficient de diffusion exact. Nous avons réalisé l’algorithme d’inversion en utilisant
la formule (3.18). En choisissant le paramètre de régularisation α = 1e − 9, l’itération initiale
P 0 = (3.4, 0, 1.12), le pas différentiel numérique τ = 0.5, la précision convergente ε = 1e − 7 et
l’ordre fractionnaire γ = 0.8.

Le coefficient de diffusion et leur inversion sont représentés dans Figure 3.2.

A. Ziane Étude d’un Problème inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



3.4. INVERSIONS NUMÉRIQUES 46

FIGURE 3.2 – Coefficient de diffusion quadratique et leur inversion
.

Remarque 3.1. 1. On remarque que si le coefficient du diffusion est linéaire, la solution
exacte et approchée sont identiques.

2. L’algorithme d’inversion est efficace au moins pour ce problème.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer numériquement
un coefficient de diffusion dépendant de l’espace dans une équation de diffusion fractionnaire
temporelle de Caputo en dimension un avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. Ce
travail se déroule en deux étapes :

3 Problème direct : nous avons étudié un problème direct pour une équation de diffusion
fractionnaire, un schéma de différence implicite pour le problème direct est introduit, et la
stabilité numérique et la convergence du système linéaire sont prouvées avec une analyse
spectrale à la matrice de coefficients du schéma, et un exemple numérique est présenté.

3 Problème inverse : nous avons étudié un problème inverse pour déterminer numérique-
ment un coefficient de diffusion dépendant de l’espace dans une équation de diffusion
fractionnaire temporelle de Caputo en dimension un avec des conditions initiales et aux
limites de Dirichlet-Neumann et une condition supplémentaire à un point final en ap-
pliquant un algorithme basé sur la méthode des moindres carrés avec régularisation de
Tikhonov. Grâce à un schéma de différences finies implicites pour le problème direct, les
inversions numériques pour le coefficient de diffusion dépendant de l’espace sont effec-
tuées dans un espace approximatif différent, et une unicité numérique sur l’algorithme
d’inversion est obtenue.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

+ Identification numérique le coefficient de réaction a pour un problème de réaction-
diffusion fractionnaire suivant :

∂γu

∂tγ
(x, t) = uxx (x, t) + a (x)u (x, t) + f (x, t) , 0 < x ≤ 1, 0 < t < T, 0 < γ < 1,

u (0, t) = 0, t > 0
∂u

∂x
(1, t) = 0, t > 0

u (x, 0) = u0 (x) , 0 < x ≤ 1.

+ Identification numérique la condition initiale g (x) pour un problème de diffusion avec
dérivée de temps fractionnaire de Caputo :

∂γu

∂tγ
(x, t) = uxx + f (x, t) , 0 < x < 1, t > 0, 0 < γ < 1.

u (x, 0) = g (x) , 0 ≤ x ≤ 1,

u (0, t) = 0, t > 0,

u (1, t) = 0, t > 0.
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D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour déterminer numériquement un coef-
ficient de diffusion dépendant de l’espace dans une équation de diffusion fractionnaire de Caputo

en temps. Un schéma de différence implicite pour le problème direct est présenté et basé sur la discré-
tisation de la dérivée fractionnaire de Caputo, et la stabilité et la convergence de schéma implicite sont
prouvées à l’aide de l’analyse matricielle. Avec la méthode de Thomas, nous avons calculé la solution nu-
mérique de problème direct par un exemple numérique. Un algorithme d’inversion basé sur la méthode
des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov est introduit pour déterminer numériquement le
coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions numériques sont effec-
tuées par deux exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est efficace au moins pour ce problème
inverse.

Mots-Clés : Analyse matricielle, Convergence, Équation de diffusion fractionnaire, Équation normale,
Moindres carrés, Méthode de Thomas, Schéma implicite, Stabilité.

I n this memoir, we studied an inverse problem to numerically determine a space-dependent diffusion
coefficient in a time-fractional diffusion equation. An implicit difference scheme for the direct pro-

blem is presented and based on the discretization of the fractional derivative of Caputo, and the stability
and convergence of the implicit scheme are proved using matrix analysis. With Thomas’s method, we
calculated the numerical solution of direct problem by a numerical example. An inversion algorithm
based on the least squares method with Tikhonov regularization is introduced to numerically determine
the diffusion coefficient in a different approximate space, and numerical inversions are performed by
two numerical examples. This inversion algorithm is effective at least for this inverse problem.

Keywords : Convergence, Fractional diffusion equation, Implicit scheme, Least squares, Matrix
analysis, Normal equation, Stability, Thomas method.
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