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Résumé
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@ ans ce mémoire, nous avons étudié un probléme inverse pour déterminer numériquement un coef-

ficient de diffusion dépendant de 1’espace dans une équation de diffusion fractionnaire de Caputo
en temps. Un schéma de différence implicite pour le probléme direct est présenté et basé sur la discré-
tisation de la dérivée fractionnaire de Caputo, et la stabilité et la convergence de schéma implicite sont
prouvées a l'aide de I'analyse matricielle. Avec la méthode de Thomas, nous avons calculé la solution nu-
mérique de probleme direct par un exemple numérique. Un algorithme d’inversion basé sur la méthode
des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov est introduit pour déterminer numériquement le
coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions numériques sont effec-
tuées par deux exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est efficace au moins pour ce probleme
inverse.

Mots-Clés : Analyse matricielle, Convergence, Equation de diffusion fractionnaire, Equation normale,
Moindres carrés, Méthode de Thomas, Schéma implicite, Stabilité.

U n this memoir, we studied an inverse problem to numerically determine a space-dependent diffusion
coefficient in a time-fractional diffusion equation. An implicit difference scheme for the direct pro-
blem is presented and based on the discretization of the fractional derivative of Caputo, and the stability
and convergence of the implicit scheme are proved using matrix analysis. With Thomas’s method, we
calculated the numerical solution of direct problem by a numerical example. An inversion algorithm
based on the least squares method with Tikhonov regularization is introduced to numerically determine
the diffusion coefficient in a different approximate space, and numerical inversions are performed by
two numerical examples. This inversion algorithm is effective at least for this inverse problem.

Keywords : Convergence, Fractional diffusion equation, Implicit scheme, Least squares, Matrix
analysis, Normal equation, Stability, Thomas method.
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Introduction générale

Il est essentiel de décrire et de simuler le comportement et le processus de diffusion des
contaminants dans un milieu poreux hétérogene pour la protection et la prévision de 1'envi-
ronnement. L’équation d’advection-dispersion avec des dérivées d’ordre entier a joué un role
important dans la modélisation de la diffusion des contaminants au cours des quarante der-
nieres années, appelée modeéle de diffusion classique. Cependant, certaines recherches ont indi-
qué que le modeéle classique était insuffisant pour simuler de nombreuses situations réelles, ou
un panache de particules se propage plus rapidement ou plus lentement que prévu par 1'équa-
tion de diffusion d’ordre entier. Par exemple, Adams et Gelhar [1] soulignent que les données
de terrain dans la zone saturée d'un aquifére tres hétérogene ne sont pas bien simulées par
I’équation classique d’advection-diffusion, et les données indiquent une diffusion plus lente
que la diffusion classique. La diffusion lente est caractérisée par le profil a longue queue dans
I'espace distribution des densités comme le temps passe, qui a été examinée et étudiée dans de
nombreux domaines des sciences appliquées, voir [17,[12} 3, 29, 27]. Une telle diffusion lente est
appelée sous-diffusion anormale, qui peut étre décrite en mathématiques par une équation de
diffusion fractionnaire temporelle donnée par :

Tu_ 0 ()
o Ox

D(x)%>+r(x,t),0<x<1,0<t<T, (1)

ol u (z,t) dénote la variable d’état au point d’espace z et le temps ¢, ety € |0, 1 | estappelé ordre
fractionnaire de la dérivée par rapport au temps, D (z) est le coefficient de diffusion dépendant
Y

U .o Lotz Lr
de 'espace, et r (z,t) est un terme source, et e signifie la dérivée de Caputo définie par :

Nu 1 /t ou(z,s) ds
o Os (t—s)"

otr I'(l1—~) @

Voir, [22, 14] pour la définition et les propriétés du dérivé de Caputo.

Il y a quelques recherches théoriques et numériques sur le probléme direct pour 1'équation
de diffusion fractionnaire avec des conditions initiales et aux limites. Pour 1'étude théorique,
voir [24] 20,6, 16], et pour I'étude numérique voir [7,[18} 23]]. Cependant, les problemes inverses
pour les modeles de diffusion fractionnaire ont fait 1’objet de beaucoup moins d’attention dans
la littérature connue que nous avons. Murio [21] a étudié un probleme inverse de récupéra-
tion des fonctions de frontiére a partir d'une donnée transitoire a un point intérieur dans une
équation de diffusion fractionnaire temporelle 1D-semi-infinie, et un algorithme stable a été
introduit et analysé par des techniques de modification. Cheng, Nakagawa, Yamamoto et Ya-
mazaki [13] ont étudié un probleme inverse de détermination de 1’ordre fractionnaire et du
coefficient de diffusion dépendant de I'espace dans I'équation (1) avec une condition aux li-
mites de Neumann nulle, et 1'unicité du probleme inverse a été prouvée théoriquement par
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des données de frontiere supplémentaires. Zhang et Xu [28] ont étudié un probléme de source
inverse dans I'équation de diffusion fractionnaire temporelle, et prouvé une unicité pour iden-
tifier un terme source dépendant de I'espace par continuité et transformée de Laplace. Chi, Li et
Jia [8]ont considéré un probleme inverse avec les observations finales apparaissant dans I'équa-
tion d’advection-dispersion fractionnaire avec une condition aux limites de Dirichlet nulle, et
présentant des inversions numériques réussies pour déterminer un coefficient de source dépen-
dant de 'espace en appliquant un algorithme optimal de régularisation.

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme inverse pour déterminer numériquement
un coefficient de diffusion dépendant de I’espace dans une équation de diffusion fractionnaire
temporelle de Caputo en dimension un avec des conditions initiales et aux limites de Dirichlet-
Neumann et une condition supplémentaire a un point final en appliquant un algorithme basé
sur la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov. Grace a un schéma de
différences finies implicites pour le probleme direct, les inversions numériques pour le coeffi-
cient de diffusion dépendant de 1’espace sont effectuées dans un espace approximatif différent,
et une unicité numérique sur l'algorithme d’inversion est obtenue. Les résultats d’inversion
sont satisfaisants montrant l'efficacité de 1’algorithme d’inversion au moins pour ce probleme
inverse. Il est a noter que le schéma des différences implicites et sa stabilité et convergence ont
été étudiés dans [7| 11], mais la méthode de preuve utilisée est simple et efficace avec 1'aide
d’estimation au rayon du spectre de la matrice de coefficients du schéma de différence, et Pro-
position 2.1/ semble étre un résultat qui joue un role important dans les preuves de la stabilité
et de la convergence du schéma de différence.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire. Nous donnons des
définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Béta ), ensuite nous présentons les inté-
grales et les dérivées fractionnaire ( au sens de Riemann-Liouville et de Caputo ) et ce chapitre
contient des définitions élémentaires sur les matrices avec la définition du 1'une des méthodes
utilisées dans la résolution des équations aux dérivées partielles” la méthode des différences
finies ".

Dans le deuxieme chapitre, nous avons introduit un schéma de différence implicite pour le
probleme direct, et la stabilité numérique et la convergence du systeme linéaire sont prouvées
avec une analyse spectrale a la matrice de coefficients du schéma, et un exemple numérique est
présenteé.

Dans le dernier chapitre, nous avons donné un algorithme d’inversion numérique basé sur
la méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov pour déterminer numérique-
ment le coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions numé-
riques sont effectuées par des exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est efficace au
moins pour ce probléme inverse.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR DES OUTILS
MATHEMATIQUES

@ ans ce chapitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire.
Nous donnons des définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Béta ), ensuite
nous présentons les intégrales et les dérivées fractionnaire ( au sens de Riemann-Liouville et de
Caputo ) et ce chapitre contient des définitions élémentaires sur les matrices avec la définition
du l'une des méthodes utilisées dans la résolution des équations aux dérivées partielles" la

méthode des différences finies " .



1.1. FONCTIONS SPECIALES 9

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir [22]). On appelle fonction Gamma, la fonction définie par
+o0
['(z)= / t*"le7'dt ouz € Cet Re(z) > 0.
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes
1. T'(z+1) =z (2).
2.T'(1) =1 et I'(—m) = o0 pour tout m € N.

|
3.SineN,ona:I'(n+1) =n! etF(n+%) :—<QZ>\'/%
"n!

1 1
Exemple 1.1. Soit z = 5 pour calculer I' (5) On utilise une changement de variable on pose

que s = /1, on obtient
+oo  —t
-5
2 o Vi
+oo )
= 2/ e % ds
0

)

(d’apres l'intégrale de Gauss)

:(
NZS
1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. (voir [22]). La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout
complexes z et w par

1
B (2 w) = / F1 (1= )"Vt Re(2) > 0, Re () > 0.
0

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par

['(z) T'(w)

Bz w) =700

, z,w € Cavec Re(z) > 0et Re (w) > 0.

Démonstration. Soit D = ]0,+0c0[ x ]0,400[,0ona

+oo +00
L) (w) = (/ etltfldtl) (/ etztg’ldtg)
0 0

+oo +oo
= / / e~ bt pz=lyu=lap qt,.
0 0

A. Ziane Etude d"un Probleme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire




1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

En utilisant le changement de variable suivant

u:t1+t2 tlzuv
ot =9, L—v)
Tttt 2 =ull—v

et
O(ti,t2) | v u

d(u,v) |(I1—-v) —u
De méme que le domaine D’ correspondante a D dans les cordonnées u, v est

D' ={(u,v) /u>0,0<v <1},

// ti_ltg}_l 6_(t1+t2)dt1dt2 _ // (U ) U)zfl (U(l . U))wfl e |—U| dudv
D !
— // W (1 — o) e dudy
D/
+oo
/ / z+w—1 Z 1 1—’0) - e_udUdU
_(/ z—i—wl _“du>/v (1_U>w 1d’U
0 0

=T (z+w)B(z,w).

= —uv —u(l —v) = —u.

Alors,

Par conséquent, on a

['(z)-T(w)
B =
]
Propriétés 1.2. 1. B(z,w) = B (w, z), (symétrique).
2. B(z,1)= -
1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Soient 2 = [a,b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L' ([a,b]) une

fonction intégrable sur 2. Nous avons

:/azf(t)dt

]§+f (z) = I;+ (L;f(@)

— [ s
:/ax/atf(s)dsdt.

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire

et




1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

On pose g (t) = f; f (s)ds, d’apres l'intégrale par partie, nous avons

Bfa) = {t/:f(s)dsI—/:tf(t)dt
= :B/gﬁf(s)ds—/;tf(t)dt
- /f dt—/a L (t) dt

- [ @-nrw

Dong, pour n'™ itération, on obtient

I f (z) = ! >/x(xf(t) dt.

(n—1)! —t)l_"

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’apres la propriété de Gamma I' (n) =

(n — 1)!, nous avons
n R S A A )
IaJFf(x) - F(n) /a (./E o t)l_n

Définition 1.3. (voir [14} 26]). Soient Q2 = [a, b] avec (—o0o < a < b < +00) un intervalle fini sur
Ret f € L' ([a, b]) une fonction intégrable sur Q. Les intégrales

L f®
I% f(z) = F(a)/ @ t)l —dt, x> a,Re(a)>0. (1.1)
o f(a) = F(la)/ ; fit))l _dt, © <b,Re(a) > 0. (12)

Sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre
a € C (Re(a) > 0) respectivement.

Exemple 1.2. Soit f (z) = (¢ —a)’'.Ona

o o 1 * _ pa—l . B—1
I f(x) = (o) /a (x =) (t—a)" dt.
Avec le changement de variable t = a + s (x — @), nous avons

t=a< s5s=0,
t=x&s=1,
dt = (x — a)ds.

Donc, avec la définition de la fonction Béta, on obtient
(JI . a)ﬁ—l—a—l /1 - .
I =" [ ST 1-s)"""d
a+f (:C) F (Oé) 0 S ( S) S

_B(ﬁaa> x_aﬁ-‘roc—l

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

En utilisant Proposition[1.1} on obtient
r (/B) B+a—1
IO( = — .
a+f(x) F(B—FOJ) (:U CL)

Remarque 1.1. L'intégrale d"une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0
est donnée par

C N . B C X -
—F(1+a)(93—a) et I f(2) = =———(b—2)", f(z)=C€ER.

I3 f (r) = T(1+a)

Théoreme 1.1. (voir [14]]). Soient f € C ([a,b]) et o > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville (1.1)) et (1.2) possede les propriétés suivantes

11 |10 (@) = 157°F ().

2 0 [17f )] = 1 f (@),

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.4. (voir [14, page 70]). Soit f € L' ([a,b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les

dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville D%, f et D" f d’ordre a € C(Re () > 0)
sont définies par

per 0= (1) (17 @)

- ﬁ (%>/ % n=[Re(a)]+1; z>a. )
et
o e (N ey
o ( dm) L (1.4)

:ﬁ(—%)n/xb%, n=[Re(a)]+1; z <b.

respectivement, olt [Re («)] est la partie entiere de Re («).

Propriétés 1.3. (voir [14, page 71]). Soient o, 5 € C avec Re (a),Re () > 0 et a,b € R. Nous

avons
a x_aﬂ—lz F(ﬁ) l,_aﬁ—a—l
L. Da+( ) F(ﬁ—@)( ) :
o _ B—1 _ F(ﬁ) — B—a—1
2. Do (b 1) T 0

Remarque 1.2.  Quelques remarques pour ces dérivées

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 13

1. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :
Dy f (z) = f™ (2),
D f () = (—1)™ ) (a).

Vm € N¥,

2. Si0 < a < 1,alorsn = [a] + 1 = 1. Donc, et (1.4) devient :
1 d [* f(t)dt
Doif(2) = = / 0 x> a,

I'(l1—a)de ), (x—0)~
N -1 d [*f@)adt
Dbf(x)_—l“(l—a)%/x(t—:c)o”x<b'

3.Sip=1et0 < Re(a) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville d"une fonction
constante en général n’est pas nulle :

(x—a)" (b—z)"
“1= t D1 = .
“ T T—a) T T T (1 —a)
4. Pourtoutj =1,2,...,[Re (o) + 1 avec Re (o) > 0, nous avons

oz —a)* =D (b—2z)"7 =0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir [14]). Soient o € C avecn = [Re ()] + 1 et f : [a,b] — C une fonction telle
que f™ € L' [a,b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont définies

par

z (n)
i (@)= I ) = i [ (15)
et
—1)" bof() (1) d
DS (@) = (1 e ) = o [ (16)

Proposition 1.2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.5),(1.6) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3)), (1.4) sont données par

nl ek (g
CDe, f (x) = D, [f(x)— o )<x—a>’f], 1.7)
k=0 )
et
n—1 (k)
°Dpf (w) = D [f -y 0 <b—x>’“]. (18)
k=0 ’

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



1.5. GENERALITES SUR LES MATRICES 14

1.5 Généralités sur les matrices

Définition 1.6. (voir [4]). Soit m,n € N. Une matrice de type (m,n) sur K est un tableau de
scalaires ( réels ou complexes ) a m lignes et n colonnes

11 a2 T Ain
A - az1 22 e QA2n
Ui Gy Uom
Nous utilisons les abréviations suivantes, A = (a;;) avec¢ = 1,...,metj = 1,...,n, et

Mo (K) 'ensemble des matrices (m,n) sur K .

Définition 1.7. (voir [4]). Soit A € #,,,(K), la transposée de A noté A’ est la matrice de
My (K) définie par

(AT);; = Aj; pourtout i=1,...,netj=1,...,m,
si AT = A on dit que A est symétrique.
Soit A une matrice carrée, A € .#,,(K) de coefficients a;; € K pour touti,j =1,...,n.

Définition 1.8. (voir [19]). on dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle
que
AB =BA=1,,

la matrice B est appelée inverse de A et noté A™".

Définition 1.9. (voir [19]). On dit que A est tridiagonale si a;; = 0 pour tout 7, j tels que
li — j| > 2, i.e., siles seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux, ceux juste au-
dessus de la diagonale, et ceux juste en-dessous de la diagonale

a1 Q12 O

e e An—1n
O Apn—1 Qnn
Définition 1.10. (voir [4]). On dit que A est a diagonale strictement dominante par ligne si

n
|CZZ'Z'| > Z |Clij|, avec 1 <1 <n.
J=1j#i

Théoréme 1.2. (voir [4l]). Une matrice a diagonale strictement dominante par ligne est inversible.

Démonstration. On doit montrer que

Ax=0=x=0.

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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Soit x = (z1,...,2,)" et k unindice tel que |zx| =[x .. Alors,
n
Ax =0 =ap, - xp = — Z akj - T;
=Lk

n

= laxel - Joe] < > lawg] - |51
j=Tk
n

= law| - Xl < D7 lawg| - Xl

J=1,j#k
n
= | lael = D ag] | - IIxllo <0
Jj=1,j#k ,
=0
= [[x[[o, <0
=x=0.

Définition 1.11. (voir [4]). Le rayon spectral de A est défini par
p(A) = max [\,

1<i<n

ou \; sont les valeurs propres de la matrice A.

1.6 Les normes vectorielles et matricielles

IciK=RouC

1.6.1 Normes Vectorielles

Définition 1.12. (voir [19]). Une norme sur K” est une application ||.| : K" — R* telle que
1. ||z|| = Ok implique = 0,,, pour tout = € K",
2. [[Az]| = |A|||z|| , pour tout z € K", pour tout A € K,
3. lz+yll <|lz|l + |yl , pour tout z,y € K* (inégalité triangulaire).

On définit la p - norme , pour 1 < p < +00

1

u p

]|, = (Z !xz’\p> :
=1

Les normes les plus usuelles sont

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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1. Lanorme:

n

lzlly = fail.

i=1

2. La norme (norme euclidienne) :

1
n 2
2
llly = (lei\ )
i=1
3. Lanorme (norme du sup) :
1l = max x| .

1.6.2 Normes matricielles

A partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordonnées
11l et -l siA € 2 (K)

HASUH
= sup Az,

A
4l = sup "™ = e,

oup=1,2, ou oo.

Proposition 1.3. (voir [4]). Pour chacune de ces tois normes, on a pour toutes A et B € 4, (K) et
pour tout x € R"
IAB| < [|AlBII,

et
[Az| < [[A] ||,

A= 11y 0w [1-fl 0m -l

Remarque 1.3. (voir [4]). Si A € .#,(K) alors,

1Al = max Z i

[Alle = moax Z Jais|

[A]l, = v/ p(ATA).
Théoreme 1.3. (voir [5, page 18]). Soit A € #,,(K) alors pour toute norme matricielle ||.||

p(A) < ||A]l.

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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1.7 Schéma de différences finies

Définition 1.13. Un maillage est un ensemble de points isolés (appelés nceuds) situés dans le
domaine de définition des fonctions assujetties aux équation aux dérivées partielles. On appelle
pas de maillage la distance entre deux nceud voisins.

Définition 1.14. (voir [15]). Soit u(x) représente une fonction d’une variable, les schémas de
différences finies sont obtenus grace aux formules de Taylor.

Formules de Taylor d’ordre 01
u(z + h) = u(z) + h'(x) + O(h). (1.9)

Formules de Taylor d’ordre 02

2

h
w(x + h) = u(z) + h'(x) + EUH(@ + O(h?). (1.10)
; e ) L—1
En un point = € [/, L] et pour une valeur % de pas du discrétisation donné par h = T
N €N, la formule nous permet d’approximer «’(x) comme suite
approximation avant
W) = T h]z —u@) L om), (1.11)
approximation arriere
() = ) = Z(”” —M L om, (1.12)

approximation centré

() = MR —ule=h) gy (1.13)

2h
et se basant sur(1.10) et(1.13) nous obtenons

o () = u(z +h) — 212(295) +u(x — h) o)

1.7.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les deux principales sont la stabilité et la
convergence.

Définition 1.15. (voir [9]). Un schéma aux différence finie est dit stable pour la norme ||.|_,
s’il existe une constante C' > 0 indépendante de pas de maillage, telle que

|lu"|l, < C H“OHOO ,pour tout n > 0,

quelle que soit la donnée initiale u°.

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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Définition 1.16. (voir [25]). (Erreur de troncature) On appelle erreur de troncature la quantité
obtenue en remplacant I'inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique, que nous
désignons par R;.

Proposition 1.4. (voir [15]). Soit u; I'approximation de la solution exacte u(x;), il est naturel d’utiliser
les erreurs ponctuelles u; — u(x;). Si on pose que U le vecteur des valeurs exactes et U le vecteur des
valeurs discretes, alors le vecteur d’erveur E défini par

E=U-U.
Définition 1.17. (voir [15]). Une méthode est dite convergente si

|E|| = 0 lorsque h — 0.

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



CHAPITRE 2

PROBLEME DIRECT

@ ans ce chapitre, nous avons introduit un schéma de différence finie implicite pour le pro-
bléme direct, et la stabilité numérique et la convergence du systeme linéaire sont prouvées
avec une analyse spectrale a la matrice de coefficients du schéma, et un exemple numérique est
présenté.

19
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2.1 Position de probléme

On considere le probleme suivant

u 0 ou
%(x,t) = % {D(m)a(x,t)} +r(x,t), 0<z<l0<t<T O<vy<1l (21)
u(@,0) = f(), 0<r<t, 2.2)
w(©0,t) = @(t), u(l;t)=g(t), 0<t<T. (2.3)
Y
Ooul.T >0, f.D € C*([0,4)), p.g € C([0,T]), D > 0 sur [0,/] et 273 est la dérivée fractionnaire
de Caputo définie par
u o 1 L ou(z, s) ds
- — Cpy = ! 24
ot (f[,t) tu<x7t) F(l—’y) /(; Os X (t—S)'Y? ( )

ot (2.2) et la condition initiale, (2.3) sont les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann, D(x)
est le coefficient de diffusion dépendant de 1’espace et r(z,t) est un terme source.

Remarque 2.1. (Interprétation physique) Le probléeme de diffusion fractionnaire (2.1)-(2.3) est
un modele mathématique pour décrire le phénomeéne de flux de contaminants dans un milieu
poreux hétérogene.

2.2 Schéma de différence finie implicite

Considérons I'équation de diffusion fractionnaire temporelle avec la condition initiale
et les conditions aux limites (2.3). Commencons d’abord par la méthode numérique pour le
probléme direct donné par I’équation avec la condition initiale et les conditions aux limites
(2.2)-(2.3). Basé sur la définition de Caputo pour la dérivée fractionnaire, voir [[10} [11]].

Premiérement, nous discrétisons le domaine de 1'espace par

4

x; =1th, i=1,...,M, h= i ( pas de maillage de 'espace ),

donc, 29 =0 et x) =/,
et le domaine temporel par
T .
to,=npu, n=1,...,N, u= N ( pas de maillage temporel ),

dOHC, ty = 0 et ty = T.

Puis, on calculer la dérivée de Caputo définie par (2.4) en point de maillage (z;,¢,+1), nous
avons

%( b)) = 1 /t"“(‘?u(xi,s)x ds
gy o tnrl) = I'1—7)J, Os (tne1 — 8)7
1 "L e Qu(wy, 8) ds
= _— X s
I'(1—1) kzzo /tk Js (tps1 —s)7
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d’autre part

u u(@, teyr) — w(g, ty,)

or @it = .

+ O(p),

et

/tk+1 (t e S)—st _ |:_(tn+1 _ S)’Y+l:|tk+l

. —7+1 "
- ﬁ [(tngr = tr)' ™7 = (tnar — trgr)' 7]
:ufm>mn+mu—mw7—«n+nu—w+wmlﬂ
T A S
- (1”1_47) [(n+1=k)'™ = (n=k)'7],
alors, on obtient
%(Ii, tni1) = (1- ;;11*(71 — ) ,:0 {U(x tkH)M_ s

X [(n+1=k)""" = (n— k)] +O(n),

et d’aprés Propriétés(1.1, on a

(1= =7)=T(2-7),
donc,

du Y

%(%tnﬂ) = [, tegr) — (s, te)] X [(n4+1—k)'7

—(n = k)7 +O(n).
Onpose k' =n—k < k=n—Fk, nousavons

{k:0:>k:’:n,

=n=kK=0.
D’ou
0u w -
%(%, tht1) = m Z [w(xs, thr1—p) — w(xs, thi)]
k=0

(2.5)

< [(K + 1) = ()] + O(n).
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2

Enfin, nous discrétisons les dérivées d’ordre entier — et ——, en utilisant un schéma général

02 ox

de différence centré sur deux ordre et schéma de différence arriere sur un ordre, respectivement

@<w foon) = U(Tig1, tng1) — 20(@i, tr) + w(@ioq, thsa)
da2 h?
et
ou (i, tyy1) — u(x;_1,ty
%(%;tnﬂ) = ( +1) 3 (@it tupn) + O(h).

Soit u? ~ u(x;,t,), D;~ D(x;).
D’apres (2.1), nous avons

%(x,t) = 6% [D(l‘)%(l’?t)} +r(z,1)

0%u dD , Ou

= D($)7($,t) + _(x)%(xvﬂ + T(CL‘,t),

dz
en remplacant (2.5) et dans (2.1)), on obtient

n

Fm e 2 (Tt ) [ 1 (1

I'(2-7v) &
D x ui = 2ui ™ 4w n D;— D,
- h? h
n+1 n+1
Uy — U n+l
XL L
h 1

Donc, on trouve
n

(wf =) [+ 1) — (k)]

A i

k=0
D;pT'(2 —
_ Hip h(2 ) (u?jll . ZU?H + u?jll)
(Di — Di 1) p’T'(2 — ) n+1
+ h2 X (ui+
—ui ) + T2 =)
ount=1,2,...,M —1.
On pose
_ DipT(2 =) _ (Di =D 1) 0T (2 =)
pi = 2 q4; = 72 :

En remplagant(2.11) dans (2.10), on obtient

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
U~ —Dpi (uz‘+1 —2u; " us ) — 4 (“z Ui )
n

= =30 (@ =) [+ ) - ()]

k=1

+uT(2 — 'y)ri"H.

+O(h?),

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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Alors, I’équation (2.10) peut étre réorganisée comme suit

(¢ — po) ul™ + (1 +2p; — q) uf ™ — piu?:_f

=uf =y (ut ) (k4 1)
k=1

— (k)] + T2 — )it

La condition initiale et les conditions aux limites sont discrétisées comme suit

u) = f(x;), la condition initiale

)

upt™ = u(0,t,41) = ¢(t,11), la condition de Dirichlet

Uz (€, tnt1) = g(tnt1), la condition de Neumann

w(xps, tha1) — w(xpr—1, ty
0l tas) = gty & ML) S )

S u(zp, tngr) = w(@pr—1, tns1) + hg(tni1)

A uﬁl = uﬁ—ll + hg(tn+1>‘

Par conséquent, un schéma de différence finie implicite peut étre donné comme suit

pour n = 0, on obtient
(¢i — pi) ugy + (14 2pi — @) u; — pi g
—u+ T2 = )1,

pour n > 0, on obtient

(¢ — i) U?_Jrll + (14 2p;i — q;) U?H - piu?fll

== >R [ 1) = (1]

k=1

+ ) [+ 1) = (k)]

k=1
+T(2 =)t

onposek =k —1 < k'=k+1, nousavons

k=1=Fk =2,
k=n=k=n+1.

n n+1

w4+ D) = (k)] =) St R = (- 1)

k=1

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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D’ou
n n+1
u + > up T (kD) = ()] =) St R R = (k= 1)1
k=1
= Z ul Tk [k:l‘W — (k- 1)1‘”]
k=1
+uf [(n+ 1) =],
alors,

(¢ — ps) ”+1+(1+2pz—qz) m— paul

= > w2k — (k1)

k=1 (2.16)
—(k=1D)""] +u) [(n+1)'
—n' ] 4+ WT(2 — )t
Dong, le systeme matricielle correspondant est
- pour: =1, on a
(@0 =p0)us™ + (14 2p1 — @)™ = prug™ = 30, wfRRT = (k1) — (R - 1))
+ ul[(n + 1) =0 4 T2 = )t
— pour:=2,0ona
(@2 = p2)ui™ + (142py — go)us ™ —poug™ = 0wy ™ 2K — (k+ 1) — (k — 1))

+ud[(n+ 1) = ! 4+ (2 — y)ry

— pouri=M—1,0ona
(QM—l—pM—l)uﬂ—12+(1+2pM—1—QM—l)Uﬁ/?L 1~ Pm- 1“M Zk U n+1 k[2k1 T —(k+1)'"

~ (=D [ 1)

=]+ 0T (2 = y)ryf

En remplagant (2.12), (2.13) et (2.14) dans le systéme matricielle nous obtenons

— pour:=1,0ona
(1+2p1 — quy™ = prug™ = 370wt R R2R (k + D)7 = (k= 1)
)+ D17 = 1=+ D@2 =) (g =)l
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— pour:=2,0ona
(@2 = p2)ui™ + (14 2p2 — q2)uy™ —poug™ = 30 wy™ 261 — (B + 1)1 — (k= 1)'77]
+f(z2)[(n+ D)7 =]+ T2 =)y

— Pouri=M —1,0na
(qar—1 = par—) Uiy + (L par—y — qu—)ul ) = Y uif TP 2R — (k1) — (k— 1))
+ f(zp—1)[(n+ 1) = n'77]
+ 10T (2 = )ity + pa—1hg(tng)-

Soit ,
Uk = (u]f,ug, . ,u’fw_l) ,
=), flaa),..., flana),
n n n n T
r = (7’1,7’2,...,7’M_1) s
Vn+1 - ((pl - QI)QD(tn+1)7 07 o ’07PM—1h9(tn+1))T7
et
=2k —(k+1D)"" (-1, k=1,2,...,n, (2.17)
by = (n+ 1) —nt™7, n=12...,N—-1, (2.18)

et la matrice A = (a;;), .7 =1,2,...,M —1 est définie par

L+2p — ¢ —p1 O
G2 — P2 1+ 2py — g2 —P2
A= . . (2.19)
Q-2 —Pyv—2 L+ 2py—2— qu—2 —PM-2

O qM—1 = PM-1 L+py—1—qu—

Dong, le schéma implicite (2.15) et (2.16) peut étre réécrit sous la forme suivante
AU' =U+ D2 —y)rt + VU=, (2.20)

AU = U™ + U™ + .+ U + 0,U° + 0T (2 — )t VL ’

La matrice A est tridiagonale a diagonale strictement dominante par ligne donc le systéme (2.20)
admet une solution unique.

2.21 Stabilité et convergence du schéma de différence

Tout d’abord, en notant les définitions d"un a;; de 1'élément de la matrice A, et p, avec ¢;
donné par (2.11)
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Lemme 2.1. (voir [10,11l]). Supposons que D(x) prenne seulement une valeur positive pour x € (0, ().
Puis la matrice A définie par (2.19) et a diagonale strictement dominante par ligne, on a

Di_1p'T(2 — )

— M-1 S
a; =1+ Zj:l,j;éi |ai| + 12 , pour 1=1, (2.21)
amzl—i-zjj‘i;lj#]aw\, pour 222,3,,M—1
M-1
Avec Z a;; <0 pour 1=1,2,...,M — 1.
j=1j#i
Démonstration. Pouri = 1on a
M-1
> lay| = a|
j=1,5#1
= ’_pﬂ
=P1,

et
ay =1+ 2p1 —qu,

d’autre part

Dyp0T(2 =~ Dy — Do)p"T'(2 — )
p1 = : hQ ) et a1 = ( : 312 )
d’ou
Do T(2 =)
Q1 =Pp1— 72 )
alors,
Do T(2 —
an = 1+2p — (Pl—w)
Dop'T'(2 —
= 1 _|—p1 + %’
dong,
M-1
D, 1 p"T(2 — ,
a; =1+ Z lai;| + e h2< 7), pour i=1.
J=1,j#i
Pour montrer que
M-1
a; =1+ Z lai;|, pour i=2,3....M—1,
j=1,j#

on utilisons la démonstration par récurrence
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— pour:=2o0na
aze = 1+ 2ps — qo,

et
M-1
Z |azj| = l|azi| + [azs]
J=1,j#2
= |g2 — pa| + |—p2]
= — (g2 —p2) +p2
= 2py — qo,
dong,

M-1
99 = 1 -+ g |a2j| s
J=1,j#2
- supposons que

— montrons l'égalité pour i = M — 1

ap—1m—1 =1+ +py—1— qum-1,

et
M—2
S layl = lay—iv—a|
J=1j#M—-1
= |QM—1 —PM—1|
= - (CIM71 - prl)
= PmM—-1—qM-1,
alors,

M—2
ay—1m—1 =1+ Z lanr—1j] -

j=1j#M—1
D’ou
M-1
ai; =1+ Y lay|, pour =23 .. M-1
J=1j#i

]

Ensuite, il y a une égalité fondamentale pour les coefficients ¢, et b, donnés par (2.17) et
(2.18), respectivement.

Lemme 2.2. (voir [11l]). Pourn=1,2,...,N —1,0na
> o tby=1, (2.22)

oit cx(k =1,2,...,n) est définie par 2.17) et b,(n = 1,2, ..., N — 1) est donné par (2.18).
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Démonstration. En utilisant la démonstration par récurrence
-sin=1

1
ch—i-bl :Cl+bl

i =2 -1+ -1 -]+ [A+ 1) =17
=2(1)'7 — 177

=1,
— supposons que
N-2
Z ck+byoo =1,
k=1

— montrons que l'égalité est valable pourn = N — 1

N-—1 N—-2
Z C + bN_1 = Z Cr + CN-1 + bN_1
k=1 k=1

=1 —by_2+cno1 +byoy

=1 - [(N=2)+ 1) — (N -2)'7]

2N - - (N=D+ D)= (N=1) - 1)
+[(N=1)+ D)7 — (N = 1)
=1-(N-1D"""+(N-2)""7+2(N -1 - N
—(N =27+ N7 — (N - 1)

=1.
Alors,
> cht+by=1, pour k=12, netn=12..  N-1
k=1
O
Proposition 2.1. (voir [10,11l]). Dans les conditions du Lemme[2.1}, on a
1 <p(A) <2|al —1, (2.23)
et ]
< p(AH) <1, (2.24)
2lall =1
ot [lal| ., = max {a;}.

1<i<M -1

Démonstration. Supposons que
AO = \O.
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Ot A est une valeur propre de la matrice A4, et © = (6, 6,,
correspondant, tel que

alors,

;

(1+2p1 — q1)bh + (=p1)ba
(g2 — p2)01 + (1 + 2py — q2)02 + (—p2)03

(qrr—1 — pra—1)0n—2 + (1 +

\

En considérant la k-iéme équation de A© = \O, on a

...y00—1,) # 0 est le vecteur propre

(qr—2 — pr—2)0n—3 + (L4 2prr—2 — qu—2)0n—2 + (—pri—2)0p—1 = Mo,

Prv—1 — QMfl)‘ngl = Ny—q.

M-1
> aiib; = My, k=1,2,...,M—1,
j=1
dong,
M-1
0 0 0
Z Qg +akk6_k:)\€_k) k:1727 7M_17
= k k
J=Lj#k
on obtient
M-1 0
Z Uhjp- A — Qs
j=lj#k  F
d’autre part on a
& — @ < 1’
Okl [0k

d’apres les propriétés de la valeur absolue et en utilisant Lemme on obtient

Dy p'T(2 —7)

M-1
|/\—akk|<Zj:1,#k]akj]:akk—l— e , pour k=1,
|A—akk|<ij\/i13¢k|akj|:akk—l, pour k’:2,3,...,M—1.
Alors,
Dy (2 —
{ AN —apr| < agp —1— b th( 7>, pour k=1,
|)\—akk|<akk—1, pour k=23,...,M—1.
Ona
Dy "1 (2 —
ar — 1 — b Luhz( 7> < app — 1, pour l{:L
>0

par conséquent

|)\—akk|<akk—1, pour k:1,2,...,M—1,
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d’autre part
Al = Jawl] < [A = arl,

implique que
1—ap < |)\]—akk<akk—1,

finalement on obtient
1< ‘)\’ < 2ap;, — 1.

Ce qui signifier que les assertions (2.23) et (2.24) sont toutes deux valides. O

Théoréme 2.1. (voir [11]). Le schéma de différence finie implicite défini par est inconditionnel-
lement stable.

Démonstration. Soit f une conditions initiale perturbée a laquelle on associe une nouvelle solu-
tion U" et a I'aide de systéme de différence linéaire (2.20) nous avons

AUY =0+ T2 -y + VY, U°=/, (2.25)
AU = U™ + U™ + .+ U + 0,U° + 0T (2 — )™t Vet ’
et soit £ = U™ — U™ désigne I'erreur de solution pour l'itération d’étapen, etn = 0,1,..., N —1.
En utilisant (2.20) et (2.25), on obtient
AE'=E°, E°=f-Ff, (2.26)
AE™ = | E" + o E" 4 e B + b, EC, '
pour montrer que ||[E"™|_ < | E°||,pourn =0,1,...,N — 1, on utilisent la récurrence
- sin =0, par (2.26) on a
AE' = E°
on multiplient par A~' on obtient
El _ A—lEO

d’ou
124, = [[A7E% .
d’apres les propriétés de la norme matricielle on obtient
124, < [[A7 L [0, -
d’autre part, de Théoreme nous avons
p(A) <[4,

alors,
A7, < (A7),

et en utilisant Proposition 2.1|on trouve
147l < (A7) <1,
d’otu
147 <1,

par conséquent
154 < 11 E°]l., -
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— supposons qu’il existe
HEkHoog HEOHOO, pour k=2,...,n,
— d’apres ona

AE™ = ¢\ E" + ,E" ' + .+ ¢, B 4 b, E°,

Ertl — A71(01En +eE" e, B+ bnE0)7

||, = A (B + B+ + BN+ b, EY)|

grace a les propriétés de la norme matricielle

1B o = { A7 | B+ caB" ot B+ B
——
<1

en utilisant '’hypothése précédente on trouve

1 < (zwn) 12|
k=1

et d’apres Lemme 2.2 on obtient
1B o < 11E°]lc

donc,
|| < ||E°|,, pour n=0,1,...,N—1. (2.27)
Ce qui signifie que le schéma de différence implicite (2.20) est stable. O

Théoréme 2.2. (voir [11]). La solution de différence du systeme linéaire est convergente a la
solution exacte du probleme 2.1), ([2.2)- lorsque h, w — 0 pour le domaine de temps fini.

Démonstration. Soit €' = u(x;,t,) —ul (i = 1,2,...,.M —1,n = 1,2,...,N — 1), ot u(x;,t,)
est la solution exacte du problérn avec (2.2)- a point de maillage (z;,t,), et u’ est la
solution de schéma de différence (2.20) aussi a (z;,t,,). Ot e™ = (e, €3, ..., et;_,)", on remarque
que €? = u(z;,0) — f; = 0, dong, e? = 0. Nous avons u" = u(z;,t,) — e en le remplacant dans
et donc,

— pourn =0

(¢ — pi) [w(@im1, t1) —ely ] + (14 2p; — @) [u(a;, t1) — €]]
—Di [u(xi—l—h t) — e%ﬂ} = u(z;,0) + T2 = y)r(zi, th),

donc,

(@i — i) 63—1 + (1 +2p; — q;) 611 - piezl—i-l
= \gi — Pi) U\Tj—1,11 Pi — i) U(Ty, 11
( ) u( t) +(1+2 ) u(wi, t)
—pit(Tig1,t1) — u(ws,0) — pT(2 — y)r (2, 1),
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— pourn >0
(¢ — pi) [u(@izy, tygr) — €} } + (14 2p; — q) [u(@s, tysr) — €n+1]
—pi (i1, tnr) — ey ] = 2opsy [ul@s, tapax) — ef T 26T — (R + 1) — (k= 1)1
(e, 0) [(n 4+ 1) =017 4 0T(2 = ), tura),
alors,

(Qz pz) n+1 + (1 + 2pz - Qz) n+1 — pi€ an_ll
_ Zk e n+1 k[le ¥ _ (k‘—i—l)lfy—( ) }
+ (QZ pz) (231 15 tn—i—l) + (1 + 2p; — QZ) u( n+1) piu(xi-i-lv tn-i-l)
— 1 Wi, togr) 26 ”—( + D) — (k- 1)1
—u(@,0) [(n+ 1)1 = n'] = T(2 = )7 (i, tyr)-

Soit R" = (R?, Ry, ..., R%_1)T une erreur de troncature dans 'approximation des solutions
pourn =1,2,...,N,ona e/ =0 et e}' = e}, et en utilisant le systeme de différence

linéaire (2.20), nous avons

{ Ael = R,

Ae" = cre™ + e + L+ cpel + RO (2.28)

Ou, pourn=0,1,...,N -1

R = (¢ — pi) u(wi1, togr) + (1 + 29 — @) w(®i, tysr) — piw(@iga, tngr)
S g ) 2R — (B 1) (b= 1)1
—u(z;,0) [(n+ 1) = n' ] — T2 — y)r(zi, 1)
= (qi — pi) w(wio, tnpr) + (14 2p; — qi) u(zis tnyr) — piu (xz+1>tn+1)
—u(xs, ty) + Ek L@, tngr k) — u(@s, tog)] [(F + 1) kl_w]
—T(2 = ) (i, togr)
= Zzzog(ﬁiat%lik) — u(wi, ty—i)] [(k+ 1)1 — k177]
Dleu 2( ) (u(@is1, tng1) — 20(@i, tpsr) + w(Tio1, tnsr))

_(D(:) — D(xih;)) w2 - 7) (w(@i, tnr1) — w(@io1, tns)) — T2 = y)r(@i, tosa)

Par expressions approximatives (2.5), (2.6) et (2.7) nous obtenons

R = T2 =) | 5 ) - (83 (DG wntaen) ) + 7o) ) + O+ 0]

d’apres ’équation (2.1) on trouve
R = 0T (2 = )O(h + p),
ce qui implique que il existe une constante M > 0 telle que
|B™Y| . < Mp'(h+p), pour n=0,1,...,N—1, (2.29)

par récurrence, on peut démontrer 1'inégalité suivante

1
e < p-Mu (b + ),

ou M > 0 représente une constante positive arbitraire et b, est donné par (2.18),
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— pour n = 0, d’apres (2.28) on a

61 — A_lRl,
alors,
el = 147" Bl
<A™ MR
<[1”l -
et d’apres (2.29)

et < M+ ).

— on pose que

1
el < 7—Mp(h+ p), k=1,2,....n, (2.30)
k1
— d’apres (2.28)
" = A7 ere" + e+ cpet + R,
alors,

et =[|A7 (cre™ + 2"+ .+ cuet + R

< ||A_1Hoo Hclen + ™ e + RnHHoo
1
by,

de (2.18) nous avons b,, < 1, et d’apres (2.29) et (2.30) on obtient

o< (S ) a0

k=1

< L Buer €7 + B M|+ - B ||} + B | R,

et en utilisant Lemme 2.2l on trouve

1
e, < M (h + ). (2.31)
D’autre part,
1
ST i
n—-+0o0 n—-—+0o0
ntt nt=v {(1 + )T = 1] ny
n
1
= 1
o 1,
_ 1
= i 1
n—-+o0o —
n (1 " 1)
n
1
=15
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Ona t,=nu = p'= —7; donc, par (2.31) on obtient
n
M
n+1 ¥
< ——t7(h ,
||6 Hoo bnn'y ( + 'u)
ty I
etnous avons — < —,
ny ny
alors, pour n suffisamment grand on peut déduire que
M
[ oo < T3 T (04 1), (2.32)
ce qui implique que l'affirmation du théoréme est valide. O

2.2.2 Algorithme

Algorithme de Thomas
Initialisation :
M,N, ¢, T
h=1¢/M
uw="T/N
pour 1 =1,2,...,M —2
di =1+ 2p; — g
dy—1=1+py—1— qu-1
pour i =1,2,...,M —2
Q; = —P;
pour 1 =2,3,...,M —1
Bi = qi — pi
pour n =0
FO=U+ T2 —~)rt + V1
pour n >0

Frno— chUn—k-‘rl + anO + M7F<2 . ’}/)T’H—H + Vn—i—l
k=1
Triangularisation :

d) =dy, F{* = F', pour n >0
pour 1 =2,3,...,M —1

d;:di—ai_l X d/ﬂ
i_lﬁ
! / 7
Fi' = F = Fi%y x 57—, pour n >0
‘ i—1
Résolutlor}n:
uitt = d,M_l, pour n >0
M—1

pour i =M —2,...,1

‘Fz’/n o aiu”H

n+1l i+1
uj " = =, pour n>0
_ i
écrire  Unt!
stop
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2.2.3 Exemple numérique

Dans cette sous-section, nous allons présenter un exemple pour montrer la convergence
numérique de schéma de différence (2.20).

Dans l'équation (2.1), soient v = 1/2, le coefficient de diffusion D(z) = 1 + z, le terme
source r(xz,t) = eler f(vVt)x?(1 — x)* — !(162% — 62 — 8z + 2), £ = 1, T = 1, la condition initiale
f(z) = 2%(1 — x)?, les condition aux limites ©(t) = g(t) = 0 et la solution exacte de
probleme direct u(z,t) = e'z?(1 — )%

Ou erf(.) est la fonction d’erreur de Gauss.

En utilisant Matlab, nous avons représenté la solution numérique et la solution exacte du
probleme direct au temps de t = 0.01 et ¢t = 0.03 dans les figures et (2.2), respectivement,
avec M = 1000 et N = 100. De (Figure2.1) et (Figure2.2) nous concluons que le schéma de

différence finie (2.20) est converge.

L s S :
: t=0.01 solution exacte
i i — — - solution approchée |;
0.06 [-----memdommo oo A . o 4
005 o —— A —— |
004 e f N |
El ! : ! : :
L A e ¢ A i
002 [ —
001 oo o e e P s

0 | ] | ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

FIGURE 2.1 - Solutions numériques et exactes pour ¢t = 0.01 et (M=1000, N=100)
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0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

i e e e ]

solution exacte .
— — - solution approchée |

FIGURE 2.2 — Solutions numériques et exactes pour ¢ = 0.03 et (M=1000, N=100)
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CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE

@ ans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme d’inversion numérique basé sur la
méthode des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov pour déterminer numéri-
quement le coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions
numériques sont effectuées par deux exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est ef-
ficace au moins pour ce probléme inverse.

37



3.1. POSITION DE PROBLEME 38

3.1 Position de probléeme

Si le coefficient de diffusion D(x) est inconnu, nous le cherchons par des observations sup-
plémentaires a la limite droite x = /, i.e.,

u(l,t) = (1), 0<t<T (3.1)

Ainsi, un probléme inverse est formulé par 1'équation de diffusion fractionnaire (2.1), la
condition initiale et les conditions aux limites (2.2)- (2.3) avec une condition supplémentaire

(3.1).
Pour la solution de ce probleme inverse, supposons que la fonction D doit étre paramétrée
sous la forme d"un polynéme suivant

D(z) = Zp,xz (3.2)

Pour tout D(z) une solution unique de probleme direct correspondant, désigné par u(z, t; D)
peut étre élaboré par le schéma de différences finies (2.20), alors u(¢, t; D) est obtenu.
Par conséquent, obtenir un coefficient de diffusion D équivaut a trouver un vecteur P, ce
qui signifie que nous pouvons dire u (¢, t; D) = u(¢, t; P). Ou
P = (p07p17 ce 7pm)T-

3.2 Probleme de moindres carrés non linéaire

Pour résoudre le probléeme inverse on résoudre un probleme de moindres carrés non linéaire

suivant
m}i}n O(P). (3.3)

Ou
O(P) = [lu(t,t; P) — (t)]]3, 0<t<T (34)

Le probleme (3.3) est mal posé de sorte que ce probleme admet plusieurs solutions. Pour 1'uni-
cité, en utilisant la régularisation de Tikhonov.

3.2.1 Régularisation de Tikhonov

On considere le probléme régularisé suivant

m}in o, (P). (3.5)
Ou
0o(P) = [lu(t, t; P) — ()] + o || Pl3, (3.6)

tel que a > 0 est le parametre de régularisation.
Maintenant, pour obtenir D/, on suppose que

Dt = DI 4 §D7, §j=0,1,2,....
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Ou
j estle nombre d’itération.

§D’ désigne une perturbation de D’

D’apres (3.2) nous avons

D (z) = Zp{x’,
=0
et
5D (z Z Splat.

Ou 0 P7 désigne une perturbation pour P’ donné. Ainsi, pour obtenir P/*! & partir de P/ donné,
il suffit d’obtenir une perturbation 6 P’.

Pt = piy §p7, j=0,1,2,.... (3.7)
Ensuite, nous avons seulement besoin de déterminer un vecteur de perturbation

SP7 = (6ph, 0p), ... op2 )T, (3.8)

Dans la suite, pour faciliter I'écriture, P? et P/ sont abrégés en P et § P, respectivement.

3.2.2 Probléme linéaire

Nous avons la solution directe u(¢,t; P + 6 P) est dépend de P implicitement, donc avec le
développement de Taylor a I’ordre un on trouve

u(l,t; P+ 6P) =~ u(l,t; P) + Vhu(l,t; P) - §P. (3.9)
En utilisant on obtient
®(P +6P) = ||u(l,t; P+6P) = (t)|l5,
et d’apres (3.9) nous avons
O(P +6P) = |Vhu(l,t; P) - 6P — ((t) — u(l,t; P))||5.
Avec , la fonction objective de moindres carrés devient
W(OP) = | VEu(l,t; P) - 6P — ((t) — u(l,t; P)||s + o 6P (3.10)

Nous discrétisons le domaine [0,7] part, (n = 1,2,...,N)et0 =t; <ty < --- <ty =T.
Par la méthode de différence finie, nous avons

U(é, tn7 (p07 ey Di + Ty.o 7pm)) - U’(£7 tn7P)
T

Vhu(l,t,; P)- 6P ~ Z

1=0

5ps. (3.11)

Pourn =1,2,..., N, ou 7 est un pas différentiel numérique. D’ot1, on définit la matrice

H = (hni)NX(erl)-
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Ou
o — U(ﬁ,tn, (p07 DT, 7pm>> _ u(€7tnap>
ni T .
Dong,
hio h11 e Rim
h a . hom
H=|" " . (3.12)
hno ht T hnm
Soit

U:(u(€7tl;P)7u(€7t2;P)a'--7u(€7tN;P))T7

(3.13)
U = (), Y(ta). . ()"
En utilisant (3.11)), (3.12) et (3.13) on peut écrire (3.10) sous la forme suivante
Fo(6P) = |HSP — (W = U)[l; + o [|6P]5 - (3.14)

Lemme 3.1. (voir [2]). 6P un minimum de F,, si est seulement si P résout I'équation normale
suivante
adP* + H'HSP* = H' (VU - U). (3.15)

Démonstration.
FA(6P) — Fa(0P%) =(||H6P @D +a ||6P||§) - (nHaP“ @D +a ||6Pa||3)
:(HH(SPug + | W - U|2-2< HSP,V — U > +a Hapnﬁ)

—(HHapaug + |- U|2-2< HSPY, U —U > +a y|5Pa|y§)

—||[H(0P — 6P*)||5 — 2||[HSP*||5 + 2 < HOP, HSP* > —2 < HOP, ¥ — U >
+2 < HOP*, U — U > +a||6P — P23 — 2|6 P||5 + 20 < 6P, 6 P* >
=2 < H6P* — (U — U), H(SP — 6P*) > +2 < 6P, 6P — §P* >
+[|H (0P — 6P*)||5 + o |6P — 6P°|;
=2 < HY'(HSP* — (U — U)) + ad P, 0P — 6P* > + |H(6P — 6P%)|)3
+a|6P — 6P%|3.
Pour tout 6P, 6P~ € R™*.Si § P satisfait (3.15), puis F,, (6 P)— F,(6P*) > 0, alors § P* minimise
(3.14).
D’autre part, si 6 P* minimise (3.14), choisissons 6P = §P* + ¢Z pour tout t > 0 et Z € R™.

On a
Fa(5P) — Fa(5PO‘) >0,

dong,
2t < H'(HSP® — (U —U)) + adP*, Z > +1* |HZ| + ot? || Z|)2 > 0,
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diviser par ¢t > 0, et quand ¢ — 0 on obtient

< HY(HSP* — (¥ —U)) + aéP*, Z > >0, pour tout Z € R™*!
si on choisir Z = — (HT(HéPO‘ — (v -0))+ a5PO‘> , hous obtenons

< H'(HP* — (¥ —U)) +adP*,— (H'(HSP* — (U — U)) + adP*) > >0,
d’ou ,
— ||H" (HsP* — (¥ — U)) + adP?||, > 0,

alors,
|HT(HOP® — (¥ — U)) + adP*[; <0,

implique que
HY(HSP* — (¥ —U)) + adP* =0,

ce qui signifie que d P résout I'équation normale (3.15). O

3.2.3 Résultat d’existence
Théoréme 3.1. (voir [2]]). Il existe au moins §P* € R™! point de minimum de la fonction F,.

Démonstration. Soit (6P,) € R™"! une suite minimisante, i.e.,
F,(0P,) — I = infspegm+1 F,,(6P) quand n tend vers I'infini. On montre que (JP,) est une suite
de Cauchy.

Fu(OP,) + Fa(P,) =(|\H<5Pn C@W-)ta H5Pn|!§) i (HH&Pm @) ta H5PmH§>

= ||HSP, |2+ ¥ — U3 -2 < HP,, ¥ — U > +a||6P, |3

F |HOP, |3+ |& = U2 =2 < HOPy, ¥ — U > +a ||6P,|[3

= ||HSP, |3+ 2|0 - U|3 =2 < HOP, + 6P,), ¥ — U > +a||6P, |3
+ [ HSPyll5 + a 0Pl

Nous avons

1
HOP,IE + ORI = 5 (IHOP, + 0PI+ HGP, - o712

[0
a(I6PIE + 15l ) = 5 (157, +5Pull + 15 — 5Pl
D’ou
1
Fo(0P,) + Fo(0Pn) =5 [|H (P, + SP2+2|0 - U|2—2< HOP, 4+ 0P,),¥ —U >

: | a 2 (3.16)
YO+ SRl 4 5 P, = 5P) 3 4+ S 5P — 6Pl3.
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D’autre part on a

2

+ 2«
2

2

2F, (%(513" + 5Pm)) —2 HH(%(&P,L +6P,)) — (U —U) %(513” +6P,)

2

1
=S 1H @GP, +6P) = 2(¥ = U)|I3 + 5 Py + 0Pul
1
=2 (||H(6Pn + 6P)3 +4|¥ — Ul —4 < H(8P, + 6P,), ¥ — U >>
+% 16P, + 6 Pl3
1
=5 IH(P, + 6Pu) 3+ 2% — Ull3 — 2 < HGP, + 6P,), ¥ = U >

+% 168, + 6 Ppl|?
(3.17)

En remplacant (3.17) dans (3.16) on obtient

1 1
FoOR,) + Fal0P) =2 567, +0P0) ) + 5 IHGR, 0B IE + 5 197, — P,

>9I + % 6P, — 6Pl

Ona F,(0P,) + Fo(dP,,) — 2 quand n,m tend vers l'infini
donc,
|6P, — 6Pyl < 0.

Ceci montre que (JF,) est une suite de Cauchy et donc convergente puisque l'espace eu-
clidien est un espace de Hilbert. Soit 6P* = lim,_,., 0P, , nous avons JP* € R™!, et de
la continuité de F,,, nous concluons que F,(0P,) — F,(0P%), alors F,,(6P*) = I. Cela prouve
I'existence d’un minimum de F,. O

3.2.4 Résultat d’unicité

Corollaire 3.1. (voir [2)). F, admet un minimum unique P> € R™". Ce minimum J6P* est la
solution unique de I'équation normale

aéP*+ H'HSP* = H' (¥ — U).

Démonstration. Il suffit de montrer que 1'équation normale admet une solution unique parce-

que nous avons un équivalence entre (3.14) et (3.15).

Nous avons I'équation normale
(el + H'H) 6P* = H(V - U),

pour montrer que cette équation admet une solution unique, il doit montrer que la matrice
(ol + HTH) est définie positive.
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Alors,V 0P #0

< (al+H"H) 0P, 6P >= < adP,6P >+ < H'H6P,6P >
—a||§P|[5 + [|HSP|; .

Ona
|HsP|; > 0,
et
I5P])5 > 0,
donc,
alloP|5+ |HSP|[; > 0,
alors,

< (aI+H"H) 6P, 6P > > 0.

Cela prouve que la matrice (al + HT H) est définie positive donc inversible implique que
I’équation (3.15) admet une solution unique, alors, nous concluons que F;, admet un minimum

unique.

Par conséquent, une perturbation peut étre déterminée par (3.15)

6P = (al + H'H)*HT(V - U).

]

(3.18)

Ainsi, une solution optimale peut étre approchée par la procédure d’itération (3.7) tant que
le nombre d’itérations est atteint, ou que la perturbation satisfait a une précision convergente

prescrite donnée par
l6P°l, <.

Ot € est une précision convergente donnée.

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



3.3. ALGORITHME D’'INVERSION 44

3.3 Algorithme d’inversion

Etape 1: Donné l'itération initiale P, et le pas différentiel numérique 7,
et la précision convergente ¢, est la condition supplémentaire (¢) ;

Etape 2 : Résoudre le probléme direct par le systéeme linéaire ,
obtenir u(,t,; P) et u(l,t,; (Poy .- 0i + Ty ooy Pm)),
pourn=12... ., Neti=0,1,...,m,
puis obtenir le vecteur U, et la matrice H par la formule ;

Etape 3 : Choisir un parameétre de régularisation approprié o > 0,
et obtenir un vecteur de perturbation § P* en utilisant
la formule (3.18), puis obtenir 6D ;

Etape4: Silya ||§P?|, < ¢, alors 'algorithme d’inversion
est terminé, et D + 6 D* est considéré comme
la solution que nous voulons juste déterminer;
Sinon, passez a I’étape 2 en remplacant P par P + ) P.

3.4 Inversions numériques

Dans cette section on prend, le terme source r(z,t) = 0, T = 1, ¢ = 1, la condition initiale
f(x) = z, le nombre de grilles spatiales M = 20 et le nombre de grilles de temps N = 20.

3.4.1 Exemple 1 :fonction linéaire

Dans cet exemple, nous allons prendre une fonction linéaire
Dz)=1+z, 0<z<1,

comme le coefficient de diffusion exact. Nous avons réalisé 1’algorithme d’inversion en utilisant
la formule (3.18). En choisissant le parametre de régularisation @ = 0, l'itération initiale P’ =
(0,0.65), le pas différentiel numérique 7 = 0.4, la précision convergente ¢ = le — 6 et 'ordre
fractionnaire v = 0.4.

Le coefficient de diffusion et leur inversion sont représentés dans Figure

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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FIGURE 3.1 — Coefficient de diffusion affine et leur inversion

3.4.2 Exemple 2 :fonction du second ordre

Dans cet exemple, nous allons prendre une fonction du second ordre

3;.2
D(x)zl—an?, 0<z<1,
comme le coefficient de diffusion exact. Nous avons réalisé 1’algorithme d’inversion en utilisant
la formule (3.18). En choisissant le parametre de régularisation o = le — 9, l'itération initiale
P® = (3.4,0,1.12), le pas différentiel numérique 7 = 0.5, la précision convergente ¢ = le — 7 et
I"ordre fractionnaire v = 0.8.
Le coefficient de diffusion et leur inversion sont représentés dans Figure

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire
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FIGURE 3.2 — Coefficient de diffusion quadratique et leur inversion

1. On remarque que si le coefficient du diffusion est linéaire, la solution

Remarque 3.1.
exacte et approchée sont identiques.

2. L’algorithme d’inversion est efficace au moins pour ce probléme.

A. Ziane Etude d’un Probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme inverse pour déterminer numériquement

un coefficient de diffusion dépendant de 1'espace dans une équation de diffusion fractionnaire
temporelle de Caputo en dimension un avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. Ce
travail se déroule en deux étapes :

v Probléme direct : nous avons étudié un probleme direct pour une équation de diffusion

fractionnaire, un schéma de différence implicite pour le probleme direct est introduit, et la
stabilité numérique et la convergence du systéme linéaire sont prouvées avec une analyse
spectrale a la matrice de coefficients du schéma, et un exemple numérique est présenté.

Probleme inverse : nous avons étudié un probléme inverse pour déterminer numérique-
ment un coefficient de diffusion dépendant de 1’espace dans une équation de diffusion
fractionnaire temporelle de Caputo en dimension un avec des conditions initiales et aux
limites de Dirichlet-Neumann et une condition supplémentaire a un point final en ap-
pliquant un algorithme basé sur la méthode des moindres carrés avec régularisation de
Tikhonov. Grace a un schéma de différences finies implicites pour le probleme direct, les
inversions numériques pour le coefficient de diffusion dépendant de 'espace sont effec-
tuées dans un espace approximatif différent, et une unicité numérique sur l'algorithme
d’inversion est obtenue.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

i Jdentification numérique le coefficient de réaction a pour un probleme de réaction-

diffusion fractionnaire suivant :

o
'873(%15):um(x,t)—|—a(x)u(x,t)+f(x,t), 0<z<1,0<t<T, 0<y<l1,

u(0,t) =0, t>0

u
—(1.t) = t
w<’) 0, t>0

(u(x,0) =up(z), 0 <z <1.

i Jdentification numérique la condition initiale g () pour un probleme de diffusion avec

dérivée de temps fractionnaire de Caputo :

9
Wg(at):umij(a:?t), O<x<1,t>0,0<y<1.
u(z,0)=g(x), 0 <z <1,

u(0,t) =0, t>0,

w(1,t) =0, t > 0.
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@ ans ce mémoire, nous avons étudié un probléme inverse pour déterminer numériquement un coef-

ficient de diffusion dépendant de l'espace dans une équation de diffusion fractionnaire de Caputo
en temps. Un schéma de différence implicite pour le probleme direct est présenté et basé sur la discré-
tisation de la dérivée fractionnaire de Caputo, et la stabilité et la convergence de schéma implicite sont
prouvées a l’aide de I’analyse matricielle. Avec la méthode de Thomas, nous avons calculé la solution nu-
mérique de probleme direct par un exemple numérique. Un algorithme d’inversion basé sur la méthode
des moindres carrés avec régularisation de Tikhonov est introduit pour déterminer numériquement le
coefficient de diffusion dans un espace approximatif différent, et des inversions numériques sont effec-
tuées par deux exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est efficace au moins pour ce probléme
inverse.

Mots-Clés : Analyse matricielle, Convergence, Equation de diffusion fractionnaire, Equation normale,
Moindres carrés, Méthode de Thomas, Schéma implicite, Stabilité.

U n this memoir, we studied an inverse problem to numerically determine a space-dependent diffusion
coefficient in a time-fractional diffusion equation. An implicit difference scheme for the direct pro-
blem is presented and based on the discretization of the fractional derivative of Caputo, and the stability
and convergence of the implicit scheme are proved using matrix analysis. With Thomas’s method, we
calculated the numerical solution of direct problem by a numerical example. An inversion algorithm
based on the least squares method with Tikhonov regularization is introduced to numerically determine
the diffusion coefficient in a different approximate space, and numerical inversions are performed by
two numerical examples. This inversion algorithm is effective at least for this inverse problem.

Keywords : Convergence, Fractional diffusion equation, Implicit scheme, Least squares, Matrix
analysis, Normal equation, Stability, Thomas method.
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