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Introduction

L’une des applications de la théorie des groupe est liée au probléme de clas-
sification .

La classification des trivecteurs est I’étude de I’action du groupe linéaire GL (F)

*

sur l’espace vectoriel /\3 E. Comme /\3 E* ~ ( /\3 E) , on parle indifféremment
des formes trilinéaires alternées et des trivecteurs.

Pour classifier les trivecteurs , il est nécessaire de détermine le commutant .

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude des formes trilinéaires alternées

(trivecteurs). Ce travail est composé des trois chapitres :

e Dans le premier chapitre, on donne des généralités ou apparaissent les notions

du produit tensoriel, le produit exterieur, scindabilité, , le commutant.

e Au deuxiéme chapitre, nous rappelons le principal résultat connu sur la clas-
sification des bivecteurs ainsi que des propriétés sur les formes bilinéaires

alternées.

e Les troisiéme chapitre contient la classification des trivecteurs en dimension < 8.

On détermine le commutant des trivecteurs de rang < 8.



Chapitre 1

Algébre extérieur

1.1 Produit tensoriel

1.1.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

Soit K un corps commutatif, est soient F, ' deux espaces vectoriels sur K.

Théoréme 1.1

i) Il existe un espace vectoriel sur K, noté E @ F qui se lit E tenseur F, et
une application bilinéaire j € [ (E,F;E® F) tels que, pour tout espace
vectoriel G et toute application bilinéaire b € § (E, F'; G) il existe une unique
application linéaire

c: EQF — G,

telle que : b= co j.
ExF

JLN\b
EQRF — d

dle
ii) Le couple (E ® F, j) est unique & unique isomorphisme prés. Ce qui signifie que
si(E®F,j) et ((E ®F) ,j’) sont deuz solutions de 1), il existe un unique
1somorphisme

I'EQF — (EQF),

tel que j' =1 o j.



Pour résumer, ’ensemble des application bilinéaires de £ x I’ dans G, s’identifie

a I’ensemble des application bilinéaires de £ ® F' dans G.

B(E,F;G)~EL(E®F;G).

1.1.2 Algebre tensorielle

On pose : T°(E) =K, T'(E)=FE, et pour p > 1

T"(E)=E®E®...QE.

P—fois

Définition 1.1

On appelle algébre tensorielle de E que ’on note

T(E) = @pzo T" (E) .

Le produit évident T? (E) x T (E) — TP (E) qui associe a
T1RT2Q ... QTp, et Y1 VY ®...QY; — T1 QT2 ... AT, QY1 VY2 ... 0 Y,
en fait une algébre (non commutative) .

Se rappeler que K ® £ = E.

1.2 Algébre extérieure

Le produit extérieur a des applications dans toutes les branches des mathéma-

tiques, par exemple en géométrie différentielle.

Définition 1.2

On note APE le quotient de TP (E) par le sous-espace vectoriel engendré par
les éléments v1 22 ® ... Q@ xp 00 x; = x; pour 2 indices 1 # j. On appelle APE la
puissance extérieure p-iéme de E.

On note x1 Axa .. .Ax)p la classe dans ce quotient de l’élément 1 @x2®. .. Qx),
cet élément se lit x1 extérieur xo extérieur xz extérieur. .. extérieur ,.

On note A* (E) :@MME:K@E@A?E@....

Le produit TP (E) x T9(E) — TP (E) passe évidemment au quotient et



induit un produit dit “produit extérieur”
A: AP (E) x N (E) — AP (E)

Remarque 1.1

La puissance extérieur APE est définissable d’une maniére analogue au produit
tensoriel.

On appelle forme p-linéaire alternée sur E., & valeur dans F une application
p-linéaire E? — F, nulle chaque fois que deux vecteurs sont égauz.

Pour toute application p-linéaire alternée p : EP — F. Il existe une unique

application linéaire :

f:AN’E — F,
telle que :
EP
cl N\ p=1Jfoc,
ANE — F
f
ou ¢ est Uapplication p-linéaire alternée définie par ¢ (xy,...,x,) =21 A ... A\ Tp.

Proposition 1.1

Soient X € APE et Y € AE. On a :
XAY =(-1)"Y AX e AP (E).

Preuve.
Puisque les éléments de la forme z; A ... Az, et y1 A ... Ay, engendrent
respectivement A? (E) et AYE il suffit de montrer la formule pour ceux-ci.

En fait dans A2 (E) on a z Ay = —y A z, puisque :

(x+y)AN(x+y) = 0
= s ANz +yANy+x A Ny+yAhx

= 0+0+2xANy+yAux.

La formule en découle. m



Corollaire 1.1

i) Si dim E = n, Soit ey ...e, une base de E.Les CP élément e;; N ey, A ... A €,
ot iy < ig < iy < n, forment une base de APE. En particulier la dimension
de APE est CP.

ii) Le produit extérieure A : A*E x A*E — A*E fait de A*E une algébre. On
exprime la (propositionl.1) en disant que c’est une algébre commutative au

sens gradué.

1.2.1 Définition et propriétés de base

On utilise le symbole A pour noter aussi le produit dans /\ (E) . Ce produit
est appelé produit extérieur (ou produit alterné). Si z,y € F, alors t Ay = —yAx

comme on le voit en développant :
(x+y)A(z+y)=0.

Pour chaque application linéaire f: £ — F, on obtient une application :

A N E) = N\ F),

telle que, pour zq,...,z, € E,

AN @A Az) = f @) A A f(z),

de plus, /\ (f) est un homomorphisme de K-algébres .

Proposition 1.2
Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K. Sir > n, alors /\r (E)=0.

Soit (vy,...,v,) une base de E sur K. Si 1 <r <mn, alors /\T (E) est libre sur K

et les éléments :

vi, N A, avee 1y < <y,

forment une base de /\r (E) sur K. On a :

dimy /\ (E) = <Z)



Preuve.

On va d’abord donner la preuve pour le cas r = n. Tout élément de E s’écrit
sous la forme > a;v;, & aide de la formule x Ay = —y Az, on voit que v1 A...Av,
engendre /\n (E) . Par ailleurs, la théorie des déterminants montre que

pour a € K, il existe une unique forme multilinéaire alternée f, sur E telle que :

fo (U1, 0,) = a.

Par suite, il existe une unique application linéaire :

N (B) - K,

prenant la valeur a sur v; A ... Av,. On en déduit que v; A ... A v, est une base
de /\n (E) sur K.

Considérons maintenant le cas général 1 < r < n. Supposons que :

0= Za(i)vil N oA

avec i1 < ... < i, et ag € K. Soit (j) = (j1,...,jr) (avec j1 <...<j,) un
r-uplet correspondant & un terme de la somme et soient j,i1,...,J, les indices
n’apparaissant pas parmi les ji, ..., j,.

On forme le produit extérieur avec v;,,, A ... Avj,.
Tous les termes sauf le (j)-iéme s’annullent, car ils contiennent des facteurs

identiques.On obtient ainsi
OZCL(]')Ujl/\.../\UjT/\.../\an.

En permutant v;, A...Avj, en vy A...Av,, on ne fait que changer le signe de
I’expression de droite. D’apres le résultat démontré pour le cas » = n, on déduit
que a¢jy = 0. et on a ainsi la démonstration pour 1 < r < n.

Pour » = 0, on a un produit vide et 1 est une base de /\0 = K sur K. Le cas
r > n est trivial.

L’assertion sur la dimension est conséquence de la bijection entre ’ensemble
des ¢éléments de la base et les sous-ensembles de {1,...,n}. m

On exprime le dual de AT (E) au moyen de E*. En effet :

Etant donné p formes linéaires f1, fo,..., f, € E* et p éléments



x1,%2,...,xp € E, Formons d’abord la matrice A du type (p, p) qui a pour termes
Aij = fi(z;).

On sait que tout déterminant est une fonction multilinéaire alternée de ces
lignes et de ces colonnes, par suite, étant donnée une liste f de formes linéaires
|A| est une fonction p-linéaire alternée de x1, xa, ..., xp.

Puisque (z1,22,...,2,) — &1 Ax2 A ... A x, est une application universelle
de ce type, il existe une application linéaire t (f1, fa,..., fp) : AP (E) — K
telle que :

[t (fl,fg, Ce 7fp)] (Il,IQ, N ,Ip) = |A| ;Ai,j = fz (ZL’j) .

Chaque ¢ (f1, fa, ..., f,) est donc un élément de [A? (E)]". Puisque le détermi-
nant |A| est une fonction multilinéaire alternée de ces lignes, ’application
(fi, fas .oy fp) — t(f1, fa, - -, fp) est alternée et multilinéaire.

Comme (fi1, fa, ..., fp) — fi N fa A ... fp € AP (E*) est universelle, il existe
une application linéaire ¥: AP (E*) — [A? (E)|" telle que :

U(finfoN o Nfp)=t(f1, foy o s fp),

c’est-a-dire :
U(infoN o Afp) (@ Aze Ao Axy) =|A] .. (1)

A ayant pour termes A, ; = f; (X;) pour i, j € p.

Théoréme 1.2
Si E un espace vectoriel de dimension finie n, sur un corps commutatif K alors

pour tout entier naturel p l'application linéaire U de (1) est un isomorphisme.
U: AP (E*) 2 [AP(E)]"...(2)

Preuve.

Prenons une base x1, 22, ...,7, de I et la base duale f1, fo,..., f, de £, on a
donc f; (z;) = 6, pour i,j € n. A? (E*) a alors pour base I’ensemble des
Jn = fai Ao A fn,, pour toutes les listes strictement croissantes h: p — n, tandis

que AP (E) a pour base 'ensemble des xj, =, A ... A xy,.



Pour toutes les listes strictement croissantes k: n — p, [V f,] (zx) = |A], A
étant la matrice (p,p) qui a pour termes A, ; = f;, (xk]) . Etant donné un indice-
ligne ¢ de cette matrice, f,, (xk]) est nul sauf si k£; = h;. Il ya donc une ligne de
A qui s’annule & moins que chaque h; ne soit pas égal a un k;, cela ne peut se
produire que si les deux listes croissantes sont égales, £ = h. Dans ce cas, A est la
matrice unité du type (p,p), qui a pour déterminant 1.

Par suite [V f,,] (zx) est égal & zéro ou un, suivant que h # k ou h = k.

Cela établit que les éléments ¥ f,, forment une base de [A? (E)]" duale de la
base z;, de AP (F).

Autrement dit, ¥ transforme une base A? (E*) en une base de [A? (E)|*, c’est

donc bien un isomorphisme. =

1.2.2 Formes alternées

Les espaces vectoriels AP (E) qu’on rencontre dans l’algebre extérieure d’un
espace vectoriel E/ de dimension finie peuvent étre définis d’une autre maniére en
utilisant les formes alternées pour tout espace vectoriel E sur le corps commutatif
K Pensemble AlTp (E) des formes p-linéaires alternées h: EP — K est lui-méme

un K espace vectoriel pour les opérations terme a terme habituelles.

Proposition 1.3
Pour tout espace vectoriel E sur A, toute forme linéaire t: AP (E) — K

détermine une forme p-linéaire alternée h: EP — K par l'intermédiaire de
h({L‘l,Igj...,"L‘p) :t(l’l/\Ig/\/\I'p)
L’applicatio t — h est un isomorphisme.

AP (E)]* = AITp (E).

1.3 L’action gauche

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K.

La classification des p-vecteurs est ’étude de I'action gauche du groupe linéaire



GL (E) sur l'espace vectoriel APE définie par :
Vf € GL(E),Vw e APE, f-w=(A"f)(w).

APf: APE — APE,

définie par :

Nf(riANag...ANxp) = fz) A fae)... A f(zy),
est un endomorphisme de APE.

Remarque 1.2
Du fait de lisomorphisme APE* =~ (APE)" | on emploiera le langage des formes

alternées ou des p-vecteurs.

1.3.1 Support et Rang

On appelle support de w et on note S, le plus petit sous-espace F' de E tel que
w € A3F, La dimension de S, s’appelle le rang de w qu’on note dy (w) ou rg (w) .
Le rang est invariant par 1’action du groupe linéaire GL (F) et par extension

des scalaires.

1.3.2 Vecteure décomposable

Un p-vecteur non nul w est décomposable §’il existe 1, x9,...,x, dans E tel
que w = 1 A 22 A ... A xp,. Le support de w est le sous-espace vectoriel engendré
par xi, s, ..., T, donc S, =< x1,Ta,...,x, >, dans ce cas dy (w) = dim S,, = p.

Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables.

Lemme 1.1
FEtant donnée qu’il existe un isomorphisme entre A>K* et A'K*, il n’y a pas

de trivecteurs de rang 4.

Preuve.
Mettons, d’abord en évidence 'isomorphisme entre A3K* et A'K*.
Soient une base de A' K* donnée par {e;, e, €3, ¢4} , et une autre de A K* don-

née par {wl = €1€9€3, W2 = €9€3€4, W3 = €1€3€4, Wy = 616264} . Et considérons



f définie par :

f: A'K*? — A3K*
r = Z?:l aie; — f(o)=Ff (2?11 aiei) = Z?:l Qi W;

f tel qu’elle est définie, est linéaire bijective et donc c’est un isomorphisme.
Montrons qu’il n’ya pas de trivecteurs de rang 4. Du fait de I'isomorphisme f tout
éléement de A2K* s’écrit sous la forme w = 2?21 aGW;.

Soit w non nul, et étudions son rang si :
e w=qw; a;#0 i€1,4doncrg(w)=rgw)=3.
o w=qwtaw; i #j i,j€1,4commedim (S, NS,;)=2Vi#j i,j€lAd
Donc I’écriture de w se rameéne a un trivecteur décomposable donc rg (w) = 3.
o Siw = ow; + jw; + agwy, avec a; # 0, o #0, ap #0, @ # j #k
i,7,k €1,4.
On envisage quatre cas possibles dans I’étude du rang de chaque trivecteur

est identique.

Traitons par exemple :
Le cas ol w = aejeses + agesezey + azeresey, avec oy # 0, @ € 1,3. on peut

écrire w = e3 (a1e1ea + azeges + azeqeq) .

Soit u = «ajeres + ageqes + azeger. Comme 7, (1) = g =0=rgu=2
es ¢ S, Dourg(w)=3.
Si:

® W = (qe169e3 + (aeoe3ey + (ize1e364 + Qqe1e96y, avec o # 0, 1 € m

o w=eses (e + ageq) — ereq (azes + ages) .

o w=a;" (azes+ ages) es (arer + asey) — oyt (aner + agey) eq (azes + ages) .
o w= (aze3+ ages) (oqleg + ozfle4) (e + agey) .

On en déduit que rg (w) = 3 car les vecteurs qui le composent, sont linéaierment
indépendant. Alors dans tout les cas rg (w) = 3, ainsi il n’y a pas de trivecteurs

de rang 4. m
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1.3.3 Le commutant

Le commutant de w a été introduit par B. Si w € APE*, on note C (w) 'en-

semble des endomorphismes f : £ — FE tels que 'application :
(X1, xp) m w(T1, ..., T, [T, Tig1, - .., Xp) ne dépende pas de i.
On la note wy (z1,...,x,) et c’est clairement une forme p-linéaire alternée.

Groupe d’automorphismes

Le groupe des automorphismes de w, Aut (w) est le stabilisateur de w dans
l'action de GL (E) c’est a dire le sous-groupe de GL (E) des automorphismes de
FE qui laissent w invariant :

Aut (W) ={f |/ fE€GL(E)et N’ f(w)=w}={f /f€GL(E) et fw=uw}.
Lorbite de w par GL(F) est alors en bijection avec I’ensemble des classes a gouche

GL(E)/Aut(w).

1.3.4 Invariant numérique d; (w)

On associe & un 3-vecteur (trivecteur) d’autre invariant numérique que son
rang.

Soit G (F) I'espace projectif IP (E) et considérons la projection :
Py: PE — N (E /)

Pour o € G (E) , on appelle w («) I'image de w par P,, et on pose :
dy (w) = inf, (rang w (o)), o € Gy (E).
On a dy (w) =rg(w) > d; (w), di (w) est invariant par action de GL (F) .

Lemme 1.2
Soit E un espace vectoriel de dimension paire et w un trivecteur de rang maxi-

mal alors : dy (w) # 0, en particulier si dim E = 8, d; (w) # 0.

Preuve.

On a d; (w) = inf, (rang w («)), o « parcourt 'espace projectif I P (F) des
droites de E.

Sidy (w) =0, il existe « = Kz,  #0 tel que w () = 0.

11



Soit £ un supplémentaire de Kz dans E, De F = E' @ kx, résulte :
NE~NE & (Kr @ ANFE'),

alors w = ur+uw’ et w () = 0 signifie que w’ est nul, de plus S, = S, &Kz = E.
Comme w est de rang maximal, S, = FE' et E’ est de dimension paire ce qui

contredit ’hypothése sur la dimension de £. m

1.3.5 Vecteur divisible

Soit w un trivecteur non nul, w est un trivecteur divisible s’il existe un
v € E/{0g} et uc A’E, telque E =Kz @ Eyet w=xAu.

Proposition 1.4

w est un vecteur divisible si et seulement si dy (w) = 0.

Preuve.
o Siw=zANu=d (w(Kzx))=0.
e Sidy (w)=0=3Ja e G/ rg(w(a))=0,douw(a)=0.

Donc si on prend @ = Kz on obtient : w = y A u ce qu’il fallait montrer. m

Remarque 1.3
Comme dy (w) # 0, siw est de rang maximal, alors on en déduit qu’il n’y a pas

de trivecteur de rang 8 divisible.

1.3.6 Parties stables

Lemme 1.3
Soit E un espace vectoriel sur le corps K et considérons la forme bilinéaire al-
ternée par f* (y,z) = f (z,y,2) (y,2 € E et f une forme trilinéaire alternée) alors

Uensemble R; = {x € E/rgf® = 2i} (0 < 2i < n) est stable par Aut (w).

Lemme 1.4
L’ensemble R; (w) = {x € E/w (x) est de type w;} une partie stable pour
Aut (w) .

12



Preuve.

Prenons F =< z > @F’, alors w s’écrit : w = xu + ' avec w’ € A3E’ tele que
(dmE' =n—1) et w(x) = (z), comme z ¢ E" alors @’ est de méme type que
@ (). Dot @ (f (x)) = A3 f (W) [ ().

Comme f est une application linéaire bijective, elle transforme le trivecteur w’
a un trivecteur de méme type, c’est a dire f (w’) est dans l'orbite de ', par suite

@ (f (z)) est de type w; d'ou f (z) € R; (w) et f(R;(w)) C R (w). m

Lemme 1.5
Soit E un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie, V1, Vs, deux sous
espaces de E différents et tel que dim V; = dim Vy, si f est un endomorphisme de

E qui laissent stable la réunion de Vi et Vy c’est a dire (f (V1 U V2) C (ViU VL))

alors on a :
(f (Vi) cViet f(Va) CVa)
ou
(f (Vi) C Vaet f(Va) CVA)
Preuve.

Comme on a (f (V1) U f(Va)) C (V1 U V3) on tire :

f(V2) C (ViU V2)

f(i) C (ViuVe) fvi)n(viuWe) = f(h) (V) nW)u(f(Vi)ynve) = f(V1) 1
= =
f(V2) N (ViU Va) = f(Va)

(f(Va) N V1) U (f(Va) N V) = f(Vo) 1T

Or la réunion de deux sous espaces vectoriels est un sous espaces vectoriel

si et seulement si I'un est inclus dans ’autre ainsi :

((f(Vi)nVi) c (f (Vi) nVa))ou ((f (Vi) NV2) C (f (Vi) NVA))
et

((F (Vo) n Vi) < (f (Vo) N Va)) ou ((f (V2) N V2) € (F (V) NVA))

On remplace dans I et IT on obtient :

((f (Vi) nVi) = f (Vi) ou ((f (Vi) N V) = f (V1))
et

((f (V2) n W) = [ (Vo)) ou ((f (Vo) N V2) = [ (V2))

13



Ce qui implique que :

(f (Vi) c Vi) ou(f (V1) C Vo)
et
(f (Va) C Vi)ou(f(V2) C V)

On a quatre cas qui figurent :

(f (Vi) cViet f(Va) CVa)ou(f (Vi) CVaet f(V2) C VL)
et
(f (V1) cViet f(Va) CVi)ou(f (Vi) C Vaet f(V2) CVa)

Les deux derniers cas sont impossibles car par exempel :

Si f(Vi) c Viet f(Va) C Vi comme dim f(V;) =dimVy
et dim f (V3) = dim V5.

Dou f (Vi) =Viet f (Vo) =V = Vi = V5 (f injective) ce qui est absurde car
ViV m

Lemme 1.6

Soit \ € K*, ue K etdimg £ =7.
® hyu = e16263 + €1e46 + €36566 + Aegeseq + ueaeses.
® h) = ejege3 + e1e4€6 + Aeyeses.

Alors hy,, et hy sont des trivecteurs de rang 6 du type we1 = e1eze3 + e4€566.

Preuve.
Soit f € GL (F) définie par :
fler) =er —ueg, flez) =ey— N les, f(es) =es— A es.
fe;) =e; Vi=3,5,6,7.
fhaw = (e1 — ueg) (62 — )\_166) es + (ex — ueg) (64 — )\_163) €6 + e3eses+
A (64 — )\_163) eseg + U (82 — /\_166) e3€g.
fhau = e1e2e3 + e1e466 + Aegeses = hy.
Donc hy,, est équivalente a hy.
Montrons que hy est du type we 1, soit g € GL (E) définie par :
gles) =es+ N ter, gle) =e Vi#b.
g.hy = erese3 + ereaeg + ey (e5 + A 'er) €.
g.h) = e1eses + erese6 + Aegeseg + eqe166.

g.hy = ejezes + Aegeseq c’est un trivecteur du type w1 = ejezes + eseses. W
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Lemme 1.7
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 et w un trivecteur donné par :

W = e1€4€5 + e9€466 + e365€6 + Ueieae3 + Aegeseq avec u, A € K.

Siu=0 ou Nu=—4w est du type wey et il est w du type we, dans les autres
cas.
Preuve.

Siu=0,w=e1eqe5+ €466 + €3€565 + Aeges5€q.

Considérons f € GL (F) définie par : f (e3) = e3 — Xey, f(e;) = e; Vi # 3.
A3 f (w) = ereqes + ezeqeq + (€3 — Ney) eseg + Aegesc.
A3 f (w) = ereqes + eae4e6 + e3e5e6 du type we .

Supposons que u # O

Comme K est un corps algébriquement clos alors 1’équation 22 = u (I) admet
des solutions dans K.

Soit a une solution de (I) et considérons f € GL (F) définie par : f (e4) = aey
fle)=ate; i=1,2, f(e;) =ae; j=3,56T7.

d’ou :
A3 f(w) = ate; (aeq) e5 + a tesaeses + eseses + ua2ejeses + Aaegeses.
A3 f (w) = ereqes + eaeqeq + e3e566 + €162e3 + Aaegeses.

Si on pose A" = Aa, on remarque que 1'étude du type trivecteur w (u # 0)
revient & I’étude du trivecteur w lorsque u = 1.
W = e1eq4e5 + eseqes + eszeseq + Negeseg. N € K.

Soit g € GL (F), définie par :
gler) =e1taes glea) =ex+ves gles) =es+Eeu
g(es) = e+ Ber  gles) =e5+dea  g(ea) = eq + ne.

avec a, &, B,0,m,ve K af#1, ~v0#1, &n#1. Alors:

1 =B+ BE—vE+ BN) ereses + (B — 0 — BOE + £ — BN'6) erezes+

n—pByn+ B -7+ BANn) erezes + (—6n + Bn — BE + 1 — BoN) erezes+

A f (w) =

(
(
(a—y+E&—&ya+)N)eseses + (—ad + 1 — 86 — af — N'6) ezeses+
(

l4+an—yn—ay+ )x'n) eseseg + (77 —d—and+a— )\/775) es€e36q

Supposons que la caractéristique de K est impaire et posons : v =0 = a =0

et =7=—-(=1,2)\ alors :

Ag(w) = (14 1,/4X?) ereses + ereaes + ereses + e1€56.
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e si \? +4 =0 dans ce cas A%g (w) est du type wg o,
(car w est du type wgo = e1e2e3 + e2e3e5 + €1€366.) .
o si N2u=—4,si N =0, w=eje4e5 + exe4e6 + 3656 + €162€5.

On applique la transformation g avec f =0 =v=1leta =7 =&§ = —1. On
obtient A%g (w) = 2 (e1eze5 + eaeqeq) ainsi w est équivalent & type we ;.
Supposons maintenant que la caractéristique de K est paire. et soit ¥ € K*

telque:a=0=7=0et f=v=¢(=V,dou:
A3g (w) = ereges + exeqeq + eseses + Negeses.

o Si N =0g. w est équivalent a we2 et N # 0. w est équivalent & Weo. M

1.3.7 Eléments scindables

Soient F; et Fy deux sous-espaces supplémentaires de E, APE s’identifie & :
D, (e N )
o 1 2) -

Un élément w € APE est dit scindable s’il existe une décomposition £ = E1$HEy
telle que : w € By @ AP 1Ey vu comme facteur direct de APE. Si dim E; = r, on
dit que w est r-scindable. La scindabilité est une généralisation de la divisibilité.
en effet w est divisible si et seulement si w est 1-scindable, propriété qui ne dépend

pas du corps de base car c’est équivalent a dire que ’application :

E — APFHE o
n’est pas injective,
r — TWw

notons aussi que w r-scindable implique d,. (w) = 0. car Wy, = 0.

Soit w un élément r-scindable et {ey, ..., e, } une base de By, w = Y, e;u; oul
u; € AP71E,. Les u; sont déterminés de facon unique par la base e, ..., e, de F;
car u; = dr (w) ot ef € E* est définie par : €] (e;) = di; et €] (E2) = 0. Alors
w est déterminé par le sous-espace vectoriel F' de AP~1E), engendré par les u;, en

effet, si on change de base dans F, et si la nouvelle base f; est donnée par
T
€ = Z aij fj,
j=1
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T T T T
w = g €;U; = E fj E QUi | = E fjvja
1 j=1 j=1 j=1

les v; s’obtiennent donc a partir des u; par le changement de base contragrédient
de celui qui fait passer de la base { f;} a la base {e;} . Cela se voit aussi en utilisant
I'isomorphisme naturel entre £y @ AP~ Ey et Hom (Ej, AP71Ey) | si ¢ est 'élément
de Hom (Ej, AP~ Fy) canoniquement associé a w, F' n’est autre que ¢ (E7) .

Pour classifier les éléments r-scindables de rang maximal dans APFE, il suffit
donc d’étudier Paction de GL (Fy) sur la grassmannienne Gr, (AP~ E) des sous-
espaces vectoriels de dimension r de AP~!1F,. C’est ce qui est fait pour p = 3
et pour certaines valeurs du couple (r = dim E;,n — r = dim Fy) qui permettent
d’aborder la classification des 3-vecteurs en petite dimension.

Le cas ot n — r est pair est plus simple car on peut y utiliser les puissances
divisées sous la forme de pfaffiens.

Remarquons qu'un méme p-vecteur peut étre scindable pour plusieurs de va-

leurs ’entier 7.

1.3.8 Suite exacte

Soit G' -1+ G -4 G
Une suite d’homomorphismes de groupes . Nous dirons que cette suite est
exacte si :
Im f = kerg.
Par exemple, si H est un sous groupe distingué de G, la suite
H-1sa % a/H,
est exacte (j étant I'injection et ¢ la projection canonique) .

Dire, par exemple, que :
0—a Latq—o,

est exacte, signifie que f est injectif, que Im f = ker g et que g est surjectif .
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Chapitre 2

Classification des bivecteurs

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie sur un coprs commutatif &, muni

d’une forme bilinéaire alternée .

2.1 Classification

Définition 2.1
On dit que E est un plan hyperbolique si dim E = 2 et ¢ est non dégénérée.

Définition 2.2
Si E est somme orthogonale de plans hyperboliques, on dit que E est un espace

hyperbolique.

Théoréme 2.1
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire alternée . Alors E
est somme orthogonale du radical de ¢ et d’un sous-espace hyperbolique .

St est non dégénérée, E est hyperbolique et de dimension paire.

Preuve.

Soit {e1,...,€p,...,e,} une base de E telle que {ey,...,e,} est une base du
radical de o, posons Ey = Vect{epi1,...,e,}, alors E = R, & E; (il s’agit d’une
somme orthogonale car : ¢ (e;, e;) =0, pour i <p et j>p+1)et pp est non
dégénérée. Pour € Ey — {0} il existe y € E; — {0} tel que : ¢ (z,y) # 0, donc
on peut choisir un élément y de £y — {0} de sorte que ¢ (z,y) = 1, ce qui montre
que P = Vect {z,y} est un plan hyperbolique, par suite £, = P &+ P+.

Cmme @, est non dégénérée, la démonstration se conclut par récurrence sur

la dimension de E.

18



Si ¢ est non dégénérée, £ = E; est un espace hyperbolique, donc de dimension

paire. ®

Corollaire 2.1
Soit w un bivecteur de rang mazimal de A*E, il existe une base {ei, ..., e,}
de E de sorte que :
k
w = Z@Qi_legi et 2k S n S 2k + 1.
i=1
Preuve.
1l suffit d’appliquer le théoréme précédent en considérant w comme une forme
bilinéaire alternée sur E* : E* = R, ® F;. Alors E; est somme orthogonale de k

plans hyperboliqus P;, pour chacun d’eux, il existe une base {xq;_1,x9;} telle que

w (21, T2;) = 1. On compléte alors {z1, ..., z9} en une base {z1,...,z,} de E*
en prenant les x;, ¢ > 2k, dans R,,. La base {ey, ..., e,} cherchée est la base duale
de la basse {x1,...,z,}.

Daprés ce qui préceéde, on conclut que si dim £ = n, A2E admet [%] + 1 orbites
par 'action du groupe linéaire GL (E) . Dans une base (¢;), 1 <i < n, de E un
représentant de chaque orbite est donné par 2111 egi_1€2; ol 0<m < [%} )

Tout élément w de A?E est scindable, en effet w s’écrit 27;1 €9i_169; dans
une base convenable (e;) et il suffit de prendre F; = Vect{ej,e3,...,€e2, 1} et
Ey =Vect{es, ..., ean},w € E1 ® Fs.

Notons enfin que pour tout bivecteur w, les invariants dj (w) sont donnés par

di (w) =sup (0,7 (w) —2k). =

Corollaire 2.2

Soit E un espace vectoriel de dimension paire et w un trivecteur de rang maxi-
mal dy (w) # 0.

Rappelons que dy (w) = inf,, (rgi,), ot a parcourt l’espace projectif P (E) des
droites de E. Si dy (w) =0, il existe « = Kz, x # 0, tel que w, = 0.

Soit E' un supplémentaire de Kx dans E, de E = E' ® Kx, résulte :

MNE~NANE & Kz ® AF.

Alorsw = W'+ux et w, = 0, signifie que w' est nul, de plus S, = S, &Kz = E.
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Comme w est de rang mazximal, S, = E' et E' est de dimension paire ce qui

contredit [’hypothése sur la dimension de E.

2.2 Groupe symplectique

Dans ce qui suit on suppose que dim £ = 2m et ¢ non dégénérée. Dans le
paragraphe précédent on a montré I'existence d’une base (¢;), 1 < i < 2m, dans

laquelle ¢ s’écrit :
m
* *
§ €2i—1€2i>
i=1

cette base est dite “base symplectique”.
Le groupe symplectique Sp(¢) est le sous-groupe de GL (F) des automor-

phismes de E qui laisse ¢ invariante :

Ve Sp(p),p(f(z),fy)=ervy).

Il est clair que f transforme toute base symplectique en une autre :

@ (f(e2i-1) . f (e2:)) = @ (eai1,€2) =1 et @ (f(ex), f(e)) =0 si {k, I} nest
pas de la forme {2i —1,2i}.

Si {uy,...,us,} est une base symplectique de F, on définit un élément f de
Sp (@) par f(e;) = wu;, 1 < i < 2m. Donc Sp(ip) est en bijection avec ’ensemble
des bases symplectiques de E.

On note Spa,, (K), le groupe Sp (¢) o ¢ est la forme bilinéaire alternée ca-

nonique sur K™,

Remarque 2.1

De ce qui précéde et de lisomorphisme entre A" PE* et APE on déduit la
classification des p-vecteurs dans APKPY2. Ainsi il existe [g] + 2 orbites dans
APKP*2 par exemple, dans A*KS, il y a 4 orbites dont des représentants respectifs
sont donnés, dans une base (e;), par 0, ejesesey, e1es (eseq + e56¢) et

er1ez (ezeq + e5e6) + e3eqe566.
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2.3 Propriétés des formes bilinéaires alternées

Lemme 2.1

Soit u € A°E* une forme bilinéaire alternée sur un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Soit W un sous-espace de codimension k de E, W° son orthogonal dans
E* et w un k-vecteur non nul de A¥W° C AE*, w est totalement isotrope pour u
si et seulement st uw = 0.

Soient {f1,..., fx} une base de W° telle que : w = fifs... fr, complétée en
une base {f1,..., fu} de E* et {ey,...,e,} la base duale de E, {ei1,...,e,} est
une base de W. Ecrivons u = Zl§i<j§n a;j fif;, uw = 0, équivaut a a;; = 0 pour
kE<i<j.

Comme a;; = u (e;,ej), w est totalement isotrope pour .

Remarque 2.2

Si u et w sont des bivecteurs tels que S, C S, et (rg(u),rg(w)) = (4,2) et
uw =0, w=zy etu=ax+by, ota,b,x,y € E*. Si par contre uw # 0 v, (u — Aw)
est un polynome du premier degré en X, et il existe A non nul tel que u = \w + v
avec rg (v) =2, u= Ary+ab, a,b,x,y € E*.

Supposons maintenant que u est un bivecteur de rang 6, w un trivecteur de
rang 3, S, C Sy, et uw =0 alors w = xyz et u = axr + by + cz, ot a,b,c,x,y et z
sont dans E*.

Si par contre uw # 0, la restriction de u a S, est de rang 2, il existe un
bivecteur v divisant w tel que u = v+uy avecrg (uy) =4, S,, NS, est de dimension
1 et on peut trouver une base {a,b,c,z,y,z} de E* telle que w = ab + cx + yz et

w = xyz. On conclut donc que :

o Siu etw sont des bivecteurs tels que S, C Sy et (rg(u),rg(w)) = (4,2) alors

il existe {a,x,b,y} une base de S, telle que :

st uw =0, w=uxy, et u=axr+by

si uw #0, w=uzy, et u=A\ry+ab

e Si u est un bivecteur de rang 6, w un trivecteur de rang 3 tels que S, C Sy,

alors il existe {a,b,c,x,y, z} une base de S, telle que :

st uww =0, w=2xyz et u=ar+by+cz

st uw #0, w=2xyz et u=ab+cxr+yz
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Lemme 2.2
Soit H un plan vectoriel dans A2 K5 non contenu dans A*>E, pour tout hyperplan

E de K°. Alors H posséde une base de l'un des type suivants :

Uy = €1€9 Ul = €163 + e3€4
ou
Uy = €9€3 + €465 Ug = €1€3 + €45
ot {ey1,...,es} est une base convenable de K°.

Supposons d’abord que H contient un bivecteur u; de rang 2. Tout bivecteur
ug non collinéaire a uy est de rang 4 car H C A?*(S,, + S.,) . Alors S,, NS, est

une droite Key et on peut écrire

U = €162

Uy = €9€3 + €4€5

d’ou le premier type.

Supposons maintenant que tout élément non nul de H est de rang 4. Soit
{uy,us} une base de H : S, NS, =W est de dimension 3. Considérons l'appli-
cation :

7 NPW — 1\45u1 e A4SUQ,

qui & v associe le couple (vuy, vus) .

Comme dim A2W = 3, ker 7 contient une droite D = Keje, de A2Sy,en effet,
Uhypothése rg (u;) = 4 entraine que Uapplication :m; : N*W — A%S,, définie
par m; (v) = vu;, @ = 1,2, est surjective, par suite dim (kerm; Nkermy) = 1 et

ker m; Nker o est une droite D = Kejeq de A2H, on peut écrire :
U; = €15 + €4Y; -

Posons x1 = e3, y1 = —e3 et ys = e5, on a alors xo = ZZ ae;, a; € K. Par
un changement de base, on a u; = ejes + e3ze4 et us = €1 (ages + azes) + eqes.

St az était nul, u; — asuy serait de rang 2, par homothétie sur us et es, on peut
supposer az = 1 et en remplagant us par us — asuy, on obtient la forme demandée.

Nous avons vu en 1. que la donnée d’un trivecteur scindable w revient a celle
d’un sous-espace vectoriel d’un espace N*°E. Les trivecteurs 2-scindables de rang 8

s’obtiennent par l’étude des sous-espace de dimension 2 de A2K%. Nous Supposons
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maintenant K algébriquement clos et soit H un sous-espace vectoriel de dimension
2 de A°KS, choisissons un générateur ¢ de A°K® et {uy,us} une base de H.

Tout élément de H s’écrit : u = xuy + yug, v (u) = f(u)p et f(u) est une
fonction homogéne de degré 3 de u.

En fonction des composantes x et y de u, f est donnée par un polynéome ho-
mogéne de degré 3 en les variables x et y. Effectuer un changement de base dans
H revient a effectuer, pour f, un changement de variables linéaire, de sorte que f
est un covariant pour H. A changement de variables linéaire prés, f peut prendre
les 4 formes suivantes : f = 0, f est le cube d’une forme linéaire sur H, f est le
produit d’une forme linéaire par le carré d’une forme linéaire indépendante de la
premiére ou bien f est le produit de trois formes linéaires deux o deux linéairement
indépendantes. Cela signifie qu’en changeant éventuellement de base {uy,us} dans

H, on a les quatre possibilités suivantes :

f=0, f=2" f=ayetf =ay(z+y).

Si H C A’V ou V est un hyperplan de K® ( on dit alors que H n’est pas de
rang mazximal ), v5 (u) = 0 quelque soit u dans H et donc f = 0.

Nous ne considérons maintenant que des sous-espaces H de rang mazximal.

Lemme 2.3
A2KS admet siz types de sous-espaces vectoriels de dimension 2 et de rang

mazximal donnés par une base {uy,us} :

H1 U] = e1€3 + €264 Ug = €1€5 + €264 Y3 = 0

Hs up = ejeq + ege5 + €365 Uy = €169 Y3 = x3

Hs uj = ejeq + eges + €365 Uup = €169 + €364 73 = 23

Hy up =ejeq + ezeq Uy = e1e3 + eseg Y3 = Y
_ _ 2
Hs u; = ejes Uy = €3e4 + €566 Y3 = T7Y
Hg up = ejes + eseq Uy = e1ea +ezeq Y3 =2y (T +Y)

D’ans le premier cas, soit {uj,us} une base quelconque de H, comme f = 0
Y3 (ur) =3 (ug) = ury? (ug) = ugy? (uy) = 0. Les rangs de u;y et uy valent donc 2
ou 4, si par exemple rang u; = 2, la relation uyy* (uz) = 0 implique
Suy NSy, # {0}, donc H qui est contenu dans A*(S,, + S.,), n'est pas de rang

maximal.
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Posons S; = S,,, dim S; =4 et S; + Sy = Kb, donc S1 N Sy est de dimension
2, il existe une base {e;} de K° telle que v* (u1) = ejezesey et
72 (uz) = ereseseq, S1 N Sy est le plan de base {ey,es} .

Sierequy # 0, up = detes +v ot rg (v) = 2 et uyy? (uz) # 0, c’est donc que

e1eqUy = er1equy = 0. On peut donc écrire :

Uy = e1xy + ezl
et

U = €1T2 + €2y

ce qui donne, a un changement de notations pres, le résultat annoncé.

Supposons maintenant f (x,y) = x>, il existe une base {uy,us} de H telle
que : 3 (u1) # 0, v (u1) uz = u1y? (ug) = 73 (ug) = 0. Le bivecteur uy est unique
a homothétie prés car 3 (u) = 0 implique x = 0.

Si le rang de uy vaut 2, la seule relation a satisfaire est v* (uy) ug = 0, on peut

donc écrire :
Uy = Aejeg + e1x + ey + v

et

Ug = €1€2

ot z,y et v s’expriment en fonction des quatre derniers vecteurs d’une base {e;}
de K. Quitte a enlever ¢ u, un multiple de us, on peut supposer A = 0, la relation
ugy? (uy) = 0 signifie que v est de rang 2. Comme 7> (u1) = ejxeayv # 0, en
changeant les quatre derniers vecteurs de la base {e;} , on obtient
Ul = €1€3 + €34 + €5€6.
Si le rang de uy est 4, la relation u1y? (us) = 0 a la signification suivante, S,
est un plan du dual de K¢ sur lequel la forme bilinéaire alternée u, est dégénérée.
En effet, sinon uy est dégénérée. En effet, sinon uy s’écrirait :

v+v ourg(v) =2 rg(0) =4 et Sv; = Suy et on aurait
uy? (up) = v7° (uz) # 0.
Donc uy peut s’écrire : ax + by + 2zt ou {z,y, z,t} est une base de S,
v* (w1) = abyx + axzt + byzt.
Comme uy est de rang 4, 72 (ug) est proportionnel & xyzt et
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ugy? (uy) = abyxus, Il en résulte que xyus = 0 et uy peut s’écrire : xz' + yt'
ou {x,y,2',t'} est une autre base de S,,. Comme zt = \2"t" + za + yfS ot \ est
un scalaire non nul et o et 3 deux vecteurs de S,,, on rempalce uy par X\ 'uy qui
s’écrit

A la+a)z+ (M0 +8)y+ 2t

On a donc bien une base {ul,u,} de H et une base {e;} de K® dans laquelle :

U] = e1€4 + €265 + e3€4
et

Uy = €169 + €3€4

Supposons maintenant que f(x,y) = x?y = 0. On a une base {uy,us} de H
telle que 3 (u1) = > (ug) = u1y? (ug) = 0 et v? (uy) ug # 0. Le rang de u; est
nécessairement 4, celui de uy vaut 2 ou 4. S’ vaut 2, v (u1) uz # 0 implique

Suy; NSy, = {0} et on obtient :

Uy = €162 + €3€4
et

Uy = €5€6

Silerang de ug est4, S,, NSy, est un plan P de base {a,b} ,u; = ax+by+v ou
le support de v est contenu dans un supplémentaire de P dans S,,. Comme 7? (us)
est divisible par ab, u1y? (uz) = vy% (ug) = 0 implique v = 0. Comme 7? (uy) uy # 0,
abug # 0 et uy = ab + cd,posant, e; = a, e =x, e3 =b, e =y, e5 = et eg = d
on obtient les écritures de uy et uy annoncées.

Supposons maintenant que f (x,y) = zy (z +y), Il existe alors une base {uy, us}
de H telle que : 73 (u1) = 72 (uz) = 0 et uyy? (uz) = uzy? (u1) # 0. L’intersection
Sy, NSy, est un plan P de KOS et 42 (u1) = ereseseq, v2 (uz) = ezeqeses ol {es, eq}
est une base de P et {e;} une base de Kb Comme u1v? (ug) # 0 ujezeq # 0, donc
up = Aegeq + vy o vy est de rang 2, de la méme facon, on a : us = pesey + vy
avec g vy = 2. De uyy? (ug) = ugy? (uy) , on déduit que X = p, qu’on peut prendre

égal a 1, de méme en modifiant ey et e, et es et eg, on trouve la base annoncée.

Soit u un élément de A2E. 1l existe une base {ej,..., e} de E pour laquelle
u = Zle egi_162; et 2k < n. Le support S, est le sous-espace de E engendré par

€1,...,6eo et le rang de u est 2k.
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Pour que u soit non dégénérée, il faut que E soit de dimension paire et 2k = n.
Deux bivecteurs u; et uy sont équivalents sous l'action du groupe GL (F) si et
seulement s’ils ont le méme rang.

Le cas général, sur un corps algébriquement clos, se traite de la méme maniére

et on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2

Soit H un plan de A>K?" dont invariant -, est une forme binaire & ra-
cines distinctes. Alors il existe une base {ey, e, ..., ea,} de K*", et des scalaires

Ay Ay € {0, 1} tels que H a une base :

Uy = €163 + €3y + ...+ €2 362, 2
et

Uy — €3€4 + )\46566 + ...+ /\negn_gegn_z + €2n—-1€2n

La démonstration simple, par récurrance sur n.

Sin =2(oun=3), il suffit de prendre la base Hg, de sorte que le résultat est
vrag.

Supposons n > 4 et ~, (xuy + yus) = f, (x,y) Uinvariant de H. Par une trans-
formation linéaire sur u et v, on peut supposer que les racines de f, sont 0, —1

00, —A4, —As,..., —\, de sorte que

fo(z,y) =2y (z+y) (T +My) ... (T 4+ Ay).

Comme f, (z,0) = 0, uy est de rang inférieur a 2n. En effet, si son rang n’était

pas 2n — 2, alors f, (x,y) serait divisible par y?car :
Tn (‘Tul + yu?) = Z ljpyn_erp <u1> Yn—p (u2) :
p=0

Il en résulte que uy est de rang 2n — 2. Soit P = vect { fan_1, fon} un supplé-

mentaire de S,, dans K*". On peut écrire :

Uy = & fon_1fon — fonz — tfon—1 +,

out,z €S, etouS, CS,. Le scalaire o n’est pas nul et on peut donc supposer
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que o = 1. Alors us = (fon_1+ 2) (fon + 1) + 0, 00 Sy C Sy,. De plus,

zuy + yug = (zuy + yv') + yean_1€2,

et
Vo (TU1 + YUz) = yv,_q1 (Tu1 + Yyv') egn-1€2,

de sorte qu’il suffit d’appliquer ’hpothése de récurrence a vect {uy,v'}, un plan de
A2K?=2 (on a posé ez, 1 = fon 1+ 2 et €ay = fon +1).

Les cas non génériques sont plus compliqués a traiter et trop mombreux pour
étre tous considérés. Il faut distinguer les multiplicités des racines, le cas le plus
simple étant celui ov v, (zui + yus) = x"'y. On peut alors trouver une base
{er,e9,...,e9,} de K*, ot u; = ij egj_162j, et il faut discuter suivant le rang
de uy qui peut varier de 2 a 2n — 2.

Pour 2n = 8, cela nous donne trois possibilités pour us qui sont ezeg, e1es+ereg

et eres + eses + ereg. On a donc :

U] = €162 + e3e4 + eseg, U = €7€g
Uy = €€z + ezeq + €566, Uy = €163 + €ereg

U1 = e16 + €364 + €5€g, Uy = €1€3 + ese5 + ereg

Cela montre bien que le cas général est trop compliqué pour qu’il soit vraiment

intéressant de donner toutes les possibilités.

Remarque 2.3

1. La donnée d’un trivecteur scindable w revient a celle d’un sous-espace vecto-
riel d'un espace A°E. Ainsi la lemme (2,3) donne siz classes de trivecteurs
2-scindables de rang 8, sur un corps algébriquement clos,qui ne sont pas

1somorphes en tant que trivecteurs.

2. Siu et v sont des bivecteurs tels que S, C Sy, rg(u) =4 et rg (v) =2, alors

il existe une base {a,b,z,y} de S, telle que :

siuv =0, alorsv=uzy et u=ax—+by

stuv # 0, alorsv=xy et u= A ry+ ab

3. Si u est un bivecteur de rang 6 et w est un trivecteur de rang 3 tels que
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S, C Sy, alors il existe une base {a,b,c,x,y,z} de S, telle que :

stuw =0, alorsv=2xyz et u=ax+by+cz

stuw # 0, alors v =zyz et u=ab+ cx+yz

Proposition 2.1
A%2KT admet cing types de sous-espaces vectoriels de dimension 2 et de rang

maximal donnés par une base {uy,us} :

(

Vi: up =ejeq+ e3eq4 Uy = ey4€5 + eger

‘/2 DU = €e169 Ug = €9€3 + €465 + €€y

Vi up = ejes + ezeq Uy = eg€5 + €366 + €467

V;l DU = e1eq + €36y Uy = €2€3 + e4€5 + eger
L ‘/E, UL = €16 + €364 + €56 Uo = €164 + €367 + €565

ot {ey1,...,er} est une base convenable de K.

Preuve.

Soit V' = vect {uy, us} un plan vectoriel dans A2K”.

Supposons d’abord le cas ou V posséde une base {uj,us} de bivecteurs de
rang4. Dans ce cas, S, N Sy, est une droite. On peut donc trouver une base

{e1,e9,...,e7} de K7 telle que :

Up = e1€g + €3e4
et

Uy = €4€5 + egery

Supposons maintenant que V' posséde une base {u, us} contenant un bivecteur
de rang 6, soit u; trois cas se présentent suivant que rg (uy) = 2,4,6 :
e Sirg(up) =2, alors S,, NS,, est une droite et on peut écrire
Uy = €162

et

Uy = €9€3 + €465 + eger

e Sirg(up) =4, alors dim (S,, N Sy,) = 3. On pose Sy, NS, = vect{z,y,z} et

on écrit u; = ax + yz. Soit w = xyz. C’est un trivecteur de rang3. On a
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S, C Sy, et il existe une base {z,y, z,b, ¢, d} de S,, comme suit :

1. Si usw = 0, alors us = xb + yc + zd. En posant a = ey, b = e5, ¢ = ¢4

T =¢e9,Yy=c3, et z=¢e4,0na:

U1 = €169 + €364
et

Ug = €g€5 + €36 + €467
2. Si ugw # 0, alors uy = zy + 2b + cd, ce qui donne

Uy = €162 + €364
et

U9 = €9€3 + €465 + €ger

Dans le troisiéme cas ou V' posséde une base {u,us} de bivecteurs de rang 6

on est dans un cas particulier du résultat plus général suivant. m

Lemme 2.4

Soit P = vect {uy,us} un plan vectoriel dans A> K*" ™', de rang mazimal, avec

rg (u1) =g (uz) = 2n.
Alors il existe une base {hg, ..., hp,e1,...,e,} de K*" T telle que :

U1 :€1h1+---+enhn
et
Ug = €1h0 + ...+ enhn—l

Dans notre cas, a un changement de notation prés, on trouve

U] = €34 + €162 + eseq
et

Ug = €37 + e1e4 + esea

Remarque 2.4

La base de s’appelle paire de Kronecker.
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Chapitre 3
Classification des trivecteurs

Soit K un corps commutatif.

3.1 Classification des trivecteurs en dimension
inférieure a 6

1) Sidim F = 3, il n’y a qu'une orbite de trivecturs non nuls si w € A*E — {0} il
existe {e1, e, €3} une base de F telle que w = ejeqes, alors : C'(w) = K.

2) Si dim E = 4, tous les trivecteurs non nuls sont décomposables, donc A*FE a
deux orbites, dans une base (e;), 1 < i < 4, un représentant de chaque orbite
est donné par 0, ejeses.

3) Si dim F = 5, lisomorphisme A3FE ~ A?E* montre qu’il y a trois orbites
dans A3E, en effet si un trivecteur est non nul et non décomposable, il est
nécessairement de rang maximal, donc divisible par un vecteur e; : w = eju
ou u est un bivecteur de rang 4, on peut choisir pour S,.

Tout supplémentaire de Ke; dans E et il existe une base (¢;), 1 < i < 5,
de E telle que un représentant de chaque orbite est donné par 0, ejeses,

eq (ege3 + eqes) .

3.2 Classification des trivecteurs en dimension 6

Soit w € A3FE est de rang maximal 7 (w) = dim F = 6. Comme la dimension

de E est paire, d; (w) # 0, et on a d; (w) € {3,5}.
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Lemme 3.1

Si dy (w) = 3, il existe une base (e;), 1 <i <6, de E telle que w s’écrire :

We,1 = €1€2€3 + e4és56eq
ou

We 2 = €1€2€3 + €2€3€5 + €1€3€E¢

3.3 Classification des trivecteurs en dimension 7

Théoréme 3.1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7, et tel que le corps K est algé-
briguement clos alors il y’a cing orbites de rang 7, et deux orbites de rang 6, une
orbite de rang 5, une orbite de rang 3, et l'orbite 0, c’est a dire :

ws = ejeges, rg (ws) = 3.

ws = €1 (eze3 + eqe5), g (w5) = 5.

we,1 = €1€2€3 + €e4€5€q,

We2 = €1€9e4 + €2e3e5 + e1e3e6, 79 (W 1) = g (we2) = 6.

Wr1 = €1 (6263 + eges + 6667> .

W7o = W71 T €264€4.

W73 = €1€2€3 + ezeqes + eseger.

wra = €1 (e2e3 + €4€5) + eae466 + e3ese7.

W75 = Wr2 + eseser.

rg(wr;) ="7,i= 1,5

3.4 Classification des trivecteurs en dimension 8

Théoréme 3.2
Sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelqonque, il existe treize
classes d’équivalence de trivecteurs de rang 8. Dans une base (e;),_, s de E, un

représentant de chaque classe est donné par ws;, 1 < i <13, de la table 1.

Table 1
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ws; | Expression d'un représentant de 'orbite dy (w)
wg1 | e1(ezes + eses) + egeres 3
wg2 | e1(e2es + eses + eger) + eseges 3
ws3 | e1(eses + eseq) + ea (eges + eres) 5
wsa | e1(ezes + eses) + eg (e2e7 + eqes) 5
ws5 | e1(ezes + eqes) + ep (e2es + eres) 5
ws,c | e1(ezes + eses + eger) + eg (eses + eseq) )
ws,7 | e1(ezes + eses + eser) + e2 (eses + eres) 5
ws,8 el (6268 + ezeg + 6467) + egeresg + eseqes 6
ws,o | e1 ez (es+ eq) + eses] + eseser + eseges 6
ws,10 | €1 (ezes + eger) + eaezes + eseses + eseser 6
wg.11 | e1(eser + eseq + egen) + e (eses + €ger) + exeaeq 6
ws,12 | e1[(ea —e7) (es —es) + eser] + ea (eseq + eseq) + eseres | 7
ws,13 | e1es (e3 — e7) + eseq] + ea (ezeq + eses) + egeres 7

3.5 Le commutant

Proposition 3.1

a) C(w) est une sous-algébre unitaire de Endy (F) .

b) I ={f € Endx (F),/Imf C R,} est un idéal bilatére de C (w) et le quo-
tient C (w) /I est commutatif.

Preuve.

a) Il est clair que C' (w) est un sous-espace vectoriel de Endg (F) .

Si pour tout f,g € C' (w), on a :

w(fgffl,l'z,.--,l'p) = w(gxla'r%fxfi)"'vmp)
= w(zy, 922, frs,...,Tp)
= w(xy, fgxe,x3,...,7p).

alors fg € C (w).
Comme west multilinéaire, C' (w) contient les homothéties.

b) I est contenu dans C' (w) car, si f € I, w(xy,..., fxi,...,z,) =0.
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Si f,gel,Im(f—g) CR,,siheC(w),ona:
w(hf(z1),x9,...,25) =w (f (x1),h(x2),...,2p) =0,

donc hf € I et de méme fh € I.

SifetgeC(w):

w(fgz1,22,. .., 2p) = w(gr1, @2, fas... Tp)
= w(xy, 929, fas,...,xp)

= w(fr1,972,...,7p)

w(gfry,za, ..., xp).

Donc [f,g] (E) C R, cest -a-dire fg — gf € I, ce qui montre que C (w) /I

est commutatif. On suppose désormais £ de dimension finie. m

Proposition 3.2
Soit w une p-forme non dégénérée, il existe une décomposition de E en somme
directe de sous-espaces vectoriels E;, 1 < i < k, et des formes p-linéaires

w; € NPE? tels que w = Zle w; et C'(w) est une K-algébre commutative .

Exemple 3.1 On a B = (e1ez¢e3), w = e163€3
f:E—E/(e1,ez,e3) = (e1,...,ei1, f (&), €ir1,--,6),

ne dépende pas de i

C(w) =

f(el) f(62) f(€3)

ay B vy el
Mp (f) - ! !

Q2 By V2 €2

Qa3 B3 BE] €3

feC(w), w(f(er),ee3) =wler, f(e2),e3) =wl(er, e, f(e3)).

w(arer + ages + azes, ez, e3) = w (e, Brer + Pyea + Pses, e3)

= w (e, e, 7161+ Ya€2 + V363) .

oW (61, €2, 63) = 52&) (61, €2, 63) = V3w (617 €2, 63) .
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1% (61762763) =1
oy = [y =14, car:
aiw (e, ej,e,) =0
w(f(er),e1,e3) = w(arer + ages + azes, e, e3)

= ayw (eq,e1,€3)

= —QaW (61, €2, 63)

= Q9 = 0.
Aprés calcul, on trouve :
a 0 0
Mp(f) = 0 o O = ayl;.
0 0 «

C’est-a-dire : C (w) ~ K.

3.5.1 Commutant d’un trivecteur de rang inferieure ot
égale a4 6

Proposition 3.3
On sait, que C' (w) est une K -algébre commutative, on va expliciter C' (w) quand
w est un trivecteur de rang 6.
Siw = wg1 = ejese; + ejetes, on a :
w (e, eg,e3) = w (eq,e5,66) = 1
et

w(e;ejer) =0

dans les autres cas, si f € C(w), sa matrice dans la base (e;), 1 < i < 6,

0
est de la forme ,ou A= XNz et B=al; \a € K, autrement dit
0 B
C(w)~ K x K.
Preuve.

Soit f € C (w)
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fler) fle2) fles) fles) [fles) f(es)
M By 71 o o 01 e1
A2 By V2 % I 02 €2
Mg (f) = A3 B Vs as H3 03 €3
A By s aa gy 04 €4
As Bs Vs a5 s 05 €5
A6 Be Y6 Qg e d6 €6

On a:

w(f (e1), €2, €3) =w(e1, f(e2),e3) = w(er, e2, f (€3)) .

f(e1) = Arer + Aaea + Azes + Ageq + Ases + Ages.

sw(f(e1),ea,e3) = w(Aer+Aaeat+Azes+Ages+Ase5+Nges, €2, €3) = Mw(eq, e, e3)+
Aow(eg, €3, e3)+Asw(es, ea, e3)+Aw(ey, €2, e3)+Asw(es, ea, €3)+Agw(es, €2, €3) =
A= By =173

#w (f (ea) ,e5,e6) = w(ea, f(es),e6) =w(eq,e5, f (€6))-

f(e4) = arer + ages + ages + ageq + ases + ages.

xw(f(eq), e5,€6) = arw(er, es, eg)+asw(es, €5, €5)+asw(es, es, eg)+ayw(ey, 5, €6)+
asw(es, es, ) + agw(es, €5, €6) = ag = s = .

xw (f (e1), e1,€2) =w (e, f(e1),e2) =wler,er, f(e2)).

f(e1) = Aer + Agea + Azes + Ageq + Ases + Ages.

#w(f(e1), e1,e2) = Mw(er, e1, e2)+Aaw(eg, €1, e2)+Azw(es, €1, €2)+Aaw(eq, €1, €2)+
Asw(es, e1, ex) + Agw(eg, €1,€2) = A3 = —A3 = 0.

sw(f(e1),er,e3) = Mw(er, e, e3)+Aaw(es, e1, e3)+Asw(es, eq, e3)+Aw(ey, e, e3)+
Asw(es, e1, e3) + Agw(es, €1, €3) = —Ay = 0.

xw(f(e1),er,eq) = Mwl(er, €1, eq)+Aow(es, 1, e4)+A3w(es, e1, eq)+Agw(eaq, e, e4)+
Asw(es, e1,eq) + Agw(es, €1, €4) = 0.

sw(f(e1),er,es5) = Mw(er, e, e5)+Aaw(es, e1, e5)+Asw(es, e1, e5)+M\w(ey, e, e5)+
Asw(es, e1, es) + Agw(es, €1, e5) = 0.

sw(f(e1),er,es) = Mw(er, er, e6)+Aaw(es, €1, e6)+Asw(es, e1, eg)+Aw(ey, €1, e6)+
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Asw(es, e1, eq) + Aew(es, €1, €6) = 0.

w(f(e2),e9,e1) =wl(ea, f(ea),e1) =w (e, e, f(e1)).

f(e2) = Bre1 + Byea + Bzes + Byea + Byes + Bges.

*w(f(eg), eq, 1) = Brwl(er, ez, €1)+Baw(es, €2, e1)+B3w(es, €2, e1)+B,0(es, €2, 1)+
Bsw(es, e2,e1) + PBew(es, €2, €1) = B3 = —F5 = 0.

xw(f(ea), eq,e3) = Biw(er, e, e3)+Bsw(es, €, €3)+B5w(es, €a, €3)+B,w(eq, €2, €3)+
Bsw(es, ea, €3) + Bew(es, €2, €3) = 1 = 0.

sw(f(ea), e, e4) = Brw(er, ez, e4)+bsw(es, €, e4)+05w(es, €, €4)+B,w(eq, €2, €4)+
Bsw(es, €2, eq4) + Bew(es, ea, €4) = 0.

*w(f(e2), e2,e5) = Brw(er, €2, e5)+Fow(ez, e, €5)+B3w(es, ea, €5)+B,w(ea, €2, €5)+
Bsw(es, €2, e5) + Bew(es, ea, €5) = 0.

*w(f(ea), ea,e6) = Biw(er, ez, e6)+Bsw(es, €2, €6)+B5w(es, €2, €6)+B4w ey, €2, €6)+
Bsw(es, e, €6) + Pew(es, €2, €6) = 0.

ww (f (€3),es,e1) =w(es, f(e3),€1) = w (es, €3, f (€1))

f(e3) = v1€1 4+ 13e2 + V363 + V€4 + V565 + V666

xw(f(es),es, e1) = yyw(er, es, e1) = yow(es, e3, e1)+ysw(es, es, e1)+y,w(eq, €3, e1)+
Vswl(es, es, e1) + vew(es, €3,€1) =73 = =7, =0

xw(f(e3), es, ea) = ywles, €3, €2)+y w(es, €3, ea)+vsw(es, es, e2)+y,w(eq, e3, e2)+
vsw(es, es, e2) + Ygw(es, €3, €2) = v, = 0.

xw(f(es), es,eq) = yiw(er, e3, e4)+vyw(es, €3, e4)+ysw(es, es, eq)+y,w(ey, €3, €4)+
vsw(es, es, eq) + yw(es, €3, €4) = 0.

sw(f(es),es, e5) = ywler, €3, €5)+yaw(es, €3, e5)+vsw(es, es, e5)+y,w(eq, 3, €5)+
Vsw(es, €3, €5) + Yew(es, €3, €5) = 0.

xw(f(e3), es, e6) = vw(er, €3, €6)+y w(es, €3, e6)+v3w(es, €3, e6)+y,w(eq, €3, €6)+
Vsw(es, €3, €6) + Yew(es, €3, €6) = 0.

#w (f (e4),eq,e1) = w(ea, f(€a),€1) = w(ea, €4, f (€1)).

f(e4) = arer + ages + azes + ageq + ases + ages.
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xw(f(eq),eq,e1) = aqw(er, eq, e1) = aow(es, eq, e1)+asw(es, eq, 1)+agw(ey, eq, 1)+
asw(es, eq,€1) + agw(eq, eq,61) = 0.

xw(f(eq), eq,e2) = arw(er, eq, €2)+asw(es, eq, €2)+azw(es, eq, e2)+agw(e, eq, e2)+
asw(es, eq, €2) + agw(es, €4, €2) = 0.

sw(f(eq),eq,e3) = aw(er, eq, €3)+agw(es, eq, e3)+azw(es, eq, e3)+agw(eq, eq, €3)+
asw(es, eq, €3) + agw(es, €4, e3) = 0.

xw(f(eq), eq,€5) = arw(er, eq, e5)+asw(es, ey, €5)+asw(es, eq, e5)+agw(ey, eq, €5)+
asw(es, eyq, €5) + agw(es, €4, €5) = ag = —ag = 0.

xw(f(eq),eq,e6) = arw(er, eq, eg)+asw(es, eq, eg)+azw(es, eq, eg)+agw(eq, eq, eg)+
asw(es, eq, €6) + agw(es, €4, 6) = —as = 0.

*w (f (e5), €5,e1) = w(es, f(€5),€1) = w(es, €5, f (e1)).

f(es) = pyer + paea + pges + pyeq + pses + figes.

*w(f(es), €5, 1) = mw(er, es, e1) = pw(es, es, e1)+pgw(es, e, e1)+pqw(es, €5, €1)+
psw(es, es, er) + pgw(es, es, e1) = 0.

xw(f(es),es, ea) = pyw(eq, es, ea)+psw(es, ex, e2)+pusw(es, es, e2)+puw(eq, es, es)+
psw(es, es, es) + pew(es, es, e2) = 0.

*w(f(es), e5,e3) = pw(er, es, e3)+pw(es, e, e3)+izw(es, es, e3)+pyw(e, es, e3)+
psw(es, es, e3) + pgw(es, es, e3) = 0.

sw(f(es),es,e4) = pw(er, es, eq)+uow(es, es, eq)+usw(es, es, eq)+puw(ey, es, eq)+
psw(es, es, eq) + pgw(es, es, e4) = —pg = 0.

xw(f(es),es,e6) = pyw(eq, es, eg)+psw (e, ex, eg)+psw(es, es, eg)+uw(eq, es, eg)+
psw(es, es, €6) + tgw(eq, €5, e6) = iy = 0.

*w (f (es) , €6,€1) = w (eq, f (€6) , €1) = w (€q, €6, [ (€1)) -

f (eg) = d1e1 + daeq + d3e3 + d4e4 + O5€5 + dpes.

sw(f(eq),eq,1) = drw(er, eq, €1) = daw(eg, g, €1)+03w(es, €6, €1)+dsw ey, €q, €1)+
dsw(es, s, €1) + Ogw(es, €q, €1) = 0.

xw(f(e), €6, €2) = d1w(eq, €6, €2)+0ow(e2, €6, €2)+03w(es, €6, €2)+04w(ey, €6, €2)+
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dsw(es, eq, €2) + dgw(es, €q, €2) = 0.

xw(f(eq), eq,€3) = d1w(eq, eq, €3)+02w(ez, €6, €3)+d3w(es, €6, €3)+04w(ey, €6, €3)+
dsw(es, es, €3) + Ogw(es, €6, €3) = 0.

xw(f(eg), eq,€4) = 01w(eq, g, €4)+dow(ea, €6, €4)+03w(es, €6, €4)+Isw(ey, s, €4)+
dsw(es, eq, €4) + dgw(eq, €6, €4) = 05 = —d5 = 0.

xw(f(eq), eq,€5) = drw(e, g, €5)+02w(e2, €6, €5)+d3w(es, €6, €5)+01w(ey, €6, €5)+

55(,(}(65, €g, 65) —I— 56w(667 €g, 65) = —54 = O
donc C' (w) ~ K x K.

Aprés calcul, on trouve :

MB(f):

o O o o O

o O O O O x>
o O O O > O
o O O > O O
o O L0 o o o
o L0 o o o o

* %k %k

De méme si w = wg 2 = ejese; + eseze; + ejeses, alors

w (617 €2, 64) =w (627 €3, 65) =w (ela €3, 66) =1
et

w (e, ejer) =0

dans les autres cas, si f € C(w), sa matrice dans la base (¢;), 1 < i < 6

4 0 0 0 «
est de la forme ,ouA=MAN3 B=X3,etc=] a 0 0 avec
C B
0 —a O

A, o € K, désignons par € : E — FE P'application linéaire définie par € (e1) = es,
e(ex) = —eg, e(e3) = eq, et e(e;) = 0,814 € {4,5,6},alors : C'(w) = K [¢] ou
g2 =0.

Siw = we 1,4 (00 we2,4),0n a:

w (61763764> =w (ela 65)66) =w (627637 66) - ].,CL) (627647 65) =—d
et

w (e, ej,er) =0

38



dans les autres cassi f € C'(w) ona f = Xidg +aD ou \,a € K et

D : E — FE lapplication linéaire définie par D (e3) = dey, D (e1) = eq
D (e3) = es5, D (eq) = deg, D (e5) = des, et D (eg) = eq, comme D? = d idg, on a
C(w)~ K (yd).

Siw = wegie0na:

(
w (617 €3, 64) = w (€2a €3, 66) = w (627 €4, 65) =W (627 €5, 66) - 1
w(ey,e5,65) =a

et

| weiejer) =0

dans les autres cas tout élément f de C' (w) S’écrit A idg +aD’ ou Papplication
linéaire D’ : E — E vérifie la relation D'? + D' = a idg, donc C (w) ~ K (a) ou

4+a+a=0. m

3.5.2 Commutant d’un trivecteur de rang 6

Théoréme 3.3
Soit w € A*E* une forme trilinéaire alternée de rang 6. Le K-algébre C (w)

caractérise l'orbite de w sous l'action du groupe linéaire GL (E) .

En utilisant la définition du commutant, un calcul direct sur les wr; donne le

résultat suivant : si w est de rang 7, C' (w) ~ K.

Proposition 3.4

Supposons que dim E = n, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) pour tout trivecteur w de rang n, C (w) ~ K.
ii) n e {3,5,7}.

Preuve.

L’entier n est supposé supérieur ou égal a 3 et différent de 4.Comme on I’a vu
sin € {3,5,7}, C(w) ~ K. Supposons donc n ¢ {3,5,7}, n=6oun > 8.

Dans le premier cas, C' (w)est de dimension 2, donc différent de K. Sin > 8, on
peut écrire n sous la forme 3p + 5q avec p,q € N et p+ ¢ > 2. Soit o un trivecteur
de rang 3 et § un trivecteur de rang 5, la somme orthogonale de p exemplaires
de a et de ¢ exemplaires de 5 est un trivecteur w de rang n tel que C' (w) ~ KP*4

donc C (w) # K.
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Remarquons enfin que si n = 3k (k > 2) il existe au mois un trivecteur w de

rang maximal de sorte que C'(w) ¥ K [e] x K. m

3.5.3 Commutant d’un trivecteur de rang 8

Dans une base <€j)j:1 ¢ de F, un représentant de chaque Commutant est donné

par wg;, 1 <¢ <13, de la table 2.

Table 2
ws,; | Expression d’un représentant de orbite C (w)
ws,1 | e1(ezes + eqes) + egeres Kx K
wg2 | e1(ezes + eses + eser) + esep€s K [¢]
wg,3 | e1(eses + eseq) + ez (eses + ereg) K [¢]

wsa | e1(ezes + eqe5) + ep (e2e7 + eqes)

ws.5 e1 (ezes + eses) + €6 (e2es + eres)

wse | €1(ezes + eses + eger) + es (eses + esep)

ws,7 | e1(ezes + eqe6 + eser) + e2 (eses + eres)

wss | e1(ezes + eses + eser) + egereg + ezeqes

ws,o | e1es(es+ eq) + eseq] + eseser + eseges

w10 | €1 (ezes + eser) + eaeses + ezeqeq + eseser

w&n €1 (6367 + €5€4 + 6862) + €g (6463 + 6667) + €9€4€¢

wsg 12 | €1 [(eq —e7) (e3 — eg) + eser] + ea (eseq + eseq) + egeres

xR R R R R R R R R

wg,13 | €1 les (e3 — er) + eges] + e2 (ezeq + eseq) + egeres
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a pu découverir des inverient arithmétiques et alge-
briques que I'un peut associer & un p-vecteur qui permettent de mieux les com-
prendre la classification des formes trilinéaires alternées est interprétoble pour

d’écrire certaines classifications des courbes elliptiques .
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Résumé :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, sur un corps commutatif K.
Le groupe linéaire GL (E) agit de fagon naturelle sur I’espace ASE.

Trouver les orbites par cette action nécessite d’abord, une classification sur un corps
algébriqguement clos de caractéristique guelconque, ensuite, la détermination compléte des

stabilisateurs par les suites exactes, en leur choisissant des parties stables convenables.
Dans ce travail nous intéressons le commutant des trivecteurs de rang < 8.

Mots clés : p-vecteur, classification, le commutant, orbite.

Abstract:

Let E be a finite dimensional K vector space. The linear group GL (E)
Operates naturally over the space A3E.

The study of orbits needs, first, a classification over an arbitrary algebraically closed field,

then complete description of stabilizer by the exact suit.
This work will focus on the commutant of the trivectors of rank < 8.

Keywords : p-vector, classification, the commutant, orbit.
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