REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET
POPULAIRE

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE
LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

1
L
I

Université Mohamed Boudiaf de M’sila
Faculté des Mathématiques et de I'Informatique

< —7

- - — o
pP——,
— —

dlpuoll - Lalibgy 2000 doola i , .
Université Mohamed Boudiaf - Msila Département des Mathématiques

Memoire de Master

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Option : Analyse Mathématiques et numérique

Theme

L existence d’une classe d’équations différentielles d’ordre fractionnaire en utilisant la

mesure de non compacité. APPLICATION :L opérateur de Hilfer

Présentée par:
MEZAACHE MOUNA

Soutenu Publiquement : Juin 2024

Devant le jury composé de :

NADIR Mostefa Prof, Université de M'sila
GAGUI Bachir M.C.A, Université de M'sila
KHIRANI Amina M.C.A, Université de M'sila

Année universitaire 2023 /2024.

Président
Encadreur
Examinatrice



Remerciements
J’aimerais en premier lieu remercier mon dieu Allah qui m’a donné la volonté et le
courage pour achever ce travail. Je tiens & remercier tout d’abord mon encadreur le Dr.
GAGUI Bachir qui m’a fourni le sujet de ce mémoire et de m’a voir guidé. Leurs
critiques et Leurs conseils m’ont été tres précieux. De méme je remercie NADIR
Mostefa et KHIRANI Amina qu’ils m’ont fait,en acceptant de juger ce travail.
Enfin & toute personne qui a collaborée a la réalisation ,Du présent mémoire.

Merci

Dédicace
Je dédie ce modeste travail:
A mes parents
A mes soeurs
A mes amies
A toute la famille

Je tiens a remercier 'ensemble de tous les étudiants et étudiantes de ma promotion,

Mouna.



Table des matiéres

Introduction iii

1 Mesure de non compacité
1.1 Espacesde Banach . . . . .. ... ... ... L oo
1.1.1 Espaces métriques . . . . . . . . . . ...
1.1.2 Espacesde Banach . . . ... ... ... ... ... ... ......
1.2 Principes fondamentaux des opérateurs . . . . . . . ... ... L.
1.2.1 Compacité . . . . . . . . e
1.2.2 Compacité dans C(G) . . . . . . ... o i
1.3 Mesure de non compacité . . . . . . . ..o L Lo
1.3.1 Mesure de non compacité en général . . . . . .. ... ...
1.4 Mesure de non-compacité de Kuratowskii . . . . . .. ... ... ... ....
1.5 Mesure de Hausdorff: . . . . .. .. .. ... 0o

1.6 Mesure de non compacité des opérateurs . . . . . . . . .. ... ... ...

© O g O Ot Ot R W W N = =

1.7 Théorémes de point fixe . . . . . . . . ...

2 Calculs fractionnaires et équations différentielles d’ordre fractionnaires 13

2.1 Equations différentielles fractionnaires. . . . . . . . . . . ... ... ... .. 13
2.1.1 Fonctions spéciales . . . . . .. ..o 13
2.1.2 Intégrale fractionnaire . . . . . . ... ... oL 16
2.1.3 Dérivées fractionnaire . . . . . . . . ..o L oo 19
2.1.4 Dérivées fractionnaires de Caputo . . . . . . . . . .. ... ... ... 22
2.1.5 Dérivées fractionnaires de Katugampola . . . . . ... ... ... .. 24



TABLE DES MATIERES

2.1.6 Dérivées fractionnaires de Hilfer . . . . . . . . . . . . .. . ... ... 25

3 Existence de solution de EDFs par la mesure de non compacité 27

3.1

3.2

Application de MNC pour une équation différentielle fractionnaire de type

Hilfer dans l'espace de Banach . . . . . . . ... ... ... ... ....... 27
Résultat d'existence . . . . . . . . ... oL 28
321 Exemple . . .. .. 34

Conclusion 36

i



Introduction

Introduction

La mesure de non-compacité est une outil largement utilisé dans 1’espace de Banach,
notamment en théorie des points fixes pour résoudre des équations différentielles, intégrales
et intégro-différentielles,derniérement,de nombreux travaux ont été réalisés sur 1’étude des
équations différentielles fractionnaires. La mesure de non-compacité, introduite initialement
par le mathématicien Kuratowski en 1930 et par Hausdorff en 1957, notre but dans ce mé-
moire est comment utilisé la mesure de non compacité pour prouver ’existence de solutions

a des problémes différentiels d’ordre fractionnaire de la forme générale :

DYPy (t) = f (t,y(t)).
Avec les conditions
y (0) = yo, ¥ (0) = w1,

Le mémoire se compose de trois chapitres:

Le premier chapitre ,Explorons la mesure de non compacité, notamment les mesures
de Kuratowski et de Hausdorff, ainsi que leurs propriétés. Nous examinerons également la
relation entre les ensembles compacts et relativement compacts, selon la topologie que la
mesure, aussi les propriétés des opérateurs sous I’angle la mesure de non compacité .en finir
par la théorie du point fixe.

Le deuxiéme chapitre, concentre du calcul fractionnaire, notamment l’intégration
fractionnaire,et la dérivation fractionnaire selon Riemann-Liouville, Hilfer et Katugampola.
Nous explorerons leurs propriétés et établirons les liens entre ces trois approches, largement
utilisées.

Le dernier chapitre, on traitera I’existence des solutions pour les équations différen-

tielles d’ordre fractionnaire de type Hilfer a ’aide de la mesure de non compacité.
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Chapitre 1

Mesure de non compacité

Dans ce chapitre nous exposons la mesure de non compacité, notamment les mesures de
Kuratowski et de Hausdorff, ainsi que leurs propriétés. Nous examinerons également la
relation entre les ensembles compacts et relativement compacts, selon la topologie que la
mesure, aussi les propriétés des opérateurs sous l’angle la mesure de non compacité et on

termine par la théorie du point fixe.

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Espaces métriques

On dispose sur R de la distance usuelle
d:R+ X R+ d R+
(x.y)— d(z,y) = [z — y||

Définition 1.1.1 Une distance sur un ensemble E est une application

d:E x E — R, telle que:

LVx,y € E,d(z,y) =0<= x =1y, (séparation)
2Vx,y € E,d(z,y) =d(y,z), (symétrie).

3Vx,y,z € E,d(x,z) <d(z,y)+d(y, z), (inégalité.triangulaire).



1.1. Espaces de Banach

Le couple (E;d) est appelé un espace métrique.

Définition 1.1.2 Dans un espace métrique (E,d), on appelle boule ouverte boule fermé de

centre a €X et de rayon r > 0, les sous-ensembles

B(a,r) = {z e E;d(a;z) <r}
Bi(a;r) = {z € E;d(a;z) <r}

Suites dans les espaces métriques

Définition 1.1.3 .Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,), € E,une suite de E ..Soit
z€ E.On dit que(x,), € Econverge vers x si l'on a:

Ve >0IN € EXNne€ E:n> N =d(z,,x) <e€

Définition 1.1.4 Une suite (), € E est de Cauchy si et seulement si:

Ve > 03dng € N,Vn,m € E :n,m > ng = d(x,, Ty) < €
Définition 1.1.5 On dit que l’espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy

CONvVeETgeE.

1.1.2 Espaces de Banach

Définition 1.1.6 Soit X un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E

dans R habituellement notée ||| vérifiant pour tous x,y dans E et tout dans k :

Lz]| = 0<=2=0
2. |azx|| = |af||z|| (homogénéité),

B lz+yll < |zl + ||yl (inégalitétriangulaire).



1.2. Principes fondamentaux des opérateurs

Définition 1.1.7 Un espace vectoriel E muni d’une norme ||.| noté (E,||.||) est appelé un

espace vectoriel normé.
Remarque 1.1.1 Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Définition 1.1.8 Soit(X,||.||) un espace de Banach, notons par A un sous-ensemble de X,

et 0A la frontiére de A
De plus, le diameétre de A:
diam(A) = sup{||z — y||;z,y € A}

et leur distance:

dist(z, A) = inf{[|z — y|[;z,y € A}

Définition 1.1.9 Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infini on noté
lensemble des opérateur linéaire de X dansY par L(X,Y) , L(X) = B(X, X) un opérateur
linéaire T défini sur X dans 'Y

1.2 Principes fondamentaux des opérateurs

1.2.1 Compacité

Définition 1.2.1 (Compacité) Un ensemble A de E est compact si de toute suite d’éléments

de A, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de A.

Définition 1.2.2 1. Une classe de sous-ensemble de E s’appelle une couverture d’un

ensemble G de E ,si nous avons G C U;U;

2. Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour tout suit d’éléments dans E

contient une sous -suite converge vers un élément dans U.

3. Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentielle-

ment compact.



1.2. Principes fondamentaux des opérateurs

4. Un sous-ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence

est compact.

5. Un sous-ensemble G d’un espace normé est totalement borné si il existe une suite finie
1,€:

Ve>0:G CU_ B (goj,e) :

Définition 1.2.3 (Opérateur Compact): Soit Aun opérateur linéaire d’un espace normé
X dans un espace normé Y ,on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble

borné un ensemble relativement compact dans Y .

Définition 1.2.4 (Opérateur borné): Un opérateur linéaire A défini sur E dans F' est

dit borné s’ il existe une constante positive C' > 0, tel que :

JA@)p < Cllally. Ve € E

1.2.2 Compacité dans C (G)

Dans cette partie, I’espace des fonctions continues définies dans C' (G) est muni de la norme

maximum,

[lloe = max|e (z)].

Théoréme 1.2.1 (Arzela-Ascoli):Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et
seulement si les condition suivants sont vérifies i,e:

1. L’ensemble U est borné telle que :
VoeU:Vzek,aM >0:|p(x)| <M .
2.L’ensemble U est équicontinu ,
: Ve>0:VoeU: :Ve,yeck:30 >0 tell.que: |z —y| <J—lpx)—p(y)| <e

Définition 1.2.5 :Soit A un opérateur linéaire d’un espace norme X dans un espace norme
Y, on dit que Aest un opérateur compact d’il envoie tout ensemble borné G dans X un en-

semble relativement compact A (G)dans Y. Autrement dit ,la fermeture A (G’) est compact.



1.3. Mesure de non compacité

Définition 1.2.6 :Un ensemble G C X est relativement compact si pour toute suite {p,, }

il existe une sous suite {gpn(k)} qui converge dans Y .

Définition 1.2.7 Un opérateur A deX dans Y est compact si et seulement si pour toute

suite bornée{y, } de X ,la suite {Ag, } contient une sous suite convergent dans 'Y

1.3 Mesure de non compacité

La mesure de non compacité est un outil tres utile dans les espaces de Banach, ils sont
largement utilisé dans la théorie du point fixe ,les équations différentielles ,les équations

fonctionnelles, les intégrales et équations integro-différentielles,.....etc([4, 7])

1.3.1 Mesure de non compacité en général

Avant de rappeler la mesure de non compacité, on note par (F, ||.||) un espace de Banach,
nous désignons par My la famille des sous-ensembles bornées non vide deF, et par Ng la
famille des sous-ensemble relativement compact de F, et I’enveloppe convexe d’un ensemble

X C E notons par conv(X).

Définition 1.3.1 :Une application y : Mg — [0, 4+00| ,est appelée mesure de non compacité

dans E,qui satisfait les condition suivantes: — La famille
ker(p) := {D € Mg telle que:p(D) = 0} # ¢, etker(pu) C Ny
(ker est appelé le noyau de MNC)
Théoréme 1.3.1 :Soit A,Be My, alors:

L.SIX CY = pu(X) < uY).
2.0(X) = p(X).
3.p(conv X)) = pu(X).
ApAX + (1 =NY) < (X)) + (1 = )u(Y), A e [0,1].
p(AX) = |\ u(X)(pest dit homogene)
WX +Y) < (X)) + p(Y) (nest dit sub additif)
6.5i(.X,,) ensemble de suite de M telle que X, 11 C X, (n =1,.....,n) et lim,, o 1 (X,,)

0, alors Xo = N2, X, et Xo € ker (u) .

5.4 est dit semi-norme si



1.4. Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Définition 1.3.2 :

1\ Une mesure de non compacité est appelée mesure avec la propriété mazimale, si max (pu (A), u(B)) =
p(AUB)

2\ Une mesure de non compacité est dit réquliére, si ker (1) = Nx ,sub— linéaire et posséde

une propriété mazrimal.

3\ Une mesure de non compacité est lipschitzienne, si elle satisfait la condition de Lipschitz
1w (A) = p(B)| < p(B(X))dn (4, B)
Avec:

dy (A, B) = max {supd (z, A),supd (y, A)}

€A yeB

1.4 Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Kuratowskii fut le premier(1930) a introduire et étudier la notion de la mesure de

non-compacité([18])

Définition 1.4.1 :La mesure de non-compacité de Kuratowski d’un ensemble borné A €

Mx ,notée o (A) ,est définie par:
a(A)=inf{Ve>0: AC U ,B;,B; C X,diam (B;) <¢,i=1,2,...,n}

désigne le diameétre de ’ensemble B; ,a (A) = inf {e > 0 : admet une recouvrement fini par des ensembles .
est sous ensemble de X et BE Mx.On notera que, dans cette définition, [’expression peut
étre remplacée par diam B; > e.Il est clair que a(A) < diam A pour tout ensemble borné
A dans My et que a(A) = 0 si A est fini. Les propriétés essentielles de la mesure de

non-compacité de Kuratowski d’un ensemble borné sont résumées dans le théoréme suivant:

Théoréme 1.4.1 ([18]):Soit (X,d) un espace métrique et A, Ay As € Mx ,alors

1. a(A) =0« A est compact.
2. ACA1:>OK(A)<04(A1)
3. a(A) =a(A).



1.5. Mesure de HausdorfT:

4. a (AU As) =max{a (A1), a(A42)}.
5. a(A;NAs) <min{a(A;),a(A42)}.
6. Si X est complet,(F),), une suite des ensembles croissantes d’ensembles non

vide,fermés et bornés, telles que :
lim, a (F,) =0, alors Fi, = N F,, est sous-ensemble non vide et compact.
Proposition 1.4.1 :Soit (X, d) un espace normé et A, Ay, Ay € My ,alors:

1. Oé(Al —I—Ag) S a(A1)+a(A2).

2. a(A+zx)=a(A),Vze X.
3. a(MN) =|Na(A).

4. «a(A) = a(conv (A)) ou conv A désigne l'enveloppe convexe de 'ensemble A.

1.5 Mesure de Hausdorft:

En 1957,Goldenstein,Goh’berg et Markus ont introduit une autre mesure de non-compacité

appelée mesure de non-compacité de Hausdorff.

Définition 1.5.1 La mesure de non-compacité de Hausdorff d’un ensemble borné A €

Mg, notée x (A), est définie par:

X(A)=inf{e>0: ACUL B (1) ,2; € X,r; <e,i=1,...n}.

Ow:B (x;,1;) désigne la boule de centre x; et de rayon r;.
ol
X (A) = inf {e¢ > 0, B admet un recouvrement fini des boules de rayons<e}
avec B est la famille des sous espace fermés de X et B € Myx.Dans cette définition
Jinégalité r; < e,peut étre remplacée par r; < €,De plus les centres x; des boules qui

recouvrent ’ensemble A ne sont pas forcement dans 1’ensemble(Az; € X, en général) .



1.5. Mesure de HausdorfT:

Théoréme 1.5.1 :Soit(X,d) un espace de Banach et soit A, Ay, Ay des sous ensembles

bornés.

1.

2.

Si est finiA alors:y (A) = 0 < A totalement bornée< A est compact.
Si Aest finialors y (A) = 0.

AC A = x(4) <x(A)

X (4) = x (4) = x (con (4)).

X (A1 U A;) = max {)x (A1), x (42)} .

X (A1 N Az) <min{x (A1), x (A2)}

Si Xest complet ,(F,,), une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés

telle que :lim,, (F},) = 0 ,alorsF,, = N>, F,, est un sous-ensemble non vide et compact.

Proposition 1.5.1 Soient X un espace normé A, Ay, Ay € My . Alors:

1.

2.

3.

4.

X (A1 + Az) < x (A1) + x (42).
X(A+z)=x(A),Vze X.
X (A4) = [A[x(4),A ek

X (A) = x (con (A)) ,ou con (A) désigne I'enveloppe convexe de I'ensemble A.

Théoréme 1.5.2 :Soit X un espace normé de dimension fini et B, la boule unité fermée

dans X. Alors:

1.

2.

o(B) =2

X (Bx) =1.



1.6. Mesure de non compacité des opérateurs

1.6 Mesure de non compacité des opérateurs

Définition 1.6.1 :Soient T : D (T) C X — X un opérateur continu « (.) est la mesure de
non compacité de Kuratowski dans X ,pour tout k > 0 ,on dit que Test une contraction si

pour tout sous-ensemble borné A de D (T),T (A)est un sous-ensemble borné dans X et

a (T (A)) < ka (A).

Remarque 1.6.1 pour tout sous-ensemble borné A de D (T), alors a(A) > 0,T (A) est un

sous-ensemble borné dans X et

a(T(A) <a(A)

Définition 1.6.2 :Soient T' : D (T) C X — X wun opérateur continu x (.) est la mesure
de non compacité de Hausdroff dans X et k > 0,T est dit K-boule contraction si pour tout

sous-ensemble borné A de D (T),T (A)est un sous-ensemble borné dans X et

2. a(T)=0< x(T) =0<«= T est compact.

3. SiT,S € L(X),donc a(TS) <a(T)a(S)et x(TS) < x(S)x(T).

4. Sike K(X),donc a(T +k)=a(T)et x(T'+k)=x(T)

5. a(T*) < x(T) et a(T) < x(T*), ou T* désigne l'opérateur dual de 7'
6. Si B est un sous-ensemble borné de X, donc o (T (B)) < a(T) o (B).

7.S9ACD(T),a(A) >0 alors T (A) borné ,

1.7 Théorémes de point fixe

Dans cette section on a rappelle quelques outils et résultats d’analyse fonctionnelle utilisés

par la suite pour :principe de contraction de Banach ,équicontinuité,théoréme de Schauder,



1.7. Théorémes de point fixe

de Brower résoudre des équations différentielle d’ordre fractionnaire ot le deuxiéme membre
est non linéaire, nous besoin des théories du point fixe.
On note par L' (I, E) L’espace de Banach des fonctions mesurables, y : I — E qui sont

Bochner intégrales, muni de la norme

T
ol = [ Tl @) e
0

L’espace de Banach des fonctions mesurables y : I — E qui sont bornées est noté par

L*> (I, F) muni de la norme:
[Yllo = inf {c >0, |y ()| <¢ ppte}.

On note par AC* (I, FE) I'espace de Banach des fonctions dérivables y : I — E ,ayant la

premiere dérivée absolument continue.

Définition 1.7.1 L’application f : I x F — E est dit de Carathéodory si,
1. t — f (t,u) est mesurable Yu € FE.
2. uw — f(t,u) est continue presque pour tout ¢ € I.

3. Vr > 0,il existe une fonction @, € L' (I,R,), telle que Yu € R avec ||ul| < r,
Lf (&)l < @ (1) -

Remarque 1.7.1 Si f vérifier l'assertion 3 ,alors est dite L' Carathéodory.

Définition 1.7.2 Soit X une espace de Banach on dit que F' est contractent = V1,19 € X
on a:

|F(21) — F (22)| < ko1 — 22| ,0< k<1

Théoréme 1.7.1 (Scharefer).Soient X un espace de Banach et F': X — X complément

continu .Alors F' posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.7.2 (Banach).Soit X une espace de Banach ,et F: X — X est contractent

alors:F' admets un point fixe unique:

Jy* € X telle que F (y*) = y*

10



1.7. Théorémes de point fixe

Théoréme 1.7.3 (Schauder).Soit (E;d) un espace métrique complet et A une partie con-
vexe fermée de E et soit F' : A — A ,on a si U'ensemble {Fx :x € A} est relativement

compact dans E .Alors F' posséde ou moins un point fixe.
Définition 1.7.3 On dit que A est conveze:
Ve,y e AVte[0,1):te+(1—t)ye A

Définition 1.7.4 L’application T : C' C E — FE est dit une ag contraction s’il existe une

constante k < 1 positive telle que :
ap (T (W)) < kag (W), (YW fermé et borné)

Théoréme 1.7.4 (Darbo-généralisé) soit C' un sous ensemble non vide, ,fermé,borné et

conveze d’un espace de Banach E ['application continue
T:C—C,

satisfaisant:

p (T (W) < Qu (W), YV C C,

ot p une mesure de non compacité arbitraire et ® : [0,00[ — [0,00[, une fonction

strictement croissante (non nécessairement continue),avec:
lim ®" (t) =0, Vte [0,00].
Alors, T' admet au moins un point fixe dans C.

Lemme 1.7.1 Soit C' un sous ensemble non vide, fermé,borné et convexe d’un espace de
Banach, C (I, E) et soit G une fonction continue de I x I et f : [ x E — E une fonction qui
satisfait les conditions de Carathéodory,et il existe p € L' (I;R,) telle que pour tout t € I,

et pour tout sous ensemble borné B C E on a:
hli%l+ a(f(InxB)<pt)a(B);Li,=[t—ht]NnI

Si V' est un sous ensemble équicontinu de D ,alors:

o({[ewareoeasivert) < [l6eap@aw @)

11



1.7. Théorémes de point fixe

Théoréme 1.7.5 (Darbo-sadovskii) Soit C' un sous ensemble non vide ,fermé,borné et

conveze d’un espace de Banach E et soit l’application continue
T:C—-C
une ag  contraction ,alors T admet au moins un point fize dans C'.

Théoréme 1.7.6 (Monch) Soit D un sous espace fermé,borné et convexe d’un espace de

Banach, tel que 0 € D;et soit N une application continue de D dans D .St l'implication

V=convN (V) ouV =N ((V)U{0} = a(V)=0.

est vérifiée pour tout ensemble V de D, alors N admet un point fize dans D.

12



Chapitre 2

Calculs fractionnaires et équations

différentielles d’ordre fractionnaires

2.1 Equations différentielles fractionnaires

Cette section sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au cal-
cul fractionnaire,telles que:les fonctions spéciales(Gamma,Beta,Mittag-Leffer),l’intégration
fractionnaire de Riemann Liouville et de Katugampola, la dérivation fractionnaire au sens
Riemann-Liouville,Caputo,Katugampola,Hilfer qui sont les plus utilisées,ainsi des Lemmes

Fondamentaux et théorémes de point fixe.[11]

2.1.1 Fonctions spéciales
Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est une fonction complexe,considérée également comme une fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a 1’ensemble des nombres complexe(excepte en

certains point)

Définition 2.1.1 On appelle la fonction Gamma ,la fonction définie par:

['(x)= /tx_le_tdt, (x € C,Re(x) >0).
0

avec t*~1 = e(z—1)Int,

13



2.1. Equations différentielles fractionnaires

Lemme 2.1.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C*° surR?. ,(resp holomorphe
sur le demi plan x € C,Re (z) > 0) et,

+oo
Vk € N*, Vo € R, (resp,x € C,Re (z) > 0),T'™ (2) = / (Int)* = te~tdt.

0

Proposition 2.1.1 Pour tout z € C, Re(x) >0, n € N, on a:
1. T(x4+1) =al ().

2. T(n+1) = (n)l.

3. T (n+1) = vt
Remarque 2.1.1 (/13],[14]) La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs né-

gatifs non entiéres par la formule T' (z) = @ Lla fonction Gamma n’existe pas pour les

valeurs négatifs entiéres.

Exemple 2.1.1

FE%)
r(=2+ r(-1 - o
0. T(2) =" _rEh) _ o _a

Fonction Beta d’Euler

Définition 2.1.2 La fonction Beta est un type d’intégrale d’Fuler définie par:

1
B(p.q) = / # (1—2)"Vdz, (p,q€C Re(p) > 0,Re(q) > 0).
0

Proposition 2.1.2 On a la relation:

)T ()
B(p,q) = —2 -\
P9 =5 (p+4q)
Preuve. Soit D = (0,+00) x (0, +00)
+oo +o00

(g = / aP e dy / y e Vdy

0

0
— //mplyqle(“y)dxdy
D
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

en utilisant un changement de coordonnées

=
v:w%y y=u(l—v)
o(zy) v u _ _ _ —
Be) = P w —u(l —v)=—u,

N . / N ,
de méme que le domaine D' correspondant & D dans les coordonnées u, v est
!

D ={(u,v) /u>0,0<wv<1}.

alors:

//xp_lyq_le_(”y)dxdy = // (w)’  u(1—0)" e ™ | —u | dudv
D/

D
- //up+q_1vp_1 (1—0)" " e dudv

Dl

— ( /0 o up+qle“du) ( /0 1 P (1 =)t dv)

= T'(p+q) Bpa),

par conséquent on a:

Fonction de Mittag-Leftter

Définition 2.1.3 La fonction simple de Mittag-Leffler est définie par:

+o0 k

a
F, :E e S—— .
o (7) k:OF(ak+1)’a>0

et la fonction de Mittage-Leffter généralisée est définie par:

+oo k

x
E, = — , 3 > 0.
Exemple 2.1.2 1. By =Fy ;=) F(#kﬂ) =y z—l,q = e,
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

too b +oo gk
2. By = E1 =) k20 trrn — 2ok @i — Cosh V.

_ +oo gk +oo gk +00 a:kJrl 1z

3 E12 = ) kim0 F(h32) = 2h=0 (ot)] = (e =1).
_N\~too _2F  gvtoo 2R 1 vboo ZFF2 1 e 4

4 Brs =2 520 Ters) = 2ok—0 Girm) = 32 2k—0 (hgay — 32 (€7 — 1 —x).

Théoréme 2.1.1 ([15],[14])Pour tout « =n € N, A € R on a:

<%)n E,(\") = AE,(\a™).

d n
(EE) PTE, s (A" = APTTLE, ().

2.1.2 Intégrale fractionnaire
Intégrale de Riemann-Liouville

Fonction définies sur |[a, b|
Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b] .Notons par (I;Jr f) la primitive de f
qui s’annule on a:
vVt € [a,b], ( / f(x
L’intégration de (Ii+ f ) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et

dont la dérivée s’annule en a. De plus,d’aprées le théoreme de Fubini,

(I f)° (1) = (Inf)o (I ) (t)

- [ ([ o)

- /(t—x)f(a:)dx.

a
Soit n € N*, En notant (I;+ f)n la n-iéme itération de (I;Jr f) , une récurrence directe

montre que
(12e0)" () = gy [ = @) e

si on note g = (I;+ f )n , g est donc I'unique fonction vérifiant |
YO<k<n-—1,9%(a) =0,9" = .

L’égalité ¢ = f justifie la définition suivante:
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

Définition 2.1.4 Soit n € N*| L’intégrale a gauche d’ordre n de f, que l’on note (I;Jrf)
est définie par:

(10) 0= gy [ =0 @

Grice a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.

C’est la propriété T (n+ 1) = nl,Vn € N, qui permet de généraliser la définition de la

maniére suivante:

Définition 2.1.5 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o > 0,

est définie par:

vt € [a,b], (I+f) ()= ﬁ/ (t—2)*" f(x)da

De méme maniére on définit l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & droite

d’ordre oo > 0, est définie par:

et (1) ()= iy [ =2y @) de

Fonctions définies sur R" et R

Il est d’étendre la définition aux axes Rt et R ,Notons ces opérateurs (Ig‘+ f ) et ([ﬁ f ) :

Vo€ RY, (I%f) (t)_ﬁ/o (t—2)°) f () do.

vi € R, (ITf) () = ﬁ/ (t —2)* ' f () dx.

Proposition 2.1.3 (/15],[/14])Pour o> 0,8 >0, on a:

1. ([;g (t—a)6_1> () = LB (¢ — q)*F1,

2. (f,gg (b— t)ﬁ—l) (1) = LB (p — potht,
Théoréme 2.1.2 Si f € L' ([a,b]), alors I% f existe pour tout o > 0, et I f € L' ([a,b]).

Proposition 2.1.4 Soit « >0, >0, et f € L' ([a,b]).
Alors

=1

17



2.1. Equations différentielles fractionnaires

Preuve.

B0 = g -0 (w9 ) as
= m / ’ (t—x)* " (x —5)"" f(s)dsdz, |changement de 'ordre d’intégration|
= m/a f(s)/s (t—a) (@ —s)"dads, |t =(t—s)u+su:0—1 u:%
- F(+ f(s)(t— s)O‘J”Bl/O (1—w)* " uflds
- /f (6= 5" B (0,8) ds, (B0 ) = )
- TEGTHT a+5l/f )t =5 ds
= I7F ().

n

Intégrale de Katugampola

Nous présentons une généralisation récente introduite par U dite Katugampola ,qui généralise
I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et I'intégrale fractionnaire de Hadamard. I'intégrale
est maintenant aussi connue sous le nom d’intégrale fractionnaire de Katugampola et donnée

par

Définition 2.1.6 (/11])(Katugampola) L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 de la fonc-
tiony € X?[0,T] est définie par:

@@M@ZH;A(wy@ﬂ&tEMﬂ

pour p >0

Remarque 2.1.2 Considérons l’espace X? [0,T] (c € R, 1 < p < o0) des fonctions mesurables

y sur [0,T] pour || y ||xr< 0o , ou la norme définie par:
1
T 1
. ds\*
([ 1vor®)
0 s

|y lxr=ess sup [t°|y(t)[].
0<t<T

et pour le cas p = o0
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

Théoréme 2.1.3 ([11])Soient a > 0 et p > 0.t € [0,T] Alors

1. timy (1) (6) = (o) (1) = oy Jo (= 5) y (s) ds,

2. lim,o(“Igy) (1) = (Jay) (1) = w3 Jo (log 1) Xdds.

2.1.3 Dérivées fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaire, on va commencer par introduire les
trois plus importantes approches de calcul fractionnaire :au sens de Riemann-Liouville,au

sens de Caputo et au sens de Katugampola. On présentera quelques propriétés.

Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Si a > 0, on note [] la partie entiere de « : [a] est 'unique entier vérifiant [a] < o < [a]+1,

Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique % = % o I}, on peut définir une

dérivées fractionnaire d’ordre 0 < av < 1 par:

d d
- Il_a.
e~ dt
Plus généralement,si o > 0,et n = [a] + 1, on peut poser:
d« d" o

- = ——0 .
dt>  dtm

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 2.1.7 Soit a > 0,et n = [o] + 1, la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordre o est définie par:

woe ot Dpf 0= (5) omr
1 ar [ a1
= —F(n—oz)d_t”/a (t—x) f(z)dx.

De plus ,on a vu que la définition ,d’intégrale a droit était associée a —d/dt.
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

Définition 2.1.8 Soit o > 0, et n = [a]+ 1, la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a droite d’ordrec est définie par:

Vt € [a,b], D2 f(t):(—%) o I f (1)

_1\" n b
_ %%/t (t— )" f (2) do

Soit maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et

sont appelées de Liouuville.

Définition 2.1.9 Soit a > 0,et n = [a] + 1.la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordrea est définie par:

Vi € R,Dif(t):(%) o I f (t)

1 a [ 1
= Tln—a) %/m(t—x) f(z)dz

De plus,on a vu que la définition ,d’intégrale & droit était associée a —d/dt.

Définition 2.1.10 Soit o > 0,et n = [a]|+ 1.la dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

a droite d’ordrea est définie par:

W o€ R,DF(t) = (%) o " f (1)
I Gt A n—a—1
= Tooa ), (t —x) f(x)dz

Remarque 2.1.3 (/15]) Pour o =0,n =1 ,on a:

1 Df(t) =g (I f) (8) = f (1)

2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

Dy, (): DL f(t) = g f ()

Vn € N¥, .
Dy f(t)=Df(t) = (=1)" G f (t)

Proposition 2.1.5 ([15],[14]) Pour a > 0,5 > 0, on a:
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

(DZ;‘+ (t—a)‘“) (t) = r(8) (t — a)f o

(D -6"") (1) = L) pypam

Remarque 2.1.4 Pour A\=p—1,a=0o0na :

(DgtY) (1) = F(nr_%iil ) n—a+A)(n—at+r—1).. . A+1—a)tr™
T'(A+1)

= T —atAs) (n—(a—)\))(n—1—(Oz—)\))...(l—(04—)\))79_‘l

LD g — A ¢ {1,2,..... n}A>—1
(D50 () =4 O

0, st a—Ne{l,2,...,n}
Sia—Xe{l,2,...n} =a—-A=m=>A=a—m,me{1,2,...,n} c-a-d

Proposition 2.1.6 (/13],/14]) Soit o > 0,3 > 0,n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t) € L,(ab)),(1<p< o), aors
(DI ) () = F(0), et (DRI ) () = £ (1)

2. Sia>B, et f(t)eL,(ab]),(1<p<oo), aors

(Dazer) @ = (105) @ et (D13 f) (0= (5°7) ),
3. Si f(t)eC(ja,b]),q=[a+B] + 1, alors

(Derlor) 0 = (D52r) @), et (D17) 1) = (D325 (),
4. Si f(t) € Ly ([a,0]), (I'7°f) € AC™ ([a, b)), alors

(L) )

D0 = f0- 3 S e
n 1\ K (n—a (n—K)

agop e = -y S IO e
k=1
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

2.1.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur l'interversion des composition dans la formule de définition

,semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Définition 2.1.11 Soit o« > 0, n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo & gauche

d’ordre v est définie par:

Woe Wl Confw-1e () £

1

= — t — )" ™ (1) da
- o T @ e

Définition 2.1.12 Soit o > O,et n = [o] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo & droit

d’ordre v est définie par:

vt o€ [a,b] ,CD,?_f(t):]b"_‘ao(—%> £(1)

_ D et ) () g
- o [ e @) e

Remarque 2.1.5 ([15]) relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée classique
DR (1) = £ (1)~ [ (0
Dy f(t) = (=1)" (f™ () = ) (b))
Remarque 2.1.6 1. On note par AC ([a, b)) l’espace des fonctions absolument continues

sur [a,0]; f € AC ([a,b]) & Fp € L' ([a,b]) telle que f=c+ [ ¢ (t)dt.

Vn € N*,

2. On note AC" ([a,b]) ,n € N*,l’espace des fonctions f définies sur [a,b] a valeurs dans

C' qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a l'ordre n — 1 donc:

AC™ ([a,b) = {f: Q= C: f® € C([a,b]) ,k=0..n— 1, f"V € AC ([a,}])} .

Lemme 2.1.2 (/13/,[14]) Soit « € Rt /Njet n = [a] + 1.si f € AC™ ([a,b]), alors presque
partout:

lim DL f (1) = f )

a—n—

im  “Dgf(t) = (=1)"f" ()

a—n—
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

Proposition 2.1.7 Pour a > 0,5 > 0,0n a:

1.

(D8 (0= @) (0 = 15 ™ 5
2.

(D 6=0"") () = o5 2 (Pﬁ )a) (bt B>n

Théoréme 2.1.4 Soit a > 0,et n = [a] + 1, si f : [a,b] — R, posséde (n — 1) dérivées en
(a) et D, f (t) existe. Alors

[y

3

") (4 .
(“Dz1) () = ;;[f@>— 0 a)

0

i

pour tout t € [a,b].

Remarque 2.1.7 Pour A\=05—1,a =0 on a:

AA=1)(A=2) (A= (n—1))T (A — (n— 1))

tA*CM
FA—a+1)

CD3+ t)\ ==

LATD_pA-a giX ¢ {0,1,2,...,n — 1
(CDngt)‘) (t) — F(A—a+1) ’ | gé { ) Ly Ly ey } 7)\ S 1
0 ,siA € {0,1,2,...,n— 1}

C-a-d
(“Dgt™) (t) =0, me€{0,1,2,...,n—1}

Proposition 2.1.8 Soit « > 0,5 > 0,n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t) € C([a,b]),q=[a+ B] + 1, alors:
(“pe. “DLr) ) = (“Dir) 1),
et
(“pg- Dy ) (0 = (“Dy*f) ().

2. Si f(t) e C™ (|a, b)) ,ou f(t) € AC™ ([a,b]), alors:

n—1 (k) a
(- cnt) @ = -3 o —ap,
k=0 )
ity O ) Lo )
(oo f)w = - E 0y
k=0 ’
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

Corollaire 2.1.1 Soita > 0,n = [a]+1 et (Dg‘+ f) , (CDZSr ) (t) sont existent, on suppose
que f*) (a) =0 pour k=0,1,2,...,n — 1. Alors:

(“pLr) ) = (D5°r) ().

2.1.5 Dérivées fractionnaires de Katugampola

Définition 2.1.13 ([12])
Soit ar,p € R telle que « > 0,p > 0, et n = [a] + 1. la dérivée fractionnaire de

Katugampola ,pour 0 < t < T < 0o, est définie par:

d n pa—n—l d n t Sp—ly (S)
PDSy (t) = |t — PINTY) (1) = =—— (P — / —
vy (1) ( dt) o ("I+"w) () I'(n—a) < dt) o (tr —sp)* " °
Remarque 2.1.8 (/11], [12])Un exemple de base ,nous citons pour a, p > 0,et p > —p,alors:
a—1
p— T (1 + %)
_ g
r <1 o+ p)

=0, pour tout m =1,2,....n.

th—ap

PDgth =

donne en particulier ? DS, tHe=m)

En fait,poura, p > 0,et u > —p, nous avons:

p w pr lpd ! tp+u1 P I 1
Dyt = — (t7P— (P — " d
0* Fn—a)( dt) /OS ( ) °
a—1 I
p r(1+—)
a {n—a—l—ﬂ] {n—a—i—ﬁ—l}...{l—a—%ﬁ}t”a”
F(l—l—n—a—l—%) P P P
pa—lr(1+ﬂ)
_ PJ pu—ap
P(1-a+2)

Si on met m = a — %, on obtient de :

e a—m a—1T(a—m+1 —om
PDY M) = p 1%(n—m)(n—m—1)...(1—m)7§p
Donc ,pour m = 1,2, ...,n. nous avons ”Dg@tﬁm_m) =0,Va,p > 0.

C'[0,T] désignons l’espace Banach de tout les fonctions continues sur [0, T

Iy lloo=sup {[y () [: 0 <t <T7}.
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

Remarque 2.1.9 Soit p,cT € R} tel quep >1,c¢>0, et T < (pc)i .
il est clair que , Yy € C'[0,T]

1
) ,
. ds\? Te
ng(/ \sy<s>|p—> < iyl
: 5) 7 ey

|y [[xee=ess sup [ty (t) [ <T°| y [loo;
0<t<T

Iy

et

Ce qui implique que C'[0,T] — XP?[0,T1], et
1
|y x2<lly llc pour tous T < (pc)re.

Théoréme 2.1.5 ([11], [12])Soit o, p € R, tels que o € (0,1), et p > 0, alors pour f,g €
XP[0,T],0u1<p<o0, on a:
Propriété Inverse

Dgv PIg f (1) = £ (1)

Propriété de linéarité

"Dor (f +9) () = "Dgif(t) +" Dgig (t)

Pl (f+9)(8) = Plgf(8) +° L5 g (1)

2.1.6 Dérivées fractionnaires de Hilfer

Définition 2.1.14 ([1])on appelle dérivée d’ordre « et de type B au sens de Hilfer de f au

point “a” la fonction définie par :
(DgPy)(2) = (L= DI Dy (), ppt € .
ou IVest I'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.

Remarque 2.1.10 La dérivée D>Pest considérée comme une interpolation entre la dérivée

de Riemann-Liouville et la dérivée de Caputo puisque

Da,[gy . RLDgya si =0
‘ C Doy sif=1
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2.1. Equations différentielles fractionnaires

Preuve. Si =0

dt

= (U

= ("' Dgy)(t)
Sig=1

(DF'9)(0) = (120 5o Iy)()

= (1o Sy
= (D))

Exemple 2.1.3 Prenons la fonction f(x)=(r-a)°

D& (x —a)) = [P0m=e) prlmme) A
ro+1) —a)(1—
— [Bm—a)pm 7 — q)m—)(1=p)+d
“ (F((m—a)(1—5)+5+1)( ) )
— [aﬁ(m—a)( ro+1) (z — a)(S—oc—mB—f—aﬁ

I'(1=a—mpB)+af +9)
o F(5 + 1) ($ . a)éfa
(146 —-a)

= D3 - a)
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Chapitre 3

Existence de solution de EDF's par la

mesure de non compacité

Dans ce chapitre on essaye d’applique la notion de la mesure de non compacité sur les
problémes de type des équations différentielles d’ordre fractionnaires pour étudier I'existence

de solutions.

3.1 Application de MNC pour une équation différen-
tielle fractionnaire de type Hilfer dans ’espace de

Banach

Dans ce section, nous étudions 'existence et 1'unicité de solutions pour une classe de des
équations différentielles fractionnaires non linéaires implicites via I’équation de Banach pour

une équation différentielle fractionnaire non linéaire,
Dgfy (t) = f(t,y(t)), pour chaque ,t € J:=1[0,T].
1377y (0) = yo, 7727y (0) = s (3.1)
1oy () = Mgy (1)), 7 = a+ B — af.
ol Dgfest la dérivée fractionnaire de hilfer , 0< a < 1,0 < <1, 0 < A <1,0<n< T

soit E un espase de muni Banach de la norme ||.||,, f : J x E — E est une fonction con-

tinue Nous présenterons les résultats d’existence pour le probléme (1) qui s’appuient sur le

27



3.2. Résultat d’existence

théoréme du point fixe de Ménch. combiné avec la technique de mesure de non-compacité de
Kuratowski Nous rappelons que lorsque nous analysons un probléme impliquant un opéra-
teur fonctionnel, I'un des meilleurs méthodes consiste a utiliser la technique de mesure de

non-compacité([10])

3.2 Reésultat d’existence

Dans cette partie on expose le résultat d’existence.........

Définition 3.2.1 On dit qu’une fonction y € Ci_, (J,E) est une solution de probléme
(1) ,si y satisfait l’équation Dgfy (t) = f(t,y(t)) sur J,et les conditions ISIVy 0) =
Yo, 177728/ (0) = et 1)y (1) = ML,y (T)

Lemme 3.2.1 Soit f: J x E — E est une fonction telle que f € C1_, (J, E) pour toute y

:On dit q’une fonction y € C’f_v (J, E) est une solution de I’équation intégrale fractionnaire

y(0) = o] Ly + 50+ pr gt B 62)

si et seulement si y est une solution des équations différentielles fractionnaires PVI

oy () = f(ty(t) .t € J:=[0,T], (3-3)

Iy (0) = o, P72 (0) = yu, Iy "y () = M(Ly: "y (T)),y = a+ B —af.  (34)
Preuve. Par le lemme( ),nous réduisons & équation intégrale équivalente m

1

o / (t — )" F(s.y(5))ds

y (t) = Cot? ™ + Crt7 272 4 Oy 4873 4 o

pour certaines constantes Cy, C1,Cy € R

de (4) on a:
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3.2. Résultat d’existence

]éf’y (0) = wyo,implique.que.Cy = FZ(J;)
[37772ﬁ ! _ . li . O, = Y1
y' (0) y1, implique.que.Cy —F(’Y T2
Iy (n) = AMIo: "y (1)), implique.que
o)) = (L st 00 + (T s 7)) + Col Iy 0 7) () + I ()
I'(7) I'(7)

- Y1 2p-1 I'(y+2(28) - 2) 4p-2 | ja—ytl
- r2g)" + 0 r4g—1 + I 7 f(n,y(n))

(1) = (ISI”FZZ;)W‘”)(T)+(Iéﬁﬁﬂﬂﬁ—?)m+02(Ig;”t7+45—3)(T)+ fhvatansd

B U asn Ty +2(28) — 2)
R E T KR vy

A AL (v +2(28) — 2
MILy)(T) = )‘?JO"‘WZ%)Twl—l—CQ (7112;5(_/31)) )

T2 4 [0 (T, y(T)

T2 ST (T, y(T)

implique que

)\TQB—l _ 7726—1
['(2p)

Dans la suite, nous définissons les notations suivantes pour des raisons de commodité de

Cy=A {yg(/\ 1)+ 1+ Mo (T y(T) = 1577 f(n, y(n))} :

calcul.

B r4s—1) (3.5)
S T(Y+48—2)(n*2 = AT"?) '
To—+l A a—vy+1
_ AT s _ a—y+1 T2(2ﬁ)72 3.6
{I’(a+1)+F(a—7+2)[ K } (36)
*rpa—y+1 ApF T o= +46-1 *pa—y+1as—2
A ||{p L } 3.7)
['(a+1) Ma—~v+2) I'a—v+2)

Théoréme 3.2.1

/\T2,8—1 o 772,8—1

Ao = ||y0|| ”y1||T2/B_1
9 =
['(2p5)

r(y) | T(v+28-1)

+wuhmwA—w+ HmﬂTwZ (3.8)
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3.2. Résultat d’existence

Les hypotheéses suivantes seront utilisées dans la suite
(Hy)f : I x R — R satisfaites la condition de Carathéodory.
(Hy) Il existe p € C' (J,R;) telle que

IF &y I<p® vl

pour t € J et chaque y € FE

(H3) Pour chaque ¢ € J et chaque ensemble borné B C F, nous avons.

i g (f (Jon x B)) <t"7p (#) w(B); Jop = [t = hot[N T

h—0t

Théoréme 3.2.2 Supposons que( Hy) — (H3) soient vérifiés. on suppose

p* = supp(t) (3.2.1)
teg
sl
prA <1 (3.10)

alors le BVP (3.3)-(3.4) a au moins une solution.
Preuve. Convertir le probléme (3.3)-(3.4) en un probléme de point fixe. Considérons

V'opérateur, N : C1_, (J, E) — C1_, (J, E) défini par

_ «a Yo ,1- n +28—2
N@)(t) = It y(t) + —2gtr g IL 262 4 g
ANT26-1 _ 26-1
yo(A—1) + F@ﬂ)n 1+ MG (Ty(T) = 1577 f(ny()) | 67720972
u
Clairement, les point fixe de 'opérateur N sont des solution du probléme (3.3)-(3.4) on
suppose

Ay
1—A

R~

et considérer

D={yecC(JE):|yl<R}
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3.2. Résultat d’existence

Clairement, le sous-ensemble D, est fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que N

satisfait les hypothéses du théoréme Monch donnée en trois étapes

Etape 1: N est continu. Soit {y,} une suite telle que v, — y dans Cy_ (J, E).
Alors pour chaque t € J,

| N ) 0 - N ) 0| N (32
< Lo [ )~ F ) s+ o s 32

{0 [ P o) = Pl s+ [ = (500 (0) = 7 (50 ()
< (e T T ) | s () (5 60 | (32
< B T T T | s — £y ) | (32

Puisque f est de type Carathéodory, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,nous

avons
| N () = N (5) [lao— 0, comme n — o0

Etape 2: N fait correspondre Da lui-méme. Pour chaque y € D par (H;) et on a
pour chaque t € J,

et Ny(t) #0
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3.2. Résultat d’existence

A= N A< 2 F(E u(t Yol |91 (26-1 |\ | 7482
|8 W) () 1< 277 I uO)H %+ gt I
AT — 281 o o
x {ryo| (= 1)+ S o+ AT T+ 5 1 ()
< tlf'y[aflp@) |y|_'_ |y0| + |y1| t2ﬁfl+‘A|T4572
- ‘ I'(y) T(y+28-1)
AT — 2Bt _ _
A—1 )\Ia v+1 ¢ Ia v+1
X {Iyol( ) + T25) il + Mg (@) [yl + 17 p(n) Jy
< TYTRpy IO )(T) + |90l i |91 T26-1 4 |A| T2
< TR + s+ reas e T A
PV AR P o
x {|yo| (A= 1)+ S il + B T () + I ”“(D(n)}}
Rp*Tanyrl )\Rp*Ta77+4Bfl )\Rp*na77+1T4Bf2
< rr
- TD(a+1) | |{ Ma—~v+2) I'a—v+2) ]
%ol i | T2 AT — U 45—2
+ + A [yl (A —=1) + || T
Ty "2 o) Al AT
= RA 1+ Ay <R

Etape 3: N (D) est bornée et équicontinue. Par I'étape 2,il est évident que N (D) C
Ci— (J, E) est borné. Pour I’équicontinuité de N (D), soit t1;t2 € J,t; <ty ety € D.
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3.2. Résultat d’existence

Alors:

I 67 Ny (ta) =t "Ny () 1< I [t f(5,9(5)(£2) — 817 f(5,5(5)) (1)

26—1 26—1 2(28)—2) 2(26)—2)
+m yity =ity |+ A (t2 —t )
AT — g2
x { Yo(A—1) + F(%? Y1+ M (T y(T) = 197 F(n,w(n)) }
1 t1 t1 t2
< o) {té_w/o (ts = s)* 7 [ f(s,y(s))| ds — t}‘”/o (tr = )" [ f(s,y(s))] ds +t§_7/0 (ts = 5)* [ f1
‘3/1’ 261 261 48-2 4p—2
o128 1) (67 =)+ (a7 -a")
AT — o _ o
x {|yo<A -0+ Pl M AT ) - 2 \f(n,y(n))l}
< {87 [ s =i [T -9 s
= Tl Sy .

t1
tl*’y to — a—1 d |y1| (t2l'3—1 _ t2B—1> A (tw—z _ t4a—2>
o /0 (t2 — )"yl p(s) 8+—F(7—|—25—1) 2 1 + |A] (22 1

|/\| Tw_l - 7726_1 a—y+1 a—y+1
X 4 [yo(A = 1) + T25) yal + (AL [yl p(s)(T) + Lo " [yl p(s)(n)
Rp* 1 1 |y1| 28—1 251 48-2 4B-2
S —— Auntas —(t —1 ) A(t —1 )
— F(()é+1)(2 +1 )+F(’7+26_1) 2 1 +| | 2 1
|>\| T2571 B ?72[3_1 Rp*<)\TlX*’Y+1 . 7706—’7/4‘1)
X A=1)| + +

Comme t; — ty,le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Maintenant, N (D) C
D
soit V.sous-ensemble de D tel que V' C conv (N (V) U {0}).
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3.2. Résultat d’existence

on a V C conv (N (V) U{0}) pour,tout t € JNV(t) C ND(t),t € Jest borné dans F..

en utilisant ce fait ,(Hj) et les propriétés de la mesure 7 et on a pour chaque t € J,

HV ()

IA

IN

IA

IN

IA

<

pEIN(V)(6) U{0}) < p(t Y (NV)(1))

p(E IS (5, V (5))(2)

AT NI f (s, V)T + I F(s, V() () )
HIG + (£ (s, V ()))(1)

AL LI u(f (s, V)T + To "l f (s, V(9))) ()}
I8 (p(s)u(V () (1)

AL A I () (VD)) + Ig2 (p(s)n(V (5))) (1) }

Pl (T I (U)(T) + AL T NI () + I (1) () })
Tt A
Fa+1) +F(a—7+2)

a—vy+1 a— 1 48—2
p* o] (AT 0" 7T

Cela donne ¢a

o |<p*Afo]

Par p*A, il s’ensuit que || v ||= 0, c’est-a-dire v (t) = 0 pour tout t € Jet alorsV () est

relativement compact dansF.

d’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela, V' a relativement compact dans D. En appliquant

maintenant le théoréme(),nous concluons que N a un point fixe qui est une solution du

probléme (3)-(4)

3.2.1

soit E=I' =

Exemple

{y=(y1,y2,y cveeenen. Yn--) = vy |Yn] < 00} avec la norme

1yl g = > ey [Un]

Nous considérons le probleme PVI fractionnelle de Hilfer

ou o =

lolr—\

B

Dyy (t) = f (t,y(1)), pour chaque (,y) € ([0, 1], R).

(3.11)
Iy "y (0) = yo, Iy (0) = w1, Iy "y () = ALy, "y (7))

=3, A=35T=1

DO [—=
(e
N [—=
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3.2. Résultat d’existence

and
ct?

1
Fltno) = {3+ S5Ol + D01
3
e
C = Eﬁ
Clairement, la fonction f est continue. pour tout y € Fet,t € [0, 1]on a

o2
| £ty IS g vz Il
Par conséquent, ’hypotheése(H,) est satisfaite avec p* = ce™3. Nous allons montrer cette
condition (4.20) est valable avecT = 1 . En effet,

% | T~ ~y+1 |A| a—y+1 a—vy+1 45—2 ~
p [ Tar) T fag2) M +n }T ]—

06 =<1
Par conséquent, le théoréme (3.2.1) implique que le probléme (3.11) a au moins une

solution définie sur [0, 1].
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Conclusion

Conclusion

Le travaille qu’on a fait dans ce mémoire a un résultat trés important, c’est ’étude de
I’existence de la solution d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire dont le probléme
posé est de type aux limite avec 'opérateur différentielle de Hilfer , en utilisant la théorie

de point fixe et les propriétés de la mesure de non compacité de Kuratouskii.
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Résumeé

Dans ce travail, nous étudions I’existence et I'unicité de solution d’équations
différentielles d’ordre fractionnaire de type Hilfer en utilisant la théorie du point

fixe de Ménch combinée & la mesure de Kuratouskii.

Abstract

In This Work, we study the existence and unity of the solution of Hilfer —type
fractional differential equations using fixed point theory combined with the
Kuratouskii measure of noncompactness.
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