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Introduction

Le terme module a été introduit en 1871 par Richard Dedekind pour désigner
un sous- groupe du groupe additif d’un anneau.

Par la suite, cette notion a été largement généralisée puisque aujourd’hui on dé-
signe par le mot module un ensemble vérifiant toutes les hypothéses qui définissent un
espace vectoriel a I’exception d’une seule : les scalaires sont des éléments d’'un anneau
et pas forcément d’'un corps.

Ainsi notre mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre on présente des notions fondamentales sur les anneaux
et leurs propriétés comme la division et des notions sur les anneaux principaux .

Dans le deuxiéme chapitre on définit les modules et les sous-modules sur les
anneaux, les morphismes de module, modules quotients, somme directe et produit
direct, modules de type fini, modules libres en donnant un exemple de Z-module libre
sur ’anneau d’entiers d’un corps de nombres .

Dans le troisiéme chapitre on donne des propriétés sur les modules des anneaux
principaux, la structure des modules sur un anneau principal, les facteurs invariants,
on présente a la fin de ce chapitre une approche matricielle du théoréeme de base

adapté avec une application directe.



Chapitre 1

Notions fondamentales

1.1 Notions sur les anneaux

Définition 1.1
Un anneau (A, +,-) est la donnée d’'un ensemble non vide A muni de deux lois
de composition internes, notées ” +” et 7 -7 (appelées respectivement addition et

multiplication), telles que :
1. (A, +) est un groupe abélien (on notera 0 son élément neutre)
2. Laloi” -7 est associative ie. Vz,y,z€ A, x-(y-2)=(zv-y)- 2

3. Laloi ” -7 est distributive par rapport a la loi 7 4

Ve,y,z € Ayx-(y+2)=x-y+x-z et (x+y)-z=x-2+y-2

Remarques 1.1
1. Silaloi 7 -7 est commutative i.e Vx,y € A, x -y =y - x, on dit que 'anneau A
est commutatif.

2. Silaloi” -7 posséde un élément neutre 1, on dit que A est un anneau unitaire

et 1 s’appelle 'unite de A.

Exemples 1.1
(Z,+,),(Q,+,), (R,+,-) et (C,+, ) sont des anneaux commutatifs unitaires.



Définition 1.2
Un anneau commutatif A est dit intégre s’il est non nul, et si pour tous a,b de A,

la condition a - b = 0 implique a = 0 ou b = 0.

Exemple 1.2

Pour n € N | Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier.

1.2 Propriétés sur les anneaux

Définition 1.3
Soit A un ensemble non vide et soient 7 + 7 et 7 -7 deux lois internes sur A.

Le triplet (A, +, ) posséde une structure de corps si :

1. (A, +,.) a une structure d’anneau commutatif unitaire.

2. (A\{0},-) a une structure de groupe (abélien).

Exemple 1.3

Q, R et C des corps pour leur addition et multiplication respectives.

Définition 1.4
Soit (A, +,-) un anneau.
Un idéal (bilatére) de A est une partie non vide de A tel que :
1. Ve,yel onax—yel

2.YVae AVrel onax-a€leta-z€l.

Exemples 1.4

1. {0} et A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls si A est un corps.

2. Les ideaux de Z sont les nZ avec n € N.

Proposition 1.1

Soient A un anneau commutatif unitaire, et I un idéal de A.
a)lel — [I=A
b) Soit x € U(A)

r€l < [=A



Preuve.
a) L’'implication (< ) est evidente
(=)
Supponsons que 1 € I. Comme I C A, il suffit de montrer que A C I.
Soit z € Aet 1 € I et comme [ est un idéal de A alors z-1=1-2=x¢€ 1
Donc A C I.
b) Soit z € U (A)
L’implication (< ) est evidente
(=)
SizelaveczeU(A),alorsdyec Atelque z-y=y-z=1
Il resulte que 1 € I, donc [ =A. =

1.3 Division dans un anneau

Définition 1.5
Soient A un anneau commutatif unitaire intégre, a et b deux éléments de A. On

dit que a divise b et on ecrit a | b si il existe ¢ de A tel que : b=a - q.

Exemples 1.5
1) A=Z, 3|9 et (-3)]9
2) A=7/6Z,5|4 car2-5=10=14

Théoréme 1.1

On a l’équivalence suivante :
alb < (b) C (a)

ot (a) = {ax | x € A } est lidéal principal engendré par a.

Preuve.
(=)
Soit 2 € (b) alors 3k € A tel que x =b-k, et comme a | b il existe k' € A
telqueb=a- k' donz=a-(k k).



Onpose z=Fk -ketz€ Aalossz=a-zet z€ Adoux € (a)
(<)
Onabe (b)alorsbe (a) don k€ Atelqueb=a-k.Donca|b. m

Définition 1.6
Deux éléments a et b d’'un anneau A sont dit associés et on ecrit :

a~b,ssialbetd]a.

Proposition 1.2
Soit A un anneau intégre.
a et b sont associés <= (a) = (b) <= Jq € A* tel que a =¢q-D.

ou A* designe le groupe des unites de A

Preuve.
1) a~b <= (a)=(b)
a~b < al|lbetb]a

<= (a) C (b) et (b) C (a)
— (a) = (b)

2) (a)=(b) <= Jgec A" telquea=gq-b

a)=(b) <= a|betb]|aalorsil existe gu € Atelsquea=¢qg-betb=u-a

dou a=q-u-acéstadirea-(¢g-u—1)=0

Sia=0,b=a=0eta=0b-1

Si a # 0, comme A est intégre alors g - u = 1 d’ou ¢ est inversible donc ¢ € A*

(<)

S’il existe un élément inversible g de A tel que a = ¢-b, alors b | a, donc (a) C (b)

. La relation a = ¢ - b implique b = ¢! - a, donc a | bet par suite (b) C (a).

Finalement, on a bien (a) = (b). =



1.4 Anneaux principaux

Définition 1.7
Soit A un anneau et I un idéal de A. On dit que I est un idéal principal de A si

JacAtelque I = (a)={a-z |z € A}

Définition 1.8

Un anneau est dit principal si il est integre et si tout ses idéaux sont principaux.

Exemples 1.6

1) Z est un anneau principal .

2) Soit k un corps commitatif, Panneau k[X]| est principal.

Définition 1.9

Soit A un anneau. Un idéal [ est dit premier, s’il est propre (I # A), et s’il vérifie :
Ve,ye A, r-yel=x€louycel.

Exemple 1.7

pour A = 7Z, soit I = (5) = 57Z. I est idéal premier de Z car si x,y € Z, tels que
x -y € DL.

Ona 5| x-y, et comme 5 est premier, alors 5 | z ou b | y c ést a dire x € 5Z ou

Yy € HZ.

Définition 1.10

Un idéal I est un idéal maximal dans A si :
a) I # A et,
b) Si J est unidéal de A telque : I C Jalors J=1TouJ=A4

Exemple 1.8

A=7Z, I =37, I est idéal maximal car on a 3Z # Z, et si J = nZ un idéal de
Z vérifiant 3Z C nZ , alorsn |3 doun=1oun=3

Sin=1alors J =7Z=A.

Sin=3alors J=3Z=1.



Théoréme 1.2 (Krull)

Dans un anneau commutatif A, tout idéal I # A est inclus dans un idéal mazximal.

Preuve.

L’ensemble des idéaux de A contenant [ et distincts de A est inductif car si (1, )aeca
est une famille totalement ordonnée d’idéaux de A distincts de A, la réunion est encore
un idéal

(parce que la famille est totalement ordonnée) distinct de A (parce qu’elle ne

contient pas 1). On applique alors le lemme de Zorn. m

Définition 1.11

L’anneau (A, +, -) est dit euclidien s'il est intégre et s’il est muni d’une application
¢ : A\ {0} — N telle que, pour tout couple (a,b) d’éléments non nuls de A ,

- Si b divise a, ¢ (b) < ¢ (a);

- Si b ne divise pas a, il existe ¢ et r dans A vérifiant a = b-q+71 et ¢ (r) < ¢ ().

On dit que ¢ un stathme euclidien de A.

On pose ¢ (04) = —oo. Ainsi le second point reste correct si b divise a.

Exemple 1.9

L’application de Z dans N définie par : ¢ (n) = |n| , fait de Z un anneau euclidien.

Proposition 1.3

Si (A, +,-) est un anneau euclidien, alors A est principal.

Preuve.
Soit I un idéal de A.
Si I ={0}, alors I = (0).
Supposons que I # {0}, soit a € I —{0} tel que ¢ (a) = min{p (x), x € I —{0}}

a € I alors

Soit x € I, 3q,r€ Atelsque z=a-q+7r avecr =0ou ¢ (r) < p(a).
Ona r=xz—a-q€l car [ estidéal et on a ¢ (r) < ¢ (a) est imposible par

définition de a .



Donc r=0dou = =a-q et doncz € (a) alors

De (1) et (2) on a I = (a), donc A est principal . m



Chapitre 2

Module sur un anneau

Dans tout ce chapitre et le chapitre suivant, Le terme "A est un anneau" designe

un anneau commutatif unitaire.

2.1 Module et sous-module

Définition 2.1
Un A-module ( a gauche) M est un groupe abélien (M, +) muni d’une loi externe :

AxM — M
(a,m) — a-m
vérifiant les quatres propriétés suivantes :

Ya,be Aet ¥V my,ms € M
1.a-(my+mg)=a-my+a-my
2. (a+b)-mi=a-my+b-my
3.a-(b-my)=(a-b)-m

4. 1-m; =my

Les éléments de M sont appelés les vecteures, et ceux de A sont les scalaies .

Exemples 2.1
- Si A est un corps , un A-module est un A-espace vectoriel .

- Soit A un anneau et soit I un idéal de A, on définit une loi externe :



AxIT — T
(a,m) — a-m
donnée par la multiplication dans A. Les quatres axiomes de module sont vérifiés

et on en conclut donc que I est un A-module.
Donc tout idéal d’'un anneau est aussi un module sur celui-ci.

- Si (G, +) est un groupe commutatif d’element neutre 0, G est un Z-module pour la

loi externe

7ZxG — @G

(n,g) — n-g

avec
(

g+...+g st n>0

—_—

n fois
n-g= O¢ si n=20
(—g)+...+(—g) si n<O0

(—n) fois

\

- Soit A un anneau et soit s un ensemble non vide quelconque.

A% est I'ensemble des application de s dans A.

o fr s — g
Si est un element de A~ généralement f est noté (f);cs.

i — fi=[f(i)
C'est a dire A% = {(f)ies | fi € A}.
En particulier si S = {1,2,...,n} alors A° est noté A" et on a
AS = A" ={(f1, far. -, fu) | fi € A}.
A = {(fi)ies | fi € A, fi = 0 sauf pour un nombre fini de 7}
et on a A c A°
AS (respectivement A®)) est un A-module pour les lois :

(fi)ies + (gi)ies = (fi+ Gi)ies
et

- ((fi)ies) = (a- fi)ies

a
pour tous (fi)ics, (gi)ics € A®(respectivement A®)) et a € A. un A-module .
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Définition 2.2
Soit M un A-module et N C M. On dit que N est un sous-module de M si et

seulement si,
1. N est un sous-groupe de M

2. Pour touta € Aetme N,onaa-m € N.

Ainsi, tout sous-module d’'un A-module M est aussi un A-module.
Si k est un corps, la notion de sous-modules coincide avec celle de k-espace vec-

toriel.

Exemples 2.2

Si M est un A-module, Les parties {0} et M sont des sous-modules de M appelés

sous-modules triviaux.

Les sous-modules d’un groupe G sont exactement les sous-groupes de G.

Les sous-modules du A-module A sont exactement les idéaux de A.

Soit M un A-module et [ un idéal de A. Alors ’ensemble

[M::{ a;-m; |n €N Vie{l..n}, aieletmiEM}
i=1

est un sous-module de M.

Proposition 2.1
Soit M un A-module et N C M. Alors, N est un sous-module de M si et seulement
si N est non vide et pour tout A\ € A et (m,n) € N>, onaX-m+n & N,

Preuve.
Il est evident que si N est un sous-module de M alors il satisfait a la propriété
ci-dessus.
Réciproquement, supposons que pour tout A € A et (m,n) € N?, ona A-m+n € N.
En prenant n=m € Net A\=—-1€ A,ontrouve 0 =A-m+née N
En prenant n = 0, on voit que 'axiome 2. de sous-modules est satisfait.
En prenant A\ = —1 ,on voit que n —m € N. Donc N est un sous-groupe de M.

Ceci permet de conclure que N est un sous-module de M. m

11



2.2 Morphisme de modules

Définition 2.3
Soient M et N deux A-modules. Un morphisme de A-modules ou application

linéaire est une application f: M — N vérifiant :
1. f est un morphisme de groupes ,

2. pourtout a € Aet me M ,ona f(a-m)=a-f(m).

Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme. Un morphisme de M dans M

est appelé un endomorphisme et un endomorphisme bijectif est un automorphisme.

Remarques 2.1

1) Si f est un morphisme de A-modules, c’est un morphisme de groupes, donc on a
f(0nr) = Ow.
2) Remarquons que lorsque k est un corps, les morphismes de k-modules sont exac-

tement les morphismes de k-espaces vectoriels.

3) On vérifie facilement que si M, N et L sont trois A-modules et si f: M — N et
g : N — L sont des morphismes de A-modules alors go f est aussi un morphisme

de A-modules.

Exemple 2.3

Soient a € A et M = N = A. L’application
fo: A — A

r — xa
est une application A-linéaire (morphisme de A-modules)

Proposition 2.2
Soient M et N deux A-modules. On note Hom 4(M, N) I’ensemble des morphismes
de A-modules de M dans N. Alors Hom (M, N) a une structure de A-module pour

les lois :
Hom (M, N) x Homs(M,N) — Homa(M,N)
1)
(f,9) — [ty
2) Ax Homa(M,N) — Homu(M,N)
(CL,f) - a"f

12



(f+9)(x) = [flz)+g(x)
(af)(z) = af(z)

Preuve.

1) Supposons que pour tout (m,m’) € M2et (f,g) € Homa(M,N)?,

on a:
(f+g)m+ m') =  f(im+ m,)—l—g(m—l— m/)
= f(m)+ f(m') + g(m)+ g(m') car f et g sont des morphismes
= (f+9)(m)+ (f+g)(m)
et pour A € A :

(f +9)(Am) = f(Am) + g(Am) = Af(m) + Ag(m) = A(f + g)(m)
2) Supposons que pour tout a € A et (m,m') € M?et f € Homa(M, N),on a :

(af)(m+ m) = af(m+ m)
= a(f(m)+ f(m'))  car f est un morphisme
= af(m)+af(m’)
= (af)(m)+ (af)(m)

et pour A € A :
(af)(Am) = af(Am) = a(Af(m)) = (aX)f(m) = A(af(m)) = Maf)(m)

Ce qui achéve la preuve. m

Définition 2.4
Soient M et N deux A-modules et soit f: M — N un morphisme de A-modules.

Le sous ensemble

ker(f) = f7H({0}) ={x € M| f(x) =0}

13



est appelé le noyau de f et le sous ensemble
Im(f) ={f(x) e N |z e M}
est appelé I'image de f.

Proposition 2.3
Soient M et N deur A-modules et soit f : M — N un morphisme de A-

modules.

1. Si N'est un sous-module de N alors limage réciproque f~'(N') est un sous-

module de M.
En particulier ker(f) est un sous-module de M. De plus, on a

ker(f) = {0} si et seulement si f est injective.

2. Si M’ est un sous-module de M alors I’image directe f(M') est un sous-module

de N.
En particulier, Im(f) est un sous-module de N. De plus, on a

Im(f) = N si et seulement si f est surjective.

Preuve.
1. Soit N' un sous-module de N. Pour a € A et m,n € f~*(N'), on a

fla-m+4n) =a-f(m)+ f(n) € N' car N est un sous-module de N donc a-m+n
est un élément de f~H(N'). Il suit que f~'(N') est un sous-module de M.

En particulier, pour N' = {0}, on obtient que ker(f) est un sous-module de M.

supposons que ker(f) ={0} on a Vm,m’ € M, f(m) = f(m') alors f(m)— f(m') =
0 d’ott f(m —m') = 0. Donc m —m’ € ker(f) et par suite alors m = m".

Réciproquement, on suppose que f est injective , si m € ker f, alors on a f(m) =
0 = f(0), donc m = 0 ce qui assure que ker f = {0}.

2. Soit M’ un sous-module de M. Soit a € A et soit m,n € f(M') alors il existe
(my,ny) € M tel que f(my) =m et f(ny) = n.

On a alors f(a-mj+n;) = a-m+n avec a-mj+ny € M’ car M’ est un sous-module
de M. Il suit que f(M’) est un sous-module de N.

En particulier, pour M’ = M, on a f(M) = Im(f) qui est donc un sous-module

de N et il est evident que Im(f) = N si et seulement si f est surjective. m
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Exemple 2.4

Soit A un anneau et soit A[X] ’anneau des polyonmes, alors pour tout xy € A,il
existe un morphisme de A-modules f : A[X] — A tel que f(X) = xo.

En effet, si P = éaiX * alors

f(P) = f(FaX") = 3/ (aX" )= Zaz (X)' = Yair
est bien un morphisme de A-modules. Le morphisme f est appelé morphisme

d’évaluation.

2.3 Module quotient

Rappel
Soient M = (M, +) un groupe abélien et N C M un sous-groupe. Considérons la

relation R définie sur M par
TRNyy <= xz—y e N

La relation Ry est une relation d’équivalence, on note M /N l’ensemble des classes
d’équivalences modulo Ry et p: M — M/N la surjection canonique z — p(z) = 7.
Alors il existe une unique structure de groupe (abélien) sur M /N telle que la surjection
canonique soit un morphisme de groupes (de telle sorte que x + y = T + 7, le neutre

est 0 = p(0)).

Définition 2.5
On considére un anneau A, un A-module M et un sous-A-module N de M.

Sur le groupe quotient M /N on met une structure de A-module : pour a dans A

et m dans M on pose a -m := a-m ou m désigne la classe de m dans le quotient

M/N

Proposition 2.4
Soit A un anneau, M un A-module et N un sous-module de M. Alors le sous-
groupe M /N a une structure de A-module pour la loiVa € A,Nx € M, a-(x+ N) =

a-x+ N. De plus, cette structure est l'unique structure faisant de la projection

15



p: M — M/N

un morphisme de A-modules.

Preuve.
Il faut tout d’abord vérifier que la formule
Vac AVee M,a-(x+N)=a-z+ N

a un sens, c’est a dire que si y est un élément de la classe z + N alors a - y est
dans la méme classe que a - . Mais ceci est clair car si z —y € N alors a - (x — y)
€ N car N est un sous-module de M.

On vérifie ensuite facilement les axiomes de A-modules pour cette nouvelle struc-
ture, ceci découle du fait que M est un A-module. Pour cette structure, notons que
p est un morphisme de groupes et quesia € A, m € M,ona p(a-m)=a-m+ N
et a-p(m) =a-(m+ N) on obtient bien p(a-m) = a-p(m) ce qui prouve que p est

un morphisme de A-modules . m

Exemples 2.5

- Un idéal I d’un anneau A est un sous-A module de A et le quotient A/I est aussi

un A-module .

- Pronons A = M =7Z et N = nZ, alors le groupe quotient Z/nZ est un Z-module.

Théoréme 2.1

Soient f : M — L un morphisme de A-modules, N un sous-module de M et
soit p: M — M/N la projection canonique. Supposons que N soit contenu dans
ker(f). Alors f se factorise de maniére unique & travers M /N c’est a dire qu’il existe
un unique morphisme de A-modules

Ti M/N — Im(f)
tel que fop=f
En particulier, si N =ker(f) et L =Im(f), f est un isomorphisme.

Preuve.
Commencons par définir application f. Soit z € M, comme on veut avoir fop =

f, il est naturel de définir

f(z+N) = f(z)

16



on voit que c’est la seule définition possible pour f afin que fop = f, il faut
vérifier que ceci est bien définie .

Supposons y dans la méme classe que x modulo N c’est a dire x — y € N, alors,
comme f est un morphisme on a f(z) — f(y) € f(N). Or, N est contenu dans ker(f).
Ceci implique que f(N) = {0 }et donc que f(z) = f(y) ce qu'il fallait montrer.Notons
de plus que 'image de f est contenu dans 'image de f. On a donc bien construit une
application

F: M/N — Im(f)
Montrons que c’est un morphisme de A-modules. Soit (z1,22) € M? et soit a € A,

on a :

flaer+z2+N) = fla1)+ f(z) = fla1+ N) + f(z2+ N)
et fla-(e1+N)) = fla-z1)=a- f(zr1)=a- f(z;+N)

d’ou le résultat

Il est clair que I'image de f est Im(f). Supposons maintenant que N = ker(f) et
calculons le noyau de f.

Supposons que € M est tel que f(x + N) = 0, alors f(z) = 0z donc x € N.

D’ou f est injectif. On conclut que dans ce cas f est un isomorphisme. m

2.4 Produit direct et somme direct

Définition 2.6
Soient I un ensemble non vide et (M;);c; une famille de A-modules. Alors les lois
sulvantes :
(%) + (yi) = (xi +vi) , a- (x;) = (a-x;) pour tout i € [
munissent [[ M; = {(x;)ies ;x; € M;} d’une structure de A-module ,

icl
Le A-module obtenu, noté encore [[ M; , est appelé le A-module produit des

i€l
(M)ier -
Exemple 2.6
Si M; = M pour tout 7, le A-module [] M; est ’ensemble des suites d’éléments
el

17



de M indexées par I. Il s’identifie au A-module M'des applications I — M

Définition 2.7

Soit (M;);e; une famille de A-modules. On note

&M, ={(x;) € [[ M; | 3J C I fini tel que z; = 0 pour ¢ ¢ J}
i€l

i€l
Alors @ M; est un sous-module de [] M;, appelé somme directe des (M;);e; -
i€l i€l
Exemple 2.7
Si M; = M pour tout i, le A-module & M; est ’ensemble des suites d’éléments de
i€l
M indexées par I et & support fini. Il s’identifie au A-module M) des applications

a support fini I — M.

2.5 Modules libres, modules de type fini

Définition 2.8
Soit M un A-module et soit M := (m;);c; une famille d’éléments de M. On dit
que la famille M est

1. Une famille génératrice si pour tout m € M, il existe une collection d’éléments
(ai)ier € AY) tels que  m = > a;m;
el
2. Une famille libre si I’égalité

0= Zaimi

iel
pour une collection d’éléments (a;);cs € AWM implique que tous les a; sont nuls.

3. Une base si la famille est a la fois libre et génératrice.

Exemple 2.8
La famille {e; = (1,0,...,0) ,..., e, = (0,0,...,1)} est une base de Z"

Remarque 2.2
Une sous-famille d’une famille libre est nécessairement libre et une sur famille

d’une famille génératrice est génératrice.
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2.5.1 Modules de type fini

Définition 2.9

On dit que M est un A-module de type fini si M a une famille génératrice finie.

Remarque 2.3

Il est clair que tout module n’est pas nécessairement de type fini, ceci est déja le
cas pour les espaces vectoriels : il existe des espaces vectoriels sans partie génératrice
finie : Panneau des polynomes sur un corps k[X| par exemple en tant que k-espace

vectoriel.

Exemples 2.9

- Un idéal de A est aussi un A-module et il est clair qu’il est de type fini en tant que
A-module si et seulement si il est de type fini en tant qu’idéal. En particulier,
A est toujours un A-module de type fini, une famille génératrice etant donnée
par {14} .

- Le Z-module Q n’est pas de type fini.

Proposition 2.5
Soit M un A-module de type fini et soit M une famille génératrice de M alors il

existe une sous famille de M qui est génératrice et fnie.

Preuve.

Come M est de type fini, il exise N={n;,i = 1, ...., k} une famille génératrice finie
de M.

Par hypothese, pour tout i € { 1, ...., k} , il existe des scalaires tous nuls sauf pour

un nombre fini a; ,,, ot m; € M tel que
ng = E Aim; - Ty
iel

Notons M; C M l’ensemble des m; tel que a; ,,, # 0. C’est un ensemble fini. Donc
I’ensemble P = M U....U M,, C M est aussi finie. Tout éléments de M s’écrit comme
une combinaison des n; et tout n,; s’écrit comme combinaison d’éléments de P. Cecli

implique que P est une famille génératrice finie. m
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Proposition 2.6
Soit M un A-module de type fini et N un sous-module de M alors M/N est de

type finie.
Preuve.

Si (mi)izl
famille génératrice finie de M/N. m

n €st une

............

2.5.2 Modules libres

Définition 2.10
Soit M un A-module. On dit que M est un A-module libre si M posséde une base.

Exemples 2.10

- Si A = k est un corps alors tout A-module est libre car tout A-module posséde

une base.

Le Z-module Z est libre.

Le Z-module QQ n’est pas libre .

Z[V?2] = {a+ b2, a,b € Z} est Z-module libre .
- AD est A-module libre

Proposition 2.7

Tout module M est (isomorphe au) quotient d’un module libre

Preuve.
On prend une partie génératrice (m;);c; de M et on considére le morphisme de

A-modules :
U AD — M

(ai Jier — D_ai-m;
i€l
celui-ci est surjectif par définition. Par passage au quotient, on obtient

M ~ AY /Ker (D)

ce qu’il fallait montrer. m
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Proposition 2.8
Si M est un A-module libre de base M = {m; | i € I} alors M est isomorphe a
AW,

Preuve.

On a un morphisme

U AD M

(ai )z‘e[ B Z@z‘ sy
el

celui-ci est surjectif par définition et injectif car M est libre donc c¢’est un isomor-

phisme ce qui permet de conclure. m

Remarque 2.4
Si M est A-module libre de type fini alors il posséde une base finie (e ...... ,en) de
n éléments pour un n € N*,

On voit alors que M est isomorphe a A™ a travers 1’isomorphisme

D : A" — M

n
(a1,.cya,) —> D a;-e€
i=1

On se demande maintenant si, comme dans le cas des espaces vectoriels, le nombre

d’éléments dans une base est un invariant des modules libres. La réponse est oui.

Proposition 2.9
Soit M un module libre de type fini. Alors toutes les bases de M sont finies et ont

meéme cardinal.

Preuve.
Supposons maintenant que M admette deux bases By et By de cardinal respectifs
ny et no. En utilisant la remarque 2.4, on voit que M est isomorphe

a la fois a A™ et a A", on a un isomorphisme ¢; entre ces deux A-modules.

P A — A™
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d’inverse

Py 1 A™ — A™

A ces deux morphismes s’associent naturellement deux matrices P € Mat,,x n, (A)

et @ € Mat,, x n,(A) qui vérifient donc :

Q.P = Id,, et P.Q = Id,,

Or A est un anneau commutatif. D’aprés le théoréeme de Krull, A posséde un
idéal maximal m. Pour toute matrice C', nous notons 7(C') la matrice dont tous les

coeffcients sont réduits modulo m. On voit que les égalités ci-dessus entraine :

7 (Q) .7 (P)=1d,, et 7 (P).m(Q) = Id,,

mais ces matrices sont a coefficients dans un corps k := A/m car m est maximal.
On sait qu’alors on a un isomorphisme de k-espace vectoriel entre k™ et k"2 .

Ceci implique que n; = ny et conclut la démonstration. =

Remarque 2.5

Ainsi si M est libre avec une base infinie, toutes ses bases ont un cardinal infini.

Définition 2.11
Si M est un module libre de type fini. On appelle rang du module M le cardinal
commun des bases de M. Cette notion de rang généralise donc la notion de dimension

pour les espaces vectoriels.

Exemple 2.11
Soit A un anneau, Le A-module A"est libre de type fini de rang n.

Proposition 2.10
Soit M et N deux A-modules de type fini de rang m et n respectivement alors

M@ N est libre de type fini et de rang m + n.
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Preuve.

Soit (ey...., e;,) une base de M et soit (f1,...., f,) une base de N.

Alors on vérifie facilement que ((e;,0), (0, f;),1 <i <m,1 < j <n) est une base
M@GN =

2.6 Un exemple de Z-module libre : ’anneau d’en-
tiers d’un corps de nombre

Définition 2.12
On dit que le corps k est une extension de k& du corps si £ C k . Dans ce cas k est
un k-espace vectoriel. Si k est de dimension fini sur k, on dit que I'extension est de

degré fini et son degré est noté [k : k.

Exemple 2.12
C est une extension de R, de degré fini [C : R] = 2.

Définition 2.13
Un corps de nombres est une extension de degré fini de Q.

Dans tout ce qui suit, on suppose que k est un corps de nombres.

Définition 2.14
On dit qu’'un élément x € k est un entier algébrique si’il existe un polynéme de

Z[X] unitaire P tel que P(z) = 0.

Exemple 2.13
Les éléments a de Z sont des entiers algébriques car racines de X —a € Z[X]. Le

nombre /2 est aussi un entier algébrique car racine de X 2 — 2 € Z[X].

Proposition 2.11
Soit x € k . Alors x est un entier algébrique si et seulement si il existe M C k un

sous Z-module de k non nul et de type fini tel que xM C M.

Preuve.
Supposons que x est un entier algébrique. Alors le Z-module Z[x] est un Z-module

de type fini. En effet, il existe P € Z[X] unitaire tel que P(z) = 0 avec P de degré n.
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L’ élément 2™ est donc une Z-combinaison linéaire des 27 avec 1 < j < n — 1. Donc
Z|x] est engendré par {1,x,....,2" "'} et on a zZ[z| C Z[x].

Réciproquement, on suppose qu’il existe M C k un sous Z-module de k non nul
et de type fini tel que M C M. Soit vy, ..., v, un systéme générateur de M.

Il existe des éléments a; ; de Z avec 1 < 14,j < n tel que
T-V;=0Q15 V1 +a; V2t ... + ap - Un
pour tout 1 < j < n. On définit un endomorphisme
f kr — k"

tel que la matrice de f dans les bases canoniques est la matrice A = (a;,; )1<i j<n-

Alors on a

for,ceyvn) = v1- fler) + .o+ v flen)
= Ul'ZCLL]"GJ‘—f—....—f- vn-Zan,j-ej

1<j<n 1<j<n
= Zai,l SV e+ o +Zai,n Ui €n
1<i<n 1<i<n

= z-(vi-e1+...4+ v,-e)
Ainsi (vy,....,v,) est un vecteur propre de valeur propre x pour f ce qui implique
det(z - Id, — f) =0

Posons alors P(z) = det(x - Id,, — f).Comme z est une valeur propre de f, on a
bien P(z) = 0 avec P unitaire, & coefficient dans Z et non nul. Ainsi = est un entier

algébrique. m

Théoréme 2.2
L’ensemble des éléments de k qui sont des entiers algébriques est un sous-anneau

de k appelé la cloture intégrale de Z dans k ou l’anneau des entiers de k. On le note

Ok.

24



Preuve.

Ox # 0; car Z C Ok. Soit x et y deux entiers algébriques. Alors d’aprés la
proposition 2.11, il existe deux sous Z-modules M et N de type fini de k tel que
xM C M et yN C N. Supposons que M est engendré par x1, ..., T, et N par y;, ..., Ym
alors le Z-module L engendré par les x;-y; pour 1 <i<netl<j<m (cest a dire,
I’ensemble des combinaisons linéaires de ces éléments) est de type fini et non nul. De
plus, il vérfie (x — y)L C L et xy - L C L. Ceci implique que x — y et zy sont tout

deux entiers algébriques donc Oy est bien un sous-anneau de k . m
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Chapitre 3

Module sur un anneau principal

3.1 Structure des modules sur un anneau principal

Théoréme 3.1

Soit A un anneau principal alors tout sous-module N d’un module libre de type
fini M de rang n est libre de type fini et de rang m <n
Preuve.

On va procéder par récurrence sur n. Pour n = 1, M est isomorphe a A et un
sous-module non nul de A est un idéal de A non nul, il est donc principal engendré
par a € A non nul.

Alors {a} est une base de N si:a-\ =0 pour A € A alors A =0 car A est intégre.

Supposons doncn > 1 et N # 0. Soit {ey,...,e,} une base de M. On note M; le

A-module libre de rang n — 1 :
Aes @ ... ® Ae,

Si N est contenu dans My, on peut conclure par hypothése de récurrence. On suppose
donc que N n’est pas contenu dans M. On considére le A-module N N M. C’est un
sous-module de M.

Par hypothése de récurrence, il est libre. Soit (fa, ..., fm) une base de ce module

avec m < n.
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On considére maintenant 'ensemble suivant :
I={beA|Jye M, b-e+yecN}

Un élément quelconque de N s’écrit b- ey +y avec y € My, donc I est non vide et
1l est méme non nul car il existe un élément de N qui n’est pas dans M.

On voit facilement que c’est un idéal de A. I est donc principal engendré par un
élément d # 0 de A. Il existe alors un élément y, de My tel que f1 :=d-e;+y; € N.

Notons tout d’abord que cet élément est non nul car My et A - ey sont en somme
directe.

On va montrer que (f1,..., fm) est une base de N. C’est une famille génératrice.
En effet, siz € N onax=b-e;+y avecbe A ety € My. Mais on ab € I et donc
b s’ecrit a - d avec a € A.

Onadoncr=a-fi —a-y, +y. Alors — a-y; + y est dans N N My donc s’ecrit
comme combinaison d’éléments de (f1, ..., fm) -

On montre maintenant que la famille est libre. Supposons ay- fi+as- fo+ ...+ ap, -
fm = 0 pour (ay, ..., an) € A™ non tous nuls. On a a; # 0 car la famille (fs, ..., fm)
est libre.

On a donc ay - f1 dans My et donc ay-d-e; + a1y, € My ce qui implique a,-d-e; €
M;. Ceci implique a1 -d =0 et donc a; =0 car d # 0 et A est intégre. m

Exemple 3.1

Les sous-modules de Z™ sont donc des modules libres de type fini et de rang r < n.

Remarque 3.1
Attention, contrairement aux espaces vectoriels, si N est un sous-module libre du
module libre M et que les deux modules ont méme rang, ceci n’implique pas qu’ils

sont egaux. Prendre par exemple, le sous-module 2Z de Z.

Remarque 3.2

Si A est principal A est un A-module libre de type fini et de rang 1, les sous-
modules (non nuls) sont des idéaux qui sont donc libres de type fini et de rang 1.
En effet, ce sont des idéaux principaux engendrés par des éléments non diviseurs de

7€éro.
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Remarque 3.3
L’hypothése A principal est essentiel dans ce théoréme. En effet, un sous-module
d’un module libre n’est pas forcément libre.

On prend par exemple A = M = Z /47 et N = 27 /4.

Lemme 3.1

1l existe un morphisme de A-modules
f: M — A

vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout morphisme g : M — A, on a g(N) C f(N).

2. 1l existe d € A non nul tel que f(N) = (d) et il existe y € N tel que f(y) = d.
3. Pour tout g: M — A, on a g(y) € (d).

4. Il existe x € M tel que f(vr) =1ety:=d-z € N.

5. OnaM=Ax@ker(f) ee N=A-y® (ker(f)NAN) ------ (xx).

Preuve.

Pour le point 1., on considére I’ensemble des morphismes de M dans A et l'en-
semble A des images de N selon ces morphismes. C’est un ensemble

d’idéaux de A. Cet ensemble est inductif pour I'inclusion. En effet, donnons nous
une chaine C d’ideaux de X, c’est a dire un ensemble d’idéaux emboités.

La réunion de tout ces idéaux est encore un idéal et comme A est principal, il est
engendré par un élément a € A. Il existe donc un idéal I de C tel que a € I.

Alors C admet un majorant I dans X. Comme X est non vide (car (0) € X' ), on
peut appliquer le Lemme de Zorn pour conclure que X admet un plus grand élément
qui satisfait donc aux

hypothéses de 1.

Le point 2 est facile : comme A est principal, il existe d € A tel que I'idéal f(N)
est égal a (d) et donc y € N tel que f(y) = d. Prenons une base (ey,...,e,)de M et

considérons les applications "coordonnées" g; : M — A tel que

gi( Y aer) = a;

1<i<n
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pour tout j =1,...,n. On a N # 0 donc au moins un g;(N) est non nul et donc,
comme ¢;(N) C (d) pour tout j=1,....,n,onad#0.

Passons au point 3. Comme y € N et g(N) C f(N) = (d), on a bien g(y) € (d).

Considérons maintenant le point 4. En appliquant le point 3 aux morphismes g;
ci-dessus, il suit que si y = ), <i<n @i€; alors tous les a; sont divisibles par d.

Ceci implique par exemple que d est non nul car N est non nul. Donc il existe
x € M tel que y = dx. On a bien f(y) = df(x) = d donc f(x) =

Abordons le point 5, on a déja Az Nker(f) = {0}car pour tout a € A, f(a.x) =
a = 0. Maintenant, si z € M, on a z = f(2).x + (2 — f(2)z) € Az + ker(f) d’ou
M = Az & ker(f).

Ensuite, si a € A est tel que ay € ker(f) NN alors f(ay) = a.d = 0 et donc a = 0
car d # 0. De plus, si z € N alors f(z) =a.dpoura € Aetonaz=ay+ (z—ay) €
Ay+ (ker(f)NN). =

Théoréme 3.2 (théoréme de la base adaptée)

Soit A un anneau principal. Soit M un module libre de rang fini n € N. Soit
N # 0 un sous-module de M. Alors N est un module libre de rang r < n. De plus, il
existe une base (e, ...,e,) de M, il existe des éléments ay, as, ..,a, de A\ {0} tels que
a; divise a;yq pouri=1,...7 — 1. et (a1 - ey, a9 - €a,...,a, - €,) est une base de N. On

dit que la base (e1, ...,e,) de M est adaptée au sous-module N.

Preuve.

On raisonne par récurrence sur le rang n de M.

- Sin =1, M est isomorphe a A. On peut donc supposer M = A. Les sous-
modules de M sont des idéaux tel qu’il existe d € A tel que M = (d).

Une base est {d}, cet ensemble etant libre par intégrité de A. Le résultat suit en
posant n=r=1,e; =1et a; =d.

- Sin > 1. Supposons le résultat vrai pour les modules libres de type fini et de rang
strictement plus petit que n. On applique alors le lemme 3.1 il existe un morphisme

de A-modules
f: M — A

vérifiant les 5 points du lemme. Posons M’ := ker(f). C’est un sous module de M

et il est donc libre et de type fini d’apres le théoréme 3.1 Le point 5 du lemme nous
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dit que
M:Ax@M/ N:Ay@(M/mN) ...... (**)

Ax est libre de rang 1 car x est générateur et libre. Il en est de méme pour Ay.
M’ est de rang n — 1.
Si M NN =0 alors on a

M=Ar®M  N=Adr
et le résultat est vérifié, en prenant e; = x et pour (es, ..., €,) une base quelconque

de M.
Si M' NN # 0 on peut appliquer ’hypothése de récurrence a M et a son sous-

module M N N. Il existe une base (eg,...,e,) de M’ et des éléments as, . .., a, de A
tels que r <m, ay | as...| a, et
M =Aes® ... D Ae, M NN = Aages @ ... & Aaye,
On a alors :
M= Ae; @ ... D Ae, N = Aaje; @ ... D Aaye,
ol a; := d et e; = x. Enfin on a que a; divise as en appliquant le point 3 au

morphisme g, : M — A. avec ¢2(D ,-,,, @i€;) = a2 € (a1) donc ay divise a;. m

Proposition 3.1
Soit A un anneau principal. Soit M un module libre de rang fini n € N. Soit

N # 0 un sous-module de M . Supposons que (e, ....,e,) et (€}, ..., €.,) soient deur bases

e
adaptés a N. Soit ay,...,a, et ay,...,al les éléments non nuls de A tels que a; divise
ait1 et a; divise aj, ., pouri = 1,...,r — 1, et tel que (aseq, ..., are,) et (aiel, ..., ae.)

cey W Cpn

soient deuz bases de N. Alors on a (a;) = (a}) pour tout i =1,...,r.

Preuve.
On considére le morphisme ¢; : M — A tel que gl(zlgign bie;) = by. On voit
facilement que 'on a ¢1(N) = a1 A d’une part. D’autre part si m € N alors m =

2199 aielk; et g1(m) = 21@‘9 kiatgi(e;) C ajA. On a donc (ay) C (a}). Et par
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analogie (a}) C (a}) donc (a}) = (a}).
Supposons maintenant que ’on ait montré que (a) = (a},) pour tout k = 1, ...,i—1.
On va montrer que (a;---a;) = (a}---a}) ce qui implique bien (a;) = (a}). On consideére

I’application multilinéaire alternée

Uyl - Uiy

)

Uj1 U4

ol pour tout j = 1,...,7, on a pose u; = Uy je;+...4+ Uy je,. OnaD(arey, ..., a;e;) =

ai...a; d’une part. D’autre part, si on écrit pour tout j = 1,...,n, a,e; = > ukj’ja;je;j
1<k;<n ‘
on obtient :
o / / !
D(areq, ..., a;e;) = E Py 10+ My i@, D€y s oo €5.)
1<k ...ki<n

comme ’application est alternée, il faut retenir dans cette somme seulement les
termes avec les e;j distincts. Les facteurs ay, ...a) sont alors des multiples de aj...a;
!/ : / s 3 / / !/

car a;; est un multiple de aj. On obtient donc a;...a; multiple de aj...a;. Les a; et a}
jouant un role symétrique, on peut conclure a;....a;A = af...alA c’est ce qu'il fallait

montrer. |

Remarque 3.4
Que signifie ce théoréme dans le cadre des espaces vectoriels 7 dans ce cadre, c’est
exactement le théoréme de la base incompléte. En efet, les a; sont définis & inversible

prés, I'unicité ne signifie rien dans ce contexte car tout élément non nul est inversible.

Exemple 3.2

Soit A = Z et soit M = Z2. On considére le sous-module

N =7(0,2) & Z(1,1)
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Alors la base (€1 + eg; €2) est une base de M adaptée & N, on a en effet
N = IZ(el + 62) D QZBQ

Les idéaux associés sont (2) C (1) = A. N est derang 2. On a a; =1 et ay = 2.

Bien sur la base adaptée n’est pas unique.Par exemple (e; + €3, €1 + 2e5) est
N = 1Z(€1 + 62) D 2Z€1

Par contre, les idéaux (1) = A et (2) sont, eux, uniques.

3.2 Facteurs invariants

Lemme 3.2
Soit My, ..., M,, des A-modules et pour tout i € {1,...,n}, soit N;, un sous-module

de M; alors on a

P M/ P Ni~ P Mi/N; .

1<i<n 1<i<n 1<i<n
Preuve.

On considére le morphisme surjectif :

Br<i<cnM; —  Bi1<i<nM;/N;

(M)ict,.n — (M + Ny)ic1,

on voit que son noyau est exactement ®;<;<,/V; ce qui permet de conclure grace

au théoréme de factorisation. m

Théoréme 3.3 (dit des facteurs invariants)
Soit A un anneau principal et M un module de type fini. Alors il existe un unique
couple (r,s) d’entiers et une unique suite (a,) C (a,—1) C ... C (a1) d’idéaur de A

non nuls et distincts de A tels que

MaoA o P A/ ()

1<e<r
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Les a; sont déterminés a inversibles prés et sont appelés les facteurs invariants du
modules.
Preuve.

Exzxistence : Comme M est de type fini, d’aprés la proposition 2.7, on a un isomor-

phisme
M < A"/N

pour un entier n € N et un sous-module N de A™. N est donc un sous-module
d’un A-module libre de type fini de rang n.
On peut appliquer le théoréme de la base adaptée : N est un module libre de rang

r < n. De plus,

- il existe une base (e1,...,e,) de A"
- il existe des éléments ay, aq, .. .;a, de A\ {0} tels que a; divise a;11 pour
i=1,...,r—1, tels que (aye1, ..., a.e,) est une base de N. On a donc

A" =Ae1 d ... D Ae, et N = Aa1e;1 @ ... D Aagye,
On obtient en utilisant le lemme précédent :
MaoaA""®A/(a)®... 0 A/(a,)

c’est ce qu’il fallait montrer. m

3.3 Approche matricielle

Nous allons maintenant donner une version matricielle equivalente au théoréme
3.3. Nous illustrons ce nouveau résultat par quelques exemples. Tout d’abord, on a la

définition suivante :

Définition 3.1
Soit X € Mat,xm(A).

1) Pour tout ¢ € min(m,n), on note J;(X) I'idéal de A engendré par les mineurs de

taille ¢ x 7. Par convention, on note Jy(X) = A.
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2) Le rang de X est le plus grand entier r» > 0 tel que J;(X) # 0

Les idéaux J;(X) sont appelés idéaux de Fitting.

Exemple 3.3

Prenons A = Z et la matrice

1 20
X=1041
330

On a Jl(X) = A, JQ(X) =Aet Jg(X) = 3Z.
Dans un anneau principal, J;(X) est engendré par le plus grand commun diviseur

des mineurs de taille .

Théoréme 3.4
Soit A un anneau principal et soit X € Mat,xnm(A) non nulle. Alors il existe

r > 1, des matrices inversibles P € GL,(A) et Q € GL,,(A) et des éléments ay, ..., a,

de A non nuls tels que a; divise a; .1 pour tout i =1,... r — 1 vérifiant :
a; -+ 0 - 0
: a, 0
PXQ = _
0 0 0

De plus, les idéauz (a;) sont uniquement déterminés par X. La famille des a; est
appelée la famille des facteurs invariants de X.
Preuve.

Soit X € Mat,xm(A) non nulle. Cette matrice représente un morphisme

fi:A™ — A" On applique le théoréme de la base adaptée au A-module libre A™

et a son sous-module Im(f).

e il existe une base (e1,...,e,) de A"
e il existe des éléments ay,aq,. .., a,. de A\ {0} tels que a; divise a; 1 pour i =
1,...,r—1.
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tels que (ajeq, ..., aqe.) est une base de Im(f) qui est donc libre de type fini. Il

existe des éléments uy, ..., u, de A™ tel que pour touti=1,...,r, on a :
fu;) = aze;

Montrons que

A" = (@D Au;) @ ker(f)

1<i<r
On voit tout d’abord que la somme des Au; (1 < i <) est directe car la famille
(areq,...,a.e.) est libre. Si x = 2199 biu; avec (b )1<i<, une famille d’ él éments
de A et si x € ker(f)

alors on a

1<i<r
ce qut itmplique que b;a; = 0 pour tout @ = 1,...,r et donc b; = 0 pour tout
i = 1,...,7 car Uanneau A est intégre et les a; (1 < ¢ < r) non nuls. Enfin, si

x € A™ alors il existe (b; )1<i<,
une famille d’ éléments de A tel que

1<i<r

On remarque alors que

ce qui montre que

€ ( P Au;) @ ker(f)

1<i<r
On a bien montré la décomposition annoncée. Notons qu’on peut en déduire qu’une

base de ker(f) a nécessairement m — r éléments.

Choisissons donc une base (Uyi1,...,Uy,) de ker(f). On a alors une base de A™ :
(Ugy .oy Up)
La matrice de [ dans les bases (uq, ... ,uy) et (e1,...,e,) a alors la forme voulue

et celle-ci est équivalente a A. L unicité découlera de la proposition suivante. ®m

Remarque 3.5
Si f est un morphisme entre deux A-modules libres, on dira que les facteurs

invariants de f sont ceux de la matrice de f dans des bases arbitraires.

35



Proposition 3.2

En gardant les notations du théoréme 3.4, on a

J(X)_ (a17"'aai) Siizl,...,’r
Z 0 sinon

Preuve.

1l s’agit de montrer que si X et'Y sont équivalentes alors

pour tout 1 < i < min(m,n). On pourra alors conclure via le théoréme précédent
car les idéaux de Fitting de la matrice remarquable du théoréme 3.4 sont précisement
donnés par ceuxr de l'énoncé. Soit Q € GL,,(A) et supposons que Y = XQ. Ceci
implique que les colonnes de Y sont des combinaisons linéaires de colonnes de X.

Comme le déterminant est multilinéaire, on en déduit que les mineurs de taille i
de Y sont des combinaisons linéaires des mineurs de taille i de X. On en déduit que
Ji(Y) C Ji(X) .

Comme on a aussi X =Y Q™!, on en déduit que J;(X) = J;(Y) dans ce cas.

Maintenant supposons qu’il existe P € GL,(A) et supposons que Y = PX alors
Yt = X'P' et comme ci-dessus on montre que J;(X) = J;(Y).

Finalement dans le cadre général ou il existe P € GL,(A) et Q € GL,,(A) tel que
Y = PXQ, on obtient :

Ji(Y) = Ji(XQ) = Ji(X)

pour touti=1,...,r. &

Exemple 3.4
On obtient ainsi une premiére méthode pour déterminer les facteurs invariants

d’une matrice. Prenons ici A = Z et la matrice :

1 11
X=1220
0 6 4
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Ona Ji(X)= (1), Jo(X)=1(2), J5(X)=(12). Les facteurs invariants sont 1,2

et 12. Si on prend maintenant :

70 6
Y=1]2 2 2
6 0 6

on trouve les mémes facteurs invariants et donc X et'Y sont équivalentes.

3.4 Une application

Une application directe du théoréeme se trouve en théorie des groupes dans le
probléme de classification de groupes abéliens de type fini on peut utiliser le théoréme

de la base adaptée.

Théoréme 3.5
Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe un entier s et des entiers

naturels ay, ..., a, tel que a; divise a; 1 pour tout i =1,...,r — 1 tels que

G~7'® P/l

1<i<r

De plus, les a; et s sont uniquement déterminés par G.

Exemple 3.5
Peut-on donner la liste de tous les groupes abéliens d’ordre 108 ? on a 108 = 33 x 22.

Les groupes abéliens d’ordres 27 sont
2)272,7)97 & Z/32,7./37 & L/3Z & 7./ 37
les groupes abéliens d’ordre 4 sont

7./47.,7.)27. ® 7./27.
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On obtient la liste des groupes abéliens d’ordre 108 :

7.)277. ® T.JAZ, 7.)97. & 7./37. & 7.)AZ, 7./37. & 7./3Z ® 7./ 37, & 7./ AZ.

7/21L® L) 20D L) 2T, 7./ 9ZDL 3L L | 2L L) 2Z., 7./ 3LHL. | 3LBL | 3LBL | 22T, | 2.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail la notion de module sur anneau principal et les
principaux résultats comme le théoréme de la base adaptée, la différence et la relation
entre les modules et les espaces vectoriels, aussi une approche matricielle avec une

application directe.
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