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Introduction

Le concept des opérateurs linéaires absolument p-sommants a été introduit par Gro-

thendieck dans les années cinquante pour p = 1. Mais en 1967 et 1968 Pietsch, Lin-

denstrauss et Pelczynski ont clari�é la précieuse idée de Grothendieck et on décisivement

contribué au développement vigoureux de cette théorie ; ils ont dé�ni la classe pour tout

p et ont démontré les résultats principaux ; on y trouve le théorème de domination, les

théorèmes d�inclusions, les propriétés d�idéal ... ects.

Dans les années quatre vingts Pietsch a généralisée la théorie des idéaux linéaires au

casm-linéaires. Motivés par l�importence de cette théorie, plusieurs auteurs ont développé

et étudié plusieurs consepts relatifs à la sommabilité.On peut citer par exemple Alencar,

Matos, Pérez-Garcia, Dimant, Pellegrino, Achour-Mezrag.

Dans la théorie des opérateurs multilinéaire absolument p-sommant n�y a pas d�ana-

logue pour le théorème de Pietsch mais l�espace associé est un espace de Banach. Pour

cela, le consept des opérateurs m-linéaires p-semi-intégrales (1 � p <1) a été introduit

par R. Alencar, M. C. Matos dans [AM89] (pour p = 1) comme une extension du théo-

rème de domination de Pietsch version linéaire aux opérateurs m-linéaires, et généralisée

par E. Çaliskand, D. M. Pellegrino dans [ÇP07] pour p � 1:

Le but de ce mémoire consiste à l�étude de l�espace Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) des opérateurs

m-linéaires p-semi-intégrales, on s�est proposé de démontrer que cet espace est un Banach

multi-idéal, et on obtient une caractérisation de cet espace par la représentation tensoriel.

Notre travail est organisé comme suit :
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Le premier chapitre porte sur les notions générales. Commençons par rappeler quelques

résultats sur les normes tensorielles raisonnables. On dé�nit une norme tensorielle raison-

nable � ( qui s�appelle la norme projective) sur le produit tensoriel algébriqueX1
���
Xm

et montre que l�espace L (X1; :::; Xm;Y
�) est isométriquement isomorphe au dual topo-

logique de X1 
 :::
Xm 
 Y associe à �:

L�object du deuxième chapitre est d�étudier le concept d�opérateurs multilinéaires

p-semi-intégrales. On donnera quelques propiétés élémentaires et le théorème de caracté-

risation pour cette classe, comme conséquence nous montrons que l�espace des opérateurs

multilinéaires p-semi-intégrales est un multi-idéal de Banach.

On termine ce travail par le chapitre trois, on introduit dont une norme raisonnablee�p tel que l�espace Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y
�) de Banach des opérateurs m-linéaires p-semi-

intégrales est isométriquement isomorphe au dual topologique deX1
:::
Xm
Y associe

à e�p:
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Chapitre 1

Produit tensoriel

1.1 Préliminaires

Soient X1; :::; Xm; X; Y et Z des espaces de Banach, l�application B : X �Y ! Z est

dite bilinéaire ou 2-linéaire (resp: B : X1 � :::�Xm ! Y est dite m-linéaire, ) si elle est

linéaire par rapport à chaque variable, c�est-à-dire

Pour toute suite �nie �i (i = 1; :::; n); on a

B(x;
nX
i=1

�iyi) =
nX
i=1

�iB(x; yi):

(resp. pour tout j = 1; :::;m et pour toute suite �nie �i (i = 1; :::; n); on a

B(x1; :::;

nX
i=1

�ix
j
i ; :::; x

m) =

nX
i=1

�iB(x
1; :::; xji ; :::; x

m):

Autrement dit, B : X1 � ::: � Xm ! Y est multilinéaire si les opérateurs xj 2 Xj 7�!

B(x1; :::; xj; :::; xm) 2 Y sont linéaires).
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On dit que l�application bilinéaire B : X � Y ! Z est bornée si

9c > 0;8x 2 X;8y 2 Y kB(x; y)k � c kxk kyk :

On note L(X; Y ;Z) l�espace de Banach des applications bilinéaires bornées muni de la

norme

kBk = sup
(x;y)2BX�BY

kB(x; y)k :

Si Z = R ou C, on note simplement L(X; Y ) l�espace des formes bilinéaires bornées.

Notation. On notera L (X1; :::; Xm;Y ) l�ensemble de tous les application deX1�:::�

Xm dans Y et L (X1; :::; Xm;Y ) l�ensemble de tous les opérateurs multilinéaires continus.

Lorsque tous les espaces Xj sont égaux à un même espace X, l�espace des opérateurs

multilinéaires (resp. continus) sera noté L (mX;Y ) (resp. L (mX;Y )). Si Y = K alors

L (mX;K) = L (mX) ; (resp. L (mX;K) = L (mX)). Si m = 1 et Y = K alors on utilise

L (X) = X�; et L (X) = X
0
: On désigne par X� le dual topologie de X i.e., l�espace des

formes linéaires et continues sur X:

Théorème 1.1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach alors, on peut identi�er

les deux espaces L(X;Y ) et L(X;Y �) tel que L(X;Y �) désigne l�espace des opérateurs

linéaires bornés de X dans Y �:

Preuve

Pour toute forme bilinéaire bornée B 2 L(X; Y ) on associer un opérateur linéaire LB 2

L(X;Y �) dé�ni par

hy; LB(x)i = B(x; y);8x 2 X;8y 2 Y:

L�application  : L(X; Y ) �! L(X;Y �) tel que  (B) = LB est une isométrie car,
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8B 2 L(X; Y ) on a

k (B)k = kLBk = sup
x2BX

kLB(x)k

= sup
x2BX

sup
y2BY

jhy; LB(x)ij

= sup
x2BX

sup
y2BY

jB(x; y)j

= kBk :

 est surjective par construction, alors on a l�identi�cation

L(X; Y ) = L(X;Y �): �

Théorème 1.1.2. Soient X, Y deux espaces de Banach ; toute forme bilinéaire bornée

A 2 L(X; Y ) ce prolonge à une forme bilinéaire bornée ~A 2 L(X��; Y ��):

Preuve

Soient A 2 L(X; Y ) et S 2 L(X;Y �) tels que A(x; y) = hy; Sxi, on considère la forme

bilinéaire ~A 2 L(X��; Y ��) telle que ~A(x��; y��) = hS�y��; x��i d�ou S� : Y �� ! X�� est

l�adjoint de S. Pour x 2 X et y 2 Y on a

~A(x; y) = hS�y; xi = hy; Sxi = A(x; y)

~A est une extension de A; de plus on a

kAk = kSk = kS�k = kA�k :

Ce qui termine la preuve. �

Proposition 1.1.3. Soient X; Y; Z trois espaces normés dont Z est de Banach,

~X; ~Y les complétés de X et Y respectivement ; toute application bilinéaire bornée B 2
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L(X; Y ;Z) admet une extension bornée ~B 2 L( ~X; ~Y ;Z) et en plus on a kBk =



 ~B


 :

Proposition 1.1.4 [Din99; p:02]. Si X, Y et G trois espaces vectoriels sur C et

(m;n) 2 N2; alors les opérateurs In et Jn sont isomorphismes linéaires, dé�nies comme

suite

In : L(n+mX;Y ) �! L(nX;L(mX;Y ))

[InT (x)] (y) := T (x; y)

où T 2 L(n+mX ;Y ); x 2 Xn et y 2 Xm

Jn : L(nX;L(mY ;G)) �! L(mY ;L(nX;G))

[JnT (y)] (x) := [T (x)] (y)

où T 2 L(nX;L(mY ;G)); x 2 Xn et y 2 Y m:

En particulier, dans le cas linéaire, l�isomorphisme I1, où m = 1 et Y = C; donne :

L (2X) � L(X;X�):

Proposition 1.1.5 [Muj86, p. 03]. L�isomorphisme canonique entre L (m+nX;Y ) et

L (mX;L (nX;Y )) ; il donne un isométrie entre L (m+nX;Y ) et L (mX;L (nX;Y )) :

� Rappelons qu�un opérateur multilinéaire T induit des opérateurs linéaires

	
(m)
j (T ) : Xj �! L(X1;

[j]:::; Xm;Y );

où

	
(m)
j (T )(xj)(x1; [j]:::; xm) = T (x1; (m)::: ; xm);

ce qui permet d�identi�er l�espace L(X1; :::; Xm;Y ) avec L(Xj;L(X1;
[j]:::; Xm;Y )) pour

tout j = 1; :::;m (Proposition 1.1.5). Un cas particulier est souvent utilisé dans la théorie

linéaire, lorsqu�on prend m = 2 et Y = K :

L(X1; X2) = L(X1;X
�
2 ) (L(X1; X2;K) = L(X1;L(X2;K)):
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1.2 Produit tensoriel

Il y a plusieurs manières de présenter le produit tensoriel algebrique des espaces

vectoriels X; Y: Nous choisissons la suivante :

Pour (x; y) 2 X � Y on dé�nit la forme bilinéaire ux;y : L(X; Y ) ! K c�est-à-dire

ux;y 2 [L(X; Y )]� par

ux;y(A) = A(x; y);8A 2 L(X; Y )

Observons que l�application 
 : X � Y ! [L(X; Y )]� telle que x 
 y = ux;y, obtenu de

cette façon est bilinéaire. Alors l�espace vectoriel X 
 Y engendré par l�image 
(X � Y )

de l�application 
 est dite produit tensoreil algebrique de X et Y:

Les éléments de X 
 Y sont écrits sous la forme

u =
nX
�i

i=1

xi 
 yi;

tels que n 2 N; xi 2 X; yi 2 Y; et �i 2 K: Cette représentation de u n�est pas unique.

Si u 2 X 
 Y et � est une forme bilinéaire sur X � Y alors,

u (�) = h�; ui

=

*
�;

nX
i=1

�ixi 
 yi

+
=

nX
i=1

�i� (xi; yi) :

La valeur de cette expréssion est independante du choix de u.

On observe que l�application (x; y) 7�! x
 y est un espace de multiplication de X � Y

à valeur dans l�espace X 
 Y , ce produit est bilinéaire, on a par exemple

(i) (x1 + x2)
 y = x1 
 y + x2 
 y:

(ii) x
 (y1 + y2) = x
 y1 + x
 y2:

(iii) � (x
 y) = (�x)
 y = x
 (�y) :
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(iv) 0
 y = y 
 0 = 0:

On déduit, par la propriété (iii) que l�élément u 2 X 
 Y tel que

u =
nX
i=1

�ixi 
 yi

est écrit de la façon suivante

u =

nX
i=1

xi 
 yi:

Proposition 1.2.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels, si fei; i 2 Ig et ffj; j 2 Jg

deux bases de X et Y resp, alors fei 
 fj; (i; j) 2 I � Jg est une base de X 
 Y .

Remarque 1.2.2.

a) Si dimX <1 et dimY <1 alors, dimX 
 Y = dimX dimY:

b) dimX 
K =dimX et dimK
Y=dimY alors, X 
K et K
Y sont isomorphe à X

et Y respectivement.

Proposition 1.2.3. Pour u =
nX
i=1

xi 
 yi 2 X 
 Y; les assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) u = 0;

(ii)
nX
i=1

' (xi) (yi) = 0; pour tout ' 2 X�;  2 Y �;

(iii)
nX
i=1

' (xi) yi = 0; pour tout ' 2 X�;

(iv)
nX
i=1

 (yi)xi = 0; pour tout  2 Y �:

Dé�nition 1.2.4. SoientX et Y deux espaces de Banach. Une norme � sur le produit

tensoriel X 
 Y est dite raisonable, si on a les deux conditions suivantes

(i) � (x
 y) � kxk kyk ; 8x 2 X; 8y 2 Y:

(ii) Si x� 2 X� et y� 2 Y �, (x� 
 y�) 2 (X 
 Y )� et kx� 
 y�k � kx�k ky�k :
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Exemples 1.2.5. Soient X et Y deux espaces de Banach, sur le produit tensoriel

X
Y , Grothendieck [Gro56] a dé�nie deux normes tensorielles raisonnables de la manière

suivante :

Pour tout u 2 X 
 Y , on pose

� (u) = inf

(
nX
i=1

kxik kyik
)
; norme projective.

" (u) = sup

(�����
nX
i=1

hx�; xii hy�; yii
����� ; x� 2 BX� ; y� 2 BY �

)
; norme injective.

La borne inférieure et la borne supérieure étant calculée sur l�ensemble des représentations

de u de la forme

u =
nX
i=1

xi 
 yi:

De plus on a � � " (voir [Rya02]) et

� (x
 y) = " (x
 y) = kxk kyk ; pour tout x 2 X; y 2 Y:

1.3 Représentation sur un produit tensoriel

Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach, sur le produit tensoriel on dé�nit

(i) La norme projective par

� (u) = inf

(
nX
i=1

mY
j=1



xji

 ; u =
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi

)
;

où l�in�mum porte sur toutes les représentations possible de u:

(ii) La norme injective

" (u) = sup

(�����
nX
i=1

mY
j=1



'j; x

j
i

������ ; 'j 2 BX�
j
; u =

nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi

)
:
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On note X1 
� :::
� Xm le produit tensoriel X1 
 :::
Xm muni de la norme projective

�; cette espace n�est pas complet en général, alors on note X1
̂�:::
̂�Xm sont complété.

L�espace de Banach X1
̂�:::
̂�Xm s�appelle le produit tensoriel projective. L�espace

de Banach X1
̂":::
̂"Xm s�appelle le produit tensoriel injective des espace de Banach

X1; :::; Xm:

Proposition 1.3.1. (voir [Rya02]) A chaque opérateur m-linéaire T : X1 � ::: �

Xm �! Y; on peut associe un opérateur linéaire appelé linéarisation de T et noté ~T :

X1 
� :::
� Xm �! Y

dé�ni par ~T (x1 
 :::
 xm) = T (x1; :::; xm) :

Où

~T

 
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi

!
=

nX
i=1

T
�
x1i ; :::; x

m
i

�
;

il est bien dé�ni, car il ne dépend pas de représentation choisie. De plus ~T est unique et


 ~T


 = kTk :
En e¤et, soit u =

nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi , on a




 ~T (u)


 =







nX
i=1

T (x1i ; :::; x
m
i )







� kTk

nX
i=1

kx1i k ::: kxmi k ;

comme u est arbitraire



 ~T


 � kTk kuk� :

D�autre part,

kT (x1; :::; xm)k =



 ~T (x1 
 :::
 xm)





�




 ~T


 kx1 
 :::
 xmk�
�




 ~T


 kx1k ::: kxmk :
Donc kTk �




 ~T


 :
Soit maintenant ~B un autre opérateur linéaire de T , pour tout (x1; :::; xm) 2 X1�:::�Xm;
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on a
~B (x1 
 :::
 xm) = T (x1; :::; xm)

= ~T (x1 
 :::
 xm) :

Par linéarité de ~B et ~T sont identiques sur X1 
 ::: 
Xm, et en�n, par densité, ils sont

identiques sur X1
̂�:::
̂�Xm:

Proposition 1.3.2. On a

L (X1; :::; Xm;Y ) = L
�
X1
̂�:::
̂�Xm;Y

�
(1.1)

Car l�application

 : L (X1; :::; Xm;Y ) �! L
�
X1
̂�:::
̂�Xm;Y

�
T 7�!  (T ) = ~T

est une isomorphisme isométrique.

Cas particulier, si Y = K, on a

L (X1; :::; Xm) = L
�
X1
̂�:::
̂�Xm

�
=

�
X1
̂�:::
̂�Xm

��
:

Cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective

kuk� = sup
T2BL(X1;:::;Xm)

jhu; T ij :

Remarque 1.3.3. Dans le cas linéaire, L (X;Y �) s�identi�e à
�
X
̂�Y

��
; ici, d�aprés

(1.1), on a l�identi�cation isométrique

L (X1; :::; Xm;Y
�) =

�
X1
̂�:::
̂�Xm;Y

��
:
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Chapitre 2

L�idéal des opérateurs multilinéaires

p-semi-intégrales

Le théorème de domination de Pietsch est un résultat important dans la théorie d�opé-

rateurs linéaires. La généralisation du théorème de domination de Pietsch n�est pas vraie

dans le cas des opérateurs m�linéaires p�sommants (m � 2). Pour cela introduisons

le concept de semi-intégrale aux opérateurs multilinéaires, cette dé�nition véri�e l�ana-

logue du théorème de domination de Pietsch. La notion des opérateurs semi-intégrale a

été introduite et étudiée par Alencar-Matos dans [AM89] pour p = 1 et généralisée par

C¾aliskan-Pellegrino dans [ÇP07] pour p � 1:

2.1 Opérateurs multilinéaires p-semi-intégrales

Nous comencerons par quelques dé�nitions et terminologies concernent les espaces de

Banach.

Soit X un espace de Banach et 1 � p � 1 (où p� est le conjugué de p; i.e.,
1

p
+
1

p�
= 1).

On note par lnp (X)( resp. lp (X) ) l�espace des suites (xi)1�i�n (resp: (xi)) dans X muni
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de la norme


(xi)1�i�n

p = ( nP

i=1

kxikp)
1
p (resp: k(xi)kp = (

1X
i=1

kxikp)
1
p <1).

On désigne aussi par lnp;! (X) ( resp. lp;! (X) ) l�espace des suites (xi)1�i�n ( resp: (xi) )

dans X muni de la norme


(xi)1�i�n

p;! = sup

�2BX�
(
nP
i=1

jhxi; �ijp)
1
p

( resp: k(xi)kp;! = sup
�2BX�

(
1P
i=1

jhxi; �ijp)
1
p < 1); où X� est le dual (topologique) de X. La

boule unité fermée de X est notée BX . Si p est in�ni on prend le sup.

Nous dirons que l�espace de Banach X possède la propriété d�Orlicz si
1P
i=1

kxik2 <1

pour toute suite (xi)1i=1 dans l�espace l
n !
1 (X) :

Par exemple : Orlicz a été montré que l�espace Lp [0; 1] (1 � p � 2); possède cette

propriété:

Un opérateur linéaire T : X �! Y entre espaces de Banach, est dite p�sommant si

(
nX
i=1

kT (xi)kp)
1
p � C sup

x�2BX�
(
nX
i=1

jhxi; x�ijp)
1
p (2.1)

ou, schématiquement :

T : ln !
p (X) �! lnp (Y ):

La meilleure constante C possible est notée kTkas;p :

On note :

�as;p (X;Y ) = fT : X �! Y linéaires absolument p�sommantsg:

Nous allons donner la notion des opérateurs p-semi-intégrales introduite par Alencar-

Matos dans [AM89] pour p = 1 et généralisée par C¾aliskan-Pellegrino dans [ÇP07] pour

p � 1; avec quelques propriétés fondamentales :

Dé�nition 2.1.1. Soient X1; : : : ; Xm; Y des espace de Banach. Un opérateur T 2

L(X1; : : : ; Xm;Y ) est p-semi-integrale (p � 1) si et seulement s�il existe une constante

C > 0 et une mesure de probabilité régulière � sur �-algebre de Borel B
�
BX�

1
� : : :�BX�

m

�
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de BX�
1
� : : : � BX�

m
muni par le produit de la topologie ��faible �

�
X�
j ; Xj

�
telle que

pour tout xj 2 Xj; et tout 'j 2 X�
j (j = 1; : : : ;m) ; on a

kT (x1; : : : ; xm)k � C

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1) : : : 'm (xm)j
p
d� ('1; : : : ; 'm)

1CA
1
p

:

(2.2)

La classe des opérateurs m-linéaires p-semi-intégrale de X1 � : : :�Xm dans Y

notée Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ): On note kTksi;p le plus petit nombre C tel que l�inégalité

(2:2) est vraie pour tout xj 2 Xj: Il est claire que la norme p�semi-intégrale domine la

norme d�opérateur : kTksi;p � kTk.

Proposition 2.1.2. SoientX1; : : : ; Xm des espaces vectoriels normés et Y un Banach,

alors Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) est aussi un espace de Banach pour la norme d�opérateurs m-

linéaires p-semi-intégrales.

kTksi;p = inf fC véri�ant (2.2)g :

Preuve

Soient X1; : : : ; Xm; Y des espace de Banach.

(1) Soient T1; T2 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ); on a

k(T1 + T2) (x
1; : : : ; xm)k

= kT1 (x1; : : : ; xm) + T2 (x
1; : : : ; xm)k

� kT1 (x1; : : : ; xm)k+ kT2 (x1; : : : ; xm)k

� kT1 (x1; : : : ; xm)k+ kT2 (x1; : : : ; xm)k

�
�
kT1ksi;p + kT2ksi;p

�0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1) : : : 'm (xm)j
p

1CA
1
p
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D�où, T1 + T2 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ); et kT1 + T2ksi;p � kT1ksi;p + kT2ksi;p :

(2) Soient T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) et � 2 K; on a

k�T (x1; : : : ; xm)k =



T �� 1

mx1; : : : ; �
1
mxm

�



� kTksi;p

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

���'1 �� 1
mx1

�
: : : 'm

�
�

1
mxm

����p
1CA

1
p

= kTksi;p

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j� ('1 (x1) : : : 'm (xm))j
p

1CA
1
p

= j�j kTksi;p

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1) : : : 'm (xm)j
p

1CA
1
p

:

D�où, �T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) et k�Tksi;p � j�j kTksi;p :

D�autre part

kTksi;p =




 1� (�T )






si;p

� 1

j�j k(�T )ksi;p

ce qui implique

k�Tksi;p = j�j kTksi;p :

(3) Soit T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y )

kTk � kTksi;p = 0 () kTk = 0

() T = 0:

Il reste de véri�er que Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) est complet, soit (Tn)n2N une suite de Cauchy

dans Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ): Alors

8" > 0;9n0 2 N;8n; k 2 N;8n > k > n0 : kTn � Tkksi;p < ":

On a

kTn � Tkk � kTn � Tkksi;p < "
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donc (Tn)n2N est une suite de Cauchy dans L(X1; : : : ; Xm;Y ): Alors elle est converge vers

une limite T 2 L(X1; : : : ; Xm;Y ):

Soient N 2 N et x1; : : : ; xm 2 X1 � : : :�Xm; tel que

k(Tn � T ) (x1; : : : ; xm)k =limk!1 k(Tn � Tk) (x
1; : : : ; xm)k

� limk!1 kTn � Tkksi;p

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1) : : : 'm (xm)j
p
d� ('1; : : : ; 'm)

1CA
1
p

� "

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1) : : : 'm (xm)j
p
d� ('1; : : : ; 'm)

1CA
1
p

:

On deduit que (Tn � T ) 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) et kTn � Tksi;p < ":

En�n,on a

T = T � Tn + Tn

par conséquence T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ):

Ce qui preuve que Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) est un espace de Banach. �

Théorème 2.1.3. (Théorème d�inclusion). Soient T 2 L(X1; : : : ; Xm;Y ) et 1 � p �

q <1; on a

Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) � Lsi;q(X1; : : : ; Xm;Y );

et

8T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ); kTksi;q � kTksi;p :

Preuve

Soient m 2 N et xj 2 Xj (j = 1; : : : ;m): Supposons que T est p-semi-intégrale,

puisque p � q; on obtient

17



kT (x1; : : : ; xm)k � kTksi;p

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1) : : : 'm (xm)j
p
d� ('1; : : : ; 'm)

1CA
1
p

� kTksi;p

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1) : : : 'm (xm)j
q
d� ('1; : : : ; 'm)

1CA
1
q

:

Par conséquent T est q�semi-intégrale et kTksi;q � kTksi;p : �

2.2 Caractérisation des opérateurs multilinéaires p-

semi-intégrales

La caractérisation d�opérateurs multilinéaires p�semi-intégrales est donnée par le

théorème suivant :

Théorème 2.2.1 ([AM89] et [ÇP07]). Soit T un opérateur multilinéaire continu de

X1 � : : :�Xm dans Y . Il est équivalent de dire.

(i) L�opérateur T est dans Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) ;

(ii) Il existe une constante positive C, telle que pour tous xj1; : : : ; x
j
n 2 Xj (j = 1; : : : ;m) ;

 
nX
i=1

kT (x1i ; : : : ; xmi )k
p

! 1
p

� C

0@ sup
'j2BX�

j
;1�j�m

nX
i=1

j'1 (x1i ) : : : 'm (xmi )j
p

1A 1
p

(2.3)

aussi,

kTksi;p = inf fC véri�ant l�inégalité (2.3)g :
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Preuve

(i)=)(ii). Soit T un opérateur p-semi-intégrale, pour tous xj1; : : : ; xjn 2 Xj (j = 1; : : : ;m),

on a
nX
i=1

kT (x1i ; : : : ; xmi )k
p

� kTksi;p
nX
i=1

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

j'1 (x1i ) : : : 'm (xmi )j
p
d� ('1; : : : ; 'm)

1CA
= kTksi;p

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

(
nX
i=1

j'1 (x1i ) : : : 'm (xmi )j
p
d� ('1; : : : ; 'm)

)1CA
� kTksi;p sup

'j2BX�
j
;1�j�m

nX
i=1

j'1 (x1i ) : : : 'm (xmi )j
p
:

D�où le résultat.

(ii)=)(i) On considère les ensembles

F1 =
�
f 2 C(BX�

1
� :::�BX�

m
); f < C�p

	
F2 = co

�
f 2 C(BX�

1
� :::�BX�

m
); il existe xj 2 Xj (j = 1; :::;m);

tel que kT (x1; :::; xm)k = 1 et f ('1; :::; 'm) = j'1 (x1) :::'m (xm)j
p	
:

Où co f:g noté l�enveloppe convexe.

Il est claire que F1 et F2 sont deux ensembles convexes et F1 est ouvert, on a F1\F2 = �:

En e¤et, si h 2 F2; alors h =
nX
i=1

�ifi; n 2 N; �i > 0;
nX
i=1

�i = 1 et

fi ('1; : : : ; 'm) = j'1 (x1i ) : : : 'm (xmi )j
p , 8'j 2 BX�

j :

Par l�hypothèse on a

khk =

0@ sup
'j2BX�

j
;j=1;:::;m

nX
i=1

����'1�� 1
p

i x
1
i

�
'2 (x

2
i ) : : : 'm (x

m
i )

����p
1A

� C�p
nX
i=1





T �� 1
p

i x
1
i ; : : : ; x

m
i

�



p
= C�p

nX
i=1

�
�
1
p

i

�p
kT (x1i ; : : : ; xmi )k

p

= C�p:
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Alors h =2 F1. D�après le théorème de séparation de Hahn-Banach, il existe � > 0 et

 2 C
�
BX�

1
� : : :�BX�

m

��
tel que

 (f) < � �  (g) , 8f 2 F1; g 2 F2:

Il est claire que toutes les fonctions négatives de C
�
BX�

1
� : : :�BX�

m

�
à F1, nous avons

 (nf) < � pour tout n 2 N� ce qui donne  (f) < 0
�
 (f) <

�

n

�
et  est une fonction

positive ( (f) = � (�f) � 0) : Alors il existe une mesure de probabilité régulière � sur

l�espace compact K =
�
BX�

1
� : : :�BX�

m
; �
�
X�
j ; Xj

��
tels que

 (f) =

Z
BX�1

�:::�BX�m

fd�:

Maintenant, on dé�nit la suite (fn)n>0 par fn = C�p � 1

n
; c�est claire que (fn)n>0 � F1

alors, on a Z
BX�1

�:::�BX�m

fnd� = C�p � 1

n
< �; pour tout n 2 N�

ce qui donne � � C�p: Ainsi, pour tout (x1; : : : ; xm) 2 X1�: : :�Xm on dé�nit la fonction

f par

f ('1; : : : ; 'm) =
��'1 �x1� : : : 'm (xm)��p avec 

T �x1; : : : ; xm�

 = 1:

Pour tout f 2 F2; on aZ
BX�1

�:::�BX�m

fd� =  (f) � C�p = C�p


T �x1; : : : ; xm�

 : (2.4)

Et puisque kT (x1; : : : ; xm)k = 1, nous obtenons



T �x1; : : : ; xm�

 � C

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

��'1 �x1� : : : 'm (xm)��p d�
1CA

1
p

;
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si kT (x1; : : : ; xm)k 6= 0; et en remplaçant x1 par x1 kT (x1; : : : ; xm)k�1 dans (2:4) ; nous

trouvons



T �x1; : : : ; xm�

 � C

0B@ Z
BX�1

�:::�BX�m

��'1 �x1� : : : 'm (xm)��p d�
1CA

1
p

:

Ceci la preuve est établir. �

Théorème 2.2.2. Si T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ), alors  
(m)
1 (T ) 2 �as;p(X1;L(X2; : : : ; Xm;Y ))

tel que 


 (m)1 (T )




as;p

� kTksi;p ;

et  (m)1 (T ) 2 L(X1;Lsi;p(X2; : : : ; Xm;Y )) tel que




 (m)1 (T )



 � kTksi;p :

Preuve

Pour x1 2 X1 et x
j
i 2 Xj (j = 2; : : : ;m) nous obtenons

(
nP
i=1




	(m)1 (T ) (x1) (x2i ; :::; x
m
i )



p) 1p

= (
nP
i=1

kT (x1; x2i ; :::; xmi )k
p
)
1
p

� kTksi;p ( sup
'j2BX�

j
;j=1;:::;m

nP
i=1

j'1(x1)'2(x2i ):::'m(xmi )j
p
)
1
p

� kTksi;p kx1k ( sup
'j2BX�

j
; j=2;:::;m

nP
i=1

j'2(x2i ):::'m(xmi )j
p
)
1
p :

Alors

	
(m)
1 (T )(x1) 2 Lsi;p (X2; :::; Xm;Y ) et




	(m)1 (T )(x1)




si;p
� kTksi;p kx1k ;

ensuite
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(m)
1 (T ) 2 L (X1;Lsi;p (X2; :::; Xm;Y )) avec




	(m)1 (T )



 � kTksi;p :

Nous considérons yi 2 X1; i = 1; :::; n: Pour � > 0 et d�après la dé�nition de


	(m)1 (T )(yi)



, il existe xki 2 BX

�
k
(k = 2; :::;m) tel que pour i = 1; :::; n




	(m)1 (T )(yi)



p � 


	(m)1 (T )(yi)(x

2
i ; :::; x

m
i )



+ �

n

ensuite
nP
i=1




	(m)1 (T )(yi)



p � � +

nP
i=1




	(m)1 (T )(yi)(x
2
i ; :::; x

m
i )



p

= � +
nP
i=1

kT (yi; x2i ; :::; xmi )k
p

� � + kTkpsi;p sup
'j2BX�

j
;j=1;:::;m

nP
i=1

j'1 (yi)'2(x2i ):::'m(xmi )j
p

� � + kTkpsi;p sup
'12BX�1

nP
i=1

j'1 (yi)j
p :

Ce qui entraîne que

(
nP
i=1




	(m)1 (T )(yi)



p) 1p �

24� + kTkpsi;p sup
'12BX�1

nP
i=1

j'1 (yi)j
p

35 1
p

8� > 0:

Lorsque � ! 0; nous obtenous

(
nP
i=1




	(m)1 (T )(yi)



p) 1p � kTksi;p ( sup

'12BX�1

nP
i=1

j'1 (yi)j
p)

1
p :

Et par conséquent

	
(m)
1 (T ) 2 �as;p (X1;L (X2; :::; Xm;Y )) et




	(m)1 (T )




as;p

� kTksi;p :

D�où le résultat. �

Remarque 2.2.3. D�après le Théorème 2.2.1 et (2.1 ), il est important de noter

que �as;p(X1;Y ) = Lsi;p(X1;Y ) pour m = 1 (théorème de domination de Grothendieck-

Pietsch). Donnons deux exemples simples (Exemple 2.2.8) montrent que pour m = 2 et

Y = K, cette égalité n�existe pas.
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La dé�nition de fonctionnelles absolument p�sommantsm�linéaires est due à Pietsch

[Pie83]. Dans [AM89], Alencar et Matos ont présenté une dé�nition de valeurs vectorielles.

Dé�nition 2.2.4. Un opérateur m-linéaire T : X1 � : : :�Xm �! Y est absolument

p�sommant (1 � p <1) ; s�il existe C > 0 telle que pour tous xj1; : : : ; x
j
n 2 Xj(j =

1; : : : ;m);  
nX
i=1



T �x1i ; : : : ; xmi �

p
! 1

p

� C

mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wp (Xj)
: (2.5)

Autrement dit ; l�opérateur T 2 L (X1; : : : ; Xm;Y ) est appelé absolument p�sommant,

si pour toute suite faiblement p�sommable
�
xji
�1
i=1

dans Xj(j = 1; : : : ;m); la suite

(T (x1i ; : : : ; x
m
i ))

1
i=1 est absolument p�sommable dans Y:

On note Las;p(X1; : : : ; Xm;Y ) l�espace de Banach des opérateursm�linéaires absolument

p�sommants muni de la norme

kTkas;p = inf fC véri�ant l�inégalité 2.5g :

En revanche, les opérateurs multilinéaires absolument p�sommants ne sont pas fai-

blement compacts et le théorème de factorisation n�est plus véri�é.

Proposition 2.2.5. Si m � 2 et X1; : : : ; Xm possédant la propriété d�Orlicz, alors

L(X1; : : : ; Xm;Y ) = Las;1(X1; : : : ; Xm;Y );

pour tout espace de Banach Y:

Preuve

Nous considérons
�
xji
�1
i=1

2 ln;w1 (Xj) ; (j = 1; : : : ;m). D�après l�inégalité de Cauchy-

Schwarz et la propriété lp � lq continument pour p � q; on obtient

nX
i=1



x1i

 : : : kxmi k � mY
j=1

"
nX
i=1



xji

2
# 1
2

<1:
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Alors, si T 2 L (X1; : : : ; Xm;Y ) nous avons

nX
i=1



T �x1i ; : : : ; xmi �

 � kTk nX
i=1



x1i

 : : : kxmi k <1;

et T est absolument sommant. �

Remarque 2.2.6. La proposition précédente n�est pas vraie pourm = 1, aussi d�après

le théorème de Dvoretsky-Rogers dans [DJT95, p.50] ; un opérateur identique entre les

espaces de Banach de dimension in�nies n�est pas absolument sommants.

Théorème 2.2.7. (A. Defant-J. Voigt, voir [AM89, Théorème 3.10]) Pour tous les

espaces de Banach X1; : : : ; Xm; l�espace L (X1; : : : ; Xm) est isométrique identiquement à

l�espace Las;1(X1; : : : ; Xm):

Exemple 2.2.8.

(1) Lsi (l2; l2;K) 6= Las (l2; l2;K) = L (l2; l2;K) :

Nous considérons T 2 L (l2; l2;K) donné par

T (x; y) =
1P
i=1

xiyi; 8x = (xi)1i=1; y = (yi)1i=1 2 l2:

Dans ce cas 	(2)1 (T ) est l�opérateur identique de l2 dans l
�
2 = l2 et n�est pas absolument

sommant. D�aprés le Théorème 2.2.2 on a T =2 Lsi (l2; l2;K) :

(2) Lsi (l1; l1;K) 6= Las (l1; l1;K) = L (l1; l1;K).

Nous considérons T 2 L (l1; l1;K) donné par

T (x; y) =
1P
i=1

yi
iP

k=1

xk; 8x = (xi)1i=1; y = (yi)1i=1 2 l1:

Dans ce cas 	(2)1 (T ) 2 L (l1; l1) donné par

	
(2)
1 (T )(x) = (

iP
k=1

xk)
1
i=1; 8x 2 l1:
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Puisque 	(2)1 (T ) n�est pas faiblement compact (tel que 	
(2)
1 (T )(Bl1) non faiblement com-

pact de l1), de sorte que 	
(2)
1 (T ) n�est pas absolument sommant. Il résulte du Théorème

2.2.2 que T =2 Lsi (l1; l1;K) :

2.3 Propriétés

Nous utilisons dans ce paragraphe la caractérisation d�opérateur multilinéaire p�semi-

intégrale pour montrer que l�espace Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) est un multi-idéal de Banach.

Dé�nition 2.3.1 (opérateur de rang �ni). Un opérateur T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est

de rang �ni s�il est somme �nie des opérateurs de la forme

T = T
y
m

x�j
j=1

= x�1 
 :::
 x�m 
 y : X � :::�Xm �! Y

(x1; :::; xm) �! x�1 (x
1) :::x�m (x

m) y:

où x�j 2 X�
j , y 2 Y:

L�espace des opérateurs m-linéaires de range �ni sera noté Lf (X1; :::; Xm;Y ).

Dé�nition 2.3.2 (idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs m-

linéaires (ou multi idéal)M est une classe d�opérateurs m-linéaires bornés tels que pour

tout X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach on a :

(1) Lf (X1; :::; Xm;Y ) �M (X1; :::; Xm;Y )

(2) (Propriété d�idéal) si T 2 M (X1; :::; Xm;Y ) ; uj 2 L (Ej;Xj) et v 2 L (Y ;F ) ; alors

v � T � (u1; :::; um) 2M (X1; :::; Xm;Y ) :

De plus, si k:kM :M�!R+ satisfait :

(i) (M (X1; :::; Xm;Y ) ; k:kM) est un espace normé (de Banach)

(ii) kAm : Km �! K;Am (x1; :::xm) = x1:::xmkM = 1

(iii) kv � T � (u1; :::; um)kM � kvk
mQ
j=1

kujk kTkM :

Alors (M; k:kM) s�appelle idéal normé (Banach) des opérateurs m-linéaires.

25



Proposition 2.3.3

(i) (Propriété d�idéal). Soit m 2 N, Soient X1; : : : ; Xm; Y;G et E1; : : : ; Em des espace de

Banach. Soient T 2 L(X1; : : : ; Xm;Y ), S 2 L(Y ;G) et Aj 2 L(Ej;Xj)(j = 1; : : : ;m):

Si T un opérateur multilinéaire p�semi-intégrale, alors S � T � (A1; : : : ; Am) est p-semi-

intégrale, et

kS � T � (A1; : : : ; Am)ksi;p � kSk kTksi;p
mY
j=1

kAjk :

(ii) Si i : Y0 �! Y est une isométrie, alors

T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y0) () iT 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ):

Dans ce cas, on a ki � Tksi;p = kTksi;p :

Preuve

(i) Soient m 2 N, ej1; : : : ; ejn 2 Ej (j = 1; : : : ;m) et kAjk 6= 0: Il su¢ t d�après (2.3) de

démontre que

 
nX
i=1



S � T � (A1; : : : ; Am) �e1i ; : : : ; emi �

p
! 1

p

� C

0@ sup
 j2BE�

j
;1�j�m

nX
i=1

�� 1 �e1i � : : :  m (emi )��p
1A 1

p

(2.6)

tel que

E1 � : : :� Em

# A1 # Am
X1 � : : :� Xm �!

T
Y �!

S
G:

On pose C = kSk kTksi;p
mY
j=1

kAjk ; on a
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nX
i=1

kST (A1 (e1i ) ; : : : ; Am (emi ))k
p

! 1
p

� kSk
 

nX
i=1

kT (A1 (e1i ) ; : : : ; Am (emi ))k
p

! 1
p

� kSk kTksi;p

0@ sup
'j2BX�

j
;1�j�m

nX
i=1

j'1 (A1 (e1i )) : : : 'm (Am (emi ))j
p

1A 1
p

= kSk kTksi;p
mY
j=1

kAjk

0@ sup
'j2BX�

j
;1�j�m

nX
i=1

����'1(A1(e1i ))kA1k : : :
'm(Am(emi ))

kAmk

����p
1A 1

p

On a Ej
Aj�! Xj

'j�! K;

on pose  j = 'j �
Aj
kAjk ; alors 

nX
i=1

kST (A1 (e1i ) ; : : : ; Am (emi ))k
p

! 1
p

� kSk kTksi;p
mY
j=1

kAjk

0@ sup
 j2BE�

j
;1�j�m

nX
i=1

j 1 (e1i ) : : :  m (emi )j
p

1A 1
p

;

ce qui entraîne (2.6).

Ce qui implique S � T � (A1; : : : ; Am) est p�semi-intégrale, et

kS � T � (A1; : : : ; Am)ksi;p � kSk kTksi;p
mY
j=1

kAjk :

(ii) Soient m 2 N et xj 2 Xj (j = 1; : : : ;m). Comme



i � T �x1; : : : ; xm�

 = 

i �T �x1; : : : ; xm��

 = 

T �x1; : : : ; xm�

 ;
d�après la caractérisation (2.3) et la Proposition 2.3.3 (i), d�où le résultat.

Ceci la preuve est achevée �

Proposition 2.3.4. Soit T 2 Lf (X1; :::; Xm;Y ) ; alors T 2 Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ) pour

1 � p <1:
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Preuve

Soient T un opérateur m�linéaire de rang �ni de X1� :::�Xm dans Y , par dé�nition

de T , on a

T =

nX
i=1

m


j=1

x�ji 
 yi:

L�opérateur T s�écrit comme la somme d�opérateurs m�linéaires de la forme

T
�
x1; : : : ; xm

�
= x�1

�
x1
�
: : : x�m (xm) y:

Puis, il su¢ t de prouver que les opérateurs de la forme

T = Ty
mj=1x�j = x�1 
 : : :
 x�m 
 y;

pour x�j 2 X�
j (1 � j � m) et y 2 Y , sont dans l�espace Lsi;p (X1; :::; Xm;Y ). En e¤et,

soit
�
xji
�n
i=1

dans Xj (1 � j � m) ; on a

nX
i=1

kx�1 
 : : :
 x�m 
 y (x1i ; : : : ; x
m
i )k

p

=
nX
i=1

kx�1 (x1i ) : : : x�m (xmi ) yk
p

� kykp
nX
i=1

jx�1 (x1i ) : : : x�m (xmi )j
p

= kykp
mY
j=1

kx�jkp
nX
i=1

����x�1(x1i )kx�1k : : :
x�m(xmi )
kx�mk

����p

� kyk
mY
j=1

kx�jk

0@ sup
'j2BX�

j
;1�j�m

nX
i=1

j'1 (x1i ) : : : ; 'm (xmi )j
p

1A 1
p

:

Par conséquent

T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) et kTksi;p = kyk
mY
j=1



x�j

 : �
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Corollaire 2.3.5.
�
Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ); kTksi;p

�
est un multi-idéal de Banach.

Preuve

Il est immédiate par la Proposition 2.3.3 et Proposition 2.3.4. �
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Chapitre 3

Représentation tensoriel des

opérateurs m-linéaires

p-semi-integrales

Dans ce chapitre, on dé�nera une norme tensorielle raisonnable e�p (:) sur le produit
tensoriel X1
 :::
Xm
Y et on montrera que son dual topologique muni de cette norme

s�indenti�e isométriquement à l�espace Lsi;p (X1; :::; Xm;Y
�).

3.1 La norme tensoriel e�p
Soient X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach. Soient p � 1 et u 2 X1
 :::
Xm
Y ,

on considère

e�p (u) = inf k(�i)ni=1kq
0BB@ sup

'j2BX�
j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p
1CCA

1
p

k(yi)ni=1k1 ;
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où l�in�mum porte sur toutes les représentation de u de la forme

u =
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi ,

avec xji 2 Xj; yj 2 Y; �i 2 K; i = 1; :::; n, j = 1; :::;m; n;m 2 N et q � 1 avec 1
p
+
1

q
= 1:

Proposition 3.1.1. e�p est une norme tensorielle raisonable sur X1 
 :::
Xm 
 Y .

Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.2. Soit u 2 X1 
 ::: 
 Xm 
 Y , pour tout � > 0, on peut trouver une

représentation de u de la forme

u =

nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi ,

tel que

k(�i)ni=1kq � [(1 + �) e�p (u)] 1q ;
sup

'j2BX�
j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p � (1 + �) e�p (u) ;
k(yi)ni=1k1 = 1:

Preuve

Prenons une constante � > 0. Il est clair par la dé�nition de e�p, que nous pouvons choisir
une représentation de u de la forme

u =

nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi;

telle que
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e�p (u) = inf k(�i)ni=1kq
0BB@ sup

'j2BX�
j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p
1CCA

1
p

k(yi)ni=1k1

� k(�i)ni=1kq

0BB@ sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p
1CCA

1
p

k(yi)ni=1k1

� [(1 + �) e�p (u)] 1p (*)

Ainsi dans une première étape, nous pouvons réorganiser la représentation de u en mul-

tipliant et en divisant k(yi)ni=1k1 avec une constante convenable c > 0 de sorte que

k(y�i )
n
i=1k1 = k(cyi)

n
i=1k1 = 1;

et

k(��i )
n
i=1kq =





�1c�i
�n
i=1






q

:

On observe que la représentation de u =
nX
i=1

��ix
1
i 
 :::
 xmi 
 y�i satisfait (�) avec

k(��i )
n
i=1kq

0BB@ sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p
1CCA

1
p

� [(1 + �) e�p (u)] 1q [(1 + �) e�p (u)] 1p :
Maintenant, comme une deuxième étape, pour cette représentation de u, par exemple, si

0BB@ sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p
1CCA

1
p

> [(1 + �) e�p (u)] 1p ; (**)
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encore, on peut choisir une constante convenable C > 0 telle que

( sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �Cx1i � :::'m (xmi )��p) 1p = [(1 + �) e�p (u)] 1p :
Donc, nous avons que

k(��i )
n
i=1kq

1
C
( sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

j'1 (Cx1i ) :::'m (xmi )j
p
)
1
p k(y�i )

n
i=1k1 �

[(1 + �) e�p (u)] 1q [(1 + �) e�p (u)] 1p ;
et cela implique que

k(��i )
n
i=1kq

1
C
� [(1 + �) e�p (u)] 1q :

Maintenant, on prend k(���i )
n
i=1kq =



� 1
C
��i
�n
i=1




q
et x1�i = Cx1i ; i = 1; :::; n; on obtient

une représentation de u de la forme

u =
nX
i=1

���i x
1�
i 
 :::
 xmi 
 y�i ;

satisfait (*) et les conditions

k(���i )
n
i=1kq � [(1 + �) e�p (u)] 1q ;

sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1�i � :::'m (xmi )��p � (1 + �) e�p (u) ;
k(y�i )

n
i=1k1 = 1:

Noter que, dans la deuxième étape ci-dessus, si, au lieu de (**), il serait

k(��i )
n
i=1kq > [(1 + �) e�p (u)] 1q ; (***)
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puis, nous allions procéder tout à fait de la même manière pour obtenir une représentation

adéquate de u satisfaisant (*) et les conditions ci-dessus. Notez également que, en tant que

conséquence de l�inégalité (*), il ne peut pas arriver (**) et (***) simultanément. �

Preuve du Proposition 3.1.1

On montre que e�p (u) = 0 implique u = 0 supposons que e�p (u) = 0. Alors, pour tout

" > 0, il y a une représentation
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi de u tel que

k(�i)ni=1kq ( sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'n (xmi )��p) 1p k(yi)ni=1k1 < "

d�après l�ingalité de Hölder on obtient

sup
'j2BX�

j

'2BY �
j=1;:::;m

�����'1 � :::� 'm � '(
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi)

�����
= sup

'j2BX�
j

'2BY �
j=1;:::;m

�����
nX
i=1

'1 (�ix
1
i ) :::'m (x

m
i )' (yi)

����� = sup
'j2BX�

j

'2BY �
j=1;:::;m

�����
nX
i=1

�i'1 (x
1
i ) :::'m (x

m
i )' (yi)

�����
� sup

'j2BX�
j

'2BY �
j=1;:::;m

nX
i=1

j�i'1 (x1i ) :::'m (xmi )' (yi)j

� k(�i)ni=1kq ( sup
'j2BX�

j

'2BY �
j=1;:::;m

nX
i=1

j'1 (x1i ) :::'m (xmi )' (yi)j
p
)
1
p

� k(�i)ni=1kq k(yi)
n
i=1k1 ( sup

'j2BX�
j

'2BY �
j=1;:::;m

nX
i=1

j'1 (x1i ) :::'m (xmi )j
p
)
1
p < ":

Par conséquent, on a�����
nX
i=1

'1
�
�ix

1
i

�
:::'m (x

m
i )' (yi)

����� � " k'1k ::: k'mk k'k ;
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pour tout 'j 2 X�
j ; j = 1; :::;m; ' 2 Y �:

Puisque la valeur de la somme

�����'1 � :::� 'm � '(
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi)

����� est indépen-
dante de la représentation de u, il s�ensuit que

nX
i=1

'1
�
�ix

1
i

�
:::'m (x

m
i )' (yi) = 0

pour tout 'j 2 X�
j ; j = 1; :::;m; ' 2 Y �:

Par conséquent, par la version multinéaire de Proposition 1.2.3, il s�ensuit que u = 0:

Pour prouver l�inigalité triangulaire, prendre u; v 2 X1
 :::
Xm
Y . Pour toute � > 0;

par le Lemme 3.1.2, on peut trouver une représentation de u et v de la forme

u =
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 ai, v =

nX
i=1

�iy
1
i 
 :::
 ymi 
 bi,

de sorte que

k(�i)ni=1kq � [(1 + �) e�p (u)] 1q ;
k(�i)

n
i=1kq � [(1 + �) e�p (v)] 1q ;

sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

j'1 (x1i ) :::'n (xmi )j
p � (1 + �) e�p (u) ;

sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

nX
i=1

j'1 (x1i ) :::'m (xmi )j
p � (1 + �) e�p (v) ;

k(ai)ni=1k1 = 1 = k(bi)
n
i=1k1 :

Il s�ensuit que
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e�p (u+ v)

�
 

nX
i=1

j�ijq +
nX
i=1

j�ij
q

! 1
q

�

2664 sup
'j2BX�

j

j=1;:::;m

 
nX
i=1

j'1 (x1i ) :::'m (xmi )j
p
+

nX
i=1

j'1 (y1i ) :::'m (ymi )j
p

!3775
1
p

� (1 + �)
1
q (e�p (u) + e�p (v)) 1q (1 + �) 1p (e�p (u) + e�p (v)) 1p

= (1 + �) (e�p (u) + e�p (v)) :
Ce qui montre l�inégalité triangulaire. Donc e�p (u) est une norme sur X1
 :::
Xm
 Y .

Il facile de voir que e�p (x1 
 :::
 xm 
 y) � kx1k : : : kxmk kyk ; pour tout xj 2 Xj; j =

1; : : : ;m et y 2 Y:

Pour montrer que

k'1 
 : : :
 'm 
 'k � k'1k : : : k'mk k'k :

Soit 'j 2 X�
j avec 'j 6= 0; j = 1; : : : ;m; soit ' 2 Y � avec ' 6= 0; et soit u =

nX
i=1

�ix
1
i 


:::
 xmi 
 yi: Alors par l�inégalité de Hölder, on obtient
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j'1 
 : : :
 'm 
 ' (u)j

=

�����'1 
 : : :
 'm 
 '

 
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi

!�����
=

�����
nX
i=1

'1 (�ix
1
i ) :::'m (x

m
i )' (yi)

�����
�

nX
i=1

j�i'1 (x1i ) :::'m (xmi )' (yi)j

� k(�i)ni=1kq k'1k : : : k'mk k'k
 

nX
i=1

��� '1
k'1k

(x1i ) :::
'm
k'mk

(xmi )
'
k'k (yi)

���p! 1
p

� k(�i)ni=1kq k'1k : : : k'mk k'k sup
�j2BX�

j
;�2BY �

j=1;:::;m

 
nX
i=1

j�1 (x1i ) :::�m (xmi )� (yi)j
p

! 1
p

� k(�i)ni=1kq k'1k : : : k'mk k'k sup
�j2BX�

j
;

j=1;:::;m

 
nX
i=1

j�1 (x1i ) :::�m (xmi )j
p

! 1
p

sup
�2BY �

sup
i=1;:::;n

j� (yi)j

� k(�i)ni=1kq k'1k : : : k'mk k'k sup
�j2BX�

j
;

j=1;:::;m

 
nX
i=1

j�1 (x1i ) :::�m (xmi )j
p

! 1
p

k(yi)ni=1k1 :

Par conséquent, on obtient que

j'1 
 :::
 'm 
 ' (u)j � k'1k ::: k'mk k'k e�p (u) ;
et on a montré que e�p est une norme raisonable. �

Remarque 3.1.3.

1) On remarque que lorsque m = 1, en particulier, la norme e�p est réduite à la norme de
Chevet-Saphar dp sur X 
 Y (voir [Rya02]).

2) Dans la Proposition précédente, si l�on prend Y = K, X1 
 ::: 
 Xm 
 K s�identi�e

avec X1
 :::
Xm; et dans ce cas, la norme raisonable correspondante sera notée �p; qui

se décrit comme suit
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�p (u) = inf k(�i)ni=1kq ( sup
'j2BX�

j

j=1;:::;n

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p) 1p
où l�in�mum porte sur toutes les représentation de u de la forme

u =

nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi,

avec xji 2 Xj; yj 2 Y; �i 2 K; i = 1; :::; n, j = 1; :::;m; n;m 2 N et q � 1 avec 1
p
+
1

q
= 1:

Remarque 3.1.4. (commutatitivité et l�associativité de �p). Soient X; Y et Z des

espaces de Banach. Étant donné que les isomorphisme algebrique X 
 Y = Y 
 X et

X 
 (Y 
 Z) = (X 
 Y ) 
 Z sont bien connus (voir, par exemple, [Köt79, p. 179])

puis il s�ensuit, par la même dé�nition de �p que, les espaces normés (resp. de Banach)

(X 
 Y; �p) et (Y 
X; �p) (resp.
�
X e
Y; �p� et �Y e
X; �p�)sont isométrique isomophe

dans la voie canonique.

Remarque 3.1.5. Soient X1; : : : ; Xm et Y des espaces de Banach et soit p � 1:

(i) Il résulte des dé�nitions de �p et e�p que �p (u) � e�p (u) ; pour tout u 2 X1
:::
Xm
Y:

(ii) Pour chaque tensor u 2 X�
1 
 ::: 
 X�

m correspond un opérateur canonique Tu :

X1 � :::�Xm �! K dé�nie par

u =
nX
i=1

�i'
1
i 
 :::
 'mi 7�! Tu =

nX
i=1

�i'
1
i 
 :::
 'mi ;

avec �i 2 K; 'ji 2 X�
j ; i = 1; :::; n, j = 1; :::;m:

Par une application facile de l�inégalité de Hölder on remarque que

kTuk � �p (u) ; pour tout u 2 X�
1 
 :::
X�

m:
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3.2 Dualité

On suivons l�idée dévelopée dans [AM89; Th�eor�eme4:8] nous prouvons que l�espace

des opérateurs m-linéaires p-semi intégrale est isométriquement isomorphe au dual topo-

logique de l�espace du produit tensoriel (X1 
 :::
Xm 
 Y; e�p).
Théorème 3.2.1. Soit X1; : : : ; Xm des espaces de Banach. Alors, pour tout espace

de Banach Y et p � 1; l�espace
�
Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y

�); k:ksi;p
�
est isomètrique isomorphe

à (X1 
 :::
Xm 
 Y; e�p)� par l�application
T �! �T ;

où

�T (x1 
 :::
 xm 
 y) = T (x1; :::; xm) (y) ;

pour tout xj 2 Xj; j = 1; : : : ;m et y 2 Y:

Preuve

Il est facile de voir que

T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y
�) �! �T 2 (X1 
 :::
Xm 
 Y; e�p)� ;

dé�nie par

�T (x1 
 :::
 xm 
 y) = T (x1; :::; xm) (y) ; xj 2 Xj; j = 1; : : : ;m, et y 2 Y;

et linéaire et injective.

Pour montrer la surjectivité, soit

� 2 (X1 
 :::
Xm 
 Y; e�p)�
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et considérons l�application m-linéaire correspondante

T� 2 L(X1; : : : ; Xm;Y
�)

dé�nie par

T� (x1; :::; xm) (y) = � (x1 
 :::
 xm 
 y) ; pour xj 2 Xj; j = 1; : : : ;m; et y 2 Y:

On considère xji 2 Xj; j = 1; : : : ;m; i = 1; : : : ; n: Pour tout " > 0 il existe yi 2 Y; avec

kyik = 1; i = 1; : : : ; n; telle que

(T� (x1i ; :::; xmi ))ni=1

pp =

nX
i=1

kT� (x1i ; :::; xmi )k
p

� "+
nX
i=1

jT� (x1i ; :::; xmi ) (yi)j
p
= (�) :

Maintenant, on peut choisir �i 2 K avec j�ij = 1; i = 1; : : : ; n, tel que

(�) = "+
nX
i=1

j� (x1i 
 :::
 xmi 
 yi)jp

= "+

�����
nX
i=1

j� (x1i 
 :::
 xmi 
 yi)jp�1 �i� (x1i 
 :::
 xmi 
 yi)

����� = (��) :

Partant de ce point, par la continuité de � et de l�inégalité de Hölder, on obtient

(��) � "+ k�k(X1
:::
Xm
Y;e�p)� e�p 
nX
i=1

�i
��� �x1i 
 :::
 xmi 
 yi

���p�1 x1i 
 :::
 xmi 
 yi

!
� "+ k�k(X1
:::
Xm
Y;e�p)�




��i ��� �x1i 
 :::
 xmi 
 yi
���p�1�n

i=1





q

�( sup
'j2BX�

j

j=1;:::;n

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p) 1p k(yi)ni=1k1
= "+ k�k(X1
:::
Xm
Y;e�p)� 

�T� �x1i ; :::; xmi ��ni=1

 pqp

�( sup
'j2BX�

j

j=1;:::;n

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p) 1p :
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Comme " est arbitraire et p� (p=q) = 1; on obtient



�T� �x1i ; :::; xmi ��ni=1

p � k�k(X1
:::
Xm
Y;e�p)�
0B@ sup
'j2BXJ
j=1;:::;n

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p
1CA

1
p

:

Ce qui montre que

T� 2
�
Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y

�); k:ksi;p
�
;

et

kT�ksi;p � k�k(X1
:::
Xm
Y;e�p)� :
Inversement, soit T est une forme multilinéaire p�semi-intégrale de X1 � : : : � Xm

dans Y �: Nous dé�nissons une fonction linéaire sur X1 
 :::
Xm 
 Y par

�T (u) =
nX
i=1

�iT
�
x1i ; :::; x

m
i

�
(yi) ;

pour

u =
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi 
 yi;

où m 2 N; �i 2 K; xji 2 Xj; yi 2 Y; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m:

Ainsi, d�aprés l�inégalité de Hölder et Théorème 2.2.1, il resulte que

j�T (u)j
p � k(�i)ni=1k

p

q k(yi)
n
i=1k

p

1 kTk
p
si;p sup

'j2BX�
j

j=1;:::;m

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p :
Donc

j�T (u)j � kTksi;p e�p (u) ;
ce qui montre que �T est e�p-continue et k�Tk(X1
:::
Xm
Y;e�p)� � kTksi;p : �

Corollaire 3.2.2. Si Y = K; l�espace des forme m�linéaire p�semi-intégrale

(Lsi;p(X1; : : : ; Xm); k:ksi;p) est isométrique à (X1 
 :::
Xm 
K; e�p)� :
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Proposition 3.2.3. Soit X1; : : : ; Xm des espaces de Banach, et soit p � 1. Alors�
Lsi;p(X1; : : : ; Xm); k:ksi;p

�
est isométriquement isomorphe à (X1 
 :::
Xm; �p)

� par

l�opérateur T �! �T ; où

�T (x1 
 :::
 xm) = T (x1; :::; xm) :

pour tout xj 2 Xj; j = 1; : : : ;m:

Remarque 3.2.4. Il est intéressant d�observer que (X1 
 :::
Xm 
K; e�p)� n�est pas
isométrique à (X1 
 :::
Xm; e�p)�, mais comme une conséquence du Théorème 3.2.1 et
Proposition 3.2.3 nous voyons que (X1 
 :::
Xm 
K; e�p)� est isométrique à (X1 
 :::
Xm; �p)

� :

Proposition 3.2.5. Soient X1; : : : ; Xm et Y des espaces de Banach et soit p � 1:

Alors,

(i) Si T : X1
:::
Xm �! Y est un opérateur linéaire, alors T 2 L
��
X1e
:::e
Xm; �p

�
;Y
�

si et seulement si ' � T 2
�
X1e
:::e
Xm; �p

��
pour tout ' 2 BY � : Dans ce cas on a

kTkL((X1 e
:::e
Xm;�p);Y ) = sup
'2BY �

k' � Tk(X1 e
:::e
Xm;�p)� :

(ii) L�opérateur m�linéaire T : X1 � :::�Xm �! Y est p�semi-intégrale si l�opérateur

linéaire associé eT : X1 
 :::
Xm �! Y donné par

eT (x1 
 :::
 xm) = T (x1; :::; xm) ;

pour tout xj 2 Xj; j = 1; : : : ;m; est �p�continu et p�semi-intégrale. Dans ce cas, on a

kTk � kTksi;p �



eT




si;p
:

Inversement, si T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ); alors l�opérateur linéaire associé eT est �p�continu,
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c-à-d T 2 L ((X1 
 :::
Xm; �p) ;Y ). Dans ce cas, on a

kTk �



eT




L((X1 e
:::e
Xm;�p);Y ) � kTksi;p :

Preuve

(i) L�implication non trivial de la première assertion est facile par conséquence du théo-

rème du graphe fermé. Pour montrer la deuxième assertion, soit u02 X1 
 :::
Xm avec

Tu0 6= 0: Alors par le théorème de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire '0 2 BY �

telle que

'0 (Tu0) = kTu0k :

Donc pour tout ' 2 BY �, on a

kTu0k � sup
'2BY �

j' � T (u0)j � sup
'2BY �

k' � Tk(X1 e
:::e
Xm;�p)� �p (u0) ;

ceci montre que

kTkL((X1 e
:::e
Xm;�p);Y ) � sup
'2BY �

k' � Tk(X1 e
:::e
Xm;�p)� :

L�inégalité inverse est immédiate, on a (i).

(ii) Supposons que eT 2 Lsi;p ((X1 
 :::
Xm; �p) ;Y ). Alors par la Proposition 3.2.3 et
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le Théorème 2.2.1, on a

 
nX
i=1



T �x1i ; : : : ; xmi �

p
! 1

p

�



eT




si;p

 
sup

'2B(X1
:::
Xm;�p)
�

nX
i=1

��' �x1i 
 � � � 
 xmi
���p! 1

p

=



eT




si;p

0@ sup
S2B
(Lsi;p(X1;:::;Xm);k:ksi;p)

�

nX
i=1

��S �x1i ; :::; xmi ���p
1A 1

p

�



eT




si;p

0BB@ sup
'j2BX�

j

j=1;:::;n

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p
1CCA

1
p

;

ce qui montre que T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ) avec kTksi;p �



eT




si;p
. Il est clair par

dé�nition que kTk � kTksi;p :

Pour montrer la réciproque, supposons maintenant T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ); et soit

u 2 X1 
 :::
Xm: On choisit une représentation

u =
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi ;

D�après l�inégalité de Hölder et Théorème 2.2.1 il resulte que




eT (u)


p � k(�i)ni=1k
p

q

nX
i=1



T �x1i ; : : : ; xmi �

p
� k(�i)ni=1k

p

q kTksi;p sup
'j2BX�

j

j=1;:::;n

nX
i=1

��'1 �x1i � :::'m (xmi )��p :
Par conséquent 


eT (u)


p � kTksi;p �p (u) ;
et donc eT est �p�continu avec




eT



L((X1
:::
Xm;�p);Y )

� kTksi;p :
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En�n, comme �p est une norme raisonnable, alors

kTk �



eT




L((X1
:::
Xm;�p);Y )
:

Ce qui achève la preuve. �

Remarque 3.2.6. On ne sait pas si, en général, eT 2 Lsi;p
��
X1e
:::e
Xm; �p

�
;Y
�

quand T 2 Lsi;p(X1; : : : ; Xm;Y ):
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