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Introduction

Le concept des opérateurs linéaires absolument p-sommants a été introduit par Gro-
thendieck dans les années cinquante pour p = 1. Mais en 1967 et 1968 Pietsch, Lin-
denstrauss et Pelczynski ont clarifié la précieuse idée de Grothendieck et on décisivement
contribué au développement vigoureux de cette théorie; ils ont défini la classe pour tout
p et ont démontré les résultats principaux; on y trouve le théoréme de domination, les
théorémes d’inclusions, les propriétés d’idéal ... ects.

Dans les années quatre vingts Pietsch a généralisée la théorie des idéaux linéaires au
cas m-linéaires. Motivés par I'importence de cette théorie, plusieurs auteurs ont développé
et étudié plusieurs consepts relatifs a la sommabilité.On peut citer par exemple Alencar,
Matos, Pérez-Garcia, Dimant, Pellegrino, Achour-Mezrag.

Dans la théorie des opérateurs multilinéaire absolument p-sommant n’y a pas d’ana-
logue pour le théoréme de Pietsch mais I'espace associé est un espace de Banach. Pour
cela, le consept des opérateurs m-linéaires p-semi-intégrales (1 < p < 00) a été introduit
par R. Alencar, M. C. Matos dans [AM89] (pour p = 1) comme une extension du théo-
reme de domination de Pietsch version linéaire aux opérateurs m-linéaires, et généralisée

par E. Qaliskand, D. M. Pellegrino dans [CP07]| pour p > 1.

Le but de ce mémoire consiste a I’étude de 'espace Ly; ,( X7, . .., X;n; Y) des opérateurs
m-linéaires p-semi-intégrales, on s’est proposé de démontrer que cet espace est un Banach

multi-idéal, et on obtient une caractérisation de cet espace par la représentation tensoriel.

Notre travail est organisé comme suit :



Le premier chapitre porte sur les notions générales. Commengons par rappeler quelques
résultats sur les normes tensorielles raisonnables. On définit une norme tensorielle raison-
nable 7 ( qui s’appelle la norme projective) sur le produit tensoriel algébrique X;®---®X,,
et montre que l'espace L (X1, ..., X;; Y*) est isométriquement isomorphe au dual topo-

logique de X7 ® ... ® X,,, ® Y associe a 7.

L’object du deuxiéme chapitre est d’étudier le concept d’opérateurs multilinéaires
p-semi-intégrales. On donnera quelques propiétés élémentaires et le théoréme de caracté-
risation pour cette classe, comme conséquence nous montrons que ’espace des opérateurs

multilinéaires p-semi-intégrales est un multi-idéal de Banach.

On termine ce travail par le chapitre trois, on introduit dont une norme raisonnable
o, tel que lespace Ly ,(X1,..., Xy Y") de Banach des opérateurs m-linéaires p-semi-
intégrales est isométriquement isomorphe au dual topologique de X7 ®...®X,,®Y associe

a op.



Chapitre 1

Produit tensoriel

1.1 Préliminaires

Soient X1, ..., X,,, X,Y et Z des espaces de Banach, 'application B : X xY — Z est
dite bilinéaire ou 2-linéaire (resp. B : X; X ... X X, — Y est dite m-linéaire, ) si elle est
linéaire par rapport a chaque variable, c’est-a-dire

Pour toute suite finie \; (i =1,...,n), on a

i=1 i=1

(resp. pour tout j = 1,...,m et pour toute suite finie \; (i =1,...,n), on a

n n
B(z, ..., Z)\im‘g, ™) = Z/\,-B(xl, @l ™).
i=1 i=1

Autrement dit, B : X; x ... x X,,, — Y est multilinéaire si les opérateurs z7 € X j

B(z',....,27,...,2™) € Y sont linéaires).



On dit que 'application bilinéaire B : X x Y — Z est bornée si
Je>0Vee X,VyeY |B(zy)l <clllyll-

On note L(X,Y; Z) I'espace de Banach des applications bilinéaires bornées muni de la
norme

IBll = sup  [[B(z,y)l.

(2,y)€Bx x By

Si Z = R ou C, on note simplement £(X,Y") I'espace des formes bilinéaires bornées.

Notation. On notera L (X7, ..., X,,; Y') ensemble de tous les application de Xj X ... x
X, dans Y et £ (X1, ..., X;; Y) Pensemble de tous les opérateurs multilinéaires continus.
Lorsque tous les espaces X; sont égaux & un méme espace X, I'espace des opérateurs
multilinéaires (resp. continus) sera noté L ("X;Y) (resp. £ (™X;Y)). Si Y = K alors
L(mX;K)=L("X), (resp. L("X;K)=L("X)). Sim =1etY =K alors on utilise
L(X)=X* et L(X)=X". On désigne par X* le dual topologie de X i.e., I'espace des

formes linéaires et continues sur X.

Théoréme 1.1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach alors, on peut identifier
les deux espaces L(X,Y) et L(X;Y™) tel que L(X;Y™) désigne l’espace des opérateurs

linéaires bornés de X dans Y*.

Preuve
Pour toute forme bilinéaire bornée B € L(X,Y') on associer un opérateur linéaire Lp €
L(X;Y™) défini par
(y, Lg(z)) = B(x,y),Vo € X,Vy € Y.

L’application ¢ : L(X,Y) — L(X;Y™) tel que ¥(B) = Lp est une isométrie car,



VB e L(X,Y)ona

B = [Ls| = sup [[Lg(z)]|
rE€Bx
= sup sup [(y, Lp(z))|
r€Bxy€EBy
= sup sup |B(z,y)|
LBEBX’[JGBY
= [|B].

1) est surjective par construction, alors on a I'identification

LX,Y)=L(X;Y"). W

Théoréme 1.1.2. Soient X, Y deux espaces de Banach ; toute forme bilinéaire bornée

A€ L(X,Y) ce prolonge & une forme bilinéaire bornée A € L(X**,Y**).

Preuve
Soient A € L(X,Y) et S € L(X;Y™) tels que A(z,y) = (y, Sz), on consideére la forme
bilinéaire A € L(X**,Y ™) telle que A(z*™,y**) = (S*y**,2**) dou S* : Y** — X** est
I’adjoint de S. Pour z € X et y € Y on a

Az, y) = (5", x) = (y, Sx) = A(z,y)
A est une extension de A, de plus on a
[A[l = 1IS[l = 157[] = [1A™]] -
Ce qui termine la preuve. |

Proposition 1.1.3. Soitent X,Y,Z trois espaces normés dont Z est de Banach,

X.Y les complétés de X et Y respectivement ; toute application bilinéaire bornée B €



L(X,Y;Z) admet une extension bornée B € L(X,Y;Z) et en plus on a ||B|| = HBH :

Proposition 1.1.4 [Din99,p.02]. Si X, Y et G trois espaces vectoriels sur C et
(m,n) € N2, alors les opérateurs I, et J, sont isomorphismes linéaires, définies comme
suite

I, :L("™X;Y) — L("X;L("X;Y))
[LT(x)](y) = T(z,y)
oo T € L("MX ;Y), z€ X" et ye X™
Jn D LOXL(TY;G)) — LMY L(TXGG))
[T W) (x) = [T(x)](y)
ov T e L("X; L("Y;G)), z € X" et y e Y™

En particulier, dans le cas linéaire, I’isomorphisme I, ot m =1 et Y = C, donne :

L(2X) ~ L(X; X*).

Proposition 1.1.5 [Muj86, p. 03]. L’isomorphisme canonique entre L (™ "X;Y) et
L(mX;L("X;Y)), il donne un isométrie entre L(""X;Y) et L(™X;L("X;Y)).
e Rappelons qu’'un opérateur multilinéaire 7" induit des opérateurs linéaires
VT X L(X0 L X V),
ou
(m) j 10y m) __ 1 (m m
V(T (27) (e g™y = T(2t, ) ™),

ce qui permet d’identifier 'espace L£(X1,..., X,n;Y) avec £(X;; £(X1, 1 X,,;Y)) pour
tout j = 1,...,m (Proposition 1.1.5). Un cas particulier est souvent utilisé dans la théorie

linéaire, lorsqu’on prend m =2et Y =K

L(X1, Xa) = L(X1; X3) (L(X1, X9 K) = L{X7; L(X2;K)).



1.2 Produit tensoriel

Il y a plusieurs manieres de présenter le produit tensoriel algebrique des espaces

vectoriels X, Y. Nous choisissons la suivante :

Pour (z,y) € X x Y on définit la forme bilinéaire u,, : £(X,Y) — K c’est-a-dire
Uy y € [L(X,Y)]" par
“r,y(A) = A(l’,y),\V/A < L(Xu Y)

Observons que Papplication ® : X x Y — [L(X,Y)]" telle que  ® y = uy,,, obtenu de
cette fagon est bilinéaire. Alors 'espace vectoriel X ® Y engendré par I'image ®(X x Y)
de 'application ® est dite produit tensoreil algebrique de X et Y.

Les éléments de X ® Y sont écrits sous la forme

u = i&fﬁi @ Yis
i=1

tels quen € N, x; € X, y; € Y, et \; € K. Cette représentation de u n’est pas unique.

Siu€e X®Y et ¢ est une forme bilinéaire sur X x Y alors,

u(@) = (o)
= <¢,Z)\z‘$z’®%>
= Z Ait (i, Y1) -

La valeur de cette expréssion est independante du choix de u.
On observe que 'application (z,y) — = ® y est un espace de multiplication de X x Y
a valeur dans 'espace X ® Y, ce produit est bilinéaire, on a par exemple

(i) (11 +22) @y =21 QY + 12 Q.

(i) 2® (y1 + 92) =2 @ y1 + 2 @ ya.

i) AN(zey)=A)y=2 (\y).



(iv) 0@y =y®0=0.
On déduit, par la propriété (iii) que I’élément u € X ® Y tel que

u = Zn: i ® Y
i=1

est écrit de la facon suivante

u = le & Y;.
i=1

Proposition 1.2.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels, si {e;, i€ 1} et{f;, jeJ}
deux bases de X et Y resp, alors {e; ® f;, (i,j) € I x J} est une base de X QY.

Remarque 1.2.2.
a) §i dim X < oo et dimY < oo alors, dim X ® Y = dim X dim Y.
b) dim X ® K =dim X et dimK®Y=dimY alors, X @ K et KQY sont isomorphe & X

et Y respectivement.

n
Proposition 1.2.3. Pour u = Zmz Ry, € X ®Y, les assertions suivantes sont
i=1
équivalentes :

(i) unz 0,

(ii) Z(p () ¥ (y;) = 0, pour tout ¢ € X*1p € Y™,
i=1

(iii) ng (x;) y; = 0, pour tout p € X*,
i=1

(iv) Zz/; (y;) x; = 0, pour tout ¢ € Y*.
i=1

Définition 1.2.4. Soient X et Y deux espaces de Banach. Une norme « sur le produit
tensoriel X ® Y est dite raisonable, si on a les deux conditions suivantes
() a(z@y) <zl llyll, VreX vyeY.
(i) Sia* € X" et y" € V", (2" @ y7) € (X @Y)" et [a* @ 7| < o] Iy



Exemples 1.2.5. Soient X et Y deux espaces de Banach, sur le produit tensoriel
X®Y, Grothendieck [Gro56| a définie deux normes tensorielles raisonnables de la maniére
suivante :

Pour tout v € X ® Y, on pose

n

m(u) = inf {Z ||| ||yZH} , norme projective.
i=1

n

() ()

i=1

e(u) = sup{

, =¥ € Bx«,y* € By*} , norme injective.

La borne inférieure et la borne supérieure étant calculée sur ’ensemble des représentations

de u de la forme
U = Z T; @ Y.
i=1

De plus on a m > € (voir [Rya02]) et

T(zRy)=c(z®y)=|z||yl|, pourtoutze X, yeY.

1.3 Représentation sur un produit tensoriel

Soient X, ..., X,, des espaces de Banach, sur le produit tensoriel on définit

(i) La norme projective par

7 (u) :inf{iﬁHx{”, u:ix}(@...@x;ﬂ},
i=1

i=1 j=1

ou l'infimum porte sur toutes les représentations possible de w.

(ii) La norme injective

iﬁ<%’$g>

i=1 j=1

e(u) = sup{

, gojEBX;, u:2$3®®x;”}

i=1

10



On note X ®; ... ®, X,, le produit tensoriel X; ® ... ® X,, muni de la norme projective
7, cette espace n’est pas complet en général, alors on note X;®,...0,X,, sont complété.
L’espace de Banach X;®,...8.X,, s’appelle le produit tensoriel projective. L’espace
de Banach X;®....8.X,, s’appelle le produit tensoriel injective des espace de Banach

X1, X,

Proposition 1.3.1. (voir [Rya02]) A chaque opérateur m-linéaire 7' : X; X ... X
X,, — Y, on peut associe un opérateur linéaire appelé linéarisation de T et noté 7T :
Xi®r...®: X, — Y
défini par 7' (2' @ ... @ ™) = T (%, ..., 2™) .

Ou

7 (le ®.. @x;n> ST ().
=1 =1

il est bien défini, car il ne dépend pas de représentation choisie. De plus 7' est unique et

] =1en.

En effet, soit u = Zx} ®..Qz" on a

=1

o] -

n
ST (ol )
=1
n
< ATl =
=1

comme u est arbitraire HTH < ||T]| ||l -

D’autre part,
1T (2, ..oa™)|| =

Donc ||T]| < HTH

Soit maintenant B un autre opérateur linéaire de T, pour tout (z!, ..., ™) € X1 X ... X Xy,

11



on a

Ba'®..@2™) = T(z' ..., 2™
= T(E'®..0z™).

Par linéarité de B et T sont identiques sur X; ® ... ® X,,,, et enfin, par densité, ils sont

identiques sur X;1®y...0 X .

Proposition 1.3.2. On a

L(Xq,... X Y) = E(X1®7r...®ﬂXm;Y) (1.1)
Car 'application

v L(Xy, .., XpnY) — E(X1®W...®WXm;Y)
T — (1) =T

est une isomorphisme isométrique.

Cas particulier, si Y =K, on a

L(X1, X)) = L(X1®r..8:X,,)
= (X1®r.®r X))

Cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective

Remarque 1.3.3. Dans le cas linéaire, £ (X; Y*) s’identifie a (X®,,Y)* ; ici, d’apreés

(1.1), on a I'identification isométrique

L(X1y oy X YY) = (X1 @@, X3 V)

12



Chapitre 2

L’idéal des opérateurs multilinéaires

p-semi-intégrales

Le théoreme de domination de Pietsch est un résultat important dans la théorie d’opé-
rateurs linéaires. La généralisation du théoréme de domination de Pietsch n’est pas vraie
dans le cas des opérateurs m—linéaires p—sommants (m > 2). Pour cela introduisons
le concept de semi-intégrale aux opérateurs multilinéaires, cette définition vérifie 'ana-
logue du théoréeme de domination de Pietsch. La notion des opérateurs semi-intégrale a
été introduite et étudiée par Alencar-Matos dans [AM89] pour p = 1 et généralisée par

Caliskan-Pellegrino dans [CP0T7] pour p > 1.

2.1 Opérateurs multilinéaires p-semi-intégrales

Nous comencerons par quelques définitions et terminologies concernent les espaces de

Banach.

1 1
Soit X un espace de Banach et 1 < p < oo (o p* est le conjugué de p; i.e., — + — =1).
p p

On note par [y (X)( resp. [, (X) ) espace des suites (7;),,,, (resp. (x;)) dans X muni

13



de la norme || 1<z<nH Z [EZ 1k ) (resp. || () Z [[24]7) % 00).

On désigne aussi par [ (X) ( resp. . (X)) l’espace des suites (7;);,<, (resp. (z;) )

dans X muni de la norme || 1<Z<nH = sup (Z (7, € >|p)p
Bxx i=1

( resp. [|(zi)ll,., = 53;5(2 (x4, & )]p)P < oo) o X* est le dual (topologique) de X. La
boule unité fermée de X est notée Bx. Si p est infini on prend le sup.

Nous dirons que 'espace de Banach X posséde la propriété d’Orlicz si i ||Iz||2 < 00
pour toute suite (z;)$2, dans 'espace [} “ (X). .
Par exemple : Orlicz a été montré que l'espace L,[0,1] (1 < p < 2), posséde cette
propriété.

Un opérateur linéaire T : X — Y entre espaces de Banach, est dite p—sommant si

n

ZIIT w)[")r < C sup (O |, 2*))r (2.1)

i=1 TreBxx i

ou, schématiquement :
T:ly “(X)— ll’j(Y).

La meilleure constante C' possible est notée || T, , -

On note :
s, (X;Y) ={T: X — Y linéaires absolument p—sommants}.

Nous allons donner la notion des opérateurs p-semi-intégrales introduite par Alencar-
Matos dans [AM89] pour p = 1 et généralisée par Caliskan-Pellegrino dans [CP07] pour
p > 1, avec quelques propriétés fondamentales :

Définition 2.1.1. Soient Xi,...,X,,,Y des espace de Banach. Un opérateur T' €
L(X1,...,Xn;Y) est p-semi-integrale (p > 1) si et seulement s'il existe une constante

C > 0 et une mesure de probabilité réguliére i sur o-algebre de Borel B (B x; X...x B X;*n)

14



de By; X ... X Bx; muni par le produit de la topologie x—faible o (X i ,Xj) telle que

pour tout 27 € X, et tout p, €X;(j=1,...,m),ona

3=

Tl < o [ ) e @ i o)
BXTX"‘XBX;‘,L

(2.2)

La classe des opérateurs m-linéaires p-semi-intégrale de X; x ... x X,,, dans Y

notée L ,(X1,...,Xm;Y). On note ||T],,  le plus petit nombre C' tel que I'inégalité

$1,p
(2.2) est vraie pour tout 27 € X;. Il est claire que la norme p—semi-intégrale domine la

norme d’opérateur : |7, , > [|T].

Proposition 2.1.2. Soient X1, ..., X,, des espaces vectoriels normés et ¥ un Banach,
alors Lg; (X1, ..., X.,;Y) est aussi un espace de Banach pour la norme d’opérateurs m-

linéaires p-semi-intégrales.

|T|l,;, = inf {C vérifiant (2.2)}.

S,

Preuve
Soient Xi,...,X,,,Y des espace de Banach.
(1) Soient 71,15 € Ly p( X1, ..., X Y), on a

(71 + ) (2, ..., 2™
=Ty (2!, ..., 2™) + Ty (22, ..., 2™)||
<||Ty (=, ..., 2™)| + || T2 (", ..., 2™)||

< Ty (@) + T (a2

3=

< (1Tl +1B0) | [l @



D7of1, T1 + T2 - 'Csi,p(le .. ,Xm;Y)7 et ||T1 + T2||si,p S ||T1|| + ||T2||

(2) Soient T' € Ly p(X1,..., X;m;Y) et a € K, on a

St,p st,p *

1

laT (z',...,a™)| = HT(a#xl,...,amﬂH

1 1.
< A7, | [ fe(aFe) e (anen)

BXTXXBX,;"R

=

= 7., / o (o, (2.

BXikX...XBX;kn

AS)
3
=
=
=
N—
hSAl

= Ll | [l

BXIXXBX;;L

AS)
3
®
=
=
~__
S

D7Of17 al € ESi,P(Xh R 7Xm7Y) et ||aTHsi,p S |Oé| ||T||si,p .

D’autre part

1 1
7. =1— (T < — ..
L ] T T
ce qui implique
o, = lol 171,
(3) Soit T € Lyi)(X1,..., Xp: V)
70 < Ty =0 = 7] =0

— T =0.

Il reste de vérifier que Ly (X1, ..., Xon;Y) est complet, soit (77,),, . une suite de Cauchy
dans Ly ,(X1,..., X Y). Alors

Ve > 0,3ng € N,Vn, k € N,Vn >k >ng : ||, — Ti[l,;, <e.

On a
1T = Tl < 1T — Tillyp <€

16



donc (T7,),,cy est une suite de Cauchy dans £(X7, ..., X,,;Y). Alors elle est converge vers
une limite 7" € L(X1,..., X,,;Y).

Soient N € Net z',...,2m € X; x ... x X,,, tel que

(To = T) (', ..., a™)|| =limyesoo (T — Ti) (2, ..., 2™)|

hSA

< lmewl BT, | [ @) e @)

BXTX"'XBX;’;L

B =

IA
™

o1 (&) @ (™) dpa (1, 0)

BXTXXBX;’;L

On deduit que (15, = T') € Ly p( X1, ..., X3 Y) et |1, =T, , <e.
Enfin,on a

T7'=T-T,+1,

par conséquence 1" € L ,(Xq, ..., X Y).
Ce qui preuve que Ly »(X1,...,X,,;Y) est un espace de Banach. |

Théoréme 2.1.3. (Théoréme d’inclusion). Soient T' € L(X1,..., X,,;Y) et 1 <p <

g < oo,ona
Lsi,p(le"'va;Y) C Lsi,q(Xlw-'aXmQY),
et

VI € Laip(Xa, o, XoY), T, < 7T

st,q si,p *

Preuve
Soient m € Net 27 € X; (j = 1,...,m). Supposons que T est p-semi-intégrale,

puisque p < ¢, on obtient

17



3=

1T (e < (TN, / o1 (&) - (&™) dp (01, - s )
BXikX...XBX;kn
‘
< |7, / o1 (1) .o, (™) dp (@1, - 0n)
Bfo~--><Bx;fn
Par conséquent T est g—semi-intégrale et HTHSW < ||THsi,p. [ |

2.2 Caractérisation des opérateurs multilinéaires p-
semi-intégrales

La caractérisation d’opérateurs multilinéaires p—semi-intégrales est donnée par le

théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 ([AMS89] et [CP07]). Soit 7" un opérateur multilinéaire continu de
X1 x...x X, dans Y. Il est équivalent de dire.
(i) L’opérateur T est dans Ly ,(X1,..., X3 Y);

(ii) 11 existe une constante positive C, telle que pour tous =7, ..., 2/ € X;(j=1,...,m),

S
S
3 (=

IA
Q

sup Dl (@) o () (2:3)
SOJEBX]* 1<j<m i=1

(Z HT(:&%,---,x?‘)H”>

aussi,

|T|l,;, = inf {C vérifiant I'inégalite (2.3)}.

$1,p
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Preuve
(i)==(ii). Soit T" un opérateur p-semi-intégrale, pour tous al e X (j=1,...,m),

on a

n
DT @)
=1

< Ty D / o1 () o (@) dpp (01, - )

=1
BXik X"'XBX;"n

i, | f {Zm<x;>...wm<x¢>|f’du<w1,...,wm>}

BX;‘X"'XBX;!‘”
n

S1,p sup Z ‘901 (Z’}) - Pm (x:n)|p .

< |17

D’ou le résultat.
(ii))==(i) On consideére les ensembles
Fy={feC(Bx; X ... x Bx=); f<C™P}
F, = co{f € C(Bx; X ... X By+); il existe e X;(j=1,..,m),

tel que||T (z*,...,z™)|| =1 et f (@1, .. o) = |1 (21) o (™)}
Ou co {.} noté I'enveloppe convexe.
Il est claire que Fi et F5 sont diux ensembles convexes T?t F} est ouvert, on a F1NFy = ¢.
En effet, si h € Fy, alors h = Z%’f@',n eN, a; >0, Zai =1let
i=1 i=1

filprnpm) = loy(ad).on @M Ve, € By

Par I’hypothése on a

n p

1
’ (af ) o2 (@) ..o, ()

p

=1
=1

n 1
P .1 m
T(aixi,...,xi>
n
= (O

In| = sup Y
> oy
- Y (af)pliﬂxi,...,xr)np
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Alors h ¢ Fj. D’aprés le théoréme de séparation de Hahn-Banach, il existe A > 0 et
¢ € C(Bxs X ... x Bx:)" tel que

V(f) < A < (g ,VfeF,geh.

Il est claire que toutes les fonctions négatives de C' ( Bx: x...xX B X;*n) a F1, nous avons
¥ (nf) < A pour tout n € N* ce qui donne ¥ (f) <0 (@b (f) < %) et 1) est une fonction
positive (¢ (f) = = (—f) > 0). Alors il existe une mesure de probabilité réguliére p sur
I’espace compact K = (BXi“ X ...X Bx:,0o (X;‘,Xj)) tels que

vy = [t

BXikX...XBXﬁL

1
Maintenant, on définit la suite (f,,),., par f, = C7P — —, c’est claire que (fy),.q C F1
n

alors, on a
1
/ fodp =C™P — — <\, pour tout n € N*
n
BX;‘X"'XBX:,L
ce qui donne A > C~P. Ainsi, pour tout (z!,...,2™) € X1 X...x X,, on définit la fonction
f par

flop, o) = }(pl (xl) . (a:'m)}p avec HT (xl, . ,:cm)” =1.

Pour tout f € F5, on a

/ fdu=9(f)=CP=CP|T (z",....2™)|. (2.4)

Et puisque ||T (z!,...,2™)|| = 1, nous obtenons

=

IT (@,....a") | < C / lon () ..o (@™ [P e |

Bxi«XXBX;kn
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si |T(x%,...,2™)|| # 0, et en remplacant #! par ' ||T (z*,...,2™)||" dans (2.4), nous

trouvons

Sl

|T («",....a™)|| < C / lo1 (2Y) .. o (™) dis

BXikX...XBX;kn

Ceci la preuve est établir. |

Théoréme 2.2.2. SiT € L4, (X1, ..., Xpn; V), alors ¢\ (T) € My, p(X1; L(Xo, ...

tel que
et @y

STl

et wﬁm) (T) € L(X1; Ly p(Xa, ..., X3 Y)) tel que

[et™ @) < 1

si,p *

Preuve
Pour 2! € X, et 2 € X; (j = 2,...,m) nous obtenons
n m m p o1
(2 (o) @) (a7
= (LT a2 )
i=1
n 1
< AT, O sup 3o for (@) @a(af) ..o (2)[7) 7
CPJGBX*,]:]. ..... m =1
J
n 1
< ATl et O sup 3 [y(aF).. 0 (2777
Lp]EBX»f j=2,....m i=1
J
Alors
W)@ € Luy (Xar o XV et [ WD) | < IT ]y ]

ensuite
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W(T) € £(Xi Lyip (X, oy X V) avec |00 | <17

si,p *
Nous considérons y; € Xy, i = 1,...,n. Pour § > 0 et d’aprés la définition de
H\Ifgm)(T)(yl) , il existe ¥ € BX;(k =2,...,m)tel que pouri=1,...,n
m p m m 0
|em @) < e @)@ )| + 2
ensuite

p

U (y:) (22, .oy )

ceey 3

z W™ () (1)

=0+ 3 T o I

P n
<0+
=1

SOHNTN,  sup > ler () @olad) o ()

@ EB x,j=1,...m i=1
J

SO+ TG, sup 2o ler (97

(,PleBXI =1

Ce qui entraine que

=

P n
) < |6+ TG, sup X ler (w)7| W6 >0.

(e @)

Lorsque § — 0, nous obtenous

n m P 1 n 1
(|| )7 < 1T, Csup 3 lor (:)I7)7
i=1 LpleBXI i=1
Et par conséquent
U(T) € Moy (X15 £ (Xay ooy X3 V) et Hq,gm)(T) o ST

D’ou le résultat. W

Remarque 2.2.3. D’aprés le Théoréme 2.2.1 et (2.1 ), il est important de noter
que I, (X1;Y) = L4 p(X1;Y) pour m = 1 (théoréme de domination de Grothendieck-
Pietsch). Donnons deux exemples simples (Exemple 2.2.8) montrent que pour m = 2 et

Y =K, cette égalité n’existe pas.
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La définition de fonctionnelles absolument p—sommants m—linéaires est due a Pietsch
[Pie83]. Dans [AMS89], Alencar et Matos ont présenté une définition de valeurs vectorielles.
Définition 2.2.4. Un opérateur m-linéaire T : X; x ... x X,, — Y est absolument

p—sommant (1 <p < oc0), ¢'il existe C' > 0 telle que pour tous z},...,27 € X;(j =

1,...,m),

(2.5)

(Soir o) <l

Autrement dit; Vopérateur T' € £ (X7,...,X,,;Y) est appelé absolument p—sommant,

B (xg)

si pour toute suite faiblement p—sommable (xf )zl dans X;(j = 1,...,m), la suite
(T (x},...,2"));~, est absolument p—sommable dans Y.
On note L, ,(X71, ..., Xm;Y) Pespace de Banach des opérateurs m—linéaires absolument

p—sommants muni de la norme

T, = inf{C vérifiant I'inégalité 2.5} .

as,p

En revanche, les opérateurs multilinéaires absolument p—sommants ne sont pas fai-
blement compacts et le théoréme de factorisation n’est plus vérifié.

Proposition 2.2.5. Sim > 2 et Xy,...,X,, possédant la propriété d’Orlicz, alors
LOX1,.. ., X3 Y) = Los1( Xy, ..., X3 Y),

pour tout espace de Banach Y.

Preuve

Nous considérons (:cg)f; e 7" (X;),(J =1,...,m). D’apres l'inégalité de Cauchy-

Schwarz et la propriété [, C [, continument pour p < ¢, on obtient

Z [ P A sf[ [Z ng?r < .
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Alors, si T € L(X7,...,X,;Y) nous avons

n n
Z |7 (xf,....2am)| < ||T||Z =] - - 2] < oo,
=1 =1

et T est absolument sommant. [ ]

Remarque 2.2.6. La proposition précédente n’est pas vraie pour m = 1, aussi d’apres
le théoreme de Dvoretsky-Rogers dans [DJT95, p.50]; un opérateur identique entre les

espaces de Banach de dimension infinies n’est pas absolument sommants.

Théoréme 2.2.7. (A. Defant-J. Voigt, voir [AM89, Théoréme 3.10]) Pour tous les
espaces de Banach X,..., X,,, lespace £ (X, ..., X,,) est isométrique identiquement a

Vespace Los1(Xi, ..., Xin).

Exemple 2.2.8.
(1) L (l2,19;K) # Lo (2, 19; K) = L (1o, 12 K) .

Nous considérons T' € L (I, l5; K) donné par
T(z,y) = ;xzym Vo = (2:)72, ¥y = (4:)2 € lo.

Dans ce cas \If?) (T) est 'opérateur identique de I, dans I, = 5 et n’est pas absolument
sommant. D’aprés le Théoreme 2.2.2 on a T' ¢ Lg; (I2, l2; K) .
(2) L (L, K) # Las (I, 1K) = L (1, 15 K).

Nous considérons T' € L (l1,1;; K) donné par
T(z,y) = Zlyz- > e, Vo= (2)Z, Y= (W) € b
=1 k=1
Dans ce cas QISQ)(T) € L (l1;1) donné par

U(T)(2) = (3 24)2y, Vo € Ly,

k=1
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Puisque \1152) (T') n’est pas faiblement compact (tel que \Ifg2) (T')(By,) non faiblement com-

pact de l.,), de sorte que \I/?) (T') n’est pas absolument sommant. Il résulte du Théoréme

2.2.2que T ¢ Ly (I1,11;K).

2.3 Propriétés

Nous utilisons dans ce paragraphe la caractérisation d’opérateur multilinéaire p—semi-
intégrale pour montrer que 'espace Ly (X1, ..., X;n; Y) est un multi-idéal de Banach.
Définition 2.3.1 (opérateur de rang fini). Un opérateur T" € L (X, ..., X;;Y) est

de rang fini s’il est somme finie des opérateurs de la forme

T = T%T* = I1®.Qx Qy: Xx.xX, — Y
yea;
(xla vm'm) - :CT(:B1> :C:n(l'm)y

ouzr;eX,yeY.

L’espace des opérateurs m-linéaires de range fini sera noté L (Xi,..., X;,; Y).

Définition 2.3.2 (idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs m-
linéaires (ou multi idéal) M est une classe d’opérateurs m-linéaires bornés tels que pour
tout Xq,..., X, et Y des espaces de Banach on a :

(1) Lf (X1, ... X0 V) C M (Xy, ..., Xi3 Y)

(2) (Propriété d’idéal) siT € M (X1, ... X:m;Y), u; € L(Ej;X;) et v e L(Y;F), alors
voT o(uy,...ty) € M(X1, ..., X3 Y) .

De plus, si |||\, : M —R" satisfait :

(i) (M (X1,..., X003 Y) |||l o) est un espace normé (de Banach)

(i) J[A™ K™ — K; A™ (2!, .a™) = 2t a™| =1

() 10 o T © o st aa < ol T 117

Alors (M, ||.]| ,) s’appelle idéal normé (Banach) des opérateurs m-linéaires.
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Proposition 2.3.3
(i) (Propriété d’idéal). Soit m € N, Soient X,...,X,,,Y,G et Ey, ..., E,, des espace de
Banach. Soient T € L(X3,..., X, Y), S € LIY;G) et A; € L(E; X;)(j=1,...,m).
Si T un opérateur multilinéaire p—semi-intégrale, alors S o T o (Ay,..., A,,) est p-semi-
intégrale, et

IS0T o (Ao An)lly < ISIITIL, TT 14
j=1
(i) Sii: Yy — Y est une isométrie, alors
TeLsp(Xey....,. X1 Vo) = T € Lyp(Xq,....X:}Y).

Dans ce cas, on a [[ioT| . =T

St,p st,p *

Preuve
(i) Soient m € N, ¢),...,el € E;j(j=1,...,m) et ||4;] # 0. 1l suffit d’apres (2.3) de

démontre que

<ZHSoTo(A1,...,Am) (e},...,e;")Hp> <C sup |9y (€]) . (e™)]”
i=1 ¥€Bps 1<j<mi
(2.6)

tel que

FE; X...x FE,

LA LA,

X X...xX X, — Y — G

T S

On pose C = [[S|| Tl ] [ 14511, on a

j=1
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SIS

(Z ST (A1 (ef), -, A (e?‘))ll”)
<19 (Z IT(Ay (e)), ..., A (em)np) '

n

st sup D oy (A (e])) - (A ()

=

< [ISTHITl

hSA

n

— STl TN | s S0
j=1

€ Bxx 1<i<m

eu(a(e)  om(an(er))|”

Al 7 ll Al

Ona E; 5 X; 2 K,

on pose ¥, = ;o HA ”, alors

(Z IST(Ax (el Am <e:-“>>||p> p

<ISIIT N, TT 1A b sup Z!l/)l U (€]
j=1

E* 1<]<m i=1

3=

ce qui entraine (2.6).

Ce qui implique S oT o (Ay,...,A,,) est p—semi-intégrale, et

ISoT o (Ar,.... Aw)lly, < ISIIT I, TT 11451

j=1

(ii) Soient m € Net 27 € X; (j = 1,...,m). Comme
|ioT (z',...,a™)|| = ||i (T (z",....a™))|| =||T («",....2™)|,

d’apres la caractérisation (2.3) et la Proposition 2.3.3 (i), d’ou le résultat.

Ceci la preuve est achevée |

Proposition 2.3.4. Soit T € L (X7, ..., X,; YY), alors T € Ly, (X7, ..., Xin; V) pour

1<p<oo.
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Preuve
Soient T" un opérateur m—linéaire de rang fini de X; x ... x X,,, dans Y, par définition

de T', on a

T= Z@x @ Y

= 1

L’opérateur T' s’écrit comme la somme d’opérateurs m—linéaires de la forme
T (z',...,a™) =2 (z")...2" (™).
Puis, il suffit de prouver que les opérateurs de la forme
T =Tygn o = 2" '@... 01" ey,

pour =¥ € X;(1<j<m)etyeY,sont dans 'espace Ly, (X1,..., Xpm; V). En effet,

soit (xf)jzl dans X; (1 <j<m),ona

an*l@ @ @y(al,...,am)|’
- Z la*t (&h)...a" () y |

< ||y||pz 21 (a]) .2 ()

- ||y||pH o

() 7

||w*1|| IIE*WII

<yl TT el sup Zm ) o ()]
j=1

i €Bx 1<j<m’;Z

Par conséquent

*J

T S Esi,p(Xla s 7Xm7y) et ||T||si7p = ||y|| H | x
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Corollaire 2.3.5. (ESi,p(Xl, Xy YT ) est un multi-idéal de Banach.

S4,p
Preuve

Il est immédiate par la Proposition 2.3.3 et Proposition 2.3.4. [
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Chapitre 3

Représentation tensoriel des
opérateurs m-linéaires

p-semi-integrales

Dans ce chapitre, on définera une norme tensorielle raisonnable o, (.) sur le produit
tensoriel X;®...® X, ®Y et on montrera que son dual topologique muni de cette norme

s'indentifie isométriquement a 'espace Ly, (X1, ..., X V).

3.1 La norme tensoriel ’avp

Soient X1, ..., X,, et Y des espaces de Banach. Soient p > letue X;®..®X,, Y,

on considére

7y (u) =if [(A)izall, | sup > len @) @ | 1)
PiPXT =1
Jj=1,....m
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ou l'infimum porte sur toutes les représentation de u de la forme

u:ZAile@...@I;n@ym
=1

; 1 1
avec z] € X;,y;, € Y e€Kii=1,..,n,j=1,...mnméeNet ¢ >1avec —+ - =1.

q
Proposition 3.1.1. 7, est une norme tensorielle raisonable sur X; ® ... ® X,, ® Y

Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.2. Soit © € X; ® ... ® X,, ® Y, pour tout 4 > 0, on peut trouver une

représentation de u de la forme

u=>Y N} ®. @1y,

i=1
tel que
n ~ 1
[(A)iall, < (X +6) 0y (w)]e,
sup Z ‘901 (le) - Pm (x;n)‘p <(1+9) op (u),
ijBX*
j=1,....m
()i lloo = 1-
Preuve

Prenons une constante 6 > 0. Il est clair par la définition de 7, que nous pouvons choisir

une représentation de u de la forme

i=1

telle que
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ST

p (u) = inf [|(N);, ], sup Z}wl w @ )il
X* i=1

B =

@O @)l

IA
=
S—
=
wn
=
o]
ITM:
)
S
S

<[(1+8)5, (u)]? (*)

Ainsi dans une premiére étape, nous pouvons réorganiser la représentation de u en mul-

tipliant et en divisant [|(y;);_, ||, avec une constante convenable ¢ > 0 de sorte que

1w )iz lloe = Mevi)izalle = 1,

£yn Ly
H(/\i)i:lHq = H (E)\z>
i=1

On observe que la représentation de u = Z Nl @ ... @ 2" @ yr satisfait (x) avec
i=1

et

q

hSA

RS

1Azl | sup Z!wl w @] 11+ 0)5, )] [(1+6)5, (W]

2iSBxs =1

Maintenant, comme une deuxiéme étape, pour cette représentation de u, par exemple, si

B =

sup Z o1 (@) o | > (1465, ()7 (¥*)

¥ €8x oy

32



encore, on peut choisir une constante convenable C' > 0 telle que

(sup 3 ey (Cd) i (@)]) = [(140) 7 (w)]7

Donc, nous avons que

HODll, &0 sup D ler (Cad) oo @) 7 ()l <

et cela implique que

Maintenant, on prend [[(Af*),[, = (X))
une représentation de u de la forme
n

u= Z)\;"*xll* ®.Qz"y;,

=1

satisfait (*) et les conditions

I, < [+ 0)5, (w7,

sup Z }901 (le*) - Pm (x:n)‘p < (1+9) op (u),
‘ijBXJ*.‘ i=1

j=1,....m

157 )izl = 1.

Noter que, dans la deuxiéme étape ci-dessus, si, au lieu de (**), il serait

Q=

1A)izll, > (1 +6) 7 (w)]

33
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puis, nous allions procéder tout a fait de la méme maniére pour obtenir une représentation
adéquate de u satisfaisant (*) et les conditions ci-dessus. Notez également que, en tant que

conséquence de 'inégalité (*), il ne peut pas arriver (**) et (***) simultanément. |

Preuve du Proposition 3.1.1

On montre que ¢, (v) = 0 implique u = 0 supposons que 7, (u) = 0. Alors, pour tout

€ > 0, il y a une représentation Z ANl @ ... @ 2™ @ y; de u tel que
i=1

0 . w12V 1
I, Csup > eor () n (@) 1)l < €
sojeBx; i=1
Jj=1,....m

d’apres 'ingalité de Holder on obtient

SUp [y X ... X 9, X gp(z Nt @ . @2 ® y;)
0;€EBxx i=1
@EBy
j=1,...m
= sup Yoy (Nzh) e, @M e )| = sup D Ny (a]) g, (@) @ (1)
GDjEBX‘* i=1 ijBx; i=1
QDGBy* QOEBy*
7j=1,....m 7j=1,....m
< sup YNy () o () @ (3)]
p;€Bx* =1
QOEBy*
7j=1,...m
1
<O, Csup Y ey (@) o, () 0 (wa)7)?
@jGBx;f i=1
PEDBy*
Jj=1,....m
n n m 1
<)l 1)l € sup Y oy (21) o (@)7)? <e.
sojGBx;f i=1
ﬁDEBy*
7=1,..., m

Par conséquent, on a

> o (Nixd) o () 0 ()| < €l - el ol
=1
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pour tout p; € X;-‘,j =1,.mepeY™
Puisque la valeur de la somme |p; X ... X ¢, X gp(z AT} @ ... ® 2™ ® y;)| est indépen-

i=1
dante de la représentation de u, il s’ensuit que

> o1 () oo (a7) i (0) = 0

pour tout p; € X7, j=1,..m,p € Y™ .
Par conséquent, par la version multinéaire de Proposition 1.2.3, il s’ensuit que u = 0.
Pour prouver I'inigalité triangulaire, prendre u,v € X; ® ... ® X,, ® Y. Pour toute § > 0,

par le Lemme 3.1.2, on peut trouver une représentation de u et v de la forme

u:Zaix}@)...@x;ﬂ@ai, v:ZBiyZl@...@ylm@bi,

i=1 =1

de sorte que

Q=

l(ai)izll, < (1 +0) 7 (u)]e,
1(B)izally < [(1+6)p (0)]1,

sup > [y (#)) o, (@) < (146)5, (u),
sojGBx; i=1
7j=1,....m

sup > |y (@) - (@) < (146) 5, (v),
sojEBx; i=1
7j=1,....m

Q|-

I(ai)izyllo = 1= 11(0)izs Ml -

Il s’ensuit que

35



op (u+v)

< (Z D |/5¢|q>
i=1 i=1

(Z 1 (27) -0 ()" + Z |01 (47) - Pm (yzm)!p)

X
T
o
NS
3
=

.....

)1 (T () + 3 (1)1 (1+8)7 (3, (u) + 5, (v)) 7

D=

Ce qui montre I'inégalité triangulaire. Donc ¢, (u) est une norme sur X; ® ... ® X,, @ Y.
11 facile de voir que 7, (21 ® ... ® Ty, @ y) < ||z1|| ... ||zl [|y]|, pour tout z; € X;,j =
1,....metyeY.

Pour montrer que
o1 ®...®e, @0l < ol llenl el

Soit ¢; € X7 avec p; # 0,5 =1,...,m, soit ¢ € Y* avec p # 0, et soit u = Z)‘lel ®
i=1
. @2 ®y;. Alors par 'inégalité de Holder, on obtient
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o1 ® ... ® @, ® @ (u)

= sol®---®som®go(ZAixi@@---@w?@yi)

i=1

- Z 01 (Nizd) o, () 0 (1)

< Z Xy (1) -0 (277) @ (13)]

n - 1 m P ’
< 1Dl Il lomll el (Z 1 () o () 12 (32) )
=1

< Nzl llenll- - Mol el sup (ZI% Py (2 1-")¢>(yz~)lp>

EBX* (]56 v *

j:l,m,m

< Nl el - ol Hsﬁll sup (ZI% P (] )|p> sup sup ¢ (y:)|

QSEBy*i:l,.‘.,TL
j:l ..... m

< Nl lleall- - lleomll HsOH o (ZI% P (2] )!p> 1(wi)iz |

3=

Par conséquent, on obtient que

1 @ . ® @, @@ (W)] < | - [l [0l 7 (w) ,
et on a montré que o, est une norme raisonable. |

Remarque 3.1.3.
1) On remarque que lorsque m = 1, en particulier, la norme o, est réduite a la norme de
Chevet-Saphar d, sur X ® Y (voir [Rya02]).
2) Dans la Proposition précédente, si I'on prend Y = K, X; ® ... ® X, ® K s’identifie
avec X7 ®...® X,,, et dans ce cas, la norme raisonable correspondante sera notée o, qui

se décrit comme suit
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) TN
op (u) = inf [|(N);, ]|, ( sup Z\% P (7))
P €8x
Jj=1,...,n

ou l'infimum porte sur toutes les représentation de u de la forme

u:ZAile@...@x;”@yi,

=1

, 1 1
avec z] € X;,y;, € Y eKii=1,..,n,j=1,...mnméeNet g >1avec —+ - =1.
p 4q

Remarque 3.1.4. (commutatitivité et l’associativité de o,). Soient X,Y et Z des
espaces de Banach. Etant donné que les isomorphisme algebrique X @ Y = Y ® X et
X®(Y®Z) =(X®Y)® Z sont bien connus (voir, par exemple, [Kot79, p. 179])
puis il s’ensuit, par la méme définition de o, que, les espaces normés (resp. de Banach)
(X ®Y,0p) et (Y ®X,0,) (resp. (X®Y,0,) et (Y®X,0,))sont isométrique isomophe

dans la voie canonique.

Remarque 3.1.5. Soient X1,...,X,, et Y des espaces de Banach et soit p > 1.
(i) Il résulte des définitions de o, et 7, que 0, (u) < 7, (u) , pour tout u € X;®...0X,,RY.
(ii) Pour chaque tensor u € X} ® ... ® X}, correspond un opérateur canonique 7,

X1 X ... x X,,, — K définie par

W= Apl® .. — T, =Y Nl ® .0 ¢

i=1 =1

avec )\iEK,goz eXii=1..,nj=1.,m

Par une application facile de I'inégalité de Holder on remarque que

|Tu|l < o, (u), pourtout ue X7 ®..0X).
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3.2 Dualité

On suivons 'idée dévelopée dans [AM89, Théoréme4.8] nous prouvons que l’espace
des opérateurs m-linéaires p-semi intégrale est isométriquement isomorphe au dual topo-

logique de l'espace du produit tensoriel (X; ® ... ® X,,, ® Y, 7,).

Théoréme 3.2.1. Soit X1,...,X,, des espaces de Banach. Alors, pour tout espace

de Banach Y et p > 1, 'espace (Esiﬂp(X 1oy X3 Y) ) est isomeétrique isomorphe

’ H'Hsi,p
a(X;®..0X,®Y,0,)" par Papplication

T—>¢Ta

ou

(bT (xl .0 L ® y) = T(‘Tla 7xm) (y) )

pour tout z; € X;,7=1,... mety €Y.

Preuve

11 est facile de voir que
Te€Lyp(Xty o, X V) — 07€(X1®..0 X, ®Y,5,)",
définie par
P (1 ® .., QY) =T (1, ... Tm) (y), z;€X;,7=1,....m,ety €y,

et linéaire et injective.

Pour montrer la surjectivité, soit

pe(X1®..0X,0Y,0,)"
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et considérons ’application m-linéaire correspondante
Ty e L(Xy,...,Xm; Y7)
définie par
Ty (21,00y2m) (Y) =0 (11 ®@...Q 2, ®y), pourz; € X;,j=1,....,m, etyeY.

On considere azf € X;,j=1,...,m,i=1,...,n. Pour tout ¢ > 0 il existe y; € Y, avec

|yl = 1,0 =1,...,n, telle que

H(T¢ (le7 ) xzm))?:1Hz = zn: ||T¢ (le7 ) ‘T;n)Hp
i=1
< e+ GEhea) P = ().
i=1
Maintenant, on peut choisir \; € K avec |\;| = 1,7 =1,...,n, tel que
6 = =+ D10 @ war o)l
i=1

= ¢+

Y lpale. . @@yl No (@l @@ @y)| = ().

=1

Partant de ce point, par la continuité de ¢ et de I'inégalité de Holder, on obtient

(k%) < e+ ||¢||(X1®...®Xm®y,5p)* Tp
(Z Ai|o (2 @ .. @a) ®yi)\”’1 I ®.. Q1" ® y,)
=1
< e+ 18l oxmovay: | (o (@ ® 0 @u) ) q
<(sup > oy (21) o (@))F 1)yl
Pi€Bxx o
Jj=1,...n
n D
= e+ 10lxo.exnovey | (To (@ al)) |

x(sup Y|y (1) iy (2)[)7
#i€Bxx =
7j=1,...n
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Comme ¢ est arbitraire et p — (p/q) = 1, on obtient

(T (i, 2) L, < M0l xisexovan | S0P > [er () o (e

eBXJz 1
Jj=1,...,n

Ce qui montre que
Ty € (LaialXor o X V) i)
et
1Tsllsip < 19l xi0. 0 xmovia,) -

Inversement, soit 1" est une forme multilinéaire p—semi-intégrale de X; x

dans Y*. Nous définissons une fonction linéaire sur X; ® ... ® X,, ® Y par

= Z AT (le, ,xzn) (i),
i=1

pour

i=1
oum € N, \; EK,xf ceX,y;€eYi=1...,n,j=1...,m.
Ainsi, d’aprés I'inégalité de Holder et Théoréme 2.2.1, il resulte que

(b7 ()" < )iz llg 1)z 15 1T 1, SUP*Z\% o @)

Jj=1,.. ,m

Donc

|67 (W] <N Tlsip, Tp (u)

<7, - |

ce qui montre que ¢y est 7,-continue et |97l x o ex,eva,) < 1T,

Corollaire 3.2.2. Si Y = K, 'espace des forme m—Ilinéaire p—semi-intégrale

(Loip(X1, - Xon)s |-l ,,) est isométrique & (X; ®@ ... ® X,, @ K, 5,)" .
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Proposition 3.2.3. Soit X, ..., X,, des espaces de Banach, et soit p > 1. Alors
<£si,p(X1, s Xom), ||\|Slp> est isométriquement isomorphe & (X7 ® ... ® X,,, 0,)" par

I'opérateur T' — ¢, ol
Op (21 ® . @Ty) =T (21, ooy ) -

pour tout 7 € X;,j=1,...,m.

Remarque 3.2.4. Il est intéressant d’observer que (X; @ ... ® X,,, ® K, 7,)" n’est pas
isométrique & (X; ® ... ® X,,,0,)", mais comme une conséquence du Théoréme 3.2.1 et

Proposition 3.2.3 nous voyons que (X; ® ... ® X,, ® K, 7,)" est isométrique & (X; ® ... ® X, 0,)".

Proposition 3.2.5. Soient Xi,...,X,, et Y des espaces de Banach et soit p > 1.
Alors,
() SiT: X;®...0X,, — Y est un opérateur linéaire, alors 7' € L ((Xlgb..@Xm, ap) ;Y)

si et seulement si po T € (Xlé...éXm, ap)* pour tout ¢ € By«. Dans ce cas on a

= sup [jpoT]

||T’|£((X1®...®Xm7ap);Y) oo B
Y*

(X18..8Xm.0p)"

(ii) L’opérateur m—linéaire T': X X ... X X,, — Y est p—semi-intégrale si 'opérateur

linéaire associé¢ T : X 1®...® X, — Y donné par

T(xl ® .. @) =T (1, Tm)

pour tout 27 € Xj,7=1,...,m, est o,—continu et p—semi-intégrale. Dans ce cas, on a

1T < T, < |[T

S1,p

Inversement, siT € Ly (X1, ..., X,;Y), alors 'opérateur linéaire associé T" est ,—continu,
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cca-dT € L((X1®...® Xn,0,);Y). Dans ce cas, on a

71 <7, <7

X18..8Xm,0p);Y) sip

Preuve
(i) L’implication non trivial de la premiére assertion est facile par conséquence du théo-
réme du graphe fermé. Pour montrer la deuxiéme assertion, soit up€ X; ® ... ® X,, avec
T., # 0. Alors par le théoréeme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire ¢, € By~

telle que
00 (Tuy) = [|Tus || -

Donc pour tout ¢ € By, on a

Tl < sup lpoT ()] < sup 00Tl (x5 oy, 7 (40),
SDEBy* (,OGBy*

ceci montre que

”THL‘,((Xlé.l.@Xm,ap);Y) S wi%p ”SO © TH(Xlé---émeUp)* '
Y*

L’inégalité inverse est immédiate, on a (i).

(ii) Supposons que T € Lsip(X1®...0X,0,);Y). Alors par la Proposition 3.2.3 et
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le Théoréme 2.2.1, on a

1 1
n D . n P
(ZHT@,...,M”) < |7 ( sup ng@---@xmp)
i=1 P \PEB(x1 0.9 Xm,op)* i=1
n v
= |7 sup SIS ()P
B S TR SN A
1
< 7). | s Dler @) e @ |

ce qui montre que T" € Ly ,(X1,..., X Y) avec ||T,;, < HT

S1,p

. I est clair par
s%,p

définition que ||| < [T, -
Pour montrer la réciproque, supposons maintenant 7' € Ly ,(X1,..., X, Y), et soit

u € X1 ®...® X,,. On choisit une représentation

n

1 m

U= g A%y @ ... Q@ x}",
i=1

D’apres I'inégalité de Holder et Théoréme 2.2.1 il resulte que

p

|7 )

< IOl Do NT ()|
i=1

IN

1)Ly sup D fon (@) o (@)
©

5 € X]’-‘ i=1
Jj=1,...,n

Par conséquent

~ P
|7 @] <17l 00 ),

et donc 7' est o,—continu avec

7| <17,
L(X1Q..0Xm,0p);Y)
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Enfin, comme o, est une norme raisonnable, alors

i) < ||7 .
L((X1®...0Xm,0p);Y)

Ce qui achéve la preuve. |

Remarque 3.2.6. On ne sait pas si, en général, T € Lsip ((Xlé..@Xm,ap) ;Y)
quand T € Ly ,( X1, ..., Xm;Y).
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