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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

H Espace de Hilbert.

X ′ Dual topologique de X .

L∞(Ω) {u : Ω→ R mesurable et ∃C > 0 : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
‖u‖L∞ inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω.

D(A) Domaine de définition d’un opérateur borné A.

R(A) Image de A qui est noté aussi par ImA.

(X, d) Espace métrique .

< ., . > Un produit scalaire.

L(X, Y ) : Ensemble des applications linéaires continues.

↪→ On écrit X ↪→ Y pour signifier que X est inclus dans Y

et que l’injection canonique de X dans Y est continue.

↪→↪→ On écrit X ↪→↪→ Y pour signifier que X est inclus dans Y

et que l’injection canonique de X dans Y est compacte.

p.p Presque partout.

∂vF Dérivée directionnelle de F dans la direction v.

dF Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F ′.

dGF Dérivée au sens de Gâteaux.

s.c.i Semi continue inférieur.

s.c.s Semi continue supérieur.

f.s.c.i Faiblement semi continue inférieur.

f.s.c.s Faiblement semi continue supérieur .

(PS) Condition de Palais-Smale.

vi



(PS)c Condition de Palais-Smale au niveau c.

(AR) la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz.

AC(I) les fonctions absoluments continues sur un intarvalle I.

∆u′(xj) u′(x+
j )− u′(x−j ) = lim

x→x+i
u′(x)− lim

x→x−i
u′(x).

vii



Introduction générale

LA théorie des équations différentielles impulsives est non seulement plus riche que la théo-

rie correspondante des équations différentielles mais qu’elle représente également un

cadre plus naturel pour la modélisation mathématique des phénomènes du monde réel. Il est

donc devenu un outil efficace outil pour étudier certains problèmes de biologie, de médecine,

de physique, etc. Important des progrès ont été réalisés dans la théorie des systèmes d’équa-

tions différentielles impulsives vingt dernières années. On considère généralement impulsions

en position u et u pour l’équation différentielle du second ordre u′′ = f(t, u, u′).Cependant, il est

bien connu que dans le mouvement des engins spatiaux, les impulsions instantanées dépendent

sur la position, ce qui se traduit par des discontinuités de saut de vitesse, sans changement de

la position. Dans ce mémoire on va présenter un travail qui à est puplier par les auteurs Zhiguo

Luo, Jingli Xie, et Guoping Chen [21]. Le travail consiste à l’existence et multiplicité de solu-

tions pour un problème aux limites de second ordre impulsif sur l’interval borné fermé [0, T ].

La preuve du résultat principal repose sur théorie du point critiques, le lemme du Col et théo-

rème de point selle.

Le principe de lemme du Col établit l’existence d’un point Col (point critique), l’intuition qui

sous-tend ce lemme se trouve dans le mot « Col » lui-même. Supposons que I désigne l’altitude.

Il existe alors deux points bas : l’origine, car J(0) = 0, et un autre point v où J(v) ≤ 0. Entre ces

deux points se situe une chaîne de montagnes (à distance ‖u‖ = r de l’origine) où l’altitude est

élevée (plus grande que a > 0). Pour aller de l’origine à v en suivant un chemin γ, il faut traver-

ser les montagnes, c’est-à-dire d’abord monter, puis redescendre. Comme J est plus ou moins

régulière, elle doit atteindre un point critique quelque part entre les deux. L’intuition suggère

que si un tel point se situe sur un chemin qui traverse les montagnes à l’altitude la plus basse,

ce sera presque toujours un point Col. Ce mémoire comprend trois chapitre :

Le premier chapitre est préliminaires qui contient quelque outils de base dont on fréquemment

usagé par la suite. Nous avons devise le chapitre par des sections, le premier section contient
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quelques notions sur les opérateurs de Banach comme la continuité et la compacité, injection

continue et injection compact et les propriétés de semi-continuité de fonctionnelles. Nous avons

présenté dans la deuxième section an va présent la fonctions convexes. dans la section troisième

un rappel sur l’espace de Lebesgue et de Sobolev comme l’espace Lp et l’espace H1, lemme de

compacité. Ensuite, dans la section quatrième on donnons la théorie des points comme points

critique, suite minimisante et infimum. Dans la cinquième section an va présent la Théorème

de Lax-Milgram. Dans la sixième section on va présenté le lemme du Col de la montagne et la

condition de compacité de Palais-Smale, notée (PS) et le lemme du Col en dimension infinie.

Dans le septième section, nous expliquons ce que l’on entend par la méthode variationnelle ap-

pliquée à un problème aux limites et la relation de ses solutions à la fonctionnelle d’Euler, dans

le dernier section nous donnons un sens d’une équation différentielle impulsive.

Ensuite, dans le deuxième chapitre, nous discutons l’existence de solution pour un problème

aux limites de second ordre impulsif suivant :



−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)), x 6= xj, x ∈ [0, T ], T > 0,
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, ...,m,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0.

Enfin, dans le dernier chapitre on a étudié la multiplicité des solutions pour le même problème

que nous avons étudié dans le chapitre précédent.

Pour obtenir les résultats, nous avons utilisé les conditions et les hypothèses suivantes :

(H1) Il existe a, b, aj, bj > 0, γ, γj ∈ [0, 1), j = 1, 2, ...,m, tel que

|f(x, u)| ≤ a+ b|u|γ, |Ij(u)| ≤ aj + bj|u|γj ,

pour tout x ∈ [0, T ].

(H2) lim
u−→0

f(x,u)
u

= 0 uniformément pour tout x ∈ [0, T ], lim
u−→0

Ij(u)

u
= 0.

(H3) il existe des constantes µ > 2 et r ≥ 0 telles que pour chaque x ∈ [0, T ] et u ∈ R avec |u| ≥ r,

0 < µF (x, u) ≤ uf(x, u), 0 < µ

∫ u

0

Ij(s)ds ≤ uIj(u), j = 1, 2, ...,m,

où F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds.

(H4) f(x, u) et Ij, j = 1, 2, . . . ,m, sont impaires par rapport à u.
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CHAPITRE 1

QUELQUES OUTILS DE BASE

Dans ce chapitre, on donne quelques notions élémentaires qui sont nécessaire par la suite.

1.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

Soit X et Y, deux espaces de Banach normés.

Définition 1.1. (Opérateur linéaire borné)[19] Soit A un opérateur linéaire, tel que D(A) = X

et R(A) ⊂ Y . On dit que A est borné, s’il est borné sur la boule unité B̄(0, 1). C’est-à-dire, si

l’ensemble

{‖Ax‖, ‖x‖ ≤ 1}

est borné.

Conformément à cette définition, si A est borné, il existe une constante c > 0 telle que, pour x

avec ‖x‖ ≤ 1, on a l’inégalité

‖Ax‖ ≤ c.

Théorème 1.1. [19] A est borné, si est seulement si, il existe une constante c > 0, telle que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖,

pour tout x ∈ X .

Définition 1.2. (Espace dual)[17] L’ensemble des fonctionnelles linéaires continues définies sur

un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On l’appelle dual de l’espace X et on

note X ′ . On munit X ′ de la norme

‖f‖X′ = sup
x∈X,‖x‖≤1

| 〈f, x〉 |, ∀f ∈ X ′ .

X
′ muni de cette norme est un espace de Banach et on a l’inégalité

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖X′‖x‖X , ∀f ∈ X ′ , ∀x ∈ X.
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Définition 1.3. (Espace réflexif) Soit X un espace de Banach et soit i l’injection canonique de X

dans X ′′ . On dit que X est réflexif, si i(X) = X
′′
, où X ′′ est le bidual de X.

Définition 1.4. (Espace séparable) Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est séparable

si X admet une partie dénombrable et dense.

Définition 1.5 (Opérateur coercitif). Un opérateur T : E → E ′ est dit coercitif si

lim
‖u‖→∞

〈T (x), x〉
‖x‖ =∞.

Définition 1.6. On dit que M est borné et faible séquentiellement fermé, c’est-à-dire, pour tout

suite (un) dans M telle que, un ⇀ u quand n→∞, nous avons toujours u ∈M .

Définition 1.7. (fonctions absolument continues) Soit I un intarvalle borné. On dite qu’une

fonction u est absolument continue (AC(I)) si

∀ε > 0,∃δ > 0 tel que pour suite finie d’intervalles disjoints
(

]ai, bi[
)
i=0,1,...m

de I on a

m∑

i=0

|bi − ai| < δ =⇒
m∑

i=0

|u(bi)− u(ai)| < ε.

Théorème 1.2. [8] On dit que X un espace de Banach est réflexif, si et seulement si sa boule fermée est

faiblement compacte.

Lemme 1.1. [8] SiX est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée (xn) ⊂ X avec ‖xn‖ ≤M

contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x ∈ X vérifiant ‖x‖ ≤M.

1.1.1 Continuité et compacité des opérateurs

On va considérer des opérateurs T de X dans Y et on va donner une définition concernant

les propriétés de la continuité de T.

La notion plus simple est la suivante

Définition 1.8. L’opérateur T : X → Y est dit continu en X, si pour tout suite (xn) ⊂ X qui

converge vers x, T (xn) converge vers T (x).

T est dit continu sur Ω ⊂ X si T est continu en tout point x ∈ Ω.

Définition 1.9. Un opérateur T : X → Y est dit compact s’il est continu et a la propriété. Pour

suite (xn) bornée dans X, la suite (T (xn)) admet une sous suite convergente.
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Définition 1.10. Soit (X, ‖.‖1) et (Y, ‖.‖2) deux espaces de Banach. Un opérateur T : X → Y est

dit complètement continu s’il est continu et l’image de tout ensemble borné de X est relative-

ment compact dans Y.

1.1.2 L’injection continu et compact

L’injection définissent les relations qui existent entre différents espaces fonctionnels. Ils sont

très importants dans l’analyse moderne et les problèmes aux limites.

Définition 1.11. Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit que X est injecté dans Y et on

écrit X ↪→ Y, si pour tout x ∈ X on a x ∈ Y et ‖x‖Y ≤ c‖x‖X , où la constante c ne dépend pas

de x ∈ X. On définit l’opérateur d’injection i : X → Y, qui nous permet de considérer le même

élément x ∈ X comme un élément de Y.

X ↪→ Y est équivalent à dire que l’opérateur d’injection i : X → Y est un opérateur linéaire

continu.

Si ‖x‖Y ≤ c‖x‖X , pour tout x ∈ X alors ‖i(x)‖Y ≤ c si ‖x‖X ≤ 1.

Définition 1.12. Si X ↪→ Y et l’opérateur d’injection i : X → Y est un opérateur compact,

alors on dit que X est injecté de manière compacte dans Y , et on écrit X ↪→↪→ Y. La compacité

de l’opérateur i : X → Y est équivalent à dire que tout sous-ensemble borné de X est un

sous-ensemble compact de Y.

1.1.3 Semi-continuité

Définition 1.13. (Semi continuité fort)

1. On dit qu’une fonctionnelle f : X → R est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point

x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0, si pour toute suite

(xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).
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Exemple 1.1. 1. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =

{
−1 si x ≤ 0
1 si x > 0.

Alors f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-continue

supérieurement.

2. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =

{
−1 si x < 0
1 si x ≥ 0.

Alors f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-continue

inférieurement.

Définition 1.14. (Semi continuité faible)

1. Une fonctionnelle f : X → R est dite faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i.)

au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point x0, si pour

suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Exemple 1.2. Soit la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H comme suit

J : u→ ‖u‖2,

alors J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (un), telle que un ⇀ u, on

montre que

‖u‖2 ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖2.

On a

‖un − u‖2 = (un − u, un − u)

= ‖un‖2 − 2(un, u) + ‖u‖2 ≥ 0,

6



et comme H ′ = H et un ⇀ u, donc

∀u ∈ H : (un, u)→ (u, u) = ‖u‖2.

Alors

‖un‖2 ≥ ‖u‖2, ∀n ∈ N,

il résulte que

‖u‖2 ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖2.

Remarque 1.1.

1. Il est facile de voir que si f est continue en x0, alors f est (s.c.s.) et (s.c.i) et inversement.

2. Si f est faiblement continue en x0, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

Proposition 1.1. [8] Soit (xn) une suite de X. On a

1. Si xn −→ x, alors xn ⇀ x.

2. Si xn ⇀ x, alors (xn) est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Proposition 1.2. [8] Soit X est un espace de dimension finie, une suite (xn) converge faiblement, si et

seulement si, elle converge fortement.

Définition 1.15. (La dérivée au sens de Fréchet) Soit u ∈ U et F : U → Y. On dit que F est

différentiable au point u s’il existe une application linéaire continue A ∈ L(X, Y ), telle que si on

considère

R(h) = F (u+ h)− F (u)− A.h, pour h ∈ X, petit.

Alors
R(h)

‖h‖ → 0 lorsque ‖h‖ → 0,

c’est-à-dire

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que si ‖h‖X ≤ δ, alors ‖R(h)‖Y ≤ ε‖h‖X .

Si une telle application A ∈ L(X, Y ) existe, elle est forcément unique. On note par

A = dF (u).

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F en u, ou encore application linéaire

tangente à F en u. En l’absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans la

suite différentiable au sens de Fréchet.
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Proposition 1.3. [15]

i) Soit F et G deux applications de U vers Y . Si F et G sont différentiables en u ∈ U. Alors ∀λ, µ
réels λF + µG est différentiable en u, et

d(λF + µG)(u) = λdF (u) + µdG(u).

ii) Soit X, Y et Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, et V un ouvert de Y . Soit F : U → Y

etG : V → Z, tels que F (U) ⊂ V. Si F est différentiable en u etG est différentiable en v = F (u),

alors G ◦ F est différentiable en u et

d(G ◦ F )(u) = dG(v) ◦ dF (u), v = F (u),

c’est-à-dire

d(G ◦ F )(u)h = dG(v)[dF (u)h].

La différentielle de G ◦ F est donc la composition des applications linéaires continues dF (u) et

dG(v), pour v = F (u).

Définition 1.16. (Dérivée directionnelle) Soit F : U → Y, u ∈ U. Soit v ∈ X, v 6= 0. On appelle

dérivée directionnelle en u de F dans la direction v, notée ∂vF (u), la limite lorsqu’elle existe.

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
.

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle. Si

F est Fréchet différentiable, alors pour v ∈ X la dérivée directionnelle dans la direction v est

donnée par

∂vF (u) = dF (u)v.

En effet,

F (u+ tv) = F (u) + dF (u)(tv) +R(tv).

Donc
F (u+ tv)− F (u)

t
= dF (u)(v) +

R(tv)

t
,

R(tv)

t
→ 0, lorsque t→ 0.
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Définition 1.17. (Différentiabilité au sens de Gâteaux) On dit que F : U → Y est Gâteaux

différentiable en u (G-différentiable en u), s’il existe une application linéaire continue A de X

vers Y, c’est-à-dire A ∈ L(X, Y ), telle que pour v ∈ X, la dérivée directionnelle de F en u dans

la direction v existe et est égale à A(v), c’est-à-dire

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
= A(v), t→ 0, ∀v ∈ X.

On vérifie alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note

A = dGF (u).

Proposition 1.4. [15] Si F est Fréchet différentiable en u, elle est Gâteaux différentiable en u et

∂GF (u) = dF (u).

La réciproque est fausse en général, même en dimension finie.

Exemple 1.3. Soit F : R2 → R,

F (x, y) =

{ xy
x2+y2

, si y 6= 0,

0, si y = 0,

est G-différentiable à (0, 0), mais pas différentiable au sens de Frechet à (0, 0).

Remarque 1.2. La G-différentiabilité n’implique pas la continuité de F.

Théorème 1.3. [15] Soit F : U → Y une application G-différentiable (U ouvert de X). On suppose que

l’application v 7→ dGF (v) est continue sur U. Alors F est Fréchet différentiable sur U et

dF (v) = dGF (v), ∀v ∈ U.

Démonstration - Soit r ∈ (0, 1] tel que Br(u) ⊂ U . Puisque dGF : U → X
′ est continue à u,

pour chaque ε > 0 il existe δ ∈ (0, 1] tel que

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖ < ε pour ‖v‖ < δ, |t| < 1. (1.1)

D’autre par, pour chaque v ∈ Br(0) la fonction

t ∈ [0, 1] 7→ (dGF (u+ tv), v),

9



est la dérivée de la fonction

g(x) = F (u+ tv) t ∈ [0, 1].

Par conséquent
1∫

0

(dGF (u+ tv), v)dt = g(1)− g(0) = F (u+ v)− F (u).

Donc

F (u+ v)− F (u)− (dGF (u), v) =

1∫

0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt. (1.2)

Soit

R(u, v) =

1∫

0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt.

D’après (1.1), pour v ∈ Bδ(0), nous avons que

‖R(u, v)‖ ≤
1∫

0

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖‖v‖dt

≤ ε‖v‖.

Pour cette raisonR(u, v) = o(‖v‖) quand ‖v‖ → 0. Ensuite, (1.2) montre que dGF (u) est le dérivé

de Fréchet de F à u.

Remarque 1.3. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de Gâteaux.

Si on veut prouver que F est C1, il suffit donc de prouver qu’elle est Gâteaux différentiable,

puis de vérifier que la différentiable dGF est continue.

1.2 Fonctionnelles convexes

Définition 1.18. Soit E un espace de Banach, une fonctionnelle J : E −→ R est dit convexe si :

∀u, v ∈ E, ∀x ∈]0, T [: J(xu+ (1− x)v) 6 xJ(u) + (1− x)J(v),

et on la dit strictement convexe si :

∀u, v ∈ E, ∀x ∈]0, T [: J(xu+ (1− x)v) < xJ(u) + (1− x)J(v).

Théorème 1.4. Soit J : E −→ R une fonctionnelle continu convexe sur E. Alors J est f.s.c.i, c-à-d :

∀(un) ⊂ E : un −→ u dans E =⇒ J(u) 6 lim inf
n−→+∞

J(un)
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1.3 Espace Lp et H1

Dans la suite, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx.

1.3.1 Espace Lp

Définition 1.19. Soit p ∈ N avec 1 ≤ p <∞, on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et
∫

Ω

|f(x)|pdx < +∞}.

est sa norme définie par

‖f‖Lp =

(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Définition 1.20. On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et ∃C > 0 : |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

On note

‖f‖L∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C, p.p sur Ω}.

Théorème 1.5. (La convergence dominée de Lebesgue)[8] Soit (fn) une suite de fonctions de L1(Ω).

On suppose que

(a) (fn(x))→ f(x) p.p. Sur Ω.

(b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω), telle que pour chaque n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. Sur Ω.

Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, n→∞.

Théorème 1.6. [8] L’espace Lp est réflexif pour 1 < p <∞, et son dual est Lq tel que 1
p

+ 1
q

= 1.

1.3.2 Espace H1

Définition 1.21. L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par

H1(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω) :

∂v

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, ..., N

}

où
∂v

∂xi
est la dérivée au sens distribution de v.

L’espace H1(Ω) est équipé du produit scalaire

〈u, v〉 =

∫

Ω

(
uv + ΣN

i

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
dx.
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et la norme correspondante

‖v‖H1(Ω) =
[ ∫

Ω

(
v2 + ΣN

i

( ∂v
∂xi

)2)
dx
] 1

2
.

Remarque 1.4. Par définition de la dérivée distributionnelle, les conditions suivantes sont équi-

valentes :

1. v ∈ H1(Ω)

2. v ∈ L2(Ω) il existe g1, g2, ..., gN ∈ L2(Ω) telle que

∀ϕ ∈ D(Ω) :

∫

Ω

v
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

Ω

giϕdx = Σ

∫
giϕdx.

Alors, par définition,
∂v

∂xi
= gi au sens de la distribution.

Définition 1.22. On désigne par H1
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans H1(Ω). Notons ici que la

fermeture de D(Ω) est H1
0 (Ω) (avec en général H1

0 (Ω) 6= H1(Ω)).

Alors que la fermeture de D(Ω̄) est H1(Ω).

Proposition 1.5. Soit u ∈ H1(Ω). La fonction u appartient à H1
0 (Ω) si et seulement si u = 0 sur ∂Ω.

En particulier, si Ω =]0; 1[, et u ∈ H1
0 (Ω), Alors u(0) = u(1) = 0. Par ailleurs,

H1
0 (Ω) = H1(Ω).

Théorème 1.7. (Théorème de Rellich)[8] Si Ω est un ouvert borné régulier de classe C1, alors de toute

suite bornée de H1(Ω) on peut extraire une sous-suite convergente dans L2(Ω) on dit que l’injection

canonique de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte.

Théorème 1.8. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[8] Soit f et g ∈ L2(Ω). Alors, nous avons que
∫

Ω

|fg| ≤
(∫

Ω

|f |2
) 1

2
(∫

Ω

|g|2
) 1

2
.

Théorème 1.9. (Inégalité de Hölder)[8] Soit 1 ≤ p ≤ +∞, on note q l’exposant conjugué, 1
p

+ 1
q

= 1.

Suppose que f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Alors

(i) fg ∈ L1(Ω) et

(ii)
∫
Ω

|fg| ≤
( ∫

Ω

|f |p
) 1
p
( ∫

Ω

|g|q
) 1
q

= ‖f‖p‖g‖q.
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Proposition 1.6. (Inégalité de Poincaré)[16] On suppose que le domaine Ω est borné. Alors il existe

une constance C ( dépendante de |Ω|) telle que

‖u‖W 1,p ≤ C‖u′‖Lp , ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Dans les sections suivantes, nous présenterons la théorie des points critiques et on va défi-

nies les points, valeures critiques et la suite minimisante. Puis, on vas donner le Lemme du Col

et point selle. Nous introduirons également une condition de compacité connue sous le nom de

condition Palais-Smale (PS). La condition (PS) sont nécessaire pour montrer les résultats qui

sont utilisant le Lemme du Col (de dimension infinie) d’Ambrosetti et de Rabinowitz (voir [15]

et [11]).

1.4 Théorie des points critiques

Définition 1.23. (Points critiques) Soit J une fonctionnelle différentiable deX vers R. Un point

u ∈ X est dit critique pour J si et seulement si

dJ(u) = 0.

Définition 1.24. (Valeures critiques) On appelle valeur critique, de la fonctionnelle J , de classe

C1 définie sur X , un nombre c ∈ R, tel qu’il existe u ∈ X , tel que

J(u) = c, dJ(u) = 0.

Proposition 1.7. [15] Soit X un espace de Banach, et J une application de X vers R, soit u ∈ X. On

suppose que

J(u) = inf
v∈X

J(v),

c’est-à-dire

J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ X.

Alors, si J est Gâteaux-différentiable en u, on a

dGJ(u) = 0.

Démonstration - Sous l’hypothèse de ce proposition, supposons sans perte de généralité que

u0 est un point minimum (sinon considérons la fonction −J au lieu de J).
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Comme u0 ∈ U et U est ouvert, il existe un nombre réel positif r tel que la boule ouverte Br(u0)

est contenu dans U.

Maintenant, soit h ∈ X \ {0}. Alors, pour chaque t tel que

|t| ≤ r

‖h‖ , on a, J(u0 + th) ≥ J(u0),

et ainsi par le Gâteaux différentiabilité de J à u0, nous avons

dGJ(u0)(h) = lim
t→0+

1

t
[J(u0 + th)− J(u0)] ≥ 0.

Il s’ensuit également que dGJ(u0)(−h) ≥ 0, i.e., dGJ(u0)(h) ≤ 0, par linéarité de dGJ(u0).

Par conséquent, on trouve dGJ(u0)(h) = 0, pour h ∈ X. Ainsi dGJ(u0) = 0.

Définition 1.25. Soit u0 ∈ X. On dit que u0 est un minimum local pour J si il existe δ > 0 tel

que

J(u0) ≤ J(v), ∀v ∈ B(u0, δ), v 6= u0.

Proposition 1.8. [15] Soit u0 ∈ X, un minimum local de J. Alors si J est Gâteaux différentiable en u0,

alors

dGJ(u0) = 0.

Pour les fonctionnelles convexes (ou espaces convexes), un résultat classique est donné par

le théorème suivant

Théorème 1.10. [17] Soit C un ensemble convexe fermé de X , Banach réflexif.

Soit J : C → R ∪ {+∞}. On suppose

i) J coercive et J 6= +∞, c’est-à-dire

lim
‖u‖→+∞

J(u) = +∞.

ii) J (s.c.i) pour la convergence faible. Alors il existe u ∈ C, tel que

J(u) = inf
v∈C

J(v) (< +∞).

Si de plus J est Gâteaux-différentiable en u, alors dGJ(u) = 0.
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1.4.1 Suite minimisante et infimum

Définition 1.26. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X −→
]−∞,+∞] est une suite (xn) telle que

lim
n−→+∞

J(xn) = inf
x∈X

J(x)

Théorème 1.11. [15] Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X , telle que

1. J est (f.s.c.i),

2. la suite minimisante de J est bornée sur X,

alors J atteint son infimum sur X .

1.5 Théorème de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert, muni du produit scalaire 〈., .〉, de norme associée notée ‖.‖.

Définition 1.27. 1. Soit a une forme bilinéaire définie sur H ×H vérifiant les conditions,

(i) Continue, s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ H.

(ii) Coercive, s’il existe une constante α > 0 telle que

a(u, u) ≥ α‖u‖2, ∀u ∈ H.

2. L est une forme linéaire définie sur H de plus,

(i) L est continue, l existe une constante C > 0 telle que,

|L(v)| ≤ C‖v‖, v ∈ H.

Théorème 1.12. [1] Soit a : H × H −→ R une forme bilinéaire, continue et coercive et L une forme

linéaire continue sur H Alors, il existe un unique élément u de H solution du problème

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, u est l’unique solution du problème de minimisation suivant,

J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ H,

où J est défnie sur H par

J(v) =
1

2
a(v, v)− L(v).
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1.6 Lemme du Col

1.6.1 Suite et condition de Palais-Smale

Définition 1.28. [20] Soit E un espace Banach et J : E → R une fonctionnelle de classe C1. On

dit que J satisfait la condition de Palais-Smale, notée (PS), s’il y a une suite (un) dans E telle

que

(J(un)) bornée, et J ′(un)→ 0,quand n→ +∞ (1.3)

admet une sous-suite convergente.

Toute suite satisfaisante (1.3) est appelée suite de Palais-Smale.

Définition 1.29. On dit que M est borné et faible fermé séquentiellement, c’est-à-dire, pour

toute suite (un) dans M telle que, un ⇀ u quand n→∞, nous avons toujours u ∈M .

1.6.2 Lemme du Col en dimension infinie

Théorème 1.13. (Lemme du Col)[15], [11],

Soit E un espace de Banach réel et J ∈ C1(E,R) satisfait (PS)c la condition de Palais-Smale au niveau

c, avec J(0) = 0. Supposons que

(a) Il existe ρ > 0 et α > 0 tels que J(u) ≥ α pour u ∈ E avec ‖u‖ = ρ ;

(b) Il existe e ∈ E, ‖e‖E > ρ tel que J(e) < 0.

Alors J admet une valeur critique c ≥ α. De plus, c peut être caractérisée par

On définit

Γ = {γ ∈ C1([0, 1], E) | γ(0) = 0, γ(1) = e}. (1.4)

Alors

c = inf
γ∈Γ

max
0≤x≤1

J(γ(x)) ≥ α, (1.5)

est une valeur critique de J(u).

Remarque 1.5. Géométriquement, lorsque E = R2 les hypothèses (a) et (b) signifient que l’ori-

gine se situe dans une vallée entourée d’une montagne

Γγ = {(x, γ(x)) ∈ R3 : x ∈ R2}.

Il doit donc exister un Col de montagne joignant (0, 0) et (1, γ(1)) qui contient une valeur cri-

tique (voir figure en-dessous).
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FIGURE 1.1 – Col de la montagne entre "villages" e0 et e1, qui illustration les conditions géomé-
triques (a) et (b) de Lemme 1.13.

Remarque 1.6. Notez que la condition (PS) est essentielle dans le théorème 1.13.

1.7 Méthode variationnelle

Soit (Eq) une équation différentielle (ordinaire ou aux dérivées partielles), on veut l’étu-

dier par une méthode variationnelle. Les solutions sont alors cherchées comme points critiques

d’une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach X bien précis telle que :

i) J est au moins Gateaux-différentiable.

ii) L’équation d’Euler correspondante : dGJ(u) = 0 est équivalente à (Eq).

Dans le cas où J est minorée (respectivement majorée), il est raisonnable d’essayer de montrer

que le minimum (respectivement le maximum) est atteint.

1.8 Équation différentielle impulsive

Une équation différentielle impulsive est une équation différentielle qui contient des im-

pulsions ou des sauts dans la fonction dérivée. Plus précisément, une équation différentielle

impulsive peut être écrite sous la forme :

u′′(x) = f(x, u(x)), x ∈ [0, T ],

avec des conditions initiales u(0) = u0, et des conditions d’impulsion de la forme :

u(x+)− u(x−) = I(x, u(x)), x ∈ [0, T ],
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où u(x+) et u(x−) représentent les limites droite et gauche de la fonction u à l’instant x, et

I(x, u(x)) est une fonction donnée. Cette condition signifie que la fonction u subit un saut à

l’instant x, et le saut est déterminé par la fonction I .
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CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTION D’UN PROBLÈME
AUX LIMITES DE SECOND ORDRE IMPULSIF

PAR LA MÉTHODE VARIATIONNELLE

Dans ce chapitre, nous discutons l’existence de solution pour une équation de second ordre

impulsive. Pour obtenir nos résultats, nous utilisons la méthode variationnelle. En particulier,

nous utilisons un théorème de minimisation et le technique de coercivité. Nous avons utilisé

comme exemple l’article [21] qui a été publié par les auteurs Zhiguo Luo, Jingli Xie and Guo-

ping Chen en 2014.

2.1 Introduction

Nous étudions le problème impulsif suivant :



−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)), x 6= xj, x ∈ [0, T ], T > 0,
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, ...,m,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

(2.1)

où f ∈ C(J × R,R), g ∈ L∞[0, T ], g(x) > 0, Ij ∈ C(R,R), 0 = x0 < x1 < x2 < ... < xm < xm+1 =

T, α, β sont des constantes avec α ≥ 0, β > 0, et l’opérateur ∆ est défini comme,

∆u′(xj) = u′(x+
j )− u′(x−j ) = lim

x→x+i
u′(x)− lim

x→x−i
u′(x).

2.2 Structure variationnelle

2.2.1 Les espaces convalable

Nous présentons maintenant l’espace de Hilbert H1(0, T ) qui convient à l’étude de notre

problème. Soit l’espace de Hilbert H1 telle que

H1([0, T ]) =
{
u ∈ L2([0, T ]) : u′ ∈ L2([0, T ])

}
,
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et soit l’espace H2([0, T ]) qui définie comme

H2([0, T ]) =
{
u ∈ L2([0, T ]) : u′, u′′ ∈ L2([0, T ])

}
,

on prendre H = {u ∈ H1([0, T ]) : u(0) = 0}. Alors H est un espace de Hilbert, et muni par le

produit scalaire,

(u, v) =

∫ T

0

u′(x)v′(x) dx+

∫ T

0

g(x)u(x)v(x) dx,

et la norme associée

‖u‖ =

(∫ T

0

(u′(x))2 dx+

∫ T

0

g(x)u2(x) dx

) 1
2

.

Soit l’espace des fonctions définies et continue sur [0, T ], i.e,

C[0, T ] = {u : [0, T ]→ R, telle que u continue },

muni par sa norme usuelle

‖u‖∞ = sup
x∈[0,T ]

|u(x)|.

2.2.2 La fonctionnelle d’Euler-Lagrange

Nous définissons maintenant la fonction d’Euler-Lagrange associée au problème (2.1).

Alors J définie sur H([0, T ]), par

J(u) =
1

2

∫ T

0

[
(u′(x))2 + g(x)u2

]
dx−

∫ T

0

F (x, u) dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(u)dx+
α

2β
u2(T ), (2.2)

telle que F (x, u) =
u∫
0

f(x, s)ds.

Remarque 2.1. On montre que, pour tous u, v ∈ H et pour tout x ∈ [0, T ] :

−
∫ T

0

u′′(x)v(x) dx =

∫ T

0

u′(x)v′(x) dx−
m∑

j=1

Ij

(
u(xj)

)
v(xj) +

α

β
u(T )v(T ),

pour tout u, v ∈ H(0, T ). Donc, on a :

−
∫ T

0

u′′(x)v(x) dx = −
∫ x−1

0

u′′(x)v(x) dx−
∫ x−2

x+1

u′′(x)v(x) dx−...−
∫ x−m

x+m−1

u′′(x)v(x) dx−
∫ T

x+m

u′′(x)v(x) dx.

En utilisant de l’intégration par parties, nous avons que :

−
∫ x−1

0

u′′(x)v(x) dx = −
[
u′(x)v(x)

]x−1
0

+

∫ x−1

0

u′(x)v′(x) dx

= −u′(x−1 )v(x−1 ) + u′(0)v(0) +

∫ x−1

0

u′(x)v′(x) dx,
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en utilisant les conditions aux limites dans (2.1), on trouve

−
∫ x−1

0

u′′(x)v(x) dx = −u′(x−1 )v(x−1 ) +

∫ x−1

0

u′(x)v′(x) dx,

aussi :

−
∫ x−2

x+1

u′′(x)v(x) dx = −
[
u′(x)v(x)

]x−2
x+1

+

∫ x−2

x+1

u′(x)v′(x) dx

= −u′(x−2 )v(x−2 ) + u′(x+
1 )v(x+

1 ) +

∫ x−2

x+1

u′(x)v′(x) dx.

Ainsi de suite,

−
∫ x−m

x+m−1

u′′(x)v(x) dx = −
[
u′(x)v(x)

]x−m
x+m−1

+

∫ x−m

x+m−1

u′(x)v′(x) dx

= −u′(x−m)v(x−m) + u′(x+
m−1)v(x+

m−1) +

∫ x−m

x+m−1

u′(x)v′(x) dx,

et

−
∫ T

x+m

u′′(x)v(x) dx = −
[
u′(x)v(x)

]T
x+m

+

∫ T

x+m

u′(x)v′(x) dx

= −u′(T )v(T ) + u′(x+
m)v(x+

m) +

∫ T

x+m

u′(x)v′(x) dx.

Et comme,

∆u′(x1)v(x1) =
(
u′(x+

1 )− u′(x−1 )
)
v(x1)...∆u′(xm)v(xm) =

(
u′(x+

m)− u′(x−m)
)
v(xm).

Donc par définition de impulsives et les conditions aux limites dans (2.1), on a

∆u′(x1)v(x1) + ∆u′(x2)v(x2) + ...+ ∆u′(xm)v(xm) =
m∑

j=1

∆u′(xj)v(xj)

= −
m∑

j=1

Ij

(
u(xj)

)
v(xj),

et comme, on a

αu(T ) + βu′(T ) = 0 =⇒ u′(T ) = −α
β
u(T ).

Alors, par substitution on a :
∫ x−1

0

u′(x)v′(x) dx+

∫ x−2

x+1

u′(x)v′(x) dx+

∫ x−m

x+m−1

u′(x)v′(x) dx+

∫ T

x+m

u′(x)v′(x) dx =

∫ T

0

u′(x)v′(x) dx,

donc, en résulte que

−
∫ T

0

u′′(x)v(x) dx =

∫ T

0

u′(x)v′(x) dx−
m∑

j=1

Ij

(
u(xj)

)
v(xj) +

α

β
u(T )v(T ).
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Proposition 2.1. [21] La fonctionnelle J est continuement différentiable et la dérivée de Fréchet de J

s’écrit sous la forme

〈J ′(u), v〉 =

∫ T

0

[u′(x)v′(x) + g(x)u(x)v(x)] dx−
∫ T

0

f(x, u(x))v(x)dx−
m∑

j=1

Ij

(
u(xj)

)
v(xj)+

α

β
u(T )v(T ),

(2.3)

pour tout v ∈ H1([0, T ]).

Démonstration - Étape 1 : Montrons que J est Gâteaux-différentiable. Pour tout v ∈ H1([0, T ])

et 0 < x < T , on a

J(u+ tv)− J(u) =
1

2

∫ T

0

[(
(u+ tv)′

)2

+ g(u+ tv)2
]
dx−

∫ T

0

F (u+ tv)dx−
m∑

j=1

∫ u+tv

0

Ij(x)dx

+
α

2β
(u+ tv)2 − 1

2

∫ T

0

[
(u)2 + g(u)2

]
dx+

∫ T

0

F (u) dx+
m∑

j=1

∫ u

0

Ij(x) dx

− α

2β
(u)2

=
1

2

∫ T

0

(u′)2 dx+
1

2
t2
∫ T

0

(v′)2 dx+ t

∫ T

0

u′v′ dx+
1

2

∫ T

0

gu2 dx+
1

2
t2
∫ T

0

gv2 dx

+t

∫ T

0

guv dx−
∫ T

0

F (u+ tv)dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(u+ tv)dx+
α

2β
u2 +

α

2β
t2v2

+
αt

β
uv − 1

2

∫ T

0

(u′)2 dx− 1

2

∫ T

0

gu2 dx+

∫ T

0

F (u)dx+
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(u)dx

− α

2β
u2

=
1

2
t2
∫ T

0

(v′)2 dx+ t

∫ T

0

u′v′ dx+
1

2
t2
∫ T

0

gv2 dx+ t

∫ T

0

guv dx+
α

2β
t2v2 +

αt

β
uv

−
∫ T

0

[
F (u+ tv)− F (u)

]
dx−

m∑

j=1

[ ∫ u+tv

0

Ij(x) dx−
∫ u

0

Ij(x) dx
]
,

en utilisant la formule des accroissements finis, on a

F (u+ tv)− F (u) = t

∫ T

0

f(u+ tθv)v dx,

et ∫ u+tv

0

Ij(x) dx−
∫ u

0

Ij(x) dx = tv(xj)Ij

(
u(xj) + θv(xj)

)
,

òu 0 < θ < T et puis

J(u+ tv)− J(u)

t
=

1

2
t

∫ T

0

(v′)2 dx+

∫ T

0

u′v′ dx+
1

2
t

∫ T

0

gv2 dx+

∫ T

0

guv dx+
α

2β
tv2 +

α

β
uv

−
∫ T

0

f(u+ tθv)vdx−
m∑

j=1

v(xj)Ij

(
u(xj) + θv(xj)

)
,
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soit t −→ 0, alors

〈J ′(u), v〉 =

∫ T

0

[
u′v′ + guv

]
dx−

∫ T

0

f(x, u)v dx−
m∑

j=1

Ij(u)v dx+
α

β
uv.

Étape 2 : J ′ est continue. En effet, soit un une suite dans H tel que un −→ u, alors

〈J ′(un)− J ′(u), v〉 =

∫ T

0

[
(u′n − u′)v′ + g(un − u)v

]
dx−

∫ T

0

(
fε(un)− f(u)

)
v −

m∑

j=1

Ij(un − u)v dx

+
α

β
(un − u)v dx,

à partir du théorème de convergence dominé de Lebesgue 1.5, nous obtenons

lim
n→+∞

∫ T

0

f(un)v dx =

∫ T

0

f(u)v dx.

lim
n→+∞

∫ T

0

u′nv
′ dx =

∫ T

0

u′v′ dx.

lim
n→+∞

∫ T

0

gunv dx =

∫ T

0

guv dx.

Et d’aprés la continuité de f, on passant à la limite dans 〈J ′(un)− J ′(u), v〉 quand n→ +∞ nous

obtenons que J ′(un) → J(u) dans H−1(0, T ). Donc J ′ est continue. Finalement, J est Gâteaux-

différentiable et continue. Alors J est continument différentiable.

Définition 2.1. On dit que u ∈ H1(0, T ) est une solution faible du problème (2.1), si pour tout

v ∈ H1(0, T ), on a

〈J ′(u), v〉 =

∫ T

0

u′(x)v′(x) dx+

∫ T

0

g(x)u(x)v(x) dx−
m∑

j=1

Ij

(
u(xj)

)
v(xj) +

α

β
u(T )v(T )

=

∫ T

0

f(x, u(x))v(x)dx.

2.2.3 Point critique et solution classique

Lemme 2.1. [21] Si la fonction u ∈ H est un point critique de la fonction J , alors u est une solution

classique du système (2.1).
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Démonstration - En utilisant l’équation (2.3), on a

∫ T

0

[u′(x)v′(x) + g(x)u(x)v(x)] dx−
∫ T

0

f(x, u(x))v(x) dx−
m∑

j=1

Ij

(
u(xj)

)
v(xj) +

α

β
u(T )v(T )

=−
m∑

j=1

(
∆u′(xj) + Ij(u(xj))

)
v(xj) +

∫ T

0

(
− u′′(x) + g(x)u(x)

)
v(x) dx−

∫ T

0

f(x, u(x))v(x) dx

+
(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)
v(T ),

(2.4)

tel que
∫ T

0

u′(x)v′(x) dx =
[
u′(x)v(x)

]T
0
−
∫ T

0

u′′(x)v(x) dx

= u′(T )v(T )−
∫ T

0

u′′(x)v(x) dx.

Combiner (2.3) et (2.4), on a

−
m∑

j=1

(
∆u′(xj) + Ij(u(xj))

)
v(xj) +

∫ T

0

(
− u′′(x) + g(x)u(x)

)
v(x) dx−

∫ T

0

f(x, u(x))v(x) dx

+
(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)
v(T ) = 0, ∀v ∈ H.

(2.5)

Pour tout j ∈ 1, 2, ...,m, nous choisissons v ∈ H avec v(x) = 0 pour tout

x ∈
[
0, xj

]⋃[
xj+1, T

]
, alors

∫ xj+1

xj

(−u′′(x) + g(x)u(x)− f(x, u(x))) v(x)dx = 0.

On a

−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)) ∀x ∈ (xj, xj+1),

alors u satisfait l’équation dans (2.1). Par conséquent, d’après (2.6), nous avons

−
m∑

j=1

(∆u′(xj) + Ij(u(xj)))v(xj) +

(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)
v(T ) = 0, ∀v ∈ H. (2.6)

Ensuite, nous prouvons que u satisfait la condition impulsive et les conditions aux limites dans

(2.1). Si la condition impulsive dans (2.1) ne pas satisfaite, alors il existe des j ∈ 1, 2, ...,m, tel

que

∆u′(xj) + Ij(u(xj)) 6= 0.
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On prendre v(x) =
∏m+1

i=0,i 6=j(x− xi), tel que

m+1∏

i=0,i 6=j
(x− xi) = (x− x1)(x− x2)...(x− xj)...(x− xm)(x− T ).

Alors,

−
m∑

j=1

(
∆u′(xj) + Ij(u(xj))

)
v(xj) +

(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)
v(T )

= −
m∑

j=1

(
∆u′(xj) + Ij(u(xj))

) m+1∏

i=0,i 6=j
(xj − xi) +

(
u′(T ) +

α

β
u(T )

) m+1∏

i=0,i 6=j
(xm+1 − xi),

en utilisant la définition la condition impulsive dans (2.1), on a,

−∆u′(x1)− Ij(u(x1)) = Ij(u(x1))− Ij(u(x1)), ∀i 6= j = 0,

et

−∆u′(x2)− Ij(u(x2)) = Ij(u(x2))− Ij(u(x2)), ∀i 6= j = 0.

Ainsi de suite,

−∆u′(xm)− Ij(u(xm)) = Ij(u(xm))− Ij(u(xm)), ∀i 6= j = 0.

Donc

−
m∑

j=1

(
∆u′(xj) + Ij(u(xj))

)
v(xj) +

(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)
v(T )

= −
(

∆u′(xj) + Ij(u(xj))
) m+1∏

i=0,i 6=j
(xj − xi) 6= 0.

C’est une contradiction. Donc u satisfait la condition impulsive dans (2.1) et (2.6) implique
(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)
v(T ) = 0, ∀v ∈ H.

Si, αu(T ) + βu′(T ) 6= 0, on prendre v(x) =
∏m+1

i=0,i 6=j(x− xi), on trouve,

(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)m+1∏

i=0

(xm+1 − xi)

=
(
u′(T ) +

α

β
u(T )

)
(xm+1 − x1)(xm+1 − x2)...(xm+1 − xm+1) 6= 0.

C’est une contradiction, donc u satisfait la condition aux limites. Donc, u est une solution clas-

sique du système (2.1).
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Lemme 2.2. [21] Si une fonction u ∈ H est un point critique d’une fonction J Fréchet différentiable,

alors u est une solution faible du système (2.1).

Remarque 2.2. Puisque le terme non linéaire f est continue, alors une solution classique de

problème (2.1) est une solution faible.

2.2.4 Quelques lemmes et théorèmes importantes

Théorème 2.1. (Théorèmes de minimisation)[14] Soient X un espace de Banach réflexif, et J une

fonctionnelle définie sur X , telle que

1. ‖x‖X −→ +∞, J(x) = +∞ ( coercivité uniforme).

2. J est faiblement semi-continue inférieurement,

alors J est bornée inférieurement sur X et atteint sa borne inférieure en un point x0. De plus, si J est

Gâteaux différentiable en x0, alors Grad J(x0) = 0.

Lemme 2.3. [21] L’espace H s’injecte de manière continue dans C[0, T ], et ‖u‖∞ = maxx∈[0,T ] |u(x)|,
telle que

‖u‖∞ ≤ T
1
2‖u‖, ∀u ∈ H.

Démonstration - Soit u ∈ H, on a

|u(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

0

u′(s)ds

∣∣∣∣

≤
∫ x

0

|u′(s)| ds ≤
∫ T

0

|u′(x)| dx,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz , nous avons

|u(x)| ≤
(∫ T

0

dx

)1/2(∫ T

0

|u′(x)|2 dx
)1/2

max
x∈[0,T ]

|u(x)| ≤
√
T‖u‖.

D’ou

‖u‖∞ ≤
√
T‖u‖.

Lemme 2.4. L’espace H s’injecte de manière continue dans L2[0, T ], telle que

‖u‖2 ≤ T‖u‖, ∀u ∈ H.
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Démonstration - Soit u ∈ H, d’aprés lemme 2.3, on a

|u(x)|2 ≤ T‖u‖2,

et on intégré sur [0, T ] ∫ T

0

|u(x)|2dx ≤ T‖u‖2

∫ T

0

dx

∫ T

0

|u(x)|2dx ≤ T 2‖u‖2

(∫ T

0

|u(x)|2dx
)1/2

≤
(
T 2‖u‖2

)1/2
,

d’ou

‖u‖2 ≤ T‖u‖.

Remarque 2.3. Soit (un)n une suite bornée de H1([0, T ]), alors il existe une sous-suite

(unk) on note aussi (un), telles que




un ⇀ u dans H1[0, T ],
un −→ u dans C[0, T ],
un(x) −→ u(x) pour tout x ∈ [0, T ].

Lemme 2.5. [21] La fonctionnelle J est continue, continuement différentiable, et faiblement semi-

continue inférieurement.

Démonstration - D’après la proposition 2.1, la fonctionnelle J est continue, continuement

différentiable, donc, il reste de démontrer que J est faiblement semi-continue inférieurement.

Pour montrer que J est faiblement semi-continue inférieurement, supposons que {un} une suite

converge faiblement vers u dans H, alors

‖u‖ ≤ lim
n→+∞

inf ‖un‖ ,

et d’après l’injection compact de l’espaceH = H1([0, T ]) dans C[0, T ], (voir remarque 2.3), alors,

la suite {un} converge uniformément vers u quand n→∞, dans C[0, T ], et on a, donc,

lim inf
n→∞

J (un) = lim inf
n→+∞

(
1

2
‖un‖2 −

∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2
n(T )

)

≥ 1

2
‖u‖2 −

∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2(T )

= J(u).

Donc J est faiblement semi-continue inférieurement.
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Lemme 2.6. Soient H un espace de Hilbert et a : H × H → R une forme bilinéaire bornée. Si a est

coercive, c’est-à-dire qu’il existe α > 0 tel que pour tout u ∈ H,

a(u, u) ≥ α‖u‖2,

alors pour tout σ ∈ H ′ (l’espace dual de H), il existe un unique u ∈ H tel que

a(u, v) = (σ, v),

pour tout v ∈ H.

Lemme 2.7. [13] Si J est une fonctionnelle faiblement semi-continue inférieurement sur un espace de

Banach réflexif X et possède une suite minimisant bornée, alors J possède un minimum sur X.

Remarque 2.4. L’existence d’une suite minimisant bornée sera notamment assurée lorsque la

fonctionnelle J est coercitive.

2.3 Existence d’une solution unique

Dans cette section, nous déduisons les conditions sous lesquelles le système (2.1) admet une

solution unique.

Théorème 2.2. [21] Supposons que dj(j = 1, 2, ...,m), sont des constantes fixes,

f(x, u) = σ(x) ∈ L2[0, T ] et Ij(x) = dj(j = 1, 2, ...,m). Alors, le système (2.1) admet une solution

unique u, et u minimise la fonctionnelle J.

Démonstration - On définit la forme bilinéaire

a : H ×H −→ R, a(u, v) =

∫ T

0

(
u′(x)v′(x) + g(x)u(x)v(x)

)
dx+

α

β
u(T )v(T ),

et l’opérateur linéaire

l : H −→ R, l(v) =

∫ T

0

σ(x)v(x)dx−
m∑

j=1

djv(xj).

1. La forme bilinéaire a est continue : Pour tout u, v ∈ H, on a

|a(u, v)| =
∣∣∣∣
∫ T

0

(
u′(x)v′(x) + g(x)u(x)v(x)

)
dx+

α

β
u(T )v(T )

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ T

0

u′(x)v′(x)dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
∫ T

0

g(x)u(x)v(x)dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
α

β
u(T )v(T )

∣∣∣∣ ,
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en utilisant par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|a(u, v)| ≤ ‖u′‖2‖v′‖2 + ‖g‖∞‖u‖2‖v‖2 +
|α|
|β|‖u‖2‖v‖2

≤ ‖u‖‖v‖+ ‖g‖∞‖u‖‖v‖+
|α|
|β|‖u‖‖v‖

≤ ‖u‖‖v‖
(

1 + ‖g‖∞ +
|α|
|β|
)

≤ C1‖u‖‖v‖,

où la constante C1 est donnée par

C1 = 1 + ‖g‖∞ +
|α|
|β| .

Alors la forme bilinéaire a est continue sur H ×H.

2. a est symétrique : Pour tout u, v ∈ H , on a

a(u, v) =

∫ T

0

(
u′(x)v′(x) + g(x)u(x)v(x)

)
dx+

α

β
u(T )v(T )

=

∫ T

0

(
v′(x)u′(x) + g(x)v(x)u(x)

)
dx+

α

β
v(T )u(T )

= a(v, u).

3. a est coercive : Soit u ∈ H, on a

a(u, u) =

∫ T

0

(
u′(x)2 + g(x)u(x)2

)
dx+

α

β
u2(T )

= ‖u‖2 + ‖g‖∞‖u‖2 +
α

β
‖u‖∞

≥ ‖u‖2,

alors

a(u, u) ≥ C2‖u‖2,

tel que C2 = 1.

4. l est borné : Soit v ∈ H , on a

|l(v)| =
∣∣∣∣∣

∫ T

0

σ(x)v(x)dx−
m∑

j=1

djv(xj)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫ T

0

σ(x)v(x)dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
m∑

j=1

djv(xj)

∣∣∣∣∣ ,
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en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour premier terme :

∣∣∣∣
∫ T

0

σ(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤
(∫ T

0

σ2(x)dx

)1/2(∫ T

0

v2(x)dx

)1/2

≤ ‖σ‖2‖v‖.

En remplaçant cette expression dans l’inégalité initiale, nous obtenons :

|l(v)| ≤ ‖σ‖2‖v‖+

∣∣∣∣∣
m∑

j=1

djv(xj)

∣∣∣∣∣

≤ ‖σ‖2‖v‖+
m∑

j=1

|dj||v(xj)|

≤ ‖σ‖2‖v‖+ sup
j∈[1,m]

|v(xj)|
m∑

j=1

|dj|.

On pose C3 = |σ‖2 +
∑m

j=1 |dj|, alors

|l(v)| ≤ C3‖v‖.

Alors, d’après lemme 2.6 et théorème 1.12, le système (2.1) admet une solution unique u, et u

minimise la fonctionnelle J.

Exemple 2.1. Considérons le problème aux limites suivant :



−u′′(x) + u(x) = 0, x 6= x1, x ∈ [0, 1],
−∆u′(x1) = 1, x1 = 1

2
,

u(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0.
(2.7)

Ici g(x) = 1, f(x, u) = 0, Ij(u) = 1, T = 1, j = 1, α = 1, β = 1. En appliquant le théorème 2.2, le

problème (2.7) admet une solution unique. Par des calculs simples, on obtient

u(x) = 1
2
e−

1
2 (ex − e−x), x ∈ [0, 1

2
], u(x) = 1

2
(e

1
2 − e−1

2 )e−x, x ∈ [1
2
, 1].

2.4 Existence d’un solution non triviale

Dans cette section, nous dérivons les conditions sous lesquelles le système (2.1) admet au

moins une solution non triviale. pour cela, nous introduisons l’hypothèse suivante :

(H1) Il existe a, b, aj, bj > 0, γ, γj ∈ [0, 1), j = 1, 2, ...,m, tel que

|f(x, u)| ≤ a+ b|u|γ, |Ij(u)| ≤ aj + bj|u|γj ,
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pour tout x ∈ [0, T ].

Théorème 2.3. [21] Supposons que (H1) est satisfaite, alors le système (2.1) admet au moins une solu-

tion u, et u minimise la fonctionnelle J.

Démonstration - D’aprés l’équation (2.2), on a

J(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2(T ),

en utilisant l’hypothèse (H1), nous avons

|F (t, u)| =
∫ u

0

|f(x, s)| ds

≤
∫ u

0

(a+ b|u|γ) ds

≤ a

∫ u

0

ds+
b

γ + 1
|u|γ+1

≤ a|u|+ b

γ + 1
|u|γ+1

∫ T

0

|F (x, u)| dx ≤
∫ T

0

(
a|u|+ b

γ + 1
|u|γ+1

)
dx

≤ T

(
a|u|+ b

γ + 1
|u|γ+1

)
,

et on a
∫ u(xj)

0

|Ij(u)| dx ≤
∫ u(xj)

0

(aj + bj|u|γj) dx

≤ aj

∫ u(xj)

0

dx+
bj

γj + 1
|u|γj+1

≤ aj|u|+
bj

γj + 1
|u|γj+1.

Alors

J(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − T

(
a|u|+ b

γ + 1
|u|γ+1

)
−

m∑

j=1

aj|u|+
bj

γj + 1
|u|γj+1

≥ 1

2
‖u‖2 − T

(
a‖u‖∞ +

b

γ + 1
‖u‖γ+1

∞

)
−

m∑

j=1

(
aj‖u‖∞ +

bj
γj + 1

‖u‖γ+1
∞

)
,

en utilisant lemme 2.3, on a

J(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − T

(
ajT

1
2‖u‖+

b

γ + 1
T
γ + 1

2
‖u‖γ+1

)
−

m∑

j=1

(
ajT

1
2‖u‖+

bj
γj + 1

T
γj+1

2 ‖u‖γj+1

)
, ∀u ∈ H.
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Cela implique que J est coercive. Soit {un} une suite converge faiblement vers u dans H , alors

{un} converge uniformément vers u dans C[0, T ].

Soit

J1(u) = −
∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2(T ),

J2(u) =
1

2

∫ T

0

[
u′(x))2 + g(x)u2(x)

]
dx,

alors J(u) = J1(u) + J2(u). donc J1 est faiblement continue séquentiellement. Clairement,

J2 est continue et convexe, ce qui implique que J2 est faiblement semi-continue inférieurement

séquentiellement. Donc, J est faiblement semi-continue inférieurement séquentiellement sur

H. Alors, d’après le lemme 2.7, la fonctionnelle J a un minimum qui est un point critique de J.

Ainsi, le système (2.1) admet au moins une solution.

Exemple 2.2. Considérons le problème aux limites suivant :



−u′′(x) + u(x) = 1 + u(x)

1
3 , x 6= x1, x ∈ [0, 1],

−∆u′(x1) = 1 + u(x)
1
5 , x1 = 1

2
,

u(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0.

(2.8)

Ici g(x) = 1, f(x, u) = 1 + u(x)
1
3 , Ij(u) = 1 + u(x)

1
5 , T = 1, j = 1, α = 1,

β = 1. Clairement, (H1) est satisfait. En appliquant le théorème 2.3, donc, le problème (2.8)

admet au moins une solution.
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CHAPITRE 3

EXISTENCE ET MULTIPLICITÉ DES
SOLUTIONS D’UN PROBLÈME AUX LIMITES

DE SECOND ORDRE IMPULSIF

Dans ce chapitre, nous discutons l’existence et la multiplicité des solutions pour la même

équation de second ordre impulsive (2.1) qui a été publié dans l’article [21].

3.1 Introduction

Soit le problème impulsif (2.1) suivant :



−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)), x 6= xj, x ∈ [0, T ], T > 0,
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, ...,m,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

(3.1)

où f ∈ C(J × R,R), g ∈ L∞[0, T ], g(x) > 0, Ij ∈ C(R,R), 0 = x0 < x1 < x2 < ... < xm < xm+1 =

T, α, β sont des constantes avec α ≥ 0, β > 0, et l’opérateur ∆ est défini comme,

∆u′(xj) = u′(x+
j )− u′(x−j ).

Au cours de ce chapitre, nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H1) Il existe a, b, aj, bj > 0, γ, γj ∈ [0, 1), j = 1, 2, ...,m, telle que

|f(x, u)| ≤ a+ b|u|γ, |Ij(u)| ≤ aj + bj|u|γj ,

pour tout x ∈ [0, T ].

(H2) lim
u−→0

f(x,u)
u

= 0 uniformément pour tout x ∈ [0, T ], lim
u−→0

Ij(u)

u
= 0.

(H3) Il existe des constantes µ > 2 et r ≥ 0 tel que pour tout x ∈ [0, T ] et u ∈ R avec |u| ≥ r,

0 < µF (t, u) ≤ uf(x, u), 0 < µ

∫ u

0

Ij(s)ds ≤ uIj(u), j = 1, 2, ...,m,
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où F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds.

(H4) f(x, u) et Ij, j = 1, 2, . . . ,m, sont impaires par rapport à u.

3.2 Quelques théorèmes et lemmes nécessaires

Théorème 3.1 (théorème de Mazur). [9] Si (uk) est une suite dans un espace normé X tel que

uk ⇀ u, il existe une suite de combinaisons convexes :

vk =
k∑

j=1

αkjuj,
k∑

j=1

αkj = 1, αkj ≥ 0 (k ∈ N∗),

tel que vk −→ u dans X .

Théorème 3.2. [9] Soit J : X →] −∞,+∞] une fonctionnelle convexe. Alors J est (f.s.c.i) si seule-

ment si elle est (s.c.i).

Démonstration - Supposons que ui ⇀ u et soit c > lim J (ui). En allant si nécessaire à une

sous-suite, nous pouvons supposer que c > J (ui) pour tout i ∈ N∗. Selon le théorème de

Mazur, il existe une suite (vk) avec

vk =
k∑

j=1

αkjuj,
k∑

j=1

αkj = 1, αkj ≥ 0,

tel que vk → u. CommeJ est s.c.i et convexe, nous obtenons

J(u) ≤ lim J (vk) ≤ lim

(
k∑

j=1

αkjJ (uj)

)
≤
(

k∑

j=1

αkj

)
c = c.

Comme c > lim J (ui) est arbitraire, nous avons J(u) ≤ lim J (ui), de sorte que J est f.s.c.i.

Lemme 3.1. [22] Soit la fonctionnelle J : M ⊆ E → R avec M 6= ∅, minu∈M F (u) = α a une solution

lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) E est un espace de Banach réel réflexif.

(ii) M est borné et faible fermé séquentiellement.

(iii) J est faiblement semi-continue inférieurement sur M.
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Définition 3.1. Soit E un espace Banach et J : E → R une fonctionnelle de classe C. On dit que

J satisfait la condition de Ambrosetti-Rabinowitz, s’il existe µ ∈ R et r > ε tel que

0 < µFε(x, u) ≤ fε(x, u)u, u > r, ∀x ∈ [0, T ].

Lemme 3.2. (le théorème du col de la montagne)[9].

Soient E un espace de Banach et J ∈ C1(E,R) satisfont la condition de Palais-Smale. Supposons qu’il

existe x0, x1 ∈ E, et un voisinage ouvert borné Ω de x0 tel que x1 6∈ Ω et

max{J(x0), J(x1)} < inf
x∈∂Ω

J(x).

Alors il existe une valeur critique de J, c’est-à-dire qu’il existe u ∈ E tel que J ′(u) = 0 et J(u) >

max{J(x0), J(x1)}.

Lemme 3.3. (Théorème de point selle)[9].

Soit E un espace de Banach réel de dimension infinie. Soit J ∈ C1(E,R) une fonctionnelle paire qui

vérifie la condition de Palais-Smale, et J(0) = 0. Supposons que E = V ⊕ X , où V est de dimension

infinie, et J satisfait que

(i) Il existe γ > 0 et ρ > 0 tels que J(u) ≥ γ pour tout u ∈ X avec ‖u‖ = ρ.

(ii) Pour tout sous-espace de dimension finie W ⊂ E il y a R = R(W ) telle que J(u) ≤ 0 on

W \BR(W ).

Alors J possède une suite illimitée de valeurs critiques.

3.3 Résultats d’existence et multiplicité

3.3.1 Existence et multiplicité des solutions distinctes

Dans cette section, nous dérivons quelques conditions suffisantes sous lesquelles la fonction

J admet au moins deux points critiques distincts, par conséquent, (2.1) admet au moins deux

solutions distinctes.

Théorème 3.3. [21] Supposons que (H2) et (H3) sont satisfaites. Alors le problème (2.1) admet au moins

deux solutions.
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Démonstration - Étape 1 : La fonctionnelle J satisfait la condition (PS).

Soit un ⊂ H tal que J(un) une suite bornée et lim
n−→∞

J ′(un) = 0. On a

J(un)− 1

µ
J ′(un)(un) =

1

2

∫ T

0

|u′n|2dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(s)ds−
∫ T

0

F (x, un(x))dx+
α

2β
u2
n(T )

− 1

µ

∫ T

0

|u′n|2dx+
1

µ

m∑

j=1

Ij(un(xj))un(xj) +
1

µ

∫ T

0

f(x, un(x))un(x)dx− α

µβ
u2
n(T )

=

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +

(
1

2
− 1

µ

)
α

β
u2
n(T )−

m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(s)ds+
1

µ

m∑

j=1

Ij(un(xj))un(xj)

−
∫ T

0

F (x, un(x))dx+
1

µ

∫ T

0

f(x, un(x))un(x)dx

≥
(

1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 +

m∑

j=1

(
1

µ
Ij(un(xj))un(xj)−

∫ u(xj)

0

Ij(s)ds

)

+

∫ T

0

(
1

µ
f(x, un(x))un(x)− F (x, un(x))

)
dx.

En utilisant le hypothèse H3 on a

J(un)− 1

µ
J ′(un)(un) ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 −

m∑

j=1

max
un(x)∈[−r,r]

∣∣∣ 1
µ
Ij(un(xj))un(xj)−

∫ u(xj)

0

Ij(s)ds
∣∣∣

−
∫ T

0

max
x∈[0,T ],un(x)∈[−r,r]

∣∣∣ 1
µ
f(x, un(x))un(x)− F (x, un(x))

∣∣∣dx

≥
(

1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − C,

où

C =
m∑

j=1

max
un(x)∈[−r,r]

∣∣∣ 1
µ
Ij(un(xj))un(xj)−

∫ u(xj)

0

Ij(s)ds
∣∣∣

−
∫ T

0

max
x∈[0,T ],un(x)∈[−r,r]

∣∣∣ 1
µ
f(x, un(x))un(x)− F (x, un(x))

∣∣∣dx.

Ainsi, {un} est borné dans H . Puisque H est de Banach réflexif, il existe une sous suite de

{un} telle que {un} converge faiblement vers certains u dans H . Alors la suite {un} converges

uniformément vers u dans [0, T ]. Ainsi,

(J ′(un)− J ′(u))(un − u) −→ 0,
m∑

j=1

(Ij(un(xj))− Ij(u(xj)))(un(xj)− u(xj)) −→ 0,

∫ T

0

(f(x, un(x))− f(x, u(x)))(un(x)− u(x))dx −→ 0,
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comme n −→∞. Ainsi, on a

(J ′(un)− J ′(u))(un − u) = J ′(un)(un − u)− J ′(u)(un − u)

=

∫ T

0

(u′n − u′)2 +
α

β

(
un(T )− u(T )

)2

−
m∑

j=1

(
Ij(un(xj))− Ij(u(xj))

)(
un(xj)− u(xj)

)

−
∫ T

0

(
f(x, un(x))− f(x, u(x))

)(
un(x)− u(x)

)
dx

= ‖un − u‖2 +
α

β

(
un(T )− u(T )

)2

−
m∑

j=1

(
Ij(un(xj))− Ij(u(xj))

)(
un(xj)− u(xj)

)

−
∫ T

0

(
f(x, un(x))− f(x, u(x))

)(
un(x)− u(x)

)
dx,

ce qui signifie que ‖un − u‖ −→ 0, quand n −→ ∞. C’est à dire,{un} converge fortement de u

dans H . Donc la fonctionnelle J satisfait la condition (PS).

Étape 2 : On montre qu’il existe ρ > 0 tel que la fonctionnnelle J possède un minimum local

u0 ∈ Bρ = {u ∈ H : u < ρ} .

Premièrement, nous affirmons que Bρ est borné et faiblement fermé séquentiellement.

En fait, soit {un} ⊆ Bρ et {un} ⇀ u comme n −→ ∞. Par théorème de Mazur[10], il existe une

suite de combinaisons convexes

vn =
n∑

j=1

αnjuj,
n∑

j=1

αnj = 1, αnj ≥ 0, j ∈ N

tel que vn −→ u dans H . {vn} ⊂ Bρ et u ∈ Bρ, depuis Bρ est un ensemble convexe fermé.

Deuxièmement, nous affirmons que la fonctionnelle J est faiblement semi-continue inférieure-

ment séquentiellement sur Bρ.

Soit

J1(u) = −
∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2(T ),

J2(u) =
1

2

∫ T

0

[
u′(x))2 + g(x)u2(x)

]
dx,

alors J(u) = J1(u) + J2(u). Par {un}⇀ u sur H , on voit que {un} converge uniformément

vers u dans C[0, T ]. Donc J1 est faiblement continue séquentiellement. Clairement, J2 est conti-
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nue et convexe, d’après théorème 3.1 ce qui implique que J2 est faiblement semi-continue in-

férieurement séquentiellement. Par conséquent, J est faiblement semi-continue inférieurement

séquentiellement sur Bρ.

Troisièmement, nous affirmons que J a un minimum u0 ∈ Bρ.

En fait, H est un espace de Banach réflexif,Bρ est borné et faiblement fermé séquentiellement et

J est faiblement semi-continue inférieurement séquentiellement surBρ.Donc, d’après le lemme

2.7, il existe u0 ∈ Bρ tal que J(u0) = min{J(u) : u ∈ Bρ}.

Enfin, nous affirmons que J(u0) < infu∈∂Bρ J(u).

Par (H2), soit ε = 1
3mT 2 > 0, il existe δ > 0 tel que |u| < δ implique

∣∣∣f(x, s)

u

∣∣∣ ≤ ε,

donc

−εu ≤ f(x, s) ≤ εu

−
∫ u

0

εu ds ≤
∫ u

0

f(x, s)ds ≤
∫ u

0

εu ds

−ε
2
u2 ≤ F (x, u) ≤ ε

2
u2.

Alors
∣∣∣F (x, u)

∣∣∣ ≤ ε

2
u2, ∀x ∈ [0, T ].

En utilisant la même démonstration, nous avons

∫ u

0

Ij(x)dx ≤ ε

2
|u|2, ∀ x ∈ [0, T ].

Par conséquent, d’après le lemme 2.3 , pour ‖u‖ ≤ δ√
T
, on a

J(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2(T )

≥ 1

2
‖u‖2 −

∫ T

0

ε

2
|u(x)|2dx−

m∑

j=1

ε

2
|u(xj)|2 +

α

2β
u2(T )

≥ 1

2
‖u‖2 − ε

2
‖u‖2

∫ T

0

dx−
m∑

j=1

ε

2
|u(xj)|2 +

α

2β
u2(T )

≥ 1

2
‖u‖2 − εT 2

2
‖u‖2 − εmT 2

2
‖u‖2,
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pour ε = 1
3mT 2 , on a

J(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − 1

6
‖u‖2 − 1

6
‖u‖2

≥ 1

6
‖u‖2.

Choisir C = δ2

6T
, ρ = δ√

T
, alors J(u) ≥ C > 0 pour tout u ∈ ∂Bρ. Outre,

J (u0) ≤ J(0) = 0 < C ≤ J(u) pour tout u ∈ ∂Bρ. Donc J (u0) < infu∈∂Bρ J(u). Ainsi, J a un

minimum local u0 ∈ Bρ = {u ∈ H : ‖u‖ < ρ}.

Étape 3 : On prouve qu’il existe u1 avec ‖u1‖ > ρ tel que J (u1) < infu∈∂Bρ J(u).

La condition (H3) implique qu’il existe b1, b2, cj, dj > 0, j = 1, 2, . . . ,m, tels que

F (t, u) ≥ b1|u|µ − b2,

∫ u

0

Ij(t)dt ≥ cj|u|µ − dj, (3.2)

pour tout x ∈ [0, T ], u ∈ R (voir [18]). Ensuite, on a

J(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2(T )

≤ 1

2
‖u‖2 −

(
b1T

µ
2 ‖u‖µ − b2

)
T −

m∑

j=1

(
cjT

µ
2 ‖T‖µ − dj

)
+

α

2β
u2(T ).

(3.3)

Puisque µ > 2, (3.3) implique lim
‖u‖→∞

J(u) = −∞. Par conséquent, nous pouvons choisir u1 avec

‖u1‖ > ρ suffisamment grand pour que J (u1) < infu∈∂Bρ J(u).

Soit

c = inf
h∈Γ

max
x∈[0,1]

J(h(x)),

où

Γ = {h ∈ C([0, 1], H) : h(0) = u0, h(1) = u1} .

D’après le lemme 3.2, c est une valeur critique de J , c’est-à-dire qu’il existe un point critique u∗.

Donc, u0, u
∗ sont deux points critiques de J, et ce sont des solutions de (??).

Exemple 3.1. Considérons le problème aux limites suivant :



−u′′(x) + u(x) = 1

15
(u(t))

8
3 sinx, x 6= xj, x ∈ [0, 1],

−∆u′ (xj) = 1
2
u3 (xj) , j = 1,

u(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0.

(3.4)
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Ici g(x) = 1, f(x, u) = 1
15

(u(x))
8
3 sinx, Ij(u) = 1

2
u3, T = 1, j = 1, α = 1, β = 1. Soit µ = 3, r = 1.

Clairement, (H2) et (H3) sont satisfaites. D’après le théorème 3.3, le problème (3.4) admet au

moins deux solutions.

Remarque 3.1. L’étude de l’existence et de la multiplicité des solutions aux problèmes de dé-

termination par lemme est très efficace, car elle a intéressé de nombreux chercheurs dans ses

applications et parmi ces chercheurs on cite, par exemples, [20], [21], [5], et [7].

3.3.2 Existence d’une infinité des solutions

Dans cette section, nous dérivons quelques conditions sous lesquelles le système (2.1) admet

une infinité de solutions distinctes. pour cela, nous avons besoin de l’hypothèse (H4).

Théorème 3.4. [21] Supposons que (H2), (H3) et (H4) soient satisfaites. Alors le système (2.1) admet

une infinité de solutions.

Démonstration - Étape 1 : La fonctionnelle J satisfait la condition (PS).

Soit un ⊂ H tel que J(un) une suite bornée et lim
n−→∞

J ′(un) = 0. Alors en utilisant le hypothèse

H3 on a

J(un)− 1

µ
J ′(un)(un) ≥

(
1

2
− 1

µ

)
‖un‖2 − C.

Ainsi, {un} est borné dans H . Puisque H est de Banach réflexif, il existe une sous suite de

{un} telle que {un} converge faiblement vers certains u dans H . Alors la suite {un} converges

uniformément vers u dans [0;T ]. Ainsi, on a

(J ′(un)− J ′(u))(un − u) = ‖un − u‖2 +
α

β

(
un(T )− u(T )

)2

−
m∑

j=1

(
Ij(un(xj))− Ij(u(xj))

)(
un(xj)− u(xj)

)

−
∫ T

0

(
f(x, un(x))− f(x, u(x))

)(
un(x)− u(x)

)
dx,

ce qui signifie que ‖un − u‖ −→ 0, quand n −→ ∞. C’est à dire,{un} converge fortement de u

dans H . Donc la fonctionnelle J satisfait la condition (PS).

Étape 2 : On montre qu’il existe ρ > 0 tel que la fonctionnnelle J possède un minimum local

u0 ∈ Bρ = {u ∈ H : u < ρ} .
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Premièrement, nous affirmons que Bρ est borné et faiblement fermé séquentiellement.

En fait, par théorème de Mazur [10], {vn} ⊂ Bρ et u ∈ Bρ, depuis Bρ est un ensemble convexe

fermé.

Deuxièmement, on a J(u) = J1(u) + J2(u), J1 est faiblement continue séquentiellement et J2

est faiblement semi-continue inférieurement séquentiellement. Alors J est faiblement semi-

continue inférieurement séquentiellement sur Bρ.

Troisièmement, nous affirmons que J a un minimum u0 ∈ Bρ.

En fait, H est un espace de Banach réflexif, Bρ est borné et faiblement séquentiellement clos et

J est faiblement semi-continu inférieurement séquentiellement sur Bρ. Donc, d’après le lemme

2.7, il existe u0 ∈ Bρ tel que

J(u0) = min{J(u) : u ∈ Bρ}.

Enfin, nous affirmons que J(u0) < infu∈∂Bρ J(u).

D’après l’hypothèse (H2) et le lemme 2.3, on a

J(u) ≥ 1

6
‖u‖2.

Alors, J a un minimum local u0 ∈ Bρ = {u ∈ H : ‖u‖ < ρ}.

Étape 3 : On prouve qu’il existe u1 avec ‖u1‖ > ρ tel que J (u1) < infu∈∂Bρ J(u).

La condition (H3) implique qu’il existe b1, b2, cj, dj > 0, j = 1, 2, . . . ,m, tel que

F (x, u) ≥ b1|u|µ − b2,

∫ u

0

Ij(x)dx ≥ cj|u|µ − dj,

pour tout x ∈ [0, T ], u ∈ R (voir [18]). Ensuite, on a

J(u) ≤ 1

2
‖u‖2 −

(
b1T

µ
2 ‖u‖µ − b2

)
T −

m∑

j=1

(
cjT

µ
2 ‖T‖µ − dj

)
+

α

2β
u2(T ).

Puisque µ > 2, alors lim
‖u‖→∞

J(u) = −∞. Par conséquent, nous pouvons choisir u1 avec ‖u1‖ > ρ

suffisamment grand pour que J (u1) < infu∈∂Bρ J(u).

Soit

c = inf
h∈Γ

max
x∈[0,1]

J(h(x)),
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où

Γ = {h ∈ C([0, 1], H) : h(0) = u0, h(1) = u1} .

D’après le lemme 3.2, c est une valeur critique de J , c’est-à-dire qu’il existe un point critique u∗.

Donc, u0, u
∗ sont deux points critiques de J, et ce sont des solutions de (2.1).

Étape 4 : On montre que J est paire.

On a J ∈ C1(H,R) est même depuis f(x, u) et Ij(u) sont impaires par rapport à u, et J(0) = 0.

Soit x ∈ [0, T ], u ∈ R, on pose s = −v, alors on a ds = −dv et,

F (x,−u) =

∫ −u

0

f(x, s)ds

= −
∫ −u

0

f(x,−v)dv

=

∫ u

0

f(x, v)dv = F (x, u), (car f est impaire).

Aussi, on a L(u) =
∫ u

0
Ij(s)ds, on pose s = −v, alors on a ds = −dv et,

L(−u) =

∫ −u

0

Ij(s)ds

= −
∫ −u

0

Ij(−v)dv

=

∫ u

0

Ij(v)dv = L(u), (car I est impaire).

De plus, on a

J(−u) =
1

2
‖ − u‖2 −

∫ T

0

F (x,−u(x))dx−
m∑

j=1

∫ −u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
(−u)2(T )

=
1

2
‖u‖2 −

∫ T

0

F (x, u(x))dx−
m∑

j=1

∫ u(xj)

0

Ij(x)dx+
α

2β
u2(T )

= J(u).

C’est-à-dire que J est une fonctionnelle paire. Donc, d’après le lemme 3.3 J possède une infinité

de points critiques, c’est-à-dire que le système (??) admet une infinité de solutions.

Exemple 3.2. Considérons le problème aux limites suivant :



−u′′(x) + u(x) = xu3(x), x 6= xj, x ∈ [0, 1]
−∆u′ (xj) = 1

2
u3 (xj) , j = 1

u(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0
(3.5)
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Ici g(x) = 1, f(x, u) = xu3, Ij(u) = 1
2
u3, T = 1, j = 1, α = 1, β = 1. Évidemment, f(x, u), Ij(u)

sont impairs par rapport à u. Soit µ = 3, r = 1. Clairement, (H2) et (H3) sont satisfaites. En

appliquant le lemme 3.3, alors le théorème 3.4 est satisfaite, et le problème (3.5) admet une

infinité de solutions.
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Conclusion

DAns ce travail, on a étudié quelques théories des points critiques, et on a étudié un pro-

blème aux limites de seconde ordre impulsif posés sur l’intervalle borné [0, T ] par des

méthodes variationnelles, théorème de minimisation, lemme du Col et théorème de point selle.

Dans le premier chapitre, on a donné quelques outils de base, qui sont nécessaires pour ce tra-

vail, comme la théorie des points critiques, la différentiabilité d’un opérateur dans l’espace de

Banach, et le théorème du Col (le lemme du Col), et aussi nous avons donner quelques théo-

rèmes de minimisation. On a introduit également des conditions de compacité connues sous le

nom Palais-Smale.

Dans le deuxième chapitre, on a étudié l’existence de solutions pour le problèmes aux limites

de seconde ordre impulsif suivant,




−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)), x 6= xj, x ∈ [0, T ], T > 0,
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, ...,m,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

où f ∈ C(J × R,R), g ∈ L∞[0, T ], g(x) > 0, Ij ∈ C(R,R).

Notre approche est variationnelle, nous avons utilisé les théorèmes de minimisation. Les solu-

tions sont obtenues comme des minimums ou des points critiques d’une certaine fonctionnelle.

Enfin, on a étudié l’existence et la multiplicité de solutions pour le problème aux limites impul-

sif dans deuxième chapitre.
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Résumé
Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème aux limites de seconde ordre impulsif sur le
domaine borné [0, T ], ainsi que la théorie des points critiques, lemme du col de la montagne et
théorème de points selle. Notre objectif dans cette étude était d’appliquer la théorie des points
critiques, lemme du col et théorème du points selle pour vérifier l’existence et la multiplicité
des solutions au problème aux limites du second ordre impulsif suivant :





−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)), x 6= xj, x ∈ [0, T ], T > 0,
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, ...,m,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0.

Mots clés : Point critique. Méthode variationnelle. Existence de solution. Seconde ordre.
Impulsif. Lemme de Col. Théorème de point selle. Condition de Palais-Smale. Dépendance de
dérivée. Fonctionnelle d’énergie.

Abstract
In this memoiry, we have studied an impulsive second-order boundary value problem on the
bounded domain [0, T ], as well as the theory of critical points, the mountain pass lemma and
the saddle point theorem. Our goal in this study was to apply the critical point theory, neck
lemma and saddle point theorem to verify the existence and multiplicity of solutions to the
following impulsive second-order boundary value problem :




−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)), x 6= xj, x ∈ [0, T ], T > 0,
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, ...,m,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0.

Key words : Critical point. Variational method. Existence of solutions. Second order. Impulsive
differential equation. Mountain pass lemma. Saddle point theorem. Palace-Smale Condition.
Derivative dependence. Energy functional.
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
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−u′′(x) + g(x)u(x) = f(x, u(x)), x 6= xj, x ∈ [0, T ], T > 0,
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, ...,m,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0.
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