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Introduction

Le travail accompli dans cette mémoire a pour objectif d’étudier les problémes semi
linéaires en utilisant la théorie des semi-groupes analytique et les puissances fractionnaires
d’un semi-groupe.

Dans le premier chapitre est consacré a un rappel d’analyse fonctionelle en particulier
les espaces de Banach et leurs propriétés fondamentales , on donne quelques notions de

semi groupe et semi groupe analytique .

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons quelques propriétés bien connues des semi-
groupes analytiques et les puissances fractionnaires d’un semi-groupes sur un espace de
Banach, d’une maniére qui permet une bonne liaiser avec les problémes semi linéaires
dans le troisieme chapitre, on commencer a la théoréme de générateur d’un semi-groupes

analytiques .

Dans le derniére chapitre, nous considérons leprobléme de Cauchy linéaire et semi-
linéaire, et on donne une démonstration complete du théoreme de 'existence locale et

'unicité de la solution (théorémes 17 et 19). En utilisant les semigroupes analytiques



Chapitre 1

Rappelle sur ’analyse fonctionnelle



1.1 Opérateurs fermés

Définition 1 :(Opérateurs bornés) Un opérateur linéaire U défini sur E dans F est

dit borné s’il existe une constante positive C' > 0, telle que

1 U@) [r< Cll 2 [lg, Vo € E.

Définition 2 Un opérateur linéaire U d’un sous-espace D(U) d’un espace de Banach E

dans lui-méme est appelé opérateur non-borné, de domaine D(U).

Définition 3 (Opérateurs fermés)On dit que l'opérateur U est fermé, si pour toute

suite x,, de D(U), converge vers x et la suite U(x,) converge vers y, alors

xreDWU) et y=U(x)

ou encore :On dit que lopérateur U est fermé, si pour toute suite (x,,U(x,)) d’éléments

de G(U) converge vers (x,y) on a

(x,y) € G(U).

ou

GWU)=A{(z,Uz), z€ D(U)}.

est appelé graphe de 'opérateur U.

Théoréme 1 (Théoréme de graphe fermé)Soit U un opérateur linéaire, défini sur un
espace de Banach E a valeurs dans un espace de Banach F', si le graphe G(U) est fermé

dans E x F, alors U est continu.



1.2 Semi-groupes des opérateurs linéaires bornés

Définition 4 Soit E un espace de Banach. Une famille U(t) pour 0 < t < oo, des
opérateurs linéaires bornés de E dans E est un semi-groupe d’opérateur linéaire borné sur
E si:

1.U(0) = I, (I est l'opérateur identité surE).

2.U(t+s) =U(t)U(s) pour tous t,s > 0, (une properietée de semi-groupe).

Définition 5 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (U(t));>0, 'opérateur

A défini dont le domaine est
t —
D(A)={z € E: %iné <W) eriste},

et

Ult)r —x

Az = lim pour x € D(A).

t—0

1.2.1 Semi-groupes analytiques

Définition 6 Soit le secteur® = {z € C: 0, < argz <0y et 0; <0< 03} et pourz € ¥,
soit U(z) un opérateur linéaire borné. La famille (U(z)),ex est dite semi-groupe analytique,
s1

1.U(0) = 1.

2. U(z1 + 22) = U(z1)U(22).

3. lim U(z)x =z, Pour tout x € E.

z—0,z€%

4.2 — U(z) est analytique sur % .

1.2.2 la résolvante d’un semi groupe

Définition 7 (la résolvante) :Si A est un opérateur linéaire n’est pas nécessairement

borné dans E, l’ensemble résolvant p(\) de A est I’ensemble de tout les nombres complexe
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A tel que (AN — A )71 est un opérateur linéaire borné dans E. On le note par

R(\) = (A — A7 X € p()\) et est appelé la résolvante de A.

Théoréme 2 Soit A un opérateur linéaire fermé dans l’espace de Banach E, ’ensemble

résolvant p(A) est un domaine (ensemble ouvert ) de C et R(\) est holomorphe pour tout

A€ p(A).

Théoréme 3 Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach E N\, u €

p(A) on a R(\) vérifie l'identité de Hilbert

R(A) = R(p) = (0 — NR(NR(p)

Définition 8 (Les fonctions holomorphes)Soit Q2 un domaine non vide du plan com-
plexe C. Soit f une fonction a valeur complexe définie sur €2 . Soit zo € Q C C, on dit

que [ est dérivable en zy, s’il existe un nombre complexe, noté f'(zy) tel que :

Définition 9 Si f est dérivable en tout point z € Q) et sa dérivée est continue, on dit que

f est holomorphe (analytique) sur .

Théoréme 4 St f : C — C est une fonction holomorphe sur un domaine simplement
conneze D, lintégrale de f(z) sur une courbe fermée contenue dans D est nulle.

Corrolaire.

Corollaire 1 5i f : C — C est une fonction holomorphe dans un domaine D, l’intégrale

de f(z) sur la frontiére de D est nulle.



Théoréme 5 Soit f une fonction holomorphe dans ) sauf en un nombre fini de points

isolés {z1, ..., zm}, alors

, f(z)dz = 2@'7?; Res(f, z;).

Théoréme 6 Soit f une fonction mesurable dans le domaine €, x Q, Si 0 < f < 400,

et si est intégrable

o(z) = / o)y, bly) = / £z, y)da

alors ¢ et 1) sont intégrables et

/£I¢(xﬁﬂvzz}Qy#(y)dyIZL/ujgzxgyj(x,y)dxdy

1.2.3 Théoréme de convergence dominée

Théoréme 7 Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré (E, A, u),
a valeurs réelles ou complexes, telle que :
1—la suite de fonctions(f,)nen converge simplement sur E vers une fonction f ;

2—il existe une fonction intégrable g telle que :
Vn e N,V € E,| fu(2) |< g(z)

Alors f est intégrable et
i [ | £~ F | du=0
n—oo E

ce qui entraine :

lim [ fudu= / lim f,du = / fdu
Définition 10 (Fonction de Hélder)Une application Hoélderienne entre deux espace de
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Banach E et F, s’il existe une constante k > 0 et un exposant 0 < o < 1 tels que pour

tous ety dans F :

1f(z) = FWIl < klle—yl”

Définition 11 (Fonction de Lipschitz)Une application Lipschitzienne entre deuz es-

pace de Banach E et F' ,s’il existe une constante k tels que :

Vo,y € B, |[f(z) = fll < klle -yl

Théoréme 8 Soient (F,d) un espace métrique complet et si ¢ : E — E est une appli-
cation contractante, alors ¢ admet un point fize unique a € E. De plus, pour tout point

initial vo € E, la suite recurente x,.1 := @(x,) converge vers a.



Chapitre 2

la théorie des semi-groupes

analytiques



2.1 Théoréme de générateur d’un semigroupes ana-
lytiques

Définition 12 Soit E' un espace de Banach sur le corps de nombre réel R ou le corps des
complere C. Soit A : E — E un opérateur linéaire fermé a domaine dense. Supposons
que lopérateur A satisfait auxr deux conditions suivantes :

(1) L’ensemble resolvant de A contient la région (voir figure 2.1)

Yo={2€eC: A#0,|larg\| < 7/2 +w},0 <w < 7/2.

(2) Pour chaque € > 0, il existe une constante M. > 0 tel que la résolvante R(\) =

(A — XI)™! satisfait lestimation

M,
IR < W,)\ €X ={ e C: N#0,|arg\| <7/2+w —€}. (2.1)
On pose
1 At
t)=—— A)dA, t 2.2

ot I' est un chemin dans [’ensemble ¥, constitué par les trois courbes suivantes

(voir figure 2.2):

IV = {pemilm/2e=8) . 1 <r < 0}
r® — {e: —(n)24w—-¢) <0< T/2+w—¢}

r® = {peilm/2te=9) 1 1 < < o0},
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Alors, par Uestimation ( 2.1), on déduit que l'intégrale

U(t) = —%Z / M R(N)dA

(k)

converge dans l'espace de Banach L(E,E) pour tout t > 0, et donc il définit un
opérateur linéaire borné sur E. De plus, 'opérateurs U(t) est un semi-groupe sur

E, plus précisément, on a

Proposition 1 L’opérateurs U(t), définie par la formule (2.2), satisfait & la propriété de
semi-groupe, qui est,

U(t+s)=U(t).U(s),t,s>0.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Cauchy, 'opérateur U peut s’écrire sous la

forme

1
e — Hs
U(s) 57 | € R(u)du, s> 0.
1—‘/

11



ou I'” est un chemin obtenu & partir du chemin I" par une translation de vecteur constant

vers la droite (voir figure 2.3). Alors on utilisant le théoréme de Fubini,on aura

Ut).U(s) = e”e"sR(A)R(u)dAdp
)\teus )\ R( >d)\dﬂ
—
1 At 1 / ers
= — R(\) | =— dp | d\
2mi Fe () 2 ) AN—p a

1"/

1 1 et
—— [ e — d\| dp.
omi | © Ru) 2mi / A— U s

1"/

On calcule les deux termes dans la derniére partie

a) On pose

Alors, en appliquant le théoréme des résidus, on obtient que (voir figure 2.4)

w/24w—e ' '
/ fooda+ [ fdu+ [ flwd+ | [(re®)ricas
' Mnjul<r) e PN |u|<r} —(x/2 )

= 2mi Res[f (11)],=n = —2mie™

Mais on a, I'orsque r — 00

/F o T = / 0

/ Foyde — | fOdu,
r®n{|ul<r} NG

et
w/24w—e ‘ ‘
/ f(reze)riezadﬁ

w/24w—e
< e'r‘ssin(mz—:)/ do 0.
—(7/24w—¢)

(r/2bwe) |2 — €

12
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Par conséquent
1 ets
— dﬂ — _e)\s
2me f A —p
I“l

b) De méme, puisque le chemin I' se trouve a gauche du chemin IV, on trouve que

1 At

dX\ = 0.
2mi Jr A —p

de (a) et (b), on déduit que

Ut).U(s) = —QLM, / A RONVIN = U(t + 5).

Le théoréme ci dessous indique que le semigroupe U (t) peut étre étendu a un semi-

groupe analytique dans un secteur contient ’axe des réel positif.

Théoréme 9 Le semigroupe U (t) peut étre étendu a un semigroupe U(z) analytique dans

13



le secteur A, = {z =t +is: 2z # 0,|largz| < w},0 < w < § et satisfait aux propriétés
suwantes :

au
a) Les opérateurs AU(z) et d—(z) sont des opérateurs bornées sur E, est satisfont
z

aux relations
d
d—g(z) = AU(z), z € A,. (2.3)

b) Pour chaque 0 < ¢ < w/2 il existe des constantes J/%(E) >0 et M, (e) > 0 tel que

UG < Mo(e), =€ A%, (2.4)
AU (2)]| < M‘lz(f), 2 e A% (2.5)

ol

A* ={z€C:2z#0,|argz| <w—2e}.

¢) Pour chaque x € E, on a que z — 0,2 € A%

U(z)x =z dans FE.

Démonstration.

i) L’analyticité de U(z) : si A € T®) et 2z € A%, clest a dire, si

A= A€, 0=7/2+w—c¢,

z = |z]€", lo| < w — 2e,

alors on a

Az = |\ |z] €0+9),

14



avec

/24 < 0+ <7/2+2w— 3 <371/2— 3.

cos(f +¢) < cos(m/2+¢) = —sine.

Donc il résulte que

| 6)\2 ’S €—|)\Hz|sin57 = F(3),Z c A?f
De méme, on a
| 6)\2: |§ €—|)\Hz|sine’ = F(l),z c Ai&

Pour € > 0 assez petit on pose
Ke=A*N{ze€C:|z|>e}={2€C:|z| >¢,|argz| <w — 2}.

Alors, par les estimations (2.1), (2.6) et (2.7), on obtient

e RN < %ﬁe—fsm“', AeTWur® 2 e K¢,

D’autre terme, on a
|e*RN)|| < MeFl,  XeT® 2 e K.

Par conséquent, on trouve que l'intégrale

1 3
U(z) = L RN = —-—) / e R(N\)d\
=1 /T®

21t Jr 2mi &=

(2.8)

(2.9)

(2.10)

converge uniformement dans ’espace de Banach L(FE, E), pour tout z € K¢ et pour

15



tout € > 0. Ce qui prouve que l'operateur U(z) est analytique dans le domaine
A, = L>JOK5. Par l'analyticité de U(z), il resulte que l'opérateur U(z) est aussi
15

satisfait aux propriétés des semi groupe
Ulz+w) =U(2).U(w),z,w € A,.

On démontre que 'opérateur U(z) satisfait les propriétés (a), (b) et (c).

b) Au début, en utilisant le théoréme de Cauchy, on obtient que

1 1
U() =~ | SR =5 | MROV,
I

ot I');| est un chemin constitué des trois courbes suivantes (voir Figure 2.6)

F|(z1\) _ {Te—i(w/2+w—e) : ﬁ <r< oo},
z
1 .
1“|(Z2‘> — {meﬂ —(m24tw—e) <0< /24w e},
; 1
1"'(3) {Tez(w/Z-i—w—a) : ﬂ <r < oo,
z

Mais, par les estimations (2.1),( 2.6)et (2.7), il résulte que

M \jje)

¥RV < e e xerf)ury) ze A

E1

Alors pour £ =1,3

/1'*(’“) ||€>\ZR<>\)H |d>\| < M, /1 e_P|Z\Sinap—1dp _ M8/1 e—sinzs.ss—lds7
[l

2]

16



et pour k = 2

T/24w—e
/(2) ¥ RN || [dA| < M. edf = 2eM (7/2 +w — ) < 2mell..

—(7/24w—¢)

2]

Combinant les inégalities précédentes, on aura :

IN

3
1 Az 1 > —sine.s —1
U (2)]] py ;/Fl(kl) e RN || |dA] < %(2 ]\46/1 e s~ ds + 2meM.,)

M.
™

IN

(/ e Sness~ds + me).
1

Ce qui prouve l'estimation (2.4), avec

— M. [~
My(e) = - (/ e Sness~lds + me).
1

Pour prouver P'estimation de (2.5), en utilisant
ARN) = (A= M+ A)R(\) = I+ AR(N),

on obtient

JAR(A)|| <1+ M.\ e 55,

Donc, en raisonnant comme dans la preuve de l'estimation (2.4), on obtient

00 ) T/24w—e 1
/émmmegz/eﬂmwuw@@+/ (1+ M.)e—db
r & —(m/24w—e) 2]
<2(1 —I—Ma)(/ e_sma'sds—l—ﬂe)ﬂ. (2.11)
1 z

Ce qui prouve que I'intégrale [, e** AR(X)dA convergent pour chaque z € A%, en

17



utilisant la fermeture de l'opérateur A, on déduit que pour tout z € A*
U(z) € D(A),

et

211

AU(z) = L / eMAR(N)dA. (2.12)

T

Par conséquent, l'estimation (2.5) résulte de P'estimation (2.11), avec

1+ M.
T

Ml(s) = (/ e~ S ds 4 me).
1

On remarque que la formule (2.12) est valable pour tous z € A, car A, = L>JOA35.
a) De l'estimations (2.8) et (2.9), on dérive dans la formule (2.10) sous le signe

integrale on obtient

dU 1 [,
—(2) = —— FAR(N)dA A, 2.1

D’autre part, il résulte de la formule (2.12) que

_ 1 Az _ 1 Az
AU(z) = =5 [ MARNAA = —o— / M (I + AR(N))dA
r r
1
= ——— [ AR\, 2z € A, (2.14)
271
T

d’aprés le théoreme de Cauchy
/ eMd\ = 0.
r

Par conséquent, la formule (2.3) est une conséquence des formules (2.13) et (2.14).

¢) Maintenant soit o un élément quelconque de D(A). Par le théoréme des résidus,

18



o1 aura

1 e)\z
$0—2—m - )\$od)\
Donc
U(2) — oo+ Yrear = -5 [ RO Argdn
ot = o e N T o Lo ToaA-
Comme
1 M
—R\)|| € —5,xeTl
HA ”' = P

‘GAZ{ < 2€—|>\Hz|sine + 6|Z‘,Z e Aie’)\ c F,

et en utilisant le théoreme de convergence dominée, il résulte

1 1
lmU(z)xg — 20 — —=— | —R(\)AzodA,

z—0 271 T )\

et par le théoréme de Cauchy, on a
1
/ —R(\)Axod) = 0.
r A

Ce qui donne

hH(l)U(Z)iL’O =1z, 2z € A¥,
Z—

pour chaque zg € D(A), comme le domaine de A est dense dans F et ||U(2)| <

Mo(e) pour tout z € A% il résulte que, pour chaque = € E,

U(z)x_x que z — 0,z € A%,

19



Figure 2.5

Figure 2.6

Remarque 1 On suppose que l'opérateur A satisfait la condition

M,
AN < = _NeXE, 2.1
IRV < g d € (215)
Alors, on a les estimations
U@ < My(e)e®r, 2 A, (2.16)
M,
|AU(2)]| < %e‘m”, z € A% (2.17)

avec 6 > 0.

20



2.2 Puissances fractionnaires

Supposons que l'opérateur A satisfait aux.
(1) L’ensemble résolvant de A contient la région de la figure 2.7.
(2) 11 existe une constante M > 0 tels que la résolvante R()\) = (A — A\I)~! satisfait

Pestimation
M
L+ |A

IRV < A E X (2.18)

Si a > 0, on peut définir la puissance fractionnaire (—A)~* de —A par la formule

suivante :
(—4)* = —— [ (=N "RO\dx. (2.19)

21 Jr

Ot le chemin I' s’exécute dans I’ensemble ¥ de coe™™ & coe™, en évitant I’axe des

- —alog(—A)

réels positif et origine (voir la figure 2.8).Pour la fonction (—=\)"* = e , on
choisit la branche dont I'argument se trouve entre —am et am; elle est analytique
dans la région obtenu en éliminant I’axe des réels positif.
L’intégrale (2.19) converge pour la topologie de la convergence uniforme pour o > 0,
et définit un opérateur linéaire borné sur E. En effet, il suffit de remarquer que :
|(_)\)fa| — {efalog(f)\)’ — efalogw _ |/\|—a’

{ M

L+ Al

IRV <

—

Certaines propriétés de base de la puissance fractionnaire (—A)~® sont résumées

dans la :

21



_ Figure 2.7

Figure 2.8

Proposition 2 (i) Pour tout o, >0

(~A) (= A) 7 = (~ )",

(i1) Si v est un nombre entier positif, alors on a

—Q

(iii) La puissance fractionnaire (—A)~* est inversible pour tout o > 0

22



Démonstration. (i) La preuve de la partie (i) est semblable a celle de la Proposition

1. D’apres le théoréme de Cauchy, on pose que

1

(—A4) 7 =~ F,(—u)’ﬁR(u)du,

ot [ est un chemin obtenu par une translation a partir de chemin I' vers la droite (voir

figure 2.9). En utilisant le théoréme de Fubini, on aura

CATEAT = G / / S ROVR(n)dNdn

- o / / wu;_;m D

1 - 1 [(=n)"
= — [ (=N RO | — dp | dx
omi J TN TR 27m'/ N

I_‘/

1 . 1 (- )\)‘0‘
(=) _
I r

De méme que dans la preuve de la Proposition 1, on peut calculer chaque terme dans la

derniére partie comme suit :

L= s
omi ) Ao = TN
I‘I
LN
— d\N =
o / N— 0
r
Par conséquent, on obtient
(=A)(=A4) 7 = —2%. / (=0 CHIR(A) AN = (—A) ()
™
r

23
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(i7) De lestimation (2.18), on a
lim (—re”Y " R(reYire’dd = 0 pour tout entier n > 1

alors, on déduit

(A" = — 1 [ RO = —— tim [ (=N TR,

21 Jp 2w r—o0 Jo

ou C,. est un chemin fermé de la figure 2.10, Ainsi, par le théoréme des résidus, on obtient

(=A)™ = Res[(=A) "R(\)],_

= (:l__l)ln)! dcf\r:q((A =A™ [a=o

0




(i17) Comme Dlopérateur (—A)~! est injective, il résulte que (—A)™ = ((—A)~')" est

injectif pour tout entier n > 1, alors (—A)~* est injectif, « > 0. m

Théoréme 10 Pour 0 < a <1, ona

(—A)-o = _Smoar /0 " o R(s)ds. (2.20)

Démonstration. D’apreés le théoréme de Cauchy, on peut déformer le chemin I' dans

la formule (2.19) dans les deux demi plans Im A > 0, et Im A < 0, et utilisant le fait que

(=M) @ = e—log(=\) _ AT e silm A >0,
|A|7¢ e—am siIm A < 0.
Alors
—« 1 = —a ami 1 ° —a,—amt
(—A) = 5 s "™ R(s)ds — 9 | Se R(s)ds
0 o0
1 ant __ ,—QTi 00 : 00
= ——#/ s “R(s)ds = o om/ s *R(s)ds.
s 21 0 77 0
[ ]
Corollaire 2 Pour0 < a <1, ona
[(=4)~| < M. (2.21)

Démonstration. De la formule (2.20), il résulte que

[y < 200 [ ) s < PO s s
0 m 0

et comme

™

sin o

'l —-ao)l(a) = /000 571+ s5)tds =
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Alors

I=A)™ < M.

De la remarque 1, on peut supposer qu’il existe des constantes positives My, M; et « telle

que

U@ < Mee™,  t>0 (2.22)

JAU®)| < M, t>0. (2.23)

Lemme 1 Pour tout s > 0, on a

R(s) = /0 T et U, (2.24)

ot R(s) = (A—sI)™, s>0.

Démonstration. Soit s > 0. Pour tout 7' > 0, on a par le théoréeme de Fubini

T 1 (T
/0 e SU(t)dt = "o ), e (/Fe“tR(u)du> dt
1 T
= —— H=stde ) R(p)d
57 F( /0 e ) (1)dps

1 1
= —— W=T _ YR(p)d
omi s )R (p)dp
1 1 1
2mt Jp b — S 2T Jp =5
1 _oyr ()
— _R(s) — (n=s)T du. 2.25
()= g [t gy (2.25)

Le deuxieme terme de la derniére ligne tend vers zéro que 7" — oo car :

/e(u—s)T R(p) duH ceer (Ml
r p—s r 1+ |pl |p—s|
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Ainsi la formule (2.24) pour s > 0 résult Porsque 7" — oo dans la formule (2.25). De
Pestimation (2.22) résulte que I intégrales [;° e *U(t)dt converge uniformément dans
I'espace L(E, E) pour s € [0,00), Donc, en utilisant le théoréme de convergence dominée,

on obtient la formule (2.24) pour s =0. m

Théoréme 11 Pour 0 < a <1, on a
—« 1 > a—1
(—A)™ = — U (t)dt. (2.26)

I'(a) Jo

En vue de la partie(iiz) de la Proposition 2, on peut définir la puissance fractionnaire

(—A)® pour a > 0 comme suit :
(—A)* =Tinverse de (—A)™ %, a > 0.
Théoréme 12 Pour 0 < a <1, On a
D(A) C D((—A)").

Démonstration. Soit = un élément quelconque de D(A). Alors il existe un élément

unique y € F telle que
Si0<a<1,alors
Donc

Ce qui prouve que



Nous pouvons donner une formule explicite pour la puissance fractionnaire (—A)%, 0 <

a < 1 sur le domaine D(A). =
Théoréme 13 Soit 0 < a < 1, alors

(—A)% = Snar / s*'R(s)Axds, pour tout x € D(A) (2.27)

™ 0

Démonstration. Comme

(~A)" = (~A) ()70,

Alors de (2.20), il résulte que

(—A)~1-2) = _M/ s*IR(s)ds = _om om/ s* 1 R(s)ds.

T 0 T 0
Comme R(s)A =1+ sR(s) et |R(s)| < M/s, s > 0, alors pour € D(A) on a

s 11+ M)|z||] presque s—0,
s*=2M || Ax|| presque s — 00,

|s* T R(s)Az| < { (2.28)

donc

/ s* 1| R(s) Az ds < oo.
0

En utilisant la fermeture de A, on aura
(—A4)"0-)z € D(A),

et
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Corollaire 3 Pour 0 < a < 1, alors

I(=A) ]| < 2M (1 + M) |l | Az||* = € D(A). (2.29)

Théoréme 14 Soit 0 < a < 1. Pour tout t > 0, on a
(a) U(t) : E — D((~A)°).

(b) U(t)(—A)°x = (—A)°U()z, pour x € D((—A)).
(&) [(~A)U(R)]| < 2M(1+ M)MMt-oc",

(d) |U(t)r — x| < ZHEEIMM 1> || (= A)*z|| & € D((=A)*).

Démonstration.
(a) Comme U(t): E — D(A) pour chaque t > 0 et D(A) C D((—A)%).

(b) Siz € D((—A)%), alors de la formule (2.26), on a

Ut)r = U@(=A))(=A)%

(c) Comme (—A)* = ((—A)~*)~! est fermé et U(t) est bornée, il résulte que 'opéra-
teur (—A)*U(t) est fermé.Mais de (a) on déduit qu'il est définie sur E. Donc, par
le théoréme du graphe fermé, il résulte que (—A)*U(t) est un opérateur borné sur

E. Plus précisément, 1'application de I'inégalité moment (2.29) a U(t)x, on obtient
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des estimations (2.22) et (2.23)

I(=A) UMz < 2M(L+ M) U@ |AU(0)z]"
< 2M(1+ M)(Moe™™ |lz]|)' = (Mt~ e ||[])®

< 2M (14 MMy “Mt “e ||z .
(d) Par une partie (b), pour tous = € D((—A)®) on a

Ut)e — = /0 U (s)nds — /0 AU (s)ds — /0 (=AY U (5) (- A)ads.

Donc il suit de la partie (¢) avec 1 — a pour « que

IU#)z — =] < /O [(=A)~U(s)|[ - 1(=A)*=] ds
< 2M(1+ M)M§M} /t s* s, ||(=A) x| .

AM(1+ M
PMQUAM) o ppi-ego |~ Ayeal].

Lemme 2 Soit A : E — E un opérateur linéaire fermé a domaine dense et satisfait a
la condition (2.18) et soit B un opérateur linéaire fermé de D(B) C E dans un espace
de Banach F. Supposons que D(A) C D(B), et qu’il existe des constantes 0 < v < 1 et

0o > 0 telle que, pour tout 0 < d < 4o,
Bzl < CO7 ||l + 6" [|Az])), = € D(A). (2.30)
Alors pour tout vy < aa <1 on a

D((=A)%) € D(B),
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et

1Bz]lp < Ko l[(=A)%2],  z€ D((=A)%),

avec une constante K, > 0.
Démonstration.

(1) On montre que : si (—A)"*x € D(B), alors on a

B((—A)2) = — /OOO s* 1 BU(s)xds. (2.31)

On utilise la formule de représentation (2.26) pour la puissance fractionnaire (—A) ™

(—A) = () /000 s 1U(s)ds.

Comme B est fermé, il suffit de montrer que l’intégrale fooo s*1BU(s)xds est

convergent dans F'. On a

/ s* 1 BU(s)xds
0

< [ st puelds
F 0

4o S
< / S BU(s)a  ds + / S| BU (s)al]  ds.
0

do

Nous estimons chaque terme dans la derniére ligne.
(a) En appliquant l'inégalité (2.30) avec U(s)x pour x et s pour 0, on obtient des

estimations (2.22) et (2.23)

1BU(s)zllp < C(s[U(s)x]| + s [[AU(s)x]))

< C(Mys™ 7 + s Mys™ ) ||z|| = C(Mo + My)s™ ||x]| .
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Donc pour vy < a <1 ona

50 50
/ st |BU(s)z||pds < C(My+ M) (/ so‘_v_lds) Il
0 0

My + M
— M(;g—v ]| - (2.32)
a—r

(b) De méme, l'application de l'inégalité (2.30) avec x = U(s)x et 6 = &y , on obtient

/ S BU(s)alpds < C / (557 U ()l + 57 AU (s)al)) ds
50 60

< C’/ s (Moby” + 0 "Mys™) e ds. ||z |
do
< C <M0584’Yl/ e % ds + 5%’YM1/ saZeast) qu
0 do

1 1 © 1 o0 )
< C Mo(;g—’y—l_ + 5(1)—7M1 [__Sa—Ze—as} + _(2 . Oz)/ s* 3 s

a a 5, @ 5o )

C a—y—1

< (Mo + 2M;)dg l|lz]| - |

a
Par conséquent, inégalités combinant (2.32) et (2.33), on aura

1

L [Ty By ds < K,
o | eI BUGe I ds < Ky o

avec

C 1 1 .
Ky=—— <E(M0 + M)+~ (Mo + 2M1)55 1) .

Ce qui prouve la formule (2.31) et de plus, on a
IB((=A)")z|lp < Kq ]|,z € D(B(=A)"). (2.34)

(2) Comme (—A)'™° peut s’écrire



alors pour tout x € D((—A)™%), on a
(—A)"“z € D(A) C D(B),
de Uinégalité (2.34), on obtient
[B((—=A)™ )z, < Ka ||,z € D((=A)'"). (2.35)

Maintenant, soit x un élément quelconque de E. Puisque le domaine D(A) est
dense dans E et puisque D(A) C D((—A)'™®), on peut choisir une suite {z;} en
D((—=A)'=) telle que

xj—x de E. (2.36)

J

Alors, par Uinégalité (2.85), il résulte que {B((—A)"“)z;} est une suite de Cauchy

dans F', donc il existe un élément y de F' tel que
B((-A) %)z; — y de F, (2.37)

comme B est fermé et (—A)~% est borné, il résulte que B((—A)™®) est un opérateur

fermé. Donc de (2.36) et (2.37), on a

{93 € D(B((=4)")),
B((=A)x) = y.

Ce qui prouve que

de sorte que

D((—A)*) C D(B).
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Finalement, on peut passer a la limite dans l'inégalité

[BU=A) "z < Ka lla;]l-

Pour obtenir

IB((—A)")z||, < Ka |2,z € E,

ou de maniére équivalente (on prend z = (—A) “x )

1Bzl < Ko l[(=A)%2], 2 € D((=4)%).
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Chapitre 3

Le probléme de Cauchy linéaire et

semi-linéaire
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3.1 Le probléme de Cauchy linéaire

Définition 13 Dans cette section, nous considérons le probléme de Cauchy suivant :

d
—m:Ax(t), 0<t<T,
{ dt (P)
z(0) = xo.
La fonction x(t) : [0,T) — E est une solution de probléme (P) si elle satisfait auz trois
conditions suivantes :

(1) z(t) € C([0,T); E) N C((0,T); E) et 2(0) = .

(2) z(t) € D(A) pour tout 0 <t < T.

d
(3) d_f = Ax(t) pour tout 0 <t < T.
Ou C([0,T); E) désigne l'espace des fonctions continues sur [0,T) a valeurs dans F,
et C1((0,T); E) désigne l’espace des fonctions continiment différentiables sur (0,T) a

valeurs dans E.

Supposons que l'opérateur A vérifie la condition :

IRV < £

_l’_
>

Le théoréme suivant affirme que le probléme (P) admet une solution unique z(t) pour

tout condition initiale g € E .

Théoréme 15 On suppose que l'opérateur A vérifie la condition (2.18), alors, pour tout

xg € E, la fonction

() = U(t)zo = —— / MR(Wzod), >0, (3.1)

2T

appartient a lespace C([0,00); E) N C*((0,00); E), est une solution unique du probléme

(P).
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Démonstration. D’apres le théoréme 9, il suffit de prouver que la fonction U(t)xg
est la seule solution du probléme (P), pour chaque 7" > 0.

Soit y(t) une solution quelconque du probléme (P), et soit
z(t,s) = U(t — s)y(s), 0<s<t<T.

Alors on obtient que la fonction

s+ 2(t, )

appartient a Pespace C([0,t]; E) N C*((0,t); E), et satisfait

%@@@)ZZU@—ﬁﬂﬁ—Aﬂﬁﬂww)

= Ut—9)y'(s) — Ay(s)) =0,0 < s < t.

Ce qui implique que

2(t,0) = z(t,t),

de sorte que

y(t) =U(t)re, 0<t<T.

Soit f :[0,7) — E est une fonction continue . Nous considérons le probléme de Cauchy
non-homogene :
d
S Az(t)+ f(t),0 <t <T,

dt NH
x(0) = xp. (NH)

Le théoréme suivant donne une formule explicite pour les solutions du (NH). m

Théoréme 16 Supposons que l'opérateur A vérifie la condition (2.18) alors x(t) est une

solution du probléme (NH), si elle existe est donnée par la formule suivante. :

z(t) =U(t)xo + /Ot Ut —s)f(s)ds, 0<t<T. (3.2)
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Démonstration. Appliquant Uopérateurs U(t — s), 0 < s < t a 'équation

2'(s) = Az(s) + f(s), 0<s<T,

on obtient

Ut —s)a'(s) = U(t — s)Ax(s) + U(t — s) f(s), 0<s<t. (3.3)

D’autre part, il résulte que

d . (U(t—s—o)x(s+0)—=U(t—s)x(s)
Is (U(t—s)z(t)) = lim ( )

- e (A2 (£0) )
= U(t—s)2'(s) = U(t — s)Ax(s), 0<s<t. (3.4)

Par conséquent, de (3.3) et (3.4) résulte que
d
d—(U(t—s)x(s)):U(t—s)f(s), O<s<t<T,
s
En intégrant cette équation de 0 a t — h, h > 0 par rapport a s, on obtient

t—h
/0 Ut — 8)f(s)ds = [U(t — 8)x(s)]5" = U(h)x(t — h) — U(t)xo.

en utilisant

|UR)z(t = h) —z@ < [|UM) - Nzt = h) = 2@l + [((UR) = D)
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en passant a la limite, quand h tend vers 0, on obtient

Le théoréme suivant nous permis de conclure que la fonction z(t), définie par la formule

(3.2) est une solution du probléeme (NH). m

Théoréme 17 Supposons que l'opérateur A vérifie la condition (2.18).
Soit f une fonction de Holder localement continue sur (0,T), avec un exposant 0 < v <1,
qui satisfait a la condition

/0 1£(s) ds < oo. (3.5)

Alors, pour tout xo € E, la fonction

x(t) = U(t)xo + /0 Ut —s)f(s)ds

appartient a Uespace C([0,T]; E) N CY((0,T); E) est une solution unique du probléme

(NH).

Démonstration. De le théoréme 15, la fonction U(t)zg, donnée par la formule (3.1),
appartient & C'([0,00); E) N C*°((0,00); E), est une solution (unique) du probléme(P).

en effet, il suffit de considéré la fonction

y(t) = /Ot Ut —s)f(s)ds, 0<t<T. (3.6)

D’abord, de l'estimation (2.22), on a

ly (@)l S/O [U(E =) [Lf (s)]l ds < Mo/0 1F ()l ds,
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de sorte que

limy(t) = 0.

t—0

(a) La continuité de y(t) : pour chaque petit 6 > 0, on pose

(ﬂ_{ 0 si0 <t <9,
e J_éU(t—S)f(s)ds sid<t<T.

Alors on a

lus(®) — y(O)]| < {fo U= s)|.I1f(s)l[ds st 0<t<3,

U@ =) lfs)llds s §<t<T.

IN

/:HU(t—s)H-||f<s)||ds+/tt5 U= s)||. |If(s)]| ds
wo ([ienass [ irolas).

Ainsi, par la condition (3.5), il résulte queMais pour 0 < ¢t < t+h < T, (f(s) =0,s <0)

IN

ys(t)converge uniformément vers la fonctiony(t)quandd — 0,ent € [0, 7] . (3.7)
Mais pour 0 <t <t+h <T, (f(s) =0,s <0)

w0 —u) = | T U h— ) f(s)ds — / T Ut = ) f(s)ds

t+h—5 -3
= /t U(t—i—h—s)f(s)ds—i—/o Ut +h—s)—=U(t—s)] f(s)ds
t+h—3

— UM =T /O U s f(s)ds + /t Ut +h—s)f(s)ds,

=

alors que, comme h — 0

lys(t +h) = ys(D)]]

< |om-n [ T v [ s o
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Ceci donne :

ys(t) € C([0,T]; E).

Dongc, en vue de Iassertion (3.7), il résulte que
y(t) € C([0,T]; E).
(b) On montre que

{ y(t) € D(A), 0<t<T, (3.8)

Ay(t) = [y AU(t = 5)(f(s) = fF(B))ds + (U(t) = T) f(2).
de Pestimation (2.23) et la condition (3.5), on a

t—§ 1

t—4& ]\41 T
[ rave-siseias < an [ s < 2 [ < o

a l'aide de la fermeture de A, il résulte que

{yé(t) = f(fié U(t—s)f(s) € D(A) pour 6 <t <T,
Ays(t) = [ AU(t — s) f(s)ds.

On remarque que

At = [ AUE— )6 - s+ [ AU -5 o
— /0 AU(t—s)(f(s)—f(t))ds—/o d%(U(t—s)f(w)ds
t—0
:/0 AU(t — 8)(f(s) — f(£))ds + (U(t) — U(8))f(t)
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Soit [a, b] un intervalle fermé quelconque de (0, T'), et soit L, la constante de Holder pour

la fonction f sur l'intervalle [a/2,b] :
1f(&) = f() < Lap [t =", t,s€la/2,0].
Alors, par I'estimation (2.23), on a pour 0 < §' < § < a/2

t—o§’

MiLa .

< MLy / (1= ds = =L@ =07, e ol
t—0

/t AU - ) (f(s) — F(D)ds

—6

Ce qui prouve que l'intégrale impropre

/O AU(t— 9)(f(s) ~ f(2))ds = lim / CAUG— ) (f(s)— f)ds  (39)

existe, et la convergence est uniforme en t € [a,b] C (0,7), donc on a, quand § — 0,

Ay(;(t)H/OtAU(t—s)(f(s)—f(t))d5+(U(t)—I)f(t), O<t<T.  (3.10)

Par conséquent, 'assertion (3.8) est une conséquence des assertions (3.7) et (3.10).

(¢) Finalement, on montrer que

{ y(t) € C'((0,7); E),
y'(t) = Ay(t) + f(t), 0<t<T.

On remarque que la fonction ys(t) est contintment différentiable sur I'intervalle (9,7) et

satisfait

t—8 =6
yi(t) = / LWt~ 5)f(s))ds + U(S)(t— 6) = / AU(t — 5)f(s)ds + U(S)f(t - 5).
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comme le semigroupe U (t) est analytique réelle pour ¢ > 0. Ainsi pour § <t < T on a

t—0 t—0
y(t) = / AU(t - $)(f(s) — F(0))ds + U(8)f(t — 6) + / AU(t - 5)f(t)ds

t—0 d

t—0
- / AU(t = 8)(f(s) = F(£))ds + U(8)f(t — 6) — / U= 5)f(0)ds

= /Ot AU(t = s)(f(s) = F(1))ds + U Q) (f(t = 0) = f(£)) + U@ f(?).
Mais, de Iestimation (2.22), pour tout 'intervalle fermé [a, b] de (0,7") on a
IU@)(f(t=0) = FDI < MoLapd”, ¢ € a, ], (3.11)

ou 0 < d <a/2et Ly > 0 est une constante de Holder pour la fonction f sur Uintervalle
[a/2,b].

Par conséquent, combinant les assertions (3.9) et (3.11), on trouve lorsque § — 0

t—4&
ys(t) — /0 AU(t = s)(f(s) = [(1))ds + U () f(t) = Ay(t) + f(2),

uniformément en ¢ sur les intervalles fermés de (0, 7).

Ainsi, on peut passer a la limites quand 6 — 0 dans la formule

t
y5<t):/ h(P)dr +us(e),  0<<e,

on obtient

y(t) = / (Ay(r) + f()dr +y(e),  O0<e<t<T

Comme ¢ est arbitraire, ce qui prouve que

y(t) € CH((0,T); E),
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et aussi

y'(t) = Ay(t) + f(1), 0<t<T.

Donc la fonction y(t), définie par la formule (3.6), appartient a C'([0, T]; E)NC*((0,T); E),
est une solution (unique) du probléme (NH) avec y(0) = 0.

3.2 Le probléme de Cauchy semi-linéaire

Supposons que l'opérateur A vérifie la condition (2.18). Alors on peut définir la puis-
sance fractionnaire (—A)® pour 0 < a < 1. (—A)® est un opérateur linéaire fermé, et
inversible avec le domaine D(A) C D((—A)%).

On pose
E, = Tespace D((—A)*) muni de la norme des graphes ||| de (—A4)°,

ou

Izl = (lal® + I(=A)l*)2, =€ D(=A)).

Proposition 3 (i) L’espace E, est un espace de Banach.
(i1) La norme des graphes ||x||,, est équivalente & la norme ||(—A)“z||.

(173) Si0 < a < B <1, alors on a Eg C E, avec injection continue.

(i) Supposns que {z;} est une suite de Cauchy dans E,, c’est-a-dire

{z;} est une suite de Cauchy de E,
{(=A)%z;} est une suite de Cauchy deE.

Alors il existe des éléments x,y € F tels que

r; —xvde B,
(—A)ex; —yde E.
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Donc, en utilisant la fermeture de (—A)“, on a

{x € D((-A)"),
(—A)ex =y.

Ce qui prouve que

x € FE,,
z; — x de E,.

(ii) Rappelle que

[(=A)™| <M, O0<a<l

Donc pour tout z € ((—A)*), on a
I(=A)al” < flzf® + || (=A4)* < (M? +1) [[(-4)*z|”,

afin que

I(=A) ] <z, < M2+ D)2 [[(=A)2ll, @€ B (3.12)

On remarque que

Donc D((—A)?) C D((—A)%). En outre, en considération des inégalités(2.21)

et(3.12), il résulte que, pour tout x € Ez = D((—A)")
lzll, < (M + D)2 [[(=A) 2| < M(M? + D)2 [|(=A) || < M(M* +1)"2 |l 5.
Maintenant, on considére le probléme de Cauchy semilinéaire :

{‘fl—? = Au(t) + f(t,u(t),  to<t<t, (PSL)

U(to) = 29-
Ou f est une fonction définie sur un ouvert U de [0,00) X F,, 0 < a < 1 a
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valeurs dans E. On suppose que f(t,x) est de Holder localement continue en ¢ et
localement Lipschitzienne en x. alors, pour chaque point (¢,x) de U, il existe un

voisinage V' C U, constantes L = L(t,z,V) > 0 et 0 < v <1 telle que

1f(s1,51) = f(s2,92) || < L(|s1 — sa|” + [ly1 — w2ll,), (51, 91), (s2,92) € V. (3.13)

La fonction u(t) : [to,t1) — E est une solution du probléme(SLP) s’il satisfait aux
trois conditions suivantes :
(1) u(t) € C([to, t1); E) N C((to, 11); E) et u(ty) = .
(2) u(t) € D(A) et (t,u(t)) € U pour tout ty <t < ty.
du

(3) pri Au(t) + f(t,u(t)) pour tout ty <t < t.

Le principal résultat est le théoréme suivant de 1’existence locale et 1'unicité

Théoréme 18 Soit f est une fonction définie sur un ouvert U de [0,00) X FE,, 0 < a <
1, a valeurs dans E. Supposons que f(t,z) est de Hélder localement continue en t et
localement Lipschitzienne en x. alors, pour tout (to,x¢) € U, le probléme (P) admet une
solution unique locale u(t) dans Uespace C([to, t1]; E) N C((to,t1); E) ot t1 = t1(tg, x0) >

to.

Démonstration. 1) On fixe un point (¢, o) de U, et choisir les constantes ¢ > 0 et

0 > 0 tels que

V=A({t,z) €[0,00) X Ey:tg <t <ty+e,l|(—A)%% — (=A)%| <} C U,

et

1) = f(s, 9l < Lt = 5" + [[(=A4)% = (=A) ), (£, 2), (s,y) € V. (3.14)
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Ou L = L(tg,x9,V) > 0 est une Holder localement continue pour la fonction f. En

utilisant la partie (¢) du théoréme 14, il résulte que, pour M, > 0,

(=AU < Mot > 0. (3.15)

Maintenant, choisissons un nombre réel #; tel que

S 1 1/(1-a)
— i -(l-)——— q
0 <ty —ty < min 5,(2( a)Ma(B—i—éL)) ) (3.16)
ou
B =, max | f(two)ll. (3.17)

En outre, on peut supposer que t; — to assez petit et que
« [0 5

2) On pose
Y =l'espace C([to,t1]; E') de Banach des fonctions continues sur Uintervalle [to, 1] &

valeurs dans F, dont la norme est :

llylll = max [ly()].

to<t<ty

On défini une application

.Y —-Y

comme suit :

B(4) = Ut~ 0)(~A)r0 + [ (AU~ 75, (-4 y(s))ds.

to
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On vérifie que ¢ bien définie .

(a) D’abord, par le théoréme 17, il résulte
U(t — to)(—A)al'o < C([to, C)O)7 E) N Cm((to, OO), E)
(b) On montrer que, pour 0 < 8 < 1 — a,

[ a1 = 556, (- A y(s)ds € e ] ), (319

to

ce qui prouve que
dy(t) € C([to, t1]; E) N CP((to, t1; E), 0<B<1—a. (3.20)

Pourto <t<t+h<t;,ona

t

/ (AUt + h— 5) (s, (—A)y(s))ds - / (AUt — 5)f(s, (—A)“y(s))ds

to to

_ / (=AUt +h —s5) = Ut = 5)| (5, (—A)y(s))ds

to

T / (A U(t + = 5) (s, (—A)“y(s))ds.

estimons chaque terme du membre droite de la derniére égalité.
(b;) Par la continuité de y(t) et de l'inégalité (3.14), il résulte que f(t, (—A) “y(t)) est

continue sur [to, t1]. Donc il existe une constante N > 0 telle que
|t (A y@)|| <N,  teltota]. (3.21)
En outre, en utilisant la partie (d) du théoréme 14, pour 0 < f < 1 — « on a

(U (h) = (=AUt — s)|| < Coh? | (=AU — 5)||,h > 0, (3.22)
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avec une constante Cz > 0. Ainsi, combinant les inégalités (3.22) et (3.15), on obtient
(W) = AU — )| < CohPMaslt — )P h>0.  (3.23)

Par conséquent, de les inégalités (3.23) et (3.21), resulte

t
< CsM, 5N / (t —s)"*Pds.h?
to

OBMOH‘BN
l—a—-0

/X—mwva+h—@—U@—@U@xﬂMﬂMﬁmS

to

(t; — to)laﬁ) P o<pB<1—a. (3.24)
(bg) De méme, on a

/tJr (=AUt +h—3s)f(s,(—A) y(s))ds|| < N/tJr |(=A)*U(t+ h — s)|| ds

t+h
< NMQ/ (t+h—s) s
t
NM,
= ( “) Rt (3.25)

11—«

Par conséquent, ’assertion (3.19) est une conséquence des assertions (3.24)et (3.25).
3) On pose

S = {y €Y 1y(ty) = (—A)%, max |y(t) — (—A) x| < 5} .

to<t<i1

On remarque que S est un sous-ensemble non vide fermé et borné de Y, donc est un
espace métrique complet.

— Montrons que :

. d:5—065.
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Montrer ce, il suffit de vérifier que
||(I)y(t) — (—A)al’oH S 5, to S t S tl‘ (326)
De (3.18),(3.15), (3.14) et (3.17), pour ¢ € [to, 1] on a

[y (t) — (—=A) ol

_ HU@—iw«#n%m—<—Ame+/k—Af%mr—ﬁf@x—AYﬂM@ﬁw

to

< Ut =to)(=A)%xo — (=A) %o || + || /t (=AUt = s)[f (s, (=A)"y(s)) — f(s,z0)]ds |

b [ AU s ads|

to

t t
< Sl [ (= ) — (<A | ds+ M [ (1= 5)ds
to to
t
< g + M, (L6 + B)/ (t =) ds < g + w(tl —19)' 7"
to -

En vue de la condition (3.16), ce qui prouve I'inégalité (3.26).

IL ||| ®yr — P 1< 5 M — %2 [l w192 € S,

Par (3.15),(3.14)et (3.16), on a pour tout ¢ € [tg, 1]

| Pyi(t) — Pua(t) |
= ‘ /t (=A)U(t = s)[f(s,(=A) " “y1(s)) = f(s,(=A)ya(s))]ds
/t [(=A) Ut = s)|| || f(s, (—A)ya(s)) = f(s, (—A)*y2(5))|| ds

(tl _ to)l—a
1oy = el

VAN

IN

MJ/@—@”M&%ﬂwW%SMJ

to

IN

S|
5 Y1 — Y21 -
Par conséquent, de I et I1, et le théoréme du point fixe, on conclut qu’il existe un
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point fixe unique y € S c-a-d, Py = y alors

y@)Zlﬂt—tdbvﬂ%m%i/(—AYT“V—Qf@A—AYﬂywﬂmi (3.27)

to

Comme y = Py, il résulte de I'assertion (3.20)

Pour ¢}, > t, il existe une constante Ly > 0 telle que
ly(t) = y()| < Ly [t =", .5 € [th, 1]

De l'inégalité (3.14), ce qui implique la continuité de Holder locale de la fonction

f(t, (—A)~y(t)) . En effet, pour tout t,s € [t}, 1] ,t0 < t; < t1, on a

[/t (=A) 7y () = f(s. (=A)y(s)|| < Lt = s + y(t) = y(s)])

< Lit—s"+ LLylt—s",0<y<1,0<B<1-a.

4) Maintenant on considére le probléme de Cauchy non-homogene :

dx —a
{% = Ax(t) + f(. ((_o?)_ et (NH)

Mais on sait que f(t,(—A)~“y(t)) appartient a C([to,t1]; E) N C? ((to, t1]; E), oul
0 < " < min(y,1 — «). Donc I'application du théoréme 17, on obtient que la

fonction

u(t) = U(t —to)xo + /t Ut —s)f(s, (—A) y(s))ds

appartient a C([tg,t1]; E) N CY((to,t1); F) est une solution unique du probléme

(NH).
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Il reste & montrer que
u(t) = (—A)""y(t), to<t<t, (3.28)

ce qui prouve que la fonction u est une solution du probléme (PSL).
Comme pour tg <t < tion a

{ U(t —to)ro € D(A) C D((—=A)%),
Ut — s)f(s, (—A)-oy(s))ds € D(A) C D((—A)*),

en vue de la partie (b) du théoréme 14 et la formule (3.27) il résulte

(A u(t) = (~APU(E = tohao + [ (AUt = 9)f(s. (~4) “y(s))ds

to

= AUt + [ (AP = 9o, (AT y(s))ds = (D),

to

Ce qui prouve la formule (3.28).
5) Finalement, on montre I'unicité des solutions du probléme (P.SL).supposons que

u, v sont deux solutions du probléme (PSL) :

{Z—;‘ = Au(t) + f(t, u(t)), to <t <t,

u(to) = xo;
B Ap(t) + f(t (1),  to <t <t
{ U(to) = Xy.

Alors par le théoréme 16, on a

u(t) = Ut —to)zo+ / U(t —s)f(s,u(s))ds,

to
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et donc

(~A)ult) = Ut to)(~A) "m0+ [ (=AUt = ) u(s))ds,

to

(A1) = Ult—t)(=A o+ [ (41Ul = 9)f(s.0()ds

to

Ceci implique que les fonctions (—A)%u(t) et (—A)*v(t) sont deux points fixes de
la application ®. (Ici on remarque que Uintervalle [to, ;] doit étre remplacé par
un petit intervalle [to,t; — |, h > 0.) Donc, par I'unicité des points fixes de @, il

résulte
alors

d’ou le théoréme.
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Résumé

Dans ce mémoire on résoudre un probléme semi lin€aire et rechercher
I’existence locale et I’unicité de la solution de I’équation x" = Ax dans
les éspaces de Banach, telle que A est un opeérateur linéaire fermé a
domaine dense, en utilisant la théorie des semi-groupes analytiques et les
puissances fractionnaires d’un semi-groupes

Mots clés

Opérateur fermé, semi-groupe analytique, puissance fractionnaire,
I’ensemble resolvant

Abstract

In this memory we solve a semi-linear problem and search the local
existence and uniqueness of the solution of the equation x ' = Ax in
Banach spaces, such that A is a closed linear operator with dense domain
in using the theory of analytic semi groups and fractional powers of semi
groups
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