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Introduction

La plus part des types de probléemes en sciences et ingénierie surtous les
problémes physiques mathématiques prennent la forme d’équation d’opé-
rateur

Tx =y.

On particulier T'= A — M, telle que A : E — F est un opérateur
linéaire comme opérateur différentiels et opérateur intégral et opérateur

matriciel.
Les espaces E et F' sont espaces de normé (Banach)

— Dans le premier et chapitre, on donne des définitions et généralités
des opérateurs bornées sur I’espace normé. Ainsi on donne quelques
notions sur la théorie spectrale des opérateurs bornés.

On représente la différence entre le spectre des opérateurs bornés sur
un espace de dimension finie et un autre espace de dimension infinie.

— Dans le deuxiéme chapitre, on donne des définitions et généralités des
opérateurs non bornés sur ’espace normé .Ainsi on donne quelques
notions sur 'opérateur fermé

On représente la différence entre le spectre des opérateurs bornés et



le spectre des opérateurs non bornées.

— Dans le troisiéme chapitre, on donne des définitions des opérateurs
relativement bornées et les opérateurs relativement compacts. Ainsi
on a étudié le spectre de Laplacien A |, les théorémes de Kato-Rellich,

Weyl, Persson.



Chapitre 1

Opérateurs linéaires bornés

Dans cette chapitre, on donne des définitions et généralités des opéra-
teurs bornées sur ’espace normé. Ainsi on donne quelques notions sur la

théorie spectrale des opérateurs bornés.

— On représente la différence entre le spectre des opérateurs bornés sur

un espace de dimension finie et un autre espace de dimension infinie.

1.1 Rappels et définitions

Définition 1.1.1 (Espaces normés)
Un espace vectoriel E surk est dit un espace vectoriel normé s’il est muni
d’une norme, ||.|z : E — Kk,

Vérifiant les propriétés suivantes :
1 ||fl=0<= f=0,VfeFL.
2. ML= 1ALV € EVA €k
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3N+ gl <llgl +1IfI1,Vf, 9 € E.

Définition 1.1.2 (Norme équivalentes)
Soit E un espace vectoriel sur k et deux normes sur E, ||.||,, ||.||l,. on dit

qu’elles sont équivalentes s’il existe C; > 0,Cy > 0 tels que :

Crlully < llully < Coflully,Yuc B

Définition 1.1.3 (Suite de Cauchy)
Une suite u, d’éléments d’un espace normé {E.|.||} est dit un

Suite de Cauchy si

Ve > 0,3ng € N,Vm,n > ng : ||u, —un| <e

Définition 1.1.4 (Espace complet)
Un espace vectoriel normé {E, ||.||} est dit complet si toutes sous suites

de Cauchy sont convergentes dans E pour sa norme.

Lemme 1.1.1 Tout espace vectoriel normé {E, ||| }de dimension fini est

complet

Définition 1.1.5 (Espace de Banach)
On appelle espace de Banach surk tout espace vectoriel normé {E, |||}

complet pour la métrique associée o la norme ||.|| .

Définition 1.1.6 (Produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel sur le corps k Un Produit Scalaire sur E :
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est une fonction (f,g) : Ex E — kuvérifie les propriétés suivantesV [, g, h €
E VA ek

~

(£ ) =0.

A{ff)=0&f=0.

- (Mo9) =X {f,9) et (f,Ag) = A(f,q)
Afrg+h)=(f,9)+{fh)

5. (f,9) =19, f)

IS

Co

N

Remarque 1.1.1 Le produit scalaire d’un espace euclidien nous donne
une norme définie par

2]l = v/ (2, @)

Définition 1.1.7 (Espace euclidien)
Un espace vectoriel E sur k est dit un espace euclidien ou préhilbertien

sl est muni d’un produit scalaire.

Définition 1.1.8 (Espace de Hilbert )
On appel Espace de Hilbert tout espace préhilbertien H complet au sens

de la métrique associée a la norme induite par le produit scalaire.

Exemple 1 L’espace euclidien C* = {x = (x1, s, ...x,) ,x; € C,i =1,..n},

muni du produit scalaire

(x,y) = Zl‘iE est un espaces de Hilbert
i=1



Théoréme 1 (Inégalité de Cauchy Shwartz)

H un espace euclidien, on a

Vige H (L, ol <IfI gl telle que [[f]| = /{f, f)

Démonstration. [5] =

Définition 1.1.9 (Orthogonalité)
On dit que deux vecteurs x ety d’un espace euclidien sont orthogonaux si

(x,y) =0 et on écrit x Ly. Soit A une partie non vide d’un espace euclidien

H. At lorthogonal de A dans H est

At ={zc H (v,y) =0,Vy € Q}.

Remarque 1.1.2 At est un sous espace fermé de H et A+ = (AL)

1.2 Continuité des opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 (Opérateur linéaire)

Soient E et F' deux espaces normés et A un opérateur défini sur E dans
F et dit linéaire, s’il vérifie les conditions suivants :

pour tout x,y dans E ,a et § dans R ou C

i) A(z) € F.

ii) A(ax+ Py) = aA(z) + BA(x).

Définition 1.2.2 (Opérateur continu)

Soient E et F deux espaces normés, A un opérateur linéaire défini sur un
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sous-ensemble G C E dans F est dit continu au point xo de G si pour

toute suite x,, de G converge vers xo, la Suit A (z,) converge vers A (x) .

C’est o dire :

lim A (z,) = A ( lim xn) = A(zo) .

n—o0 (TL—’OO

Remarque 1.2.1 L’opérateur linéaire A est dit continu sur G s’il est

continu, en Chaque point de l’ensemble G

Lemme 1.2.1 Soient E et F deux espace normés, un opérateur linéaire
A défini sur un sous ensemble G C E dans F' est dit continu sur G s’il est

continu en point xo de G.

Démonstration. Soit x,, un suite convergent vers x, cette suite s’écrit

comme suit :

Ty = [ro+ (zp,— )]+ (z — x0)

= Yo+ (z—20)
et la suite y,, convergent vers zg, et A un opérateur linéaire, alors

Ala,) = Ao + (20 — 2)] + (2 = 20))
= Ayn) + Az —w0)
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L’opérateur A continu au point zq, alors

Tim A(z,) = lim [A([zo + (2 — 2)] + (x = 70))]
= lim A () + A () — A (o)
= A(zo)+ A(z) — A(xp)

= A(z)

1.3 Opérateurs bornés

Définition 1.3.1 (Opérateur borné )

Soit A Un opérateur linéaire défini sur E dans F' est dit borné, s’il
existe une

constante positive C' > 0, telle que
[A @) < Cllzlp, Ve e E, (1)

Exemple 2 Soit E = C ([a,b] ,R) muni de la norme |||, = sup |¢ (z)],
z€[a,b]
On définit T sur E par :

T(f):/ k(x,y) f (y)dy telle que k : [a,b] X [a,b] — R.

Théoréme 2 Soit A un opérateur linéaire est continu si et seulement s’il

est borné.



Proposition 1.3.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est continue sur E.

2. A est borné, c’est-a-dire, il existe C > 0 telle que pour tout x € E

IA((@)]lp < Cllzllg, Yz € E .

1.3.1 Espace des opérateurs bornés

Proposition 1.3.2 Le plus petit des constantes C' vérifiant la relation (1)
et appel la normé

de A notée par ||A|| et donnée par :

|A()||
Al gy = Al =sup === = sup A (2)llp = sup [|A(2)]|p
T#£0 ||33HE 2#0.||z]| g <1 llzll ;=1

Définition 1.3.2 (opérateurs linéaires continues)
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés :
on note L (E,F) l’ensemble des opérateurs linéaires continues de F

dans F. on notera aussi L(E) = L (E, E)

Proposition 1.3.3 soient E et ' deux espaces vectoriels normés :

i) [|Allz(g ry est une norme sur L(E, F).

ii) Si F' est un espace de Banach alors L(E, F) est un espace de Banach .

Démonstration. [5] =



Proposition 1.3.4 Soient E , F' et G trois espaces vectoriels normés :

1. L(E,k)le dual topologique de l’espace E note par E' = L(E,k)est un

espace de Banach.

2. Vg e LE,G),f € LG, F) alors fog € L(E,F) telle que
|fo g”L(E,F) < ||g||L(E,G) HfHL(G,F)‘

1.3.2 Opérateur positif

Définition 1.3.3 (Opérateur positif)
Soient H un espace de Hilbert et A € L(H) avec A un opérateur auto-

adjoint. On dit que A est positif si et seulement si :
(Af, f)>0,vfeH

Définition 1.3.4 (Opérateur strictement positif)
soient H un espace de Hilbert et A € L(H) avec A un opérateur auto-

adjoint. On dit que A est strictement positif si et seulement si :
(Af.f)>0VfeH

Exemple 3 L opérateur intégral de Fredholm défini de L? [a,b] dans L? [a, b

par :

Vi€ L2 ab], Af(z):= /Oxm,y)f(y) dy, Yo,y € [0, 1]
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ot k une fonction positive telle que k (z,y) € C ([a, b]z) est un Opérateur

positif, en effet

b b
(Af.f) = / / k(2,9) f (4) F(5)dyde.

b b
_ //k(az,y)\f(y)\Qdyd:cz(),erLZ[a,b].

1.3.3 Opérateurs normal

Définition 1.3.5 (Opérateur normal)
Soient H un espace de Hilbert et A € L(H).On dit que A est opérateur

normal si :

ATA = AA™.

1.3.4 Opérateur unitaire

Définition 1.3.6 (Opérateur unitaire)
Soient H un espace de Hilbert et A € L(H).On dit que A est opérateur
unitaire si :

A"A = AA" = Iy.

1.4 Opérateur compact

1.4.1 Ensembles compacts

Définition 1.4.1 (Ensembles compacts)

Soit G un sous-ensemble de espace normé E .est dit compactes si de tout
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recouvrement ouvert de G on peut extraire un sous recovvrement finie

C’est a dire : VH = {u;,j € J ; u; ouvert} telles que,
G C Uui, JHy, = {u;,, jr = 1,2...n} , telles que G C Uulk
i=1 i=1

Définition 1.4.2 (Ensembles séquentielle compacts)
Un ensemble G est dit séquentiellement compact si pour toute suite

(un), d’éléments dans G contient une sous suite (un(k))n

Théoréme 3 soit £ un espace normé. et G un sous-ensemble de E les

propriétés suivantes sont équivalentes

1. Le sous-ensemble G est séquentiellement compact.

2. Le sous-ensemble G est compact.

Définition 1.4.3 (Ensembles relativement compacts)
Soit G un sous-ensemble de espace normé E. est dit relatitvement compact

si la fermeture G est compact

Théoréme 4 (Arzela-ascoli)
Une sous ensemble G C C (Q) est relativement compact dans C () si et

seulement st G bornée et équicontinue

1. G bornée :AM > 0 telles que

1]l = max|e (2)] < M,V >0€ G
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2. G équicotinue :

Ve > 0,30 >0,Ve,y € Q, |z —y| <e=|¢(x) =y (2)||, <0

o0

1.4.2 Opérateur compact

Définition 1.4.4 (Opérateur compact)
On dit qu’un Opérateur A € L(E,F) est compact si et seulement si

pour toute suite (r,),.ybornée de E, (Axy),.ycontient une sous suite

neN

(A:cn(k))kneN :converge de F' .

Remarque 1.4.1 L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F' est
noté K (E, F)

on notera aussi K (E) =K (E,E).

Proposition 1.4.1 Soient A€ L(E,F) et Be€ L(F,QG)

1. si A et B sont compacts, alors T = aA + BB est un opérateur com-

pacte

2. si A ou B est compact alors T = BA est compact.
Démonstration. [6] =

Proposition 1.4.2 Si E ou F sont de dimension finie, alors K (E, F) =
L(E,F).

Théoréme 5 Soient E et ' deux espaces de Banach et soit A,, Suite des
opérateurs de KK (E, F') convergente vers l'opérateur linéaire A de E dans
F

Jim |4, — A] =0
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Alors A est un opérateur compact.

Démonstration. [6] =

1.5 Inversibilité d’un opérateur

Définition 1.5.1 (Opérateur inversible)

Soit A un opérateur de L (E) est dit inversible s’il admet un inverse dans
L(E)

C’est a dire : il existe S € L(E) tel que SA = AS =1, S est appelée
Uinverse de A et est désignée par A~', On note GL (E) l’ensemble des

opérateurs de L (E) inversible.
Remarque 1.5.1 L’inverse d’un opérateur borné n’est pas toujours borné

Exemple 4 Soit H = (* ’espace des suites

2= {x = (Th) ey Z |z|* < oo}

keN

L’opérateur défini par

T est borné, car

2
xXr
1T (21, 22,...)| = Z% < CO|T (z1,22,..)],C > 1

k>1

14



T est inversible, et inverse donné par

T (zy,29,...) = (21,229, ..., nTp, ...)

T~ est non borné.

Proposition 1.5.1 Si A et B inversible alors le opérateur T = AB est
1nversible et l’on a

T—l _ S_lB_l
Définition 1.5.2 Soit A un opérateur de E dans F.
Le noyau ker(A) et l'image Im(A) de A sont définis par :

ker(A) = {z € E|A(z) =0}

Im(A) ={y € F|3z € E tel le que A(x) = y}.

Théoréme 6 Si E de dimension fini. Un opérateur A est inversible si et

seulement si :
ker (A) = {¢ : Ap =0} = {0}

Démonstration. Si A injectif alors

Al’l :Axg = X1 = X9

Supposons maintenant que : Az =0 x = 0.
si Azy = Axy, alors A (x7 — x2) = 0 et ainsi 27 — 9 = 0.
par conséquence r; = To, alors A injective et F de dimension fini,

alorsA est inversible ®m

15



Théoréme 7 (Opérateur inversible)

Soient E et F' deux espaces de Banach et soit A un opérateur bijectif de E

sur F.

Alors A™Y est continue de F dans E.

1.6 Spectre d’un opérateur borné

1.6.1 Définitions et propriétés

Définition 1.6.1 Soit A € L (F)

On appelle ensemble résolvante de A ’ensemble
p(A):={\e€C tel que (\[ — A) est inversible} .
C’est a dire
p(A):={XeC tel que (M — A)7" eziste et continu sur E}

Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.

1. Si A€ p(A),on définit la résolvante Ry (A) de A au point \ par
Ry (A):= (M —A)".

La résolvante Ry (A) est simplement notée R).
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2. Le spectre o (A) de A l’ensemble

o(A):=C\p(A).

Un élément de p (A) est une valeur spectrale de A.

Définition 1.6.2 Soit A € L(E)

1. L’ ensemble des valeurs de \ pour lesquelles Ry (A) n’existe pas est
appelé le spectre ponctuel de A.on note o, (A).

C’est a dire
o, (A) :={X € C tel que (M — A) n’est pas injectif }

Les éléments du spectre ponctuel sont appelés les valeurs propre de

A.

2. L’ ensemble des valeurs de A pour lesquelles Ry (A) existe, est a do-
maine dense mais n’est pas a borné est appelé le spectre continu de
A.
on le note o.(A) C’est a dire

o.(A) = {/\ € C tel que (M — A) injectif, et Im(A — A) # Im(N — A) = E}
3. L’ ensemble des valeurs de X pour lesquelles Ry (A) existe, mais n’est
pas a domaine dense est appelé le spectre résiduel de A.On le note
o, (A) Cest a dire
o, (A) = {)\ € C tel que (A — A) ingectif, et Im(AN — A) # E }

17



Remarque 1.6.1 Soit A € L (E)

1.L’ensemple du spectre est aussi appelé valeur spectrale et est parfois
noté V, (A) .

2. On a toujours V,, (A) C o (A).

3. Si E est de dimension finie, NI — A est inversible si et seulement si
ker (A — A) = {0} .

En particulier, on en dé duit o, (A) = o (A). La situation est plus délicate

en dimension infinie

Exemple 5 soit £ := C ([0, 1],k) l’espace des fonctions continues de [0, 1]
dans k muni de la norme de la convergence uniforme |.||..On définit

l'opérateur de Volterra A sur E par

Vf e B Af (z) = /:f(t)dt, vz € [0,1]

Alors, on a ker (A) = {0} .et Im(A) = {g € C'([0,1],k) | g(0) =0}. En
particulier, A est injectif donc 0 ¢ o.(A) mais non surjectif donc 0 €

o(A).

Proposition 1.6.1 On appelle rayon spectral d’un opérateur linéaire

borné A le nombre positif r (A) défini par :

r(A) = sup [}
A€o (A)

18



Proposition 1.6.2 Soit A € L(E)Si |\ > ||A| alors A€ p(A).

1. p(A) est un ouvert non vide de k.
2. 0,(A) Co(A).

3. Si |\ > ||A|| alors .\ € p(A).
Exemple 6 considérons [’équation intégrale
| costa 9 £ )y = 21 (@) = cos (30
0

cette équation s’écrit soun la forme d’opérateur par (A — \) f = cos (3x)

ou A est I’ opérateur intégrale défini sur L? ([0,7]) par

Af (z) = /0 cos (a + ) f (y) dy, Vf € L* (0,7])

On cherche les valeurs propres de A

On a
Af=Af=>/0 cos (2 +9) f (4) dy = Af (2)

Alors

cos (o) [ cos () )y —sin (@) [ sin o) () dy = A (o)

19



On distingue deuz cas

1. Le premier cas est

sin ) [ sin ) £ () dy =0

Alors

Et

3
o
Q
n

—

<

S~—

-

—~

<

N—r
U

<

3

Q
o
n
[
—~
<
SN~—
U
<

o—

/07r (14 cos (2y)) dy

SIERME

Donc Ay = 5,est un valeur propre, le vecteur propre associé est la

fonction

f1(z) = cos ().

2. Le deuxiéme cas
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si cos (z) [) cos (y) f (y) dy = 0C’est a dire

_sin(z) / “sin(y) £ (9) dy = Af (2)

Par la mémé méthode dans le premier cas on trouve Ay = —7 est une

valeur propre, le vecteur propre associé est fa (x) = sin (x).

Proposition 1.6.3 Soit A € L (E)

1. € o (A) si et seulement si \ € o, (A*).

2. pour A € p(A), on a (Ry(A))" = Ry (A¥).

3. A€o, (A) alors X € o, (A*).

4. M€ o, (A) si et seulement si X € o, (A*) Ua, (A¥).

5. )€ o.(A) siet seulement si X € o, (A*)
Démonstration. [4] =

Théoréme 8 soit A un opérateur linéaire auto-adjoint défini dans un es-

pace de Hilert E.

1. Ses wvaleurs propres est réelles.

2. Les vecteur propre associés a des valeur propres différentes sont or-

thogonauz.
3. o, (A) est vide.

4. 0.(A) est réel.
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Démonstration. 1.Si A est une valeur propre de A* ,il existe un vecteur

x # 0 appartenant & F telle que,Az = A\x et par conséquent :

(x, Ax)

A=t
(e

et A autoa-djoint ,

(x,Ax) = (Az, z)

Ce qui implique :

2.5i x1 est un vecteur propre associés a la valeur propre A\; de A et

ZTo un vecteur propre associés a la valeur propre A\, on a :

(A1 — X)) (x1,20) = (Axq,x0) — (21, Axa)
— 0

Ce qui implique

<$1, ‘/L‘2> - 0

si )\1 :>\2. |

22



1.6.2 Spectre d’un opérateur compact

Corollaire 1.6.1 Soit E un espace de Banach, A € L(E) un opérateur

compact et T'= M — A.Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est injectif.

2. T est surjectif.

Théoréme 9 soit A un opérateur compact sur E, avec dim(FE) = oo.

Alors on a
1.0ec(A).
o (A)\ {0} =0, (A)

soit o (A) est fini.

e e

soit o (A) ={0}U{N\,:n >0}, A\, #0 et N\, — 0,n — 0.
Démonstration. (8]
1. supposons que 0 ¢ o (A).Alors A est bijectif et I = AA™! est com-

pact. Donc [ est compact et dim(F) < oo

2. Soient A € 0 (A), A # 0. Montrons que o, (A). Raisonnons par 1’ab-
surde et supposons que N (A — AI) = {0}. Alors Im(A\] — A) = F
et donc p (A) —ce qui est absurde.

Proposition 1.6.4 soit A € L(E) un opérateur auto-adjoint.
On pose
m= inf (Az,z) et M = sup (Az,x).

z€E,||z]|=1 2€E,|z|=1

23



Alors o (A) € [m,M],m € o (A) et M € o (A).

Démonstration. [3] =

24



Chapitre 2

Opérateurs non bornés

2.1 Définitions et Généralités

Définition 2.1.1 (Domaine d’un opérateur)
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et A un opérateur linéaire
définie de sous-espace vectoriel D (A) C E dans F.D (A) est appelé le

domaine de l'opérateur A et définie par :

D (A) =: {x € E telle que Az € F}.

Définition 2.1.2 (Opérateur non borné)
soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On dit qu’un opérateur li-

néaire A définie sur D (A) C E dans F' est un opérateur non borné si :

D(A) #E.
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Exemple 7 Soit (A, D (A)) un opérateur définie par

A D(A) co(o1]) — C([o,1]).
f — Af_%_f/ telle que D (A) = C* ([0,1]),

On considéré :

fo(@) =a"vn e N ||fu (2], = max |f, ()] = max |27 =1
z€[0,1] z€[0,1]
Masis
max |Af, (z)| = max |nz"'|= n — oo
z€[0,1] z€[0,1] n—-00

donc n'existe pas C > 0 telle que :||Af, (z)| < C|fu(2)|, alors Uopé-

rateur A n’est pas borné.

Définition 2.1.3 (Image d’un opérateur)
soient E et I deux espaces vectoriels normés et A un opérateur linéaire
définie de sous-espace vectoriel D (A) C E dans sous-espace R (A) C F.

R (A) est appelé l7image de l'opérateur A et définie par :

R(A)=Im(A):={ye€ E tel quey = Ax et x € D(A)}.

Définition 2.1.4 (Noyau d’un opérateur)
soient E et F deux espaces vectoriels normés et A un opérateur linéaire

définie de sous-espace vectoriel D (A) C E dans sous-espace R(A) C F.

N(A)=ker(A):={zeD(A): Az =0}.

Définition 2.1.5 (opérateur densément définie)
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soitent E/ un espace vectoriel normé et A un opérateur linéaire définie de
sous-espace vectoriel D (A) C E dans E. On dit que A est densément
définie si son domaine est un sous ensemble dense de E,

C’est o dire :

2.2 Opérations algébriques sur les opérateurs
non bornés

— La somme :
(A+ B),, = Az + Br avec D(A+ B) = D (A)N D (B).
— La produit :

(A.B),, =4 (B()) avec D (A.B) = {z € D (B) telle que :B(z) € D (A)}.

)

— Les lois usuelles d’associativitél.

1. (S+ B)+A=S+(B+A) =R avec D(R) = D (A)ND (B)ND (S).

(S.B).A=5.(B.A) =R avec:
D(R)={ze€ D(A) :A(z)=ye D(B) :2z=B(y) € D(5)}
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— Les lois de distributivité :
(S+B). A=SA+BA; AS+ABC A (S+ B).
— Multiplication par scalaire : si a # 0 Alors

D (aA) =D (A) telle que (aA) (z) = a(Ax)Vz € D (A)

2.3 Opérateurs fermés

2.3.1 Ensembles fermés

Définition 2.3.1 (Ensemble ouverts)
Un sous ensemble S d’un espace normé E est dit ouverts si pour tout

x € S il existe une constante ¢ > 0 telle que :
B(z.e)={yeE:|ly—zllp<0}CS

Définition 2.3.2 (Ensemble fermés)

Un sous ensemble S d’un espace normé E est dit fermé si son complé-
mentaire est ouverts

C’est a dire :

Cl={reFE:x¢S}.
est ouverts.

Théoréme 10 Un sous ensemble S d’un espace normé E est dit fermé

si et seulement si toute suite convergente (x,), d’elements de S converge
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vers élément x € S.
C’est a dire :

(V(xy), € Setx, —x) = z€8.

Définition 2.3.3 (Sous-ensemble dense)
Un sous-ensemble S d’un espace normé est dit dense dans E si sa fermeture
est égal o F,

C’est a dire

9
I
y

2.3.2 Opérateur fermés

Définition 2.3.4 (Opérateur fermés)

Soient E et F' deux espaces normés. Un opérateur A : D (A) C E — F
est dit fermé si pour toute suite (f,), de D (A) telle que f, — f dans
E et Af, — g dans F,on a alors : f € D(A) et Af =g.

C’est o dire

n€D(A
fn € D(A) fe D)
ot Af =g
Afn_>g

Proposition 2.3.1 Soit (A, D (A)) un opérateur fermé. Alors A est borné
st et seulement si
D (A)=FE.

Remarque 2.3.1 Si A est fermé. Alors N (A) est fermé
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2.3.3 Théoréme du graphe fermé

Définition 2.3.5 (Graphe d’un opérateur)
soient E et F' deux espaces vectoriels et A : D (A) C E — F un opérateur.

Le graphe de A est sous ensemble G (A) C E x F' définie par :
G (A) = {(f, Af) telle que f € D(A)}

Définition 2.3.6 (Opérateur fermés)

On dit qu’un opérateur A est fermé si G (A) est fermé dans E x F

Définition 2.3.7 (produit scalaire du graphe)
soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert et A: D (A) € H — Ha.

Alors on définit un produit scalaire dans le domaine D (A) par :

(fs9)a=f9n +{Af,Ag)y, Y f,9 € D(A),

Définition 2.3.8 (Norme du graphe)
soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et A : D (A) € Hi — Hj.Alors

on définie un Norme dans le domaine D (A) par :

171 = /I, + [Az]3,. Ve € D (A),

est appelée la norme du graphe de lopérateur A. Elle est équivalu a la
norme

1flla = ]l g, + Azl g, , Vo € D (A)
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dans D (A)

Théoréme 11 (théoréme du graphe fermé)

Si A est un opérateur linéaire d’un espace de Banach E dans un espace de
Banach F.

On suppose que le graphe de A, G (A), est fermé dans E x F. Alors

A est continue

Remarque 2.3.2 Soit £ un espace de Banach muni de deux normes ||.||,

et |||, -On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que

lzll, < Cllzlly, v € E.

Alors il existe une constante C' > 0 telle que

lzll, < Clizlly, v € E.

Démonstration. Ont considéré sur £ les deux normes

[zlly = NIzl g + | Az][p et [[zfl, = 1=z -

Comme G (A) est fermé ,F muni de la norme |[.||; est un espace de
Banach. D’autre part

[zl < Cllzlly
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par conséquent ces deux norme sont équivalentes : il existe une constante
C > 0 telle pue
lell, < Cllzl,, Ve € B.

Donc

[Az|[p < Cllzl g, Ve € E.

Alors A€ B(E,F) m

2.4 Opérateurs fermables

Définition 2.4.1 (Extension des opérateurs)
Soient E un espace vectoriel et A: D(A) C E — E et B : D(B) C
E — FE deux opérateurs linéaires. Alors on dit que B est une extension
de A si :

D(A)Cc D(B) et Af =Bf Vfe D(A).

Et on le note par A C B.

Exemple 8 Pouri = 1,2. Soient A; : D(A;) C L?([0,1]) — L2 ([0, 1])

les opérateurs différentiels A;f (x) = f' (z) avec leurs domaines :

D(A) = H([0,1]),
D(Ay) = {feH ([0,1]): f(0)=f(1) =0},

Alors on a

AQCAl
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Proposition 2.4.1 A C B si et seulement si G (A) C G (B).

Définition 2.4.2 (Opérateurs fermables)
Soient E et F' deux espaces normés. Un opérateur A : D (A) C E — F

est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Lemme 2.4.1 Un sous-espace G de E X F' est le graphe d’un opérateur si
et seulement si

((0,y) e G =1y =0).

Proposition 2.4.2 Soit A un opérateur fermable. Alors il existe une ex-
tension A de A telle que A C A, pour toute autre extension fermée A.De

plus, G (Z) = m

Démonstration. Soit A; une extension fermée de A. Alors G (A) C G (A1)

et G(A) C G(A;). On conclut que ne contient pas d’éléments de la forme

0, f] avec f # 0.0n définit un opérateur B par

D(B):{uEH:ileXistefEHtelque [, f] EG(A)},Bu:f.

ou [ est l'unique vecteur tel que [u, f] € G (A).Il est évident que

G (B)=G(A) et G(B) C G(A;) pour toute extension fermée A;. m

Remarque 2.4.1 On appelle A la fermeture de A. Signalons qu’il existe

des opérateurs qui me sont pas fermables.

Exemple 9 [1]On considére H = L? ([0.1]) et D ([0,1]) = C ([0.1]) C H.
Posons A: D (A) — H et Az (t) = x(0).A est non fermable.En effet, si
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U'on consideére (x,,), une suite dans D (A) définie par x, (t) = (1 — )" ,on

1 3 F
all = 1—t = 0
Izl = (bf > m+1

Mais (Az,) = (1 —1t);_, = 1 qui montre que A est non fermable.

a

2.4.1 Opérateurs adjoints

Deux opérateurs (A, D (A)) et (B, D (B)) sont dits adjoints si :

Ve € D(A),Yy € D(B), (Ax,y) = (x, By) .

Définition 2.4.3 Soit (A, D (A)) un opérature a domaine dense. On dé-

finit un sous-espace D (A*) par :

D(A") :={p € H,3Ine H,V € D(A),(A¢, ) = (¢, n)}

Si la condition précédente est réalisée, on définit : A*p = n.

Exemple 10 Soint S : (2 — (2 le shift défini par S (ay, g, ...) = (0, a1, as, ...) .

alors S* est défini par

S* (041,042, ) = (042,0437 ) .
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Démonstration. soit o, = (a1, as,...) et 3, = (81, By, ...) ,dans £2. Alors

(5" (an), B,) = (an,S(8,))
= (o1, 02,...),(0, 1, By, )
= 0425_1—1—0436_2—1—

= <(C¥2,053, ) ) (ﬁlaﬁ% )>

Ainsi S* est bien donné par la formule annoncée. m

Proposition 2.4.3 (A*, D (A*)) définit un opérateur adjoint de (A, D (A)) .cet
opérateur est appelé simplement adjoint de (A, D (A)) et noté A*.
St A C B,alors B* C A*.

Démonstration. [8] m

Proposition 2.4.4 L’ adjoint A* d’un opérateur a domaine dense A est
fermé.

En effet le graphe de A*est fermé puisque c’est un orthogonal.

2.4.2 Opérateurs symétriques

Définition 2.4.4 (Opérateur symétrique)
Soit H un espace de Hilbert et A: D(A) C H — H un opérateur densé-

ment définie. On dit que A est symétrique si A C A*C’est a dire :

D(A) C D(A") et Az = A*z,Yz € D (A).
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Autrement dit,
(Az,y) g = (z, Ay) y ,Ve,y € D (A).

Proposition 2.4.5 1.Soit A: D(A) — H un opérateur auto-adjoint qui
est une bijection sur son image dense dans H. Alors l'opérateur inverse

A=Y est aussi auto-adjoint.
2. Soit A un opérateur symétrique tel que D (A) = H. Alors A = A*.

3. Soit A un opérateur tel que (Azx,y), = (x, Ay), pour tous x,y €
D (A) etIm (A + X ) = H pour un réel \. Alors le domaine de A est dense
et A= A*.

Démonstration.
1. voir [1].
2. Ona A C A* et D(A) = H, d’ou on conclut que A* = A.

3. Comme Im (A+ X)) = H , on a ker (A+ ) = {0}, d’oit on voit
que 'opérateur A + A\I est inversible. Son inverse est un opérateur

symétrique défini partout, donc il est auto-adjoint. La relation
D (A" = (Im(A+ AN = ker (Im (A + A1) ") = {0}

implique D(A) est dense dans H. D’aprés le point (1), 'opérateur

A+ A est aussi auto-adjoint, ce que donne I'auto-adjonction de A.
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2.4.3 Opérateurs auto-adjoints

Définition 2.4.5 (Opérateur auto-adjoint)

On dit qu’un opérateur A a domaine dense est auto-adjoint si A = A*.

C’est o dire :

D(A) =D (A") et Az = A*z,Vz € D(A).

Exemple 11 soit D lopérateur différentiel défini de Cy (R) dans Cy (R)

par :
i) = LDy
G®R) = {feC®] lm f(x)=0]

Alors lopérateur D est opérateur auto-adjoint .

Proposition 2.4.6 soit A € L(FE). Alors

1. Un opérateur symétrique A est toujours fermable puisque D (A) C

D (A*)est dense

2. Si A est un opérateur symétrique alors A* et A** sont deux extensions

fermés de A avec

AC A C AF

3. A est un opérateur symétrique fermé alors

A=A"C A"
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4. Si A est un opérateur auto-adjoint alors

Démonstration. [1] =

Proposition 2.4.7 Soit A symétrique fermé. A est auto-adjoint si seulment

st A* est symétrique
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Chapitre 3

Théorie spectrale

3.1 L’inverse d’un opérateur non borné

Définition 3.1.1 (Inverse d’un opérateur non borné)

Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert A : D(A) C Hi — Hy un
opérateur linéaire bijectif. On définit lopérateur A=1 de Hy dans H, telle
que :

AAT Y f = fYf e Hyet A ' Ag=g,VYge D(A)
L’opérateur A= est dit l'inverse de A.
Proposition 3.1.1 Soient E et F' deux espaces de Banach et A : D (A) C

E — F un opérateur linéaire et fermé

Alors linverse d’un opérateur injectif fermé est fermé.

Démonstration. Soient E et F' deux espaces de Banach et A : D (A4) C

E — F un opérateur linéaire et fermé.
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OnaG(A)=p(G(A)ou P: ExF — F x FE est 'homéomorphisme

(z,y) — (y,2)

Alors G (A7) est fermé, donc A™! est un opérateur ferm¢ m

3.2 Elément spectral

Définition 3.2.1 Soient E un espace de Banach A : D(A) C E — E

un opérateur non borné,

1. On appelle ensemble résolvante de A [’ensemble
p(A):={Ne€Ci (A —A) est bijectif sur D (A) et (\[ —A)™" € L(E) }.

Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.

2. Six€ p(A),on définit la résolvante Ry (A) de A au point A par
Ry(A) =\ — A",

La résolvante Ry (A) est simplement notée Ry.

3. Le spectre o (A) de A ’ensemble

o (A):=C\ p(A).

o (A) :={X e Ci (M — A) nest pas bijectif sur D (A) ou (A — A ¢ L(E) }.
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Un élément de o (A) est une valeur spectrale de A

Définition 3.2.2 (Elément spectrale)Soient E un espace de Banach

A:€ D(A) C E — E un opérateur non borné,

1. L’ ensemble des valeurs de A pour lesquelles Ry (A) n’existe pas est

appelé le spectre ponctuel de A. on note o, (A).

C’est a dire :

o,(A) : ={Ae€C tel que (M — A) n’est pas injectif sur D (A) }.
= {AeC:ker (M —A) #{0}}

Les éléments du spectre ponctuel sont appelés les valeurs propre

de A.

2. L’ ensemble des valeurs de A pour lesquelles Ry (A) existe, est a do-
maine dense mais n’est pas a borné est appelé le spectre continu de
A. on le note 0. (A)

C’est-a-dire :

oo (A) = {)\ € C1 (M — A) injectif sur D (A), Im(\ — A) £ ITm(M — A) = E]

3. L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles Ry (A) existe, mais n’est
pas a domaine dense est appelé le spectre résiduel de A.on le note

o, (A) Cest a dire
o, (A) = {)\ € Ci1 (A — A) ingectif sur D (A), et Im(A\] — A) # E } :
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Exemple 12 soit D, f = f (z) un opérateur différentiel défini dans C ([0,1])

sur C ([0, 1]) avec son domaine :
D (Dy) = C([0,1]),

Soit A € 0, (Dy) si 3o # 0 tel que

Dip = Ay

En effet
Dip = Ay
¢ = g

donc @ (t> = Cest eXp ()\t) )

On remarque que

ACest (exp (M) + exp (M) = 0,VA € C

Alors

1. Le spectre ponctuel de D, est

op(D1) =C

2. Le spectre de D, est



En effet comme

— 0 (Dl) =C
o (Dl) Q C
3. L’ensemble résolvante de D;.
On a
D) =C\o (D
pD)=ChoD) o

g (Dl) =C
4. Le spectre résiduel et spectre continu de D
o (Dl) =0p (Dl) U O (Dl) U Oc¢ (D1>

Op (Dl) =C = g
o, (D)) Naov (D1) =0 eto, (D)) N oo (D) =0

Lemme 3.2.1 Le spectre d’un opérateur fermé est une partie fermée de
C.

Démonstration. Vérifions simplement que ’ensemble résolvant d’un opé-
rateur fermé A est

Ouvert. Soit A\g € p(A). Pour tout A € C on a
A—A=N—-A) T+ A=) R(N)).

Si [A— Xo| < |[R(Xo)||”", alors T+ (A — o) R(Ag) est inversible d’inverse
donné par 37 (—=1)™ (A — Xg)" R (X\)™, et donc X\ — A Pest aussi :

m=0

R(N\) =T+ (A=) R(X)) " R(N)
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Mais contrairement & ce que l’on sait pour les opérateurs continus, le
spectre d’un opérateur fermé peut étre vide, ou non-borné, voire égal a
C tout entier. On obtient des contre exemples en considérant par exemple
Popérateur différentiel le plus simple, A = J,, vu comme un opérateur non-
borné sur L? ([a, b)) avec —o0o < a < b < +00. Sil’on prend comme domaine
D (A) = H' ([a,b]) ,VA € C, I'équation (A — A) ¢ = f n ’a certainement
pas une solution unique puisque toutes les fonctions ¢t —— C'exp (At) sont
des éléments de D (A) solutions de (A — A) ¢ = 0. Dans ce cas 0 (A) = C. Si
I'on restreint le domaine a D (A) := {¢ € H' ([a,b]); ¢ (a) = 0} alors o (A)
est vide, car quel que soit A € C, pour tout f € L*([a,b]), il existe un
unique ¢ € D (A) tel que (A — A) p = f :la formule de Duhamel donne en
effet

o (t) = —/ exp A (t —a) f (s)ds.

Le spectre se décompose en plusieurs sous-ensembles, selon la (ou les) rai-
son(s) empéchant (A — A) d’étre une bijection de D (A) sur £. Un premier

sous-ensemble est celui des valeurs propres. m

3.3 Spectre essentiel et discret

Définition 3.3.1 (opérateur de Fredholm)
Un opérateur non-borné A dans un espace de Banach E est dit de Fred-

holm si

1. Son noyau est de dimension finie,
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2. Son image est fermé et de Co dimension finie dans E.

L’indice de A est définie par
indA := dim KerA — condimIm A

Soit A un opérateur de Fredholm, fermé et a domaine dense dans un
espace de Hilbert H. Alors son adjoint A* est aussi un opérateur de

Fredholm, on a
H=KerA®ImA* = KerA*®ImA,
et

indA = —indA*,

Exemple 13 T' = (I — A) Ou A € K(E) est un opérateur de Fredholm
d’indice 0.

Proposition 3.3.1 De plus, A est bijectif si et seulement si A* est bijectif.
Démonstration. [10] =

Théoréme 12 (Alternative de Fredholm).- Soit A € K (E).Alors
1. N(I — A) est de dimension finie,

2. R(I — A) est fermé, et plus précisément
R(I — A) = N(I — A*)*+

3. N(I—A) = {0} < R(I — A) = E.
4. dimR(I — A) =dim N(I — A%).
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Démonstration. [3] =

Définition 3.3.2 (Spectre essentiel)
Le spectre essentiel d’un opérateur linéaire fermé est l’ensemble définie

par :

Oess (A) :={A € C; (A — A) nlest pas un opérateur de Fredholm d’indice 0}

Définition 3.3.3 (Spectre discret)

On appelle spectre discret [’ensemble des valeurs isolées et de multiplicité

finze.

Théoréme 13 Si A est un opérateur linéaire fermé et a domaine dense

dans E, alors pour tout K € K (E),

Oess (A + k) = Oess (A) .

De plus, on a

Oess (A)

Il
D)
Q
e
_|_
=

Démonstration. [9] =

Cas d’un opérateur auto-adjoint

Proposition 3.3.2 Soit A auto-adjoint. Alors :

Le spectre de A est réel, et on a la majoration

1
Im (\)

VAeC RN < ;Im (A) # 0
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Le spectre résiduel de A est vide.

Proposition 3.3.3 Soit un opérateur auto-adjoint. Le spectre de A est

donné par :

7 (4) = {A € C telle que 3p, € D(A), llg,]| = 1. lim [[(A =) ]| = 0}
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Chapitre 4

Théorémes de perturbation

On se propose dans cette section de voir, pour différents caratéres des
opérateurs A et B la nature de 'opérateur A + B de domaine D (A) N
D (B) supposé dés maintenant non nul. Un premier pas dans la théorie des
perturbations, consiste & étudier le caractére de 'opérateur A+ B lorsqu’on
perturbe A par un autre opérateur B assez petit mais non borné appelé

relativement borné.

Proposition 4.0.4 Soient A et B deux opérateurs linéaires non bornés
de domaines respectifs D (A), D (B).
Alors

1. Si A est borné et B est fermé, alors A* + B* est fermé.
2. SiD(A),D(B),D(A)N D (B) sont denses dans H, alors

A*+B*C (A+ B)"
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St de plus A est borné alors
A*+B*=(A+ B)"

Théoréme 14 Soit A un opérateur fermé de domaine dense D (A),et B
un opérateur A—borné tel que B* est A*—borné dont les bornes relatives

sont strictement inférieures a

Alors
A+ B est fermé et (A+B )" = A"+ B*.

Théoréme 15 Supposons A, B deux opérateurs non bornés ayant le méme

domaine D (A) = D (B) vérifiant :
I(A = B)z|| < a(]|Az]| + | Bz[]) + b x|

1. A est fermé sur D (A) si et seulement si B ['est aussi.

2. A est fermable sur D (B)si et seulement si B est fermable et on a

D (A) = D (B)

Démonstration. [1] =

Théoréme 16 Si A est un opérateur auto-adjoint de domaine D (A) .si
B,de domaine D (B) ,est un opérateur symétrique A— borné de borne rela-
tive égale a 1, alors

Vopérateur A+ B de domaine D(A) est essentiellement auto-adjoint sur

D(A).
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Démonstration. [1] =

4.1 Théoréme de Kato-Rellich

Définition 4.1.1 soient T et A deux opérateurs a domaine dense. A est

T -borné si les conditions suivantes réalisées

1. D(T)C D(A).
2. da,b e R,Vu € D (A), ||Au|| < a||Tul| + b ||u|

Remarque 4.1.1 A est T-borné si et seulement si A est continu de D (T') , muni
de la norme du graphe de T , dans H ou encore, dans le cas ot T auto-
adjoint, si et seulement si A(T+z)_1est un opérateur borné, il est T

-borné pour tout T', avec borné relative nulle.

Proposition 4.1.1 soient T' et A deux opérateurs a domaine dense telle
que D(T) C D(A).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1. Ja,b e R,Yu € D(A),||Au| < a||Tu| + b ||u|

2. 3u,b e R,Yu € D (A), || Aul]® < &||Tul® + b]ju)?

Proposition 4.1.2 (Théoréme de Kato-Rellich)
Soit T un opérateur auto-adjoint, et A un opérateur symétriquel —borné.
De born relative a < 1.

Alors T + A est auto-adjoint sur D (T),
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Remarque 4.1.2 Soit T un opérateur auto-adjoint, et A un opérateur
symétrique T'—borné. De born relative a < 1.
Alors

o(I'+A) CR.

4.2 Théoréme de WEYL

Définition 4.2.1 Soient T et A deux opérateur fermés de l’espace de Hil-
bert H. A est relativement compact par rapport o T'. Ou T—compact si les

conditions suivantes sont réalisées :
1. D(T)cC D(A).
2. A est un opérateur compact de D (T) muni de la norme du graphe de

T & valeurs dans H.

Remarque 4.2.1 A est T'—compact si et seulement si pour un A dans [’
ensemble résolvant de T, l'opérateur borné A (T — )\)_1 est compact.
Cette compacité est alors vraie pour tout X dans l’ensemble résolvant de T.

Tout opérateur T'—compact est T'—borné.

Corollaire 4.2.1 Si T est auto-adjoint et si A symétrique et T—compact,

Alors T + A est auto-adjoint sur D (T)
Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme de Kato-Rellich m

Proposition 4.2.1 (Théoréme de WEYL)

Si A est auto-adjoint et si A est symétrique et T —compact , Alors

Oess (T) = Oess (T + A)
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Démonstration. [1] =

Proposition 4.2.2 Si V € L*(R3), —A +V est auto-adjoint sur H?, et

son spectre essentiel est [0, oo .

4.3 Théoréme de PERSSON

Lemme 4.3.1 Soit Xo la fonction caractéristique d’une partie bornée
de RY.

La multiplication par Xqo est —A—compacte .

Proposition 4.3.1 Soit H = —A + V,ou V > 0 est une fonction locale-
ment intégrable.
La multiplication par Xq fonction caractéristique d’une partie bornée de

R? est H—compacte.

Définition 4.3.1 (Suite de Zhislin)
Unr suite de Zhislin en X € C pour un opératrur fermé T dans L* (Rd)
est une suite @, € D (A) de vecteurs unitaires, telle que chaque ,, soit

supportée hors de l’aboule de centre 0 et rayon n, avec :

Im (T — X))y, =0

n—=aoQ

Proposition 4.3.2 Soit T auto-adjoint fortement localement compact. Un
complexe \ appartient au spectre essentiel de T si et seulement s’il existe

une suite de Zhislin en \ pour T.
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Démonstration. La condition suffisante est évidente puisqu’une suite de

Zhislin est une suite singuliere.

Prouvons la réciproque. Soit A dans le spectre essentiel de T'. Il existe
donc une suite ¢, unitaire dans D (T"). de limite nulle pour la topologie

faible, telle que (T"— \) ¢,, tend vers 0 en norme.
Soit ¢ la fonction donnée par la définition forte compacité locale.
En écrivant

U/nQOm = Un (Z - T)_l (7’ - T) gpm?

On voit que pour n fixé :

lim u,p,, =0

m—->00

En effet par compacité locale, 'opérateur w,, (2 — T)_1 est compact, et

la suite
(t—=T)p,, = AN=T)p,, + (2 — ) g, converge faiblement vers 0.

Posons 9, = 1 — u,,. Il résulte de ce qui précédé que :
Tim [l = 1
Mais d’outre part on a l'inégalité, puisque ||u,| =1
A =T) Yl < 2[[(A =T) ull + [T, un] ey

Puisque u,, est de norme 1, On obtient en utilisant la propriété ii dans

la définition de la forte compacité locale une majoration du second terme :
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Soit M tel que pour tout m : [|[(A —=T) ¢,,|| < M.
On obtient la convergence suivante quand n — oo, uniformément par

rapport a m :
T, un) @l < T un] (0= T) 7 (IO = T) @yl + 12 = Al) — 0

Il existe alors des sous-suites n (k) , m (k) telles que

1
gy Pl 21— 2

1
A= T) ¢y Ly || < Z

Il est clair que la suite ;)@ k) H@Z)n(k)gom(k) Hfl est de Zhislin pour T’

en \. m
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Conclusion

Les opérateurs non bornés sont des opérateurs défini seulement sur un
sous ensemble de I'ensemble de départ.

Les opérateurs linéaires définis sur espace de dimension infini, et le
spectre de cet opérateur déférent de 0 est un opérateur non compact.

Tout opérateur linéaire avec spectre égale C ou ensemble vide, est un
opérateur non borné.

Dans certaines propriétés, 'opérateur borné et le méme d’opérateur
non borné mais comme un cas spécial, le spectre d’un opérateur borné est
toujours un ensemble fermé et le spectre d’un opérateur non borné peutétre

vide ou non borné (égal a C)
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