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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons considéré deux problèmes inverses de terme source pour une équa-

tion de diffusion-onde fractionnaire en espace et en temps. Premièrement, la récupération d’un

terme source dépendant de l’espace est étudiée, deuxièmement, la détermination d’un terme source dé-

pendant du temps est considérée. Un système bi-orthogonal de fonctions composés de fonctions de type

Mittag-Leffler obtenues à partir d’un problème spectral et son problème adjoint. Les résultats d’exis-

tence, d’unicité et de stabilité sont présentés pour le problème inverse de terme source dépendant de

l’espace tandis que pour les résultats d’existence et d’unicité du terme source dépendant du temps sont

prouvés. Quelques cas particuliers pour ces problèmes inverses de terme source sont discutés.

Mots-Clés : Problème inverse , Dérivée fractionnaire, Système bi-orthogoanl, Fonction de

Mittag-Leffler.

I n this memoir, we have considered two inverse source problems for a space-time-fractional diffusion-

wave equation. Firstly, the recovery of a space-dependent source term is investigated, secondly,

the determination of a time-dependent source term is considered. A bi-orthogonal system of functions

composed of functions of Mittag-Leffler type obtained from a spectral problem and its adjoint problem.

The existence, uniqueness and stability results are presented for the inverse space-dependent source

problem while for the time-dependent source problem, existence and uniqueness results are proved.

Some special cases for these inverse source problems are discussed.

Keywords : Inverse problem, Fractional derivative, Bi-orthogonal system, Mittag-Leffler function.
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Introduction générale

L
es problèmes inverses pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire de-

viennent un outil important dans la modélisation de nombreux problèmes réels.

Les problèmes inverses de terme source dépendant de l’espace pour l’équation de

diffusion fractionnaire dans le temps sont considérés dans [3, 4, 2, 6]. Les problèmes inverses

de détermination d’un terme source dépendant du temps sont considérés dans [5, 1, 7].

Dans ce mémoire, on considère l’équation de diffusion-onde fractionnaire suivante :

CDαt u (x, t) = CDβxu (x, t) + F (x, t) , (x, t) ∈ DT , (1)

avec les conditions initiales

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (2)

et les conditions aux limites mixtes homogènes

ux (0, t) = u (1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (3)

Où DT = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T} avec T > 0, F (x, t) est le terme source, ϕ (x) et ψ (x)

sont des fonctions données et CDαt et CDβx sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo

par rapport à t et x d’ordre 1 < α < 2 et 1 < β < 2, respectivement. Notre objective dans

ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité de deux problèmes inverses de terme source

suivants :

1



+ Pour le terme source F (x, t) = r (x) f (x, t), on va étudier l’existence et l’unicité de la

solution (u (x, t) , r (x)) du problème inverse (1)-(3) avec la condition supplémentaire sui-

vante :

u (x, T ) = h (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (4)

où h est une fonction donnée.

+ Pour le terme source F (x, t) = r (t) f (x, t), on va étudier l’existence et l’unicité de la solu-

tion (u (x, t) , r (t)) du problème inverse (1)-(3) avec la condition supplémentaire suivante :

u (0, t) = g (t) , 0 ≤ t ≤ T, (5)

où g est une fonction donnée.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-

pitre, nous présentons quelques définitions de base du calcul fractionnaire, des propriétés et

des lemmes liés à la fonction de Mittag-Leffer, la transformation de Laplace et le système bi-

orthogonal.

Dans le deuxième chapitre, nous traitons le problème inverse de terme source dépendant

de l’espace (1)-(4), avec F (x, t) = r (x) f (x, t). Nous allons construire la solution en série en

utilisant la méthode de Fourier. De plus, il sera montré que u (x, t), CDαt u (x, t) et CDβxu (x, t)

représentent des fonctions continues en utilisant le critère de Weierstrass. Un résultat est pré-

senté.

Dans le dernier chapitre, nous discutons le problème inverse de terme source dépendant du

temps (1)-(3) et (5) avec F (x, t) = r (t) f (x, t). Sous certaines conditions sur les données, nous

avons prouvé que ce problème inverse est localement bien posé au sens de Hadamard. Notre

méthode de la preuve basée sur la méthode de Fourier pour laquelle les fonctions propres

qui sont des fonctions de Mittag-Leffer d’un problème spectral d’ordre fractionnaire et son

problème adjoint.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET SYSTÈME

BI-ORTHOGONAL

D ans ce chapitre, nous présentons quelques définitions de base du calcul fractionnaire, des
propriétés et des lemmes liés à la fonction de Mittag-Leffer, la transformation de Laplace

et le système bi-orthogonal.

1.1 La fonction Gamma

Définition 1.1. :(voir([?]))la fonction Gamma d’Euler Γ(x) est définie par :

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt o x ∈ C et Re(x) > 0

Propriétés 1.1. :Nous avons les propriétés suivants :

1. Γ(x+ 1) = xΓ(x)

2. Γ(1) = 1 et Γ(0) =∞ et Γ(−n) = ±∞ (n ∈ N)

3. Γ(n+ 1) = (1)n (n ∈ N)

4. Γ(n+ 1
2
) = (2n)!

4nn!

√
π , (2n− 1)!! = 1.3...(2n− 1) (n ∈ N)

(Z)0 = 1 , (Z)n = Z(Z + 1)....(Z + n− 1) (n ∈ N)

1.2 Intégrales Fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2. :(voir([?]))soit f ∈ L1
locune fonction a valeur réelles localement intégrable.les

intégrales de Riemann-Liouville gauche et droite d’ordre α sont définies par :

Iα0+,zf(z) =
1

Γ(α)

∫ z

0

(z − τ)α−1f(τ)dτ, α > 0

Iα1−,zf(z) =
1

Γ(α)

∫ 1

z

(τ − z)α−1f(τ)dτ, α > 0

3



1.3. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 4

respectivement.
Pour n ∈ N ,on note ACn[0, 1] ,l’espace des fonction a valeurs réelles f(t) qui ont des dérivées
continues jusqu’a l’ordre n − 1 dans [0, 1] telle que f (n−1)(t) appartient a l’espace de fonction
absolument continues AC[0, 1]

ACn[0, 1] = f : [0, 1]→ R :
dn−1

dxn−1
f(x) ∈ AC[0, 1]

1.3 Dérivées Fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3. :(voir([?]))soitf ∈ L1
locet n = [α],les dérivées Fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville gauche et droite d’ordre α sont définies par :

RLDα
0+,zf(z) =

dn

dzn
In−α0+,z f(z) =

1

Γ(n− α)

dn

dzn

∫ z

0

f(τ)

(z − τ)α−n+1
dτ , z > 0

RLDα
1−,zf(z) = (−1)n

dn

dzn
In−α1−,z f(z) =

(−1)n

Γ(n− α)

dn

dzn

∫ 1

z

f(τ)

(τ − z)α−n+1
dτ , z < 0

respectivement.

1.4 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.4. :(voir([?]))soit f ∈ ACn[0, 1] et n = [α],les dérivées Fractionnaires au sens de
Caputo gauche et droite d’ordre α sont définies par :

cDα
0+,zf(z) = In−α0+,z

dn

dzn
f(z) =

1

Γ(n− α)

∫ z

0

f (n)(τ)

(z − τ)α−n+1
dτ , z > 0

cDα
1−,zf(z) = (−1)nIn−α0+,z

dn

dzn
f(z) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ 1

z

f (n)(τ)

(τ − z)α−n+1
dτ , z < 1

respectivement.

Lemme 1.1. :(voir([?])) :supposons que 0 < ε < 1 ,f ∈ AC[a, b] et g ∈ Lp[a, b] ,1 < p <∞.
Alors la formule d’intégration par parties suivante est vérifiée :

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.4. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 5

∫ b

a

f(z) RLDα
a+,zg(z)dz =

∫ b

a

g(z) cDα
b−,zf(z)dz + f(z) I1−α

a+,zg(z)|z=bz=a∫ b

a

f(z) RLDα
b−,zg(z)dz =

∫ b

a

g(z) cDα
a+,zf(z)dz − f(z) I1−α

b−,zg(z)|z=bz=a

Démonstration. :on utilise la définition de la dérivées Fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville :
on a : ∫ b

a

f(z)RLDα
a+,zg(z)dz =

∫ b

a

f(z)
d

dz
I1−α
a+,zg(z)dz.

d’aprés l’intégration par partie :

= f(z)I1−α
a+,zg(z)|z=bz=a −

∫ b

a

f ′(z)I1−n
a+,zg(z)dz.

= f(z)I1−α
a+,zg(z)|z=bz=a −

1

Γ(1− α)

∫ b

a

∫ z

a

f ′(z)
g(τ)

(z − τ)α
dτdx.

d’après le théorème de Fubini :

= f(z)I1−α
a+,zg(z)|z=bz=a −

1

Γ(1− α)

∫ b

a

∫ z

a

f ′(z)
g(τ)

(z − τ)α
dxdτ.

= f(z)I1−α
a+,zg(z)|z=bz=a +

∫ b

a

f ′(z)cDα
b−,zg(z)dz

=

∫ b

a

f(z)
d

dz
I1−α
a+,zg(z)dz.

Lemme 1.2. :(voir([?])) :pour h1, h2 ∈ C1[a, b],la fonction suivant est vérifiée :

d

dz

(
f(z) ∗ g(z)

)
= f(z)g(a) + f(z) ∗ d

dz
g(z)f(a) + g(z) ∗ d

dz
f(z).

′∗′représente la convolution intégrale donnée par :

f(z) ∗ g(z) =

∫ z

a

f(τ)g(z − τ)dτ. a ≤ τ ≤ z

Démonstration. :en prenant la dérivée de l’intégrale de convolution,en utilisant la règle de

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.4. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 6

Leibniz pour les intégraes :
nous avons :

d

dz

[∫ β

α

G(z, β)dτ

]
= G(z, β)

dβ

dz
−G(z, α)

dα

dz
+

∫ β

α

∂G(z, τ)

∂G
dτ.

Alors :

d

dz

(∫ z

a

f(z)g(z − τ)dτ

)
= f(z)g(z − z) +

∫ z

a

d

dz
f(τ)g(z − τ)dτ.

= f(z)g(0) +

∫ z

a

f(z)
d

dz
g(z − τ)dτ.

Donc :
d

dz

(∫ z

a

f(z)g(z − τ)dτ

)
= f(z)g(0) + f(z) ∗ d

dz
g(z).

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.5. LA FONCTION DE MITTAG-LEFFLER 7

Quelques propriétés des intégrales fractionnaires et des dérivées fractionnaires :

Lemme 1.3. :(voir([?])) :soit hi une suite de fonction sur (a, b] ,pour chaque i ∈ N ,telle que :

1. pour β > a ,cDβ
a+,xhi(x) existe ∀i ∈ N a < x ≤ b

2.
∑∞

i=1 hi(x) et
∑∞

i=1
cDβ

a+,xhi(x) sont uniformément convergents sur l’intervalle
[a+ β, b], ∀β > 0.

Alors,
∑∞

i=1 hi(x) est βdifférentiable,où
∑∞

i=1 hi(x) est la série des fonctions et il doit satisfaire :

cDβ
a+,x

∞∑
i=1

hi(x) =
∞∑
i=1

cDβ
a+,xhi(x)

Lemme 1.4. :(voir([?])) :si β ∈ R,etλ tel que: πα/2 < λ < π, x ∈ Ctel que
∣∣λxβ∣∣ ≥ 0 ,λ ≤

|arg(x)| ≤ π ,et K est une constance réelles.Alors,

∣∣Eβ(λxβ)
∣∣ ≤ K

1 + |λxβ|

1.5 La fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.5. :(voir([?])) :la fonction de Mittag-Leffler à deux paramètre est définie par :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, Re(α) > 0 , β ∈ C

pour β = 1 , Eα,β se réduit a la fonction de Mittag-Leffler a paramètre unique,
càd :

Eα,1(z) = Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)

Propriétés 1.2. :(voir([?])) :pour tout z ∈ C ,la fonction de Mittag-Leffler est satisfait les
relation suivants :

1. E1(±z) =
∑∞

k=0
(±1)kzk

Γ(k+1)
= e±z

2. E2(−z2) =
∑∞

k=0
(−1)kz2k

Γ(2k+1)
= cos z

3. E2(z2) =
∑∞

k=0
z2k

Γ(2k+1)
= cosh z

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.6. TRANSFORMATION DE LAPLACE 8

4. E1/2(±z1/2) =
∑∞

k=0
(±1)kz1/2

Γ(1/2k+1)
= ez

[
1 + erf(±z1/2)

]
= ez erfc (±z1/2)

avec erf(z) = 2√
π

∫ z
0
e−s

2
ds

Quelques résultats liés aux fonctions de Mittag-Leffler :

Lemme 1.5. :(voir([?])) :pour λ,Re(β), x > 0 ,les fonctions de Mittag-Leffler ont les propriétés
suivants :
pour n = 1 nous avons les formules suivantes :
cDα

0+,x

(
Eβ,1(x, λ)

)
= ±λ Eβ,1−α(x,±λ)

RLDα
0+,x

(
Eβ,1(x, λ)

)
= Eβ,1−α(x,±λ)

1.6 Transformation de Laplace

Définition 1.6. :(voir([?])) :la transformation de Laplace classique par la formule intégrale
suivante :

(
Lf
)

(s) =

∫ +∞

0

e−st f(z) dz

a condition que la fonction f (l’original de laplace) soit absolument intégrable sur le demi-
axe (0,+∞) .Dans ce cas,l’image de la transformation de Laplace (également appelée image
de Laplace) ,c’est-à-dire la fonction :

F (s) =
(
Lf
)

(s)

Propriétés 1.3. :(voir([?])) :nous avons les propriétés suivantes :

– la transformation de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville :

(
LIα0+,z f

)
(s) = s−α

(
Lf
)

(s) ,Re α > 0.

– la transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

(
LRLDα

0+,z f
)

(s) = s−α
(
Lf
)

(s)−
n∑
k=1

sk−1
(
RLDα−k

0+,zf
)

(z)|z=0 , n− 1 < Re ≤ n.

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.6. TRANSFORMATION DE LAPLACE 9

– la transformation de laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo :

(
LcDα

0+,z f
)

(s) = s−α
(
Lf
)

(s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1 f (k)(0+) , n− 1 < Re ≤ n.

Proposition 1.1. :
soit f(x) = xβ−1 Eα,β(λxα) fonction de Mittag-Leffler
on va calculer la transformation de Laplace de cette fonction :

(
Lf(x)

)
(s) = L

(
xβ−1 Eα,β(λxα)

)
= L

(
xβ−1

∞∑
k=0

(λxα)k

Γ(αk + β)

)
=

∫ ∞
0

e−sx xβ−1

∞∑
k=0

λkxαk

Γ(αk + β)
dx

=
∞∑
k=0

λk

Γ(αk + β)

∫ ∞
0

e−sx xβ−1+αk dx

=
∞∑
k=0

λk

Γ(αk + β)
L(xβ + αk − 1)

=
∞∑
k=0

λk

Γ(αk + β)

Γ(β + αk)

s(β + αk)

=
∞∑
k=0

λk

s(β + αk)
=

1

sβ

∞∑
k=0

(
λ

sα
)k

on a :
∑∞

k=0 xk = 1
1−x

Alors :

L
(
xβ−1

∞∑
k=0

(λxα)k

Γ(αk + β)

)
=

1

sβ
1

1− λ
sα

=
1

sβ
sα

sα − 1

Donc :

L
(
xβ−1

∞∑
k=0

(λxα)k

Γ(αk + β)

)
=

sα−β

sα − λ

si α = β = λ = 1 L
(
E1,1(x)

)
= 1

s−1
= L(ex)

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.7. MÉTHODE DE FOURIER : 10

1.7 Méthode de Fourier :

Définition 1.7. :(voir([?])) :si f est une fonction intégrable sur R ,sa transformée de Fourier est
la fonction F(f) = f∧ donnée par la formule suivant :

F {f(x), ξ} → f∧(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdx

par la transformation de Fourier inverse,on trouve :

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (x)e−iξxdx

1.8 La convergence Uniforme :

Définition 1.8. :on dit que la suite (fn)n converge uniformément vers f sur A si :

∀ξ > 0, ∃Nξ ∈ N (n ≥ Nξ) ⇒ ∀ n ∈ N d
(
fn(x), f(x)

)
≤ ξ

on a le résultat fondamental suivant :
si (fn)n est une suite des fonctions continues convergent uniformément sur X vers une fonction
f ,alors f est continué sur X.

1.9 Système bi-orthogonal

1.9.1 Problème Spectral :

on a l’équation de diffusion-onde fractionnaire suivant :cDα
t U(x, t) = cDβ

xU(x, t) + F (x, t)

U(0, t) = Ux(L, t)

on pose : F (x, t) = 0 et U(x, t) = X(x)Y (t)

Alors : X(x)cDα
t Y (t) = Y (t)cDβ

xX(x)

cDα
t Y (t)

Y (t)
=

cDβ
xX(x)

X(x)
= λ (λ ∈ R)

Donc : cDβ
xX(x) = λX(x)

on a : Ux(0, t) = X ′(0)Y (t) = 0, Alors X ′(0) = 0 ∀ t ∈ [0, 1]

et : U(1, t) = X(1)Y (t) = 0, Alors X(1) = 0 ∀ t ∈ [0, 1]

Donc le problème spectral est :

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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cDβ
0+,xX(x) = λX(x)

X ′(0) = X(1) = 0 1 < β < 2
(1.1)

d’après la transformation de Laplace :

L
(
cDβ

0+,xX(x)
)

= λ L
(
X(x)

)

sβL
(
X(x)

)
− sβ−1X(0)− sβ−2X ′(0) = λ L

(
X(x)

)

L
(
X(x)

)
=
X(0)sβ−1

sβ − λ

Alors les fonctions propres du problème spectral sont :

X(x) = X(0) Eβ(λxβ)

si x = 1 ,d’où X(1) = Eβ(λ) = 0

d’aprés le théorème (4.17)(voir([?])) les valeurs propres λ ,qui sont les racines de la fonction
Mittag-Leffler Eβ,2(λ) ,elles situés de la dehors de l’ongle |argλ| ≤ πλ

2
avec 1 < β < 2

Complet l’ensemble des fonctions propres X(x) est complet :
par définition : ∀f ∈ L2(0, 1) :

∫ 1

0
f(x) Xn(x) dx = 0 , ∀n ⇒ f(x) = 0

on a :
Xn(x) = Eβ(λnx

β)

〈
f, Eβ(λnx

β)
〉

=

∫ 1

0

f(x)Eβ(λnx
β)dx

=

∫ 1

0

∞∑
k=1

λknx
kβf(x)

Γ(βk + 1)
dx

=
∞∑
k=1

λknx
kβf(x)

Γ(βk + 1)

∫ 1

0

xβkf(x)dx

=

∫ 1

0

f(x)dx+
∞∑
k=1

λknx
kβf(x)

Γ(βk + 1)

∫ 1

0

xβkf(x)dx

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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
∫ 1

0
f(x)dx = 0∫ 1

0
xβkf(x)dx = 0

1.9.2 Problème Adjoint

le problème adjoint du problème spectral est :

〈
cDβ

0+,xX(x), Y (x)
〉

=

∫ 1

0

Y (x)cDβ
0+,xX(x) dx

=

∫ 1

0

Y (x)
1

Γ(2− β)

∫ x

0

X ′′(ξ)

(x− ξ)β − 1
dξ dx

En utilisant le théorème de Fubini (Formule de Dirichlet) :

〈
cDβ

0+,xX(x), Y (x)
〉

=

∫ 1

0

X ′′(ξ)
1

Γ(2− β)

∫ 1

ξ

Y (x)

(x− ξ)β − 1
dx dξ

=

∫ 1

0

X ′′(ξ) I2−β
1,ξ Y (ξ) dξ

Avec l’intégration par parties deux fois,on obtient :

〈
cDβ

0+,xX(x), Y (x)
〉

= X ′(ξ) I2−β
1,ξ Y (ξ)|01 −

∫ 1

0

X ′(ξ)
d

dξ
I2−β

1,ξ Y (ξ) dξ

= X ′(ξ) I2−β
1,ξ Y (ξ)−X(ξ)

d

dξ
I2−β

1,ξ Y (ξ)|01 +

∫ 1

0

X(ξ)
d2

dξ2
I2−β

1,ξ Y (ξ) dξ

on pose : RLDβ−1
1,ξ = − d

dξ
I2−β

1,ξ Y (ξ)

et RLDβ−1
1,ξ = d2

dξ2
I2−β

1,ξ Y (ξ)

〈
cDβ

0+,xX(x), Y (x)
〉

= X ′(ξ) I2−β
1,ξ Y (ξ) +X(ξ) RLDβ−1

1,ξ Y (ξ)|01 +

∫ 1

0

X(ξ) RLDβ−1
1,ξ dξ

= X ′(1) I2−β
1,ξ Y (1) +X(1) RLDβ−1

1,ξ Y (ξ)|ξ=1 −X ′(0) I2−β
1,ξ Y (0)−

X(0) RLDβ−1
1,ξ Y (ξ)|ξ=0 +

〈
X(x), RLDβ

1,ξ Y (x)
〉

Donc le problème Adjoint est :RLDβ
1,ξY (x) = λY (x)

RLDβ−1
1,ξ Y (0)|x=0 1 < β < 2

(1.2)

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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d’après la transformation de Laplace :

L
(
RLDβ

1,ξY (x)
)

= λL
(
Y (x)

)

sβL
(
Y (x)

)
(s)−−s

(
RLDβ−2

1,ξ Y
)

(x)|x=0 = λL
(
Y (x)

)

L
(
Yn(x)

)
=

cs

sβ − λ

Alors les fonctions propres du problème adjoint sont :

Y (x) = xβ−2Eβ,β−1

(
λxβ

)

1.9.3 Système bi-orthogonale

les deux système (1, 1) (1, 2) forment un système bi-orthogonal :

〈Xn, Yn〉 =

∫ 1

0

Xn Yn dx =

cte si n = m

0 si n 6= m

〈Xn, Yn〉 =

∫ 1

0

Eβ(λnx
β)

=

∫ 1

0

∞∑
k=0

λknx
βk

Γ(βk + 1)

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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Lemme 1.6. :(voir([?])) :pour β > 0, λ ∈ R les fonctions propres et les valeurs propres pour EDF :

cDβ
0+,xϕ(x) + [λ+ q(x)]ϕ(x) = 0

satisfaire les propriétés suivantes :

– toutes les valeurs propres sont des nombres premières.

– l’ensemble des fonctions propres est complet dans L2[0, 1].

Lemme 1.7. :(voir([?])) :pour tout h(x) ∈ C2(0, 1) tel que h′(0) = 0 = h(1), alors :

|λn| ≤
K

|λn| (1− α)(2− α)

(
h′(0) +

∫ 1

0

h′′(x)(1− x)2−α dx
)

quand K est une constante et hn = 〈h(x), Yn〉

Lemme 1.8. :(voir([?])) :pour g ∈ C[0, T ]et λ ∈ R,la relation suivante est vérifiée :

∣∣g(x) ∗ xβ−1Eβ(λxβ)
∣∣ ≤ c1

λ
‖g‖C[0,T ] , λ 6= 0.

où c1est une constance.

Lemme 1.9. :(voir([?])) :les valeurs propres λn,qui sont les zéros de la fonction Eβ(λxβ),vérifient les
relations suivantes :

– |λk| < |λk+1|,pour k ≥ 1.

– pour n assez grand et arg(λn) > απ
2

,on a :∣∣eλnt∣∣ < 1 et |λn| → O(nα) , 1 < α < 2.

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



CHAPITRE 2

PROBLÈME INVERSE DE TERME SOURCE

DÉPENDANT DE L’ESPACE

D ans ce chapitre, nous traitons le problème inverse de terme source dépendant de l’espace
(1)-(4), avec F (x, t) = r (x) f (x, t). Nous allons construire la solution en série en utilisant

la méthode de Fourier. De plus, il sera montré que u (x, t), CDαt u (x, t) et CDβxu (x, t) représentent
des fonctions continues en utilisant le critère de Weierstrass. Un résultat est présenté.

2.1 Position du problème

Soient,α, β ∈]1, 2[etL, T > 0.On considère l’équation de diffusion-onde fractionnaire sui-
vante :

cDα
t u(x, t) = cDβ

xu(x, t) + F (x, t), (x, t) ∈ DT . (2.1)

avec les conditions initiales :

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1. (2.2)

et les conditions aux limites mixtes homogènes :

ux(0, t) = u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (2.3)

Où F (x, t) est le terme source,ϕ(x)etψ(x)sont des fonctions données etcDα
t etcDβ

xsont les déri-
vées fractionnaires au sens de Caputo par rapport a t et x définies par :

cDα
t u(x, t) =

1

Γ(2− α)

∫ t

0

∂2u(x, s)/∂s2

(t− s)α−1
ds

cDβ
xu(x, t) =

1

Γ(2− β)

∫ x

0

∂2u(ξ, t)/∂ξ2

(x− ξ)β−1
dξ

Où Γ(.) est la fonction Gamma d’Euler.
. Pour le terme source F (x, t) = r(x)f(x, t),on va étudier l’existence et l’unicité de la solution

15
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(
u(x, t), r(x)

)
du problème inverse(2.1)− (2.3)avec la condition supplémentaire suivante :

u(1, t) = h(x), 0 ≤ x ≤ 1. (2.4)

Où h est une fonction donnée.

Théorème 2.1. :(voir([?])) :supposons que :

1. ϕ ∈ C2(0, 1) et ϕ′(0) = 0 = ϕ(1)

2. h ∈ C2(0, 1) et h′(0) = 0 = h(1)

Démonstration. :la démonstration consiste en deux étapes,dans la première étape,nous construit
la solution du (PI − 1) ,tandis que dans la deuxième étape,nous avons établi le résultat de
régularité.

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



2.1. POSITION DU PROBLÈME 17

étape01 :Construction de la solution :
on considère le problème suivant :

cDα
t u(x, t) = cDβ

xu(x, t) + r(x)f(x, t) (2.5)

en utilisant la méthode de Fourier, et s’écrit comme suite :

u(x, t) =
∞∑
n=0

Zn(t) Xn(x) (2.6)

f(x, t) =
∞∑
n=0

fn(t) Xn(x) (2.7)

Où Zn(t)etfn(t)sont les inconnues.
en remplace(2.6)et(2.7)dans(2.5),on trouve :

∞∑
n=0

Xn(x) cDα
t Zn(t) =

∞∑
n=0

Zn(t) cDβ
x Xn(x) + r(x)

∞∑
n≥0

Xn(x)fn(t)

Alors :

Xn(x) cDα
t Zn(t) = Zn(t) cDβ

x Xn(x) + r(x)Xn(x)fn(t)

d’où les inconnues Zn(t)etXn(x) sont liées par les EDFs :

cDα
t Zn(t) = λnZn(t) + r(x)fn(t)

en utilisant la transformation de Laplace et la condition initiale(2.2),on obtient :

L
(
cDα

t Zn(t)
)

= λnL
(
Zn(t)

)
+ r(x)L

(
fn(t)

)
sα(LZ)(s)− sα−1Z(0)− sα−2Z ′(0) = λnL(Z) + r(x)L

(
fn(t)

)
L
(
Zn(t)

)
=

sα−1

sα − λn
Z(0) + r(x)L

(
fn(t)

)
Donc :

Zn(t) = Z(0)Eβ(λnx
β) + r(x)fn(t)Yn(x) (2.8)

la condition(2.4)permet d’obtenir l’expression suivante :

fn(t) =
hn − Z(0)Eβ(λnx

β)

Yn(x)
(2.9)

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



2.1. POSITION DU PROBLÈME 18

Ainsi :

u(x, t) =
∞∑
n=0

{
Z(0)Eβ(λnx

β) + r(x)fn(t)Yn(x)
}
Xn(x) (2.10)

r(x) =
∞∑
n=0

{
hn − Z(0)Eβ(λnx

β)

Yn(x)

}
Xn(x) (2.11)

étape02 :Existence de la solution :
on va démontre que :r(x), u(x, t), cDα

t u(x, t) et cDβ
xu(x, t)sont converge uniforme :

1. on va montre que r(x) ∈ C(0, 1),en utilisant lemme(1.4)et(1.7),on trouve :

|r(x)| ≤
∞∑
n=0

K1K2

|λn|x(1− α)(2− α)

(
h′(0) +K1ϕ

′(0)

∫ 1

0

K1ϕ
′(x) + h′′(x)(1− x)2−αdx

)
lemme(1.6)et le test intégral de Cauchy pour la convergence des séries impliquant
que r(x) ∈ C(0, 1).

2. Ensuit,on va montre que u(x, t) ∈ C(0, 1) ,d’après le lemme (1.5),on obtient la relation
suivante de (2.5)

|u(x, t)| ≤
∞∑
n=0

K2
1 {(1 +K1K2) |ϕn|+K2 |hn|}

le lemme(1.7)assure la continuité de u(x, t)

3. Pour la convergence de cDα
0+,tu(x, t) ,considérons ce qui suit :

∞∑
n=0

cDα
0+,xu(x, t) Zn(t) =

∞∑
n=0

{λnZn(t) + r(x)fn(t)}Xn

=
∞∑
n=0

λnZn(t) + r(x)f(x, t)

En utilisant(2.8)avec le lemme(1.5)et(1.7),la convergence de
∑∞

n=0 λnZn(t)Xn peut être
prouvée.De plus,f(x,t) c’est déjà converge uniforme.

4. Ainsi,le lemme(1.3),nous avons :

cDα
t u(x, t) =

∞∑
n=0

cDα
t Zn(t) Xn(x)

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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De même ,en utilisant le lemme(1.4),on obtient :

cDβ
t u(x, t) =

∞∑
n=0

λn Zn(t) Xn(x)

d’après le lemme(1.7) :cDα
t u(x, t) et cDβ

xu(x, t) sont converge uniformément.

2.2 Unicité de la solution :

Théorème 2.2. :(voir([?])) :soient {u1(x, t), r1(x)} et {u2(x, t), r2(x)} deux ensembles solutions
réguliers des (PI − 1)

si u1(x0, t) = u2(x0, t) pour certains x0 ∈ (0, 1),alors r1(x) = r2(x)et u1(x, t) = u2(x, t)pour
tout x ∈ (0, 1)et (x, t) ∈ Π,respectivement.

Démonstration. :considérons les fonction suivant :

Zn1(t) =

∫ 1

0

u1(x, t)Yn(x)

Zn2(t) =

∫ 1

0

u2(x, t)Yn(x)

Appliquant la dérivée fractionnaire de Caputo cDα
t (.)aux deux côtés :

cDα
t Zn1(t) =

∫ 1

0

cDα
t u1(x, t)Yn(x)

En simplifiant,on trouve :

cDα
t Zn1(t) = λnZn1(t) + r(x)fn1(t)

En utilisant la transformation de Laplace et la condition initiale(2.2)

Zn1(t) = Z1(0)Eβ1(λnx
β1) + r1(x)fn1(t)

De même ,l’expression pour Zn2(t)est obtenue :

Zn2(t) = Z2(0)Eβ2(λnx
β2) + r2(x)fn2(t)

D’où : u1(x0, t) = u2(x0, t) ,c-à-d : Zn1(t) = Zn2(t) ,six = x0

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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Alors :

r1(x)fn1(t)Yn(x) = r2(x)fn2(t)Yn(x)

⇒
(
r1(x)fn1(t)− r2(x)fn2(t)

)
Yn(x) = 0

⇒ r1(x)fn1(t)− r2(x)fn2(t) = 0

Alors : r1(x) = r2(x) et donc : u1(x, t) = u2(x, t)

L’unicité de la solution.
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CHAPITRE 3

PROBLÈME INVERSE DE TERME SOURCE

DÉPENDANT DU TEMPS

D ans ce chapitre, nous étudions le problème inverse de terme source dépendant du temps
(1)-(3) et (5) avec F (x, t) = r (t) f (x, t). Sous certaines conditions sur les données, nous

avons prouvé que ce problème inverse est localement bien posé au sens de Hadamard. Notre
méthode de la preuve basée sur la méthode de Fourier pour laquelle les fonctions propres
qui sont des fonctions de Mittag-Leffer d’un problème spectral d’ordre fractionnaire et son
problème adjoint.

3.1 Position du problème

Soient α, β ∈]1, 2[ et L, T > 0. On considère l’équation de diffusion-onde fractionnaire sui-
vante :

cDα
t u(x, t) = cDβ

xu(x, t) + F (x, t), (x, t) ∈ DT . (3.1)

avec les conditions initiales :

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1. (3.2)

et les conditions aux limites mixtes homogènes :

ux(0, t) = u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (3.3)

Où F (x, t) est le terme source,ϕ(x)etψ(x)sont des fonctions données etcDα
t etcDβ

xsont les déri-
vées fractionnaires au sens de Caputo par rapport a t et x définies par :

cDα
t u(x, t) =

1

Γ(2− α)

∫ t

0

∂2u(x, s)/∂s2

(t− s)α−1
ds

cDβ
xu(x, t) =

1

Γ(2− β)

∫ x

0

∂2u(ξ, t)/∂ξ2

(x− ξ)β−1
dξ

21
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Où Γ(.) est la fonction Gamma d’Euler.
. Pour le terme source F (x, t) = r(t)f(x, t),on va étudier l’existence et l’unicité de la solu-
tion

(
u(x, t), r(t)

)
du problème inverse(3.1)− (3.2)avec la condition supplémentaire suivante :

u(1, t) = g(t), 0 ≤ x ≤ 1. (3.4)

Où g est une fonction donnée.

3.2 Construction de la solution :

on considère le problème suivant :

cDα
t u(x, t) = cDβ

xu(x, t) + r(t)f(x, t) (3.5)

en utilisant la méthode de Fourier,et s’écrit comme suit :

u(x, t) =
∞∑
n=0

Zn(t) Xn(x) (3.6)

f(x, t) =
∞∑
n=0

fn(t) Xn(x) (3.7)

en remplace(3.6)et(3.7)dans(3.5),on trouve :

∞∑
n=0

Xn(x) cDα
t Zn(t) =

∞∑
n=0

Zn(t) cDβ
x Xn(x) + r(t)

∞∑
n≥0

Xn(x)fn(t)

Alors :

Xn(x) cDα
t Zn(t) = Zn(t) cDβ

x Xn(x) + r(t)Xn(x)fn(t)

d’où les inconnues Zn(t)etXn(x) sont liées par les EDFs :

cDα
t Zn(t) = λnZn(t) + r(t)fn(t)
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en utilisant la transformation de Laplace et la condition initiale(3.2),on obtient :

L
(
cDα

t Zn(t)
)

= λnL
(
Zn(t)

)
+ r(t)L

(
fn(t)

)
sα(LZ)(s)− sα−1Z(0)− sα−2Z ′(0) = λnL(Z) + r(t)L

(
fn(t)

)
L
(
Zn(t)

)
=

sα−1

sα − λn
Z(0) + r(t)L

(
fn(t)

)
Donc :

Zn(t) = ϕnEβ(λnx
β) + r(t)fn(t) ∗ Yn(x) (3.8)

Où′∗′est la convolution intégrale et fn(t) = 〈f(x, t), Yn(x)〉
Alors,la solution de (PI − 1)écrit comme suit :

u(x, t) =
∞∑
n=0

{
ϕnEβ(λnx

β) + r(t)fn(t) ∗ Yn(x)
}
Xn(x) (3.9)

Où r(t)doit être déterminé.
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3.3 Existence de la solution :

Nous prouverons l’existence de la solution de (PI−2)dans le domaine Π sous les hypothèse
du théorème suivant :

Théorème 3.1. :(voir([?])) :supposons que les conditions suivants soient satisfaites :

– ϕ ∈ C tel que ϕ′(0, t) = 0 = ϕ(1).

– f ∈ C(Π) tel que f ′(0, t) = 0 = f(1, t).De plusf(1, t) 6= 0 et :

0 <
1

M
≤ |f(1, t)| ,M > 0

– g ∈ AC[0, T ] et g(t)vérifie la condition : ϕ(x) = g(0)

Alors,il existe une unique solution régulière de (PI − 2)

Démonstration. Considérons l’espace des fonctions continues C[0, T ]avec la norme de Tcheby-
chev :

‖f‖C[0,T ] := max0≤t≤T |f(t)|

pour prouver l’existence unique du terme source dépendent du temps r(t),nous utilisons la
condition supplémentaire(3.5),qui conduit a la relation :

cDα
t u(1, t) = cDα

t g(t)

En utilisant(3.1),on obtient :

cDα
t u(1, t) = cDβ

x + F (1, t)cDβ
x + r(t)f(1, t) = cDα

t g(t)

ce qui implique :

r(t) =
(
f(1, t)

)−1
{
cDα

t g(t) +
∞∑
n=0

λnYn(x)Zn(t)dx

}
(3.10)

Où Zn(t)pour n ∈ Nsont donnée par(3.6)
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on définit un opérateur :B : C[0, T ] −→ C[0, T ]par :

B
(
r(t)

)
:= r(t)

Où r(t)donnée par(3.10)

B
(
r(t)

)
=
(
f(1, t)

)−1
{
cDα

t g(t) +
∞∑
n=0

λnYn(x)Zn(t)dx

}
B
(
r(t)

)
=
(
f(1, t)

)−1

{cDα
t g(t) + Z(t) + K(t, τ)r(τ)}

Où

Z(t) =
∞∑
n=0

λnϕnXn(x)Yn(x)dx. (3.11)

K(t, τ) =
∞∑
n=0

λnfn(τ)Xn(x)Yn(x)dx. (3.12)

Pour montrer que l’application B : C[0, T ] −→ C[0, T ] est une contraction.Tout d’abord,nous
allons montrer que pour r(t) ∈ C[0, T ],on a B

(
r(t)

)
∈ C[0, T ] "représente une fonction

continué"c-à-d : les séries implique (3.11)et(3.12)sont uniformément convergents.

1. considérons :

|Z(t)| ≤
∞∑
n=0

c1

|λn|
|ϕn| (3.13)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz,on obtient :

|Z(t)| ≤
(
|ϕn|2

)1/2( ∞∑
n=0

c2
1

|λn|

)1/2

– la série
∑∞

n=0 |ϕn| est convergente,puisque ϕ ∈ L2(0, 1)est une fonction continué.
– la série

∑∞
n=0

c21
|λn| est convergent par supposition.

Donc,la série dans (3.13) est converge uniformément.

2. considérons :

|K(t, τ)| ≤
∞∑
n=0

c1

|λn|
|fn(τ)| (3.14)

Alors,la série dans (3.14) est converge uniformément,car la continuité de f(x, t).

de (1)et(2),B
(
r(t)

)
est bien définit.

L. Hamrit Problèmes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



3.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION : 26

Nous avons prouvé que pour r(t) ∈ C[0, T ] et B
(
r(t)

)
∈ C[0, T ].De plus,on peut écrit :

‖K(t, τ)‖C[0,T ] ≤ k1

Maintenant, nous allons montrer que l’application B
(
r(t)

)
:= r(t) est une contraction.

prender :

|B(r1)− B(r2)| =
(
f(1, t)

)−1

{K(t, τ) |r1(τ)− r2(τ)|}

par les hypothèse du théorème (3.1) ,on a :

|B(r1)− B(r2)| ≤ TK1M1max0≤t≤T |r1(τ)− r2(τ)|

|B(r1)− B(r2)| ≤ TK1M1 ‖r1 − r2‖C[0,T ]

Alors,l’application B(.) est une contraction pour T < 1
K1M1

,ce qui assure la détermination
unique de r(.) ∈ C[0, T ] par le théorème du point fixe de Banach.

3.3.1 Convergence uniforme de la solution :

pour montrer l’existence de la solution
(
u(x, t), r(t)

)
du (PI − 1) ,nous allons montre

que : u(x, t) , cDα
t u(x, t) etcDβ

xu(x, t)sont converge uniforme.
d’après (3.8)

|Zn(t)| ≤ |ϕnXn|+ |r(t)fn(t) ∗ Yn(x)|

on a : r(t) ∈ C[0, T ] ,alors il existe : M2 > 0 tel que : |r(t)| ≤M2

alors en utilisant le lemme (1.8),on a :

|Zn(t)| = |ϕn| c2 +
M2c2

k
|fn(t)|

on a : u(x, t) = 〈Yn(x), f(x, t)〉pour n ∈ N.En utilisant le lemme (1.8),on obtient :

|u(x, t)| = c1

|λn|x

∞∑
n=0

{c1 |ϕn|+ r(t)fn(t) ∗ Yn(x)} (3.15)

la continuité de ϕ(x)etr(t)et les lemmes (1.8)et(1.9)et l’inégalité ont établi la converge uniforme
de la solution u(x, t).
De même, les séries correspondant cDα

t u(x, t) etcDβ
xu(x, t) représenté une fonction continué.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié deux problèmes inverses de terme source pour une
équation de diffusion-onde fractionnaire avec conditions aux limites mixtes. Les dérivées
fractionnaires impliquées dans le temps et l’espace sont définies au sens de Caputo d’ordre
1 < α < 2 et 1 < β < 2, respectivement. Ce mémoire se déroule en deux étapes :

3 Problème inverse de terme source dépendant de l’espace : avec la condition finale à un
instant T , ce problème inverse a été considéré. Un système bi-orthogonal de fonctions
obtenu à partir du problème spectral et de son problème adjoint. Nous avons utilisé la
méthode de Fourier. Sous certaines hypothèses sur les données, nous avons démontré
que le problème inverse est bien posé.

3 Problème inverse de terme source dépendant du temps : avec une condition supplémen-
taire au point 0. Nous avons montré l’existence et l’unicité de la solution, en utilisant la
méthode de Fourier et le théorème de point fixe de Banach. Quelques cas particuliers des
problèmes inverses sont discutés et des exemples numériques particuliers sont présentés.

Comme perspectives, ils existent quelques des problèmes inverses importants liés à l’équation
différentielle fractionnaire espace-temps (1) :

+ Étude théorique des problèmes inverses pour des données initiales ou aux limites liés à
l’équation (1)

+ Étude numérique des problèmes inverses liés à l’équation (1) avec des conditions aux
limites locales ou non locales.
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D ans ce mémoire, nous avons considéré deux problèmes inverses de terme source pour une équa-

tion de diffusion-onde fractionnaire en espace et en temps. Premièrement, la récupération d’un

terme source dépendant de l’espace est étudiée, deuxièmement, la détermination d’un terme source dé-

pendant du temps est considérée. Un système bi-orthogonal de fonctions composés de fonctions de type

Mittag-Leffler obtenues à partir d’un problème spectral et son problème adjoint. Les résultats d’exis-

tence, d’unicité et de stabilité sont présentés pour le problème inverse de terme source dépendant de

l’espace tandis que pour les résultats d’existence et d’unicité du terme source dépendant du temps sont

prouvés. Quelques cas particuliers pour ces problèmes inverses de terme source sont discutés.

Mots-Clés : Problème inverse , Dérivée fractionnaire, Système bi-orthogoanl, Fonction de

Mittag-Leffler.

I n this memoir, we have considered two inverse source problems for a space-time-fractional diffusion-

wave equation. Firstly, the recovery of a space-dependent source term is investigated, secondly, the

determination of a time-dependent source term is considered. A bi-orthogonal system of functions com-

posed of functions of Mittag-Leffler type obtained from a spectral problem and its adjoint problem. The

existence, uniqueness and stability results are presented for the inverse space-dependent source problem

while for the time-dependent source problem, existence and uniqueness results are proved. Some special

cases for these inverse source problems are discussed.

Keywords : Inverse problem, Fractional derivative, Bi-orthogonal system, Mittag-Leffler function.
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