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Résumé

ans ce mémoire, nous avons considéré deux problemes inverses de terme source pour une équa-

tion de diffusion-onde fractionnaire en espace et en temps. Premierement, la récupération d'un
terme source dépendant de I'espace est étudiée, deuxiemement, la détermination d"un terme source dé-
pendant du temps est considérée. Un systéme bi-orthogonal de fonctions composés de fonctions de type
Mittag-Leffler obtenues a partir d'un probleme spectral et son probleme adjoint. Les résultats d’exis-
tence, d'unicité et de stabilité sont présentés pour le probléme inverse de terme source dépendant de
I'espace tandis que pour les résultats d’existence et d"unicité du terme source dépendant du temps sont

prouvés. Quelques cas particuliers pour ces problemes inverses de terme source sont discutés.

Mots-Clés : Probleme inverse , Dérivée fractionnaire, Systeme bi-orthogoanl, Fonction de

Mittag-Leffler.

n this memoir, we have considered two inverse source problems for a space-time-fractional diffusion-
wave equation. Firstly, the recovery of a space-dependent source term is investigated, secondly,
the determination of a time-dependent source term is considered. A bi-orthogonal system of functions
composed of functions of Mittag-Leffler type obtained from a spectral problem and its adjoint problem.
The existence, uniqueness and stability results are presented for the inverse space-dependent source
problem while for the time-dependent source problem, existence and uniqueness results are proved.

Some special cases for these inverse source problems are discussed.

Keywords : Inverse problem, Fractional derivative, Bi-orthogonal system, Mittag-Leffler function.
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Introduction générale

es problemes inverses pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire de-

viennent un outil important dans la modélisation de nombreux problemes réels.

Les problemes inverses de terme source dépendant de 1'espace pour 1'équation de
diffusion fractionnaire dans le temps sont considérés dans [3] 4} 2, |6]. Les probléemes inverses
de détermination d'un terme source dépendant du temps sont considérés dans [5, (1} 7].

Dans ce mémoire, on considere I'équation de diffusion-onde fractionnaire suivante :

Doy (2,t) = “Dlu(x,t) + F (a,t), (z,t) € Dr, (1)

avec les conditions initiales

u(a:,()):gp(a:),ut(x,O):w(x),Oﬁxﬁl, (2)

et les conditions aux limites mixtes homogenes

ur (0,t) =u(1,t)=0,0<t<T. (3)

OuDr ={(z,t):0<ax<1,0<t<T}avecT > 0, F(x,t) est le terme source, ¢ (x) et ¢ (x)
sont des fonctions données et “D et “D” sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo
par rapport at et v d'ordre 1 < a < 2et1 < 8 < 2, respectivement. Notre objective dans
ce mémoire est I'étude de I'existence et 1'unicité de deux problemes inverses de terme source

suivants :



= Pour le terme source F' (z,t) = r(x) f (z,t), on va étudier 1'existence et l'unicité de la
solution (u (z,t) ,r (2)) du probléme inverse (I)-(3) avec la condition supplémentaire sui-

vante :

u(z, T)=h(z), 0<x <1, 4)

ou h est une fonction donnée.

i Pour le terme source F' (z,t) = r (t) f (z,t), on va étudier 1'existence et I'unicité de la solu-

tion (u (z,t),r (t)) du probleme inverse (I)-(3) avec la condition supplémentaire suivante :

u(0,t)=g(t), 0<t<T, (5)

ol g est une fonction donnée.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous présentons quelques définitions de base du calcul fractionnaire, des propriétés et
des lemmes liés a la fonction de Mittag-Leffer, la transformation de Laplace et le systeme bi-
orthogonal.

Dans le deuxieme chapitre, nous traitons le probléme inverse de terme source dépendant
de l'espace (1)-@), avec F (z,t) = r(z) f (z,t). Nous allons construire la solution en série en
utilisant la méthode de Fourier. De plus, il sera montré que u (z,t), “Dfu (z,t) et “Dlu (z,t)
représentent des fonctions continues en utilisant le critere de Weierstrass. Un résultat est pré-
senté.

Dans le dernier chapitre, nous discutons le probleme inverse de terme source dépendant du
temps (1)-(3) et (8) avec F (z,t) = r (t) f (z,t). Sous certaines conditions sur les données, nous
avons prouvé que ce probleme inverse est localement bien posé au sens de Hadamard. Notre
méthode de la preuve basée sur la méthode de Fourier pour laquelle les fonctions propres
qui sont des fonctions de Mittag-Leffer d'un probléme spectral d’ordre fractionnaire et son
probleme adjoint.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET SYSTEME
BI-ORTHOGONAL

g) ans ce chapitre, nous présentons quelques définitions de base du calcul fractionnaire, des
propriétés et des lemmes liés a la fonction de Mittag-Leffer, la transformation de Laplace
et le systéme bi-orthogonal.

1.1 La fonction Gamma
Définition 1.1. :(voir([?]))la fonction Gamma d’Euler I'(x) est définie par :
['(x) = / t"le7tdt o x€C et Re(z)>0
0

Propriétés 1.1. :Nous avons les propriétés suivants :

1. T(x 4+ 1) = 2l(x)

22.I'(1)=1 e T(0)=0c0 et I'(—n)==+0 (n € N)
3. I'(n+1)=(1), (n € N)
4. T(n+ Y =00 /r  (2n-1)1=13..(2n—1) (n € N)

(Z)o=1 , (Z)n=2(Z+1)...(Z4n—-1) (n € N)

1.2 Intégrales Fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2. :(voir([?]))soit f € L] une fonction a valeur réelles localement intégrable.les

loc

intégrales de Riemann-Liouville gauche et droite d’ordre o sont définies par :

o f(z) = ﬁ / e (), a0
12 f(z) = ﬁ / (r— 20 f()dr, @ >0



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 4

respectivement.
Pour n € N ,on note AC"[0, 1] ,I’espace des fonction a valeurs réelles f(¢) qui ont des dérivées
continues jusqu’a 'ordre n — 1 dans [0, 1] telle que f("~Y)(¢) appartient a I’espace de fonction

absolument continues AC/|0, 1]

n—1

dxn—l

AC"0,1]=f:]0,1] = R : f(z) € ACI0,1]

1.3 Dérivées Fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3. :(voir([?]))soitf € L. .et n = [a]les dérivées Fractionnaires au sens de

loc

Riemann-Liouville gauche et droite d’ordre o sont définies par :

a 1 d" ? f(r)
RLDa — oo — / d
0+,zf(z) dzn 0+,z (Z) F(n—a) dzn 0 (Z_T)a_n_H T ) z2>0
U (=" [t f(n)
RL pyor. = (=1)"— @ = / LA S A | 0
) = m B = 50— @ [ o gem ™ S

respectivement.

1.4 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.4. :(voir([?]))soit f € AC"[0,1] et n = [a],les dérivées Fractionnaires au sens de

Caputo gauche et droite d’ordre a sont définies par :

c o n—o d" 1 ‘ f(n) (7—>
0+,zf(z) = ]()*,z% (Z) - T ) A (Z — T)a_n+1 dr , &> 0

c o 2) = (—1)r e d" ) = (_1)n ! f(n)(T) . e
DY f(z) = (~1)"] (2) = )/Z( dro. z<l

0%z dzn T — z)a 1
respectivement.

Lemme 1.1. :(voir([?])) :supposons que 0 < e < 1,f € AC|a,b] et g € LP[a,b] ,1 < p < 0.
Alors la formule d’intégration par parties suivante est vérifiée :

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 5

| 1) "D g1z = [ gle) Dy f @)+ £G) 1)
b b
[ 70 Mg gtz = [ gle) “Di s - £G) )

Démonstration. :on utilise la définition de la dérivées Fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville :

ona:

/a FM D, g(2)dz / F(2) L 17 2)de

d’aprés I'intégration par partie :

— () / (2

— fITg () — 1_a//f A e

d’apres le théoreme de Fubini :

b z
~ IO - e [ 1

b
— F)g() 2t + / F1(2)Dg _g(2)dz

/f 1,7 %9(2)dz.

g_(TT))a duds.

Lemme 1.2. :(v0ir([?])) :pour hy, hy € CY[a, b],la fonction suivant est vérifiée :

d

L (J2)#92)) = F2)o(@) + £() x 5g(=) 7 ) + 9(2) % 5 (2)

"s'représente la convolution intégrale donnée par :

/f g(z —T1)d a<t1T<z

Démonstration. :en prenant la dérivée de l'intégrale de convolution,en utilisant la régle de

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 6

Leibniz pour les intégraes :

nous avons :
i ’ ° 500Gz, T
diz {/a G(%B)CZT} = G(z,ﬁ)% — G(z,cz)% +/a %dr
Alors :
& </ f2)(z - T>dT) — f(2)gte =)+ [ 1otz = i
= 1G0() + [ 1)l — )i
Donc :

= ([ 102t = 1ar) = 12190) + 1) ¢ Lot

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.5. LA FONCTION DE MITTAG-LEFFLER 7

Quelques propriétés des intégrales fractionnaires et des dérivées fractionnaires :

Lemme 1.3. :(voir([?])) :soit h; une suite de fonction sur (a,b] ,pour chaque i € N ,telle que :

1. pour B>a D’ hi(z) existe Vie N a <z <b

at,x

2.3 2 hi(z) et D7, CDB Jhi(x) sont uniformément convergents sur l'intervalle
la + /3,0], V5 > 0.
Alors, >~ hi(x) est pdifférentiable,oit y .-, h;(x) est la série des fonctions et il doit satisfaire :

CD,B

at,r Z h Z CDf*xh( )

=1

Lemme 1.4. :(voir([2])) :si 3 € RetA tel que: ma/2 < A < m,x € Ctel que |Az?| >0 <
larg(x)| < m et K est une constance réelles.Alors,

K

B
[Bs(a)] = 15

1.5 La fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.5. :(voir([?])) :la fonction de Mittag-Leffler a deux parametre est définie par :

kzgfak—kﬁ Re(a) >0, peC

pour S =1, E, s seréduita la fonction de Mittag-Leffler a parametre unique,
cad :

Eaa(2) ZF ak +1)

k=0

Propriétés 1.2. :(voir([?])) :pour tout z € C la fonction de Mittag-Leffler est satisfait les

relation suivants :

:|: kk 2
L Ey(+2) =300, Sy =

1k:2k

2. EQ( ) Zk -0 T"Fl) = COS 2

00 52k
3. E2(22) = Zk:o m = cosh z

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.6. TRANSFORMATION DE LAPLACE 8

4 Bip(&2?) = T2 fry = @ [L+erf@)] = erfe (&)

avec erf(z) =% [5 e ds

Quelques résultats liés aux fonctions de Mittag-Leffler :

Lemme 1.5. :(voir([?])) :pour A Re(B),z > 0 les fonctions de Mittag-Leffler ont les propriétés
suivants :

pour n =1 nous avons les formules suivantes :

°Dg. (Eﬁ,l(;c, A)) — 4\ Eyya(r,£N)

RL Do

e (Bon(20) = Eorale, )

1.6 Transformation de Laplace

Définition 1.6. :(voir([?])) :la transformation de Laplace classique par la formule intégrale

suivante :
(Ef)(s) :/0+0<> et f(2) dz

a condition que la fonction f (l'original de laplace) soit absolument intégrable sur le demi-
axe (0,+o00) .Dans ce cas,l'image de la transformation de Laplace (également appelée image

de Laplace) ,c’est-a-dire la fonction :

F(s) = (££)(s)

Propriétés 1.3. :(voir([?])) nous avons les propriétés suivantes :

— la transformation de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville :

(ﬁ 0+ f) (s) =s¢ (Ef) (s) ,Re a>0.

— la transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

n

<£RLD8¢+7Z f) (s) = s7° (Ef)(s) _ gh—1 (RLDS;—]; >(z)|Z:0 ,n—1<Re<n.

k=1

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.6. TRANSFORMATION DE LAPLACE 9

— la transformation de laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo :

3
—_

(ECD&,Z f) (s) =s“ (Ef) (s) — 52 R f B (ot ,n—1<Re<n.

0

e
Il

Proposition 1.1. :
soit f(x) = 2P~' E, s(\z®) fonction de Mittag-Leffler
on va calculer la transformation de Laplace de cette fonction :

(£7@)) () = L7 Bap(ha®) = £(" Y %)

k=0
o0 > Negoe
o —sz A—1
= e T —— dx
/0 Z I(ak + j)
0 )\k’ [e'e)
— - —sx . .B—1+ak d
S iy ) e

=y Tk 10 L(z’ +ak —1)

ona: Yo, ah=-L

Alors :

Donc :

sia=f=A=1 E(Elyl(x)> = L= r(e7)

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.7. METHODE DE FOURIER : 10

1.7 Méthode de Fourier:

Définition 1.7. :(voir([?])) :si f est une fonction intégrable sur R ,sa transformée de Fourier est

la fonction F(f) = f” donnée par la formule suivant :

+oo

E{f(x),&} = f"(§) = flx)e ™" dx

par la transformation de Fourier inverse,on trouve :

+o0
f(z) ! / F(z)e ®*dx

:% N

1.8 La convergence Uniforme :

Définition 1.8. :on dit que la suite (f,), converge uniformément vers f sur A si:
VE>0, IN;eN (n>N;) = VneN d(fn(x),f(;v)> <¢

on a le résultat fondamental suivant :
si (f.)n estune suite des fonctions continues convergent uniformément sur X vers une fonction

f ,alors f est continué sur X.

1.9 Systeme bi-orthogonal

1.9.1 Probléme Spectral :
on a I’équation de diffusion-onde fractionnaire suivant :
DU (z,t) = <DPU (2, t) + F(x,t)
U(0,1) = Ua(L, )

onpose: F(x,t) =0 et U(z,t)=X(2)Y(?)
Alors : X(x)¢D2Y (t) = Y (¢)°DP X ()

“DpY(t) _ DIX(x) _

YO X e
Donc : ‘DPX(x) = AX(x)
ona: U,(0,t)=X'(0)Y(t) =0, Alors  X'(0)=0 Vtelo1]
et: U(l,t) = X(1)Y(t) =0, Alors X (1)=0 Vtelo,1]

Donc le probleme spectral est :

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.9. SYSTEME BI-ORTHOGONAL 11

{cpgl X (2) = AX () W

X'(0)=X(1)=0 1<p<2

d’apres la transformation de Laplace :

L(CD@Z zX(g;)) =\ E(X(x))
3*3£<X(x)) — $P7LX(0) — sP2X7(0) = A L‘(X(x))

() = 50

Alors les fonctions propres du probléeme spectral sont :

X(z) = X(0) Ez(\z?)

si z=1,dou X(1)=Ez\) =0
d’aprés le théoreme (4.17)(voir([?])) les valeurs propres A ,qui sont les racines de la fonction
Mittag-Leffler Ej,()\) elles situés de la dehors de l'ongle |argh| <% avec 1< <2
Complet l’ensemble des fonctions propres X(x) est complet :
par définition:  Vf € L?(0,1): fo () dr=0, Vn = f(z)=0
ona:

X, (7) = Eg(\2”)

(f, Es(Anz”)) /f 2)Es(Aa®)d

-/ L& Mot £ ()
B 0 I'(pk+1)

M) [
_ZF(5k+1)/ o (a)de

ko kB 1
/f dx+z)\5k:i1/ o f(z)dx

dx
k=1

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.9. SYSTEME BI-ORTHOGONAL 12

Jy fl@)dz =0
fol 2Pk f(z)dx =0

1.9.2 Probléme Adjoint

le probleme adjoint du probleme spectral est :

(“Df. X (2).¥(2)) :/01 Y (@)Dl X (x) do

B 1 ) 1 x X”(f) .
‘/0 Y0 w55 / @_gp_1 %1

En utilisant le théoreme de Fubini (Formule de Dirichlet) :

B T ) = ' " 1 ' Y(x) "
(D Xy @) = [ X© rqg [ ooy o

Avec l'intégration par parties deux fois,on obtient :

("Df.,X(@).¥(@)) = X'(6) B V(i - / X' 4 1 V(©) e
=X I V(O - X(©) T 1B Y+ / X(O) 4 1 Y(©) de

onpose:  FLDJt=-— i 7 Y(©

et RLDﬁ i dd; 12 Y (¢)

1
(“Dg. ,X(2).Y (@) = X'() 17" Y(§)+X(6) D" YOIl + /0 X(€) "Dyt dg
=X'(1) " Y(1)+X(1) "Dy YOI = X'(0) 1T Y (0)-

X(0) B Y (O + (X (@), "D Y (@)

Donc le probleme Adjoint est :

LB _
{R DY (x) = \Y () .

BLDY Y (0)|omo 1<B<2

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.9. SYSTEME BI-ORTHOGONAL 13

d’apres la transformation de Laplace :

L (RLD'igY(SL’)) —\L (Y@))

CS

£<Y"(x)> D)

Alors les fonctions propres du probleme adjoint sont :

Y(ac) = l‘ﬁiZEﬁ’g,l ()\1‘6)

1.9.3 Systéme bi-orthogonale

les deux systeme (1,1) (1,2) forment un systeme bi-orthogonal :

1 cte sin=m
<Xn,Yn> :/ X, Y, dr=
0 0 st mF#Em

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.9. SYSTEME BI-ORTHOGONAL 14

Lemme 1.6. :(voir([?])) :pour B > 0, X € R les fonctions propres et les valeurs propres pour EDF :

"Dy (@) + A+ q(2)]p(z) = 0

satisfaire les propriétés suivantes :

— toutes les valeurs propres sont des nombres premieres.

— I'ensemble des fonctions propres est complet dans L*(0, 1].

Lemme 1.7. :(voir([?])) :pour tout h(z) € C*(0,1) tel que h'(0) = 0= h(1),alors :

| (1 —];)(2 — ) (h'(O) + /01 W (z)(1 — z)>° dx)

[An| <

quand K est une constante et h,, = (h(z),Y,)

Lemme 1.8. :(voir([2])) :pour g € C[0,T]et A € R,la relation suivante est vérifiée :

_ c
|g() * 2’ 1E,B(>\x5)‘ < Xl l9llcoy sA# 0

ol cyest une constance.

Lemme 1.9. :(v0ir([?])) :les valeurs propres \,,qui sont les zéros de la fonction Eg(A\x?),vérifient les

relations suivantes :

— | Akl < [Agsalpour k> 1.

— pour n assez grand et arg(\,) > Gona:
Mt < 1et [N =00 1<a<2

L. Hamrit
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CHAPITRE 2

PROBLEME INVERSE DE TERME SOURCE
DEPENDANT DE L’ESPACE

g) ans ce chapitre, nous traitons le probléeme inverse de terme source dépendant de 1'espace
(1)-(4), avec F (z,t) = r (z) f (z,t). Nous allons construire la solution en série en utilisant
la méthode de Fourier. De plus, il sera montré que u (z,t), “Dfu (x,t) et “DPu (z,t) représentent

des fonctions continues en utilisant le critere de Weierstrass. Un résultat est présenté.

2.1 Position du probléme

Soient,or, B €]1,2[etL,T > 0.0On considere 1'équation de diffusion-onde fractionnaire sui-

vante :
‘Dfu(w,t) = “Diu(z,t) + F(z,t), () € Dr. (2.1)
avec les conditions initiales :
u(z,0) = @(x), w(x,0)=1v(z), 0 <z <1 (2.2)
et les conditions aux limites mixtes homogenes :
u,(0,8) =u(l,t) =0, 0 <t <T. (2.3)

Ou F(x,t) estle terme source,p(x)ety)(x)sont des fonctions données et® Det® D?sont les déri-

vées fractionnaires au sens de Caputo par rapport a ¢ et = définies par :

c o _ 1 b 0%u(x, s)/0s?
i Tl A

. 1 v QPulé, 1) /o€
N e I

Ou I'(.) estla fonction Gamma d’Euler.

> Pour le terme source F(x,t) = r(z)f(x,t),0n va étudier l'existence et |'unicité de la solution

15



2.1. POSITION DU PROBLEME 16

<u(x, t), r(m)) du probleme inverse(2.1) — (2.3)avec la condition supplémentaire suivante :
u(l,t) =h(z), 0<z<1. (2.4)

Ot h est une fonction donnée.

Théoréme 2.1. :(voir([?])) :supposons que :

1. o € C*0,1) et ©'(0) =0=¢(1)

2. h e C20,1) et K(0) =0 = h(1)

Démonstration. :la démonstration consiste en deux étapes,dans la premiere étape,nous construit
la solution du (PI — 1) ,tandis que dans la deuxiéeme étape,nous avons établi le résultat de

régularité. O

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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étape01 :Construction de la solution :

on considére le probleme suivant :
"D, t) = “Dyu(e,t) + r(z) f(x,1) (25)

en utilisant la méthode de Fourier, et s’écrit comme suite :

u(a,t) = Zy(t) X,(x) (2.6)
=" falt) Xa(2) 2.7)

Ou Z,(t)etf,(t)sont les inconnues.
en remplace(2.6)et(2.7)dans(2.5),on trouve :

> Xa(z) DY Zu(t) = Zu(t) DI Xu(x) +r(x)>  Xa(z)fult)

Alors :
Xu(x) Dy Zn(t) = Zu(t) “D} Xu(x) + r(2)Xu(@) fu(t)
d’ot1 les inconnues Z,,(t)etX,, (z) sont liées par les EDF; :

‘DY Z,(t) = M Zn(t) + () fu(t)

en utilisant la transformation de Laplace et la condition initiale(2.2),on obtient :

L(CDon(t)> AL (Zn(t)> + r(xm( fn(t)>
S(LZ)(s) — s°1Z(0) — s222/(0) = AL(Z) + r(x)ﬁ( fn(t)>

Sa—l

E(Zn(t)) - Z(0) + r(:z:)ﬁ( fn(t)>

s — N\,

Donc:

Z,(t) = Z(0)Ep(Ma2”) + 1(2) fu () Ya(2) (2.8)
la condition(2.4)permet d’obtenir 1’expression suivante :

hy — Z(0)Eg(\a®)

fn(t) = Yn(x)

(2.9)

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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Ainsi :
u(zx,t) = Z {Z(0)Es(X\?) + 7(2) fu(t) Yo (2)} X () (2.10)
oo o :CB
r(z) =Y { o Zgg)(f)ﬁw ) } X, () (2.11)

étape0?2 :Existence de la solution :

on va démontre que (), u(z,t),“Du(z,t) et ¢DSu(z,t)sont converge uniforme :

1. on va montre que r(z) € C(0,1),en utilisant lemme(1.4)et(1.7),on trouve :

KK,
1 —

)2 =a) <h’(0) + K1¢'(0) /01 Ky (2) + (@)1 — :E)Q—adx>

@) €3

lemme(1.6)et le test intégral de Cauchy pour la convergence des séries impliquant
que r(x) € C(0,1).

2. Ensuit,on va montre que u(z,t) € C(0,1) ,d’apres le lemme (1.5),0n obtient la relation
suivante de (2.5)

u(z, £)] <Y KT {(1+ K1 K) [on] + Ko |}
n=0

le lemme(1.7)assure la continuité de u(zx,1)

3. Pour la convergence de D¢, ,u(x,t) ,considérons ce qui suit :

Y DG pulx,t) Za(t) = Y {AZn(t) + (@) fu(D)} Xa
=3 AZa(t) + (@) f(z,1)

En utilisant(2.8)avec le lemme(1.5)et(1.7),la convergence de > ° A, Z,(t)X, peut étre
prouvée.De plus,f(x,t) c’est déja converge uniforme.

4. Ainsi,le lemme(1.3),nous avons :

o0

‘Dju(e,t) =Y DY Zu(t) X,(x)

n=0

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



2.2. UNICITE DE LA SOLUTION : 19

De méme ,en utilisant le lemme(1.4),0n obtient :
‘Diu(a,t) = Ay Zn(t) Xu(z)
n=0

d’apres le lemme(1.7) :*Dfu(z, t) et <DPu(z,t) sont converge uniformément.

2.2 Unicité de la solution :

Théoreme 2.2. :(voir([?])) :soient {ui(x,t),ri(z)} et {ua(z,t),m2(x)} deux ensembles solutions
réguliers des (PI — 1)

si uy(wo,t) = uz(wo,t) pour certains xy € (0,1),alors ri(x) = ro(x)et uy(z,t) = us(x,t)pour
tout x € (0,1)et (x,t) € 1 respectivement.

Démonstration. :considérons les fonction suivant :
1
an(t) _/ u1<l‘,t)Yn(l‘)
0
1
Zualt) = [ usla, )Y, (o)
0

Appliquant la dérivée fractionnaire de Caputo “Dj'(.)aux deux cotés :

DY Zn(t) = /0 D, )i ()
En simplifiant,on trouve :
D Zp(t) = M Zni(t) + 1(2) fra(2)
En utilisant la transformation de Laplace et la condition initiale(2.2)
Z(t) = Z1(0) Egi(\n™) +11(2) fra (1)
De méme ,I’expression pour Z,(t)est obtenue :
Zya(t) = Z5(0) Ega(An2™) +75(2) fa(t)

Dot: wi(xg,t) = us(xo,t) ,c-a-d: Z,1(t) = Zna(t) ,siz = xg

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



2.2. UNICITE DE LA SOLUTION : 20

Alors :

(@) fr1 ()Y (2) = 72(2) fra(t) Yo (2)
= (@)fut) = ra2) fra(t)) Yalx) = 0
= 1(2) for(t) — r2(x) fra(t) =0

Alors: 7r(x) =ry(z) etdonc: wuy(z,t) = us(z,t)
L’unicité de la solution. O]
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CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE DE TERME SOURCE
DEPENDANT DU TEMPS

g) ans ce chapitre, nous étudions le probléme inverse de terme source dépendant du temps
(1)-@) et () avec F (x,t) = r(t) f (z,t). Sous certaines conditions sur les données, nous
avons prouvé que ce probleme inverse est localement bien posé au sens de Hadamard. Notre
méthode de la preuve basée sur la méthode de Fourier pour laquelle les fonctions propres
qui sont des fonctions de Mittag-Leffer d'un probléme spectral d’ordre fractionnaire et son
probléme adjoint.

3.1 Position du probleme

Soient «, 5 €]1,2[ et L,T > 0. On considere 1’équation de diffusion-onde fractionnaire sui-

vante :
‘Deu(x,t) = “Diu(z,t) + F(x,t), (z,t) € Dp. (3.1)
avec les conditions initiales :
u(z,0) = o(x), u(r,0)=1(), 0<z<l. (3.2)
et les conditions aux limites mixtes homogenes :
u(0,t) =u(1,t) =0, 0<t<T. (3.3)

Ou F(xz,t) estle terme source,p(x)ety)(x)sont des fonctions données et Det® DPsont les déri-

vées fractionnaires au sens de Caputo par rapport a t et x définies par :

. _ 1 b 0%u(x,s)/0s* .
D)=y ) e
N B

Pt =15 |, Top

21



3.2. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION : 22

Ou I'(.) estla fonction Gamma d’Euler.
> Pour le terme source F(z,t) = r(t)f(z,t),on va étudier 'existence et l'unicité de la solu-

tion (u(q:, t), r(t)) du probleme inverse(3.1) — (3.2)avec la condition supplémentaire suivante :

u(l,t) =g(t), 0<z<1. (3.4)

Ot g est une fonction donnée.

3.2 Construction de la solution :

on considere le probléme suivant :
“Dju(w,t) = “Diu(x,t) +r(t) f(x,t) (3.5)

en utilisant la méthode de Fourier,et s’écrit comme suit :

u(a,t) = Zy(t) X,(z) (3.6)
fla )= fult) Xu(w) (3.7)

en remplace(3.6)et(3.7)dans(3.5),on trouve :

7 Xale) DF Zult) = D0 Zult) “DE Xalw) +r()Y] Xula)fult)

n=0 n=0 n>0

Alors :
Xo(x) DY Zy(t) = Zy(t) °D7 Xo(x) + ()X (2) fult)
d’ot1 les inconnues Z,(t)etX, (z) sont liées par les EDF, :

‘D Zn(t) = N Zn(t) + 1 (t) fu(t)

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



3.2. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION : 23

en utilisant la transformation de Laplace et la condition initiale(3.2),on obtient :

L(CDf‘Zn(t)) — ML (Zn(t)) + r(t)£< fn(t)>
S(LZ)(s) — s°1Z(0) — s2722/(0) = ML(Z) + r(t)£< fn(t)>

a—1

E(Zn(t)> - Sj_ 20+ r(t)ﬁ(fn(t)>
Donc :
Zn(t) = @nEg(/\nlﬁ) + 7 (t) fu(t) x Y, () (3.8)

Ot'+'est la convolution intégrale et f,(t) = (f(x,t), Y, (z))
Alors,la solution de (PI — 1)écrit comme suit :

u(@,t) =Y {eaBa(Aa?) +r(t) fult) x Yy (2) } X () (3.9)

Ou r(t)doit étre déterminé.
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3.3 Existence de la solution :

Nous prouverons l'existence de la solution de (P —2)dans le domaine II sous les hypothese
du théoréme suivant :

Théoreme 3.1. :(voir([?])) :supposons que les conditions suivants soient satisfaites :
— p e Ctelque ¢'(0,t) =0 = ¢(1).
— f e C(Il) tel que f'(0,t) =0 = f(1,t).De plusf(1,t) # Oet :
O<i<|f(1t)| M >0
M —_ Y )
— g € AC[0,T] et g(t)vérifie la condition : ¢(z) = g(0)

Alors,il existe une unique solution réguliere de (PI — 2)

Démonstration. Considérons 'espace des fonctions continues C[0, 7]avec la norme de Tcheby-
chev :

[fllcpo.ry = mazo<i<r | f(2)]

pour prouver l'existence unique du terme source dépendent du temps r(t),nous utilisons la

condition supplémentaire(3.5),qui conduit a la relation :

“Diu(l,t) = “Dig(t)
En utilisant(3.1),on obtient :
‘Dfu(1,t) = °DP + F(1,0)°D? +r(t) f(1,t) = °D2g(t)
ce qui implique :

r(t) = ( ra, @)_1 {CDgg@) +) )\nYn(az)Zn(t)d:c} (3.10)

Ou Z,(t)pour n € Nsont donnée par(3.6)

L. Hamrit Problemes inverses de terme source pour une équation de diffusion-onde fractionnaire
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on définit un opérateur :B : C[0,7] — C[0, T|par :

Ou r(t)donnée par(3.10)

B(r(t)) = <f(1,t)>1 {CDgg(t) + i/\nYn(x)Zn(t)dx}
B(r(t) = (F0.0)) " Do(t) + () + K(t, 7)r(r))

Ou
Z(t) = i A Xn ()Y, (2)dx. (3.11)
n=0
K(t,7) = Anfulm) X ()Y (2)da. (3.12)
n=0

Pour montrer que l'application B : C[0,7] — C|0,7] est une contraction.Tout d’abord,nous
allons montrer que pour r(t) € C[0,7],0n a ]B%(r(t)) € C[0,T] 'représente une fonction
continué"c-a-d : les séries implique (3.11)et(3.12)sont uniformément convergents.

1. considérons :
= ¢
Z(t)] <) m [nl (3.13)
n=0 n

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,on obtient :

20 < (eal) (i)

n=0

— lasérie > > |on| estconvergente,puisque ¢ € L*(0,1)est une fonction continué.
i oo & .
— lasérie >, . €stconvergent par supposition.

Dongc,la série dans (3.13) est converge uniformément.

2. considérons :

Kt <SS fulm)] (3.14)

Alors,la série dans (3.14) est converge uniformément,car la continuité de f(x,t).

de (1)et(2),B (r(t)) est bien définit.
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Nous avons prouvé que pour r(t) € C[0,7] et B <r(t)> e C[0, T'].De plus,on peut écrit :
IK(E, 7)o, < F

Maintenant, nous allons montrer que 1’application B <r(t)> :=r(t) estune contraction.
prender :

B(r) — Blra)| = (F0.0) " {K(t.7) In(r) — ra(r)]}
par les hypothese du théoreme (3.1) ,ona:

’B(Tl) — B(T2)| S TKlMlmaIOStST |7”1(7') — 7’2(7’)‘
B(r1) — B(r)| < TK1 M [[r1 = a2l m

1
KMy’

unique de r(.) € C[0,T] par le théoreme du point fixe de Banach. O

Alors,’application B(.) est une contraction pour 7 < ce qui assure la détermination

3.3.1 Convergence uniforme de la solution :

pour montrer 'existence de la solution (u(x, t), r(t)) du (PI —1) ,nous allons montre
que: u(x,t) ,°Du(z,t) et°DPu(x,t)sont converge uniforme.
d’apres (3.8)

1 Zn()] < o Xn| + |r() fu(t) * Ya(2)]

ona: r(t) € C[0,T] ,alorsil existe: M; >0 tel que: |r(t)| < M,
alors en utilisant le lemme (1.8),ona:

Mse
1Zn(t)] = |ion| ca + ; 2| fa(t)]

ona: u(z,t) = (Y,(z), f(z,t))pour n € N.En utilisant le lemme (1.8),on obtient:

fules )] = 15 DA bl +r()a(t) * Vo) (3.15)

la continuité de (z)etr(t)etleslemmes (1.8)et(1.9)et'inégalité ont établi la converge uniforme
de la solution u(z,t).

De méme, les séries correspondant Dou(x,t) et°Diu(z,t) représenté une fonction continué.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié deux problémes inverses de terme source pour une
équation de diffusion-onde fractionnaire avec conditions aux limites mixtes. Les dérivées
fractionnaires impliquées dans le temps et I'espace sont définies au sens de Caputo d’ordre

Il <a<2etl < f <2, respectivement. Ce mémoire se déroule en deux étapes :

v Probleme inverse de terme source dépendant de 1’espace : avec la condition finale a un
instant 7', ce probléeme inverse a été considéré. Un systéme bi-orthogonal de fonctions
obtenu a partir du probleme spectral et de son probleme adjoint. Nous avons utilisé la
méthode de Fourier. Sous certaines hypotheéses sur les données, nous avons démontré

que le probléme inverse est bien posé.

v Probléme inverse de terme source dépendant du temps : avec une condition supplémen-
taire au point 0. Nous avons montré 1'existence et 1'unicité de la solution, en utilisant la
méthode de Fourier et le théoreme de point fixe de Banach. Quelques cas particuliers des

problemes inverses sont discutés et des exemples numériques particuliers sont présentés.

Comme perspectives, ils existent quelques des problemes inverses importants liés a I’équation

différentielle fractionnaire espace-temps (1) :

1w Etude théorique des problemes inverses pour des données initiales ou aux limites liés a
l’équation
= Btude numérique des problemes inverses liés a 1’équation (1) avec des conditions aux

limites locales ou non locales.
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ans ce mémoire, nous avons considéré deux problemes inverses de terme source pour une équa-

tion de diffusion-onde fractionnaire en espace et en temps. Premierement, la récupération d'un
terme source dépendant de 1'espace est étudiée, deuxiémement, la détermination d"un terme source dé-
pendant du temps est considérée. Un systeme bi-orthogonal de fonctions composés de fonctions de type
Mittag-Leffler obtenues a partir d'un probléeme spectral et son probléeme adjoint. Les résultats d’exis-
tence, d'unicité et de stabilité sont présentés pour le probléme inverse de terme source dépendant de
I'espace tandis que pour les résultats d’existence et d"unicité du terme source dépendant du temps sont

prouvés. Quelques cas particuliers pour ces problemes inverses de terme source sont discutés.

Mots-Clés : Probleme inverse , Dérivée fractionnaire, Systeme bi-orthogoanl, Fonction de
Mittag-Leffler.

n this memoir, we have considered two inverse source problems for a space-time-fractional diffusion-
wave equation. Firstly, the recovery of a space-dependent source term is investigated, secondly, the
determination of a time-dependent source term is considered. A bi-orthogonal system of functions com-
posed of functions of Mittag-Leffler type obtained from a spectral problem and its adjoint problem. The
existence, uniqueness and stability results are presented for the inverse space-dependent source problem
while for the time-dependent source problem, existence and uniqueness results are proved. Some special

cases for these inverse source problems are discussed.

Keywords : Inverse problem, Fractional derivative, Bi-orthogonal system, Mittag-Leffler function.
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