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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la
suite.

H Espace de Hilbert.
X ′ Dual topologique de X.
(., .) Le produit scalaire.
RN Espace euclidien de dimension N , N un nombre naturel non nul.
∂Ω frontière de Ω.
〈., .〉 crochet de dualité entre X et son dual.
∇u = Du = ( ∂u

∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xN
) gradient de u.

div u divergence u, divu = ∂u
dx1

+ ∂u
dx2

+ ...+ ∂u
dxN

.
fn → f dénote que la suite {fn} converge vers f .
fn ⇀ f dénote que la suite {fn} converge faiblement vers f .
Lp(Ω) = {u : Ω→ R mesurable et

( ∫
Ω |u(x)|p

)1/p
dx < +∞ tel que 1 ≤ p <∞}.

q conjugué de Hölder de p : q = p
p−1 si p > 1 et q =∞ si p = 1.

D(Ω) espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω à support compact dans Ω.
W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) | ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}
.

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω), avec u = 0 sur ∂Ω

}
.

p.p. presque partout.
X ↪→ y L’injection canonique de X dans Y est continue.
X ↪→c Y L’injection canonique de X dans Y est compacte.
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Introduction générale

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons principalement aux propriétés qualitatives

de solutions classiques de certains problèmes elliptiques. Plus précisément, nous nous inté-

resserons à la symétrie radiale des solutions classiques positives des équations aux dérivées

partielles elliptiques dans des domaines symétriques de RN. La symétrie radiale est une pro-

priété extrêmement importante si on considère solutions des équations des systèmes dans

RN . En effet, sachant qu’une équation ou un système particulier n’admet que des solutions

classiques radiales, on peut réduire le problème donné à celui d’une équation différentielle or-

dinaire (ODE) qui est plus facile à traiter. De plus, les question d’existence et non-existence

sont bien mieux comprises lorsque l’on travaille dans le contexte des ODE. Autrement dit,

établir la symétrie radiale des solutions est un outil utile pour établir l’existence ou la

non-existence de solutions classiques à un problème donné. Dans cette approche, il s’avère

souvent utile d’utiliser des estimations de désintégration a priori ainsi que des propriétés

de symétrie.

La méthode utilisée à cet effet est la célèbre méthode de "moving plane" qui est très

utiles pour établir la symétrie radiale des solutions. Malgré ses nombreuses applications

récentes, le cœur de cette méthode est basé sur certaines notions élémentaires. En effet on

aura besoin de :

1. Lemme de Hopf pour les opérateurs elliptiques ;

2. principes des maximums forts et faibles pour les opérateurs elliptiques ;

3. Autre version de principes de comparaison.

Le premier chapitre est consacré à rappeler quelques notions et résultats sur ( L’espace
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TABLE DES MATIÈRES

de Lebesgue, les espaces de Sobolev, Théorème d’injection de Sobolev, ... )

Le seconde chapitre est consacré à présenter le principe de maximum faible et forte, et aussi

on donne d’autres version de principe de maximum utile dans la suite.

Dans le dernier chapitre, on applique la méthode de "Moving plan" au problème elliptique

posés sur des domaines symétriques de RN, pour démontrer que les solutions sont radiale-

ment symétriques.
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Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Ce premier chapitre, a pour objet la présentation des notions et des résultat utilisés

dans les chapitres suivants (espace de Lebesgue, espaces de Sobolev...ect). Dans toute la

suite Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx.

1.1 L’espace de Lebesgue

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de RN et p un nombre réel supérieur ou égale à 1. on

appelle espace de Lebesgue Lp(Ω) l’ensemble

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R mesurable tq

( ∫
Ω
| f |p dx

)
<∞

}
.

On défini la norme suivante

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖p =
( ∫

Ω
|f |pdx

) 1
p

.

Définition 1.2. Pour p =∞, on définit l’espace de Lebesgue comme suivante

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ R mesurable et ∃ C >0 telle que |f(x)| ≤ C p.p sur Ω

}

On défini la norme suivante

‖ f ‖L∞(Ω)= inf {C; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}

Théorème 1.1. On a les propriétés suivantes :

— (Lp(Ω, ‖.‖Lp) est espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ ;

— (Lp(Ω, ‖.‖Lp) et séparable pour tout 1 ≤ p <∞ ;

— (Lp(Ω, ‖.‖Lp) est réflexif pour tout 1 < p <∞ .
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1.2. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV

Notation 1.1. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l’exposant conjugué de p i.e.1
p

+ 1
p′

= 1.

Lemme 1.1. (Inégalité de Hölder)

Si f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lp
′
(Ω), alors f · g ∈ L1(Ω) et

‖ f · g ‖L1(Ω)≤‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lp′ (Ω)

Si de plus | Ω | <∞ et f ∈ Lq(Ω), alors f ∈ Lp(Ω) et

‖f‖Lp(Ω) ≤| Ω |
1
p
− 1
q ‖f‖Lq(Ω)

1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présen-

tation plus complète de ces espaces, on réfère à l’ouvrage de H. Brézis [3] ou R. A. Adams

[1]. Soit p un réel avec 1 ≤ p ≤ +∞ et Ω un ouvert de RN .

Définition 1.3. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω l’espace

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) | ∂u

∂xi
u ∈ Lp(Ω),∀i = 1, 2, ...N

}
.

où ∂u

∂xi
désigne la dérivée partielle de u au sens des distribution. En d’autres termes, une

fonction u ∈ Lp(Ω) est dans W 1,p(Ω) s’il existe N fonction v1, v2, ..., vN ∈ LP (Ω) tel que
∫
u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
viϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω),∀i ∈ 1, 2, .., N

on note vi = ∂u

∂xi
,∀i = 1, 2, ..., N.

l’espace W 1,p(Ω) est espace de Banach muni de la norme suivante :

‖ u ‖W 1,p(Ω)=‖ u ‖Lp(Ω) + ‖ ∇u ‖Lp(Ω) (1.1)

Remarque 1.1. pour p = 2, W 1,2(Ω) = H1(Ω) est un espace de Hilbert avec le produit

scalaire suivante

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
N∑
i=1

(
∂u

∂ix
,
∂v

∂ix

)
L2(Ω)
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1.2. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV

et de la norme associée

‖u‖H1(Ω) =
(
‖u‖2

L2 +
N∑
i

‖ ∂u
∂xi
‖2
L2

) 1
2

Proposition 1.1. L’espace W 1,p(Ω) est :

— Un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞ ;

— Un espace réflexif pour 1 < p < +∞ ;

— Un espace séparable pour 1 ≤ p < +∞.

Définition 1.4. L’espace D(Ω) désignant l’ensemble des fonction de classe C∞(Ω) à sup-

port compact dans Ω, et pour 1 ≤ p <∞ L’espace W 1,p
0 (Ω) est défini comme l’adhérence de

l’espace D(Ω) dans W 1,p(Ω), relativement à la norme (1.1). De manière équivalente, on a

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω), avec u = 0 sur ∂Ω(au sens de trâce)

}
.

Cette espace muni d’une norme équivalente à la norme (1.1), donnée par

‖ u ‖W 1,p
0 (Ω)=‖ ∇u ‖Lp(Ω) .

pour p = 2, W 1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire suivante

(u, v)H1
0 (Ω) =

N∑
i=1

(
∂u

∂ix
,
∂v

∂ix

)
L2(Ω)

et de la norme associée

‖u‖H1
0 (Ω) =

(
N∑
i=1
‖ ∂u
∂xi
‖2
L2

) 1
2

Pour les résultats sur les espaces W 1,p
0 (Ω) et W 1,p(Ω) le lecteur pourra trouvé toutes les

démonstrations dans l’ouvrage de Adams [1].

Citons cependant, que dans la plupart des cas, les espacesW 1,p
0 (Ω) etW 1,p(Ω) ne coïncident

pas.

Notation 1.2. On note par W−1,p′(Ω) le dual topologique de W 1,p
0 (Ω), et dans le cas p = 2,

on note par H−1(Ω) le dual topologique de H1
0 (Ω).
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1.3. THÉORÈME D’INJECTION DE SOBOLEV

Théorème 1.2 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 ≤ p <∞, et Ω un ouvert borné de RN alors

il existe une constante C = (Ω, p) telle que

∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) ‖ u ‖Lp(Ω)≤ C ‖ ∇u ‖Lp(Ω) .

Remarque 1.2. Il est évident que cette inégalité ne peut être généralisée aux espace de

Sobolev W 1,p(Ω). Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonction constantes sur Ω

borné ( ou de mesure finie).

1.3 Théorème d’injection de Sobolev

Énonçons les théorèmes "d’injection" continue, et compacte établis pour les espaces de

Sobolev définis sur un ouvert Ω de RN .

Définition 1.5. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de façon continue dans un

espace de Banach Y et on note X ↪→ Y si :

a) X est un sous-espace de Y .

b) il existe c > 0 tel que pour tout u ∈ X :

‖u‖Y ≤ c‖u‖X

Définition 1.6. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de façon compacte dans un

espace de Banach Y et on note X ↪→c Y si :

i) X s’injecte de façon continue dans Y .

ii) De toute suite bornée dans X on peut extraire une sous suite converge fortement

dans Y .

Théorème 1.3. Soit Ω un ouvert borné de RN de classe C1, et soit 1 ≤ p <∞, on a

— Si 1 ≤ p < N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗(Ω) où 1

p∗
= 1

p
− 1

N
,

— Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [p,+∞[.
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1.3. THÉORÈME D’INJECTION DE SOBOLEV

— Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

De plus, si p > N alors on a pour tout u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ ||u||W 1,p(Ω)C |x− y|α p.p x, y ∈ Ω

avec α = 1− N
P

et C dépende seulement de Ω et N .En particulier W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω̄)

Théorème 1.4. (Théorème de Rellich-Kondrachov)[4] Soit Ω un ouvert borné de

classe C1, on a

1. Si p < N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→c L

q(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗[. où 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,

2. Si p = N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→c L

q(Ω) ∀ q ∈ [1,+∞[. .

3. Si p > N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→c C(Ω̄)

en particulier W 1,p(Ω) ↪→c L
p(Ω) avec pour tout p

11



Chapitre 2

Principe de maximum

Le principe du maximum est une propriété des solutions de certaines équations aux

dérivées partielles de type elliptique ou parabolique, qui dit qu’une fonction solution d’une

telle équation sur un domaine atteint son maximum sur la frontière du domaine. De façon

plus précise, le principe du maximum fort dit que si la fonction atteint son maximum

à l’intérieur du domaine, elle est constante. Le principe du maximum faible dit que le

maximum de la fonction est atteint sur la frontière du domaine.

Soit Ω un ouvert {
−∆u+ c ≥ 0 dans Ω

u ≥ 0 dans ∂Ω (2.1)

est positive ou nulle dans Ω̄, et c est une fonction bornée et positive.

2.1 Principe de maximum faible

Théorème 2.1. On suppose que u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω)

(i) Si−∆u ≤ 0 dans Ω alors max
Ω̄

u = max
∂Ω

u (2.2)

(ii) Si −∆u ≥ 0 dans Ω alors min
Ω̄
u = min

∂Ω
u (2.3)

Remarque 2.1. A une fonction satisfaisant (2.2) s’appelle une sous-solution nous affir-

mons donc qu’une sous-solution atteint son maximum sur Ω̄. De même, si (2.3) c’est vrai,

u est un super solution et atteint son minimum sur Ω̄.

Démonstration. On distingue la preuve en deux étapes :
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2.1. PRINCIPE DE MAXIMUM FAIBLE

1. Si −∆u < 0

Soit x0 ∈ Ω telle que u(x0) = minΩ̄ u ( notons que le min est atteint car u continue sur

Ω̄ ). u(x0) = 0, alors la matrice hessienne est défini négatif (Du(x0) ≤ 0). ∆u(x0) ≤ 0

et donc −∆u(x0) ≥ 0 (Contradiction). Donc x0 ne réalise pas le min de u. D’où u

atteint son minimum sur la frontière de Ω.

2. Si −∆u ≤ 0

On définit la fonction suivante

uε(x) = u(x)− εex1 , pour tout x ∈ Ω, ε > 0

On a alors

−∆uε = −∆u− ε exp(x1) < 0 dans Ω

D’après l’étape précédent on a maxΩ̄ u
ε = max∂Ω u

ε

D’autre par on a

maxΩ̄ u
ε = maxΩ̄(u+ ε exp(x1))

= maxΩ̄(u) + εmaxΩ̄ exp(x1)

D’où

lim
ε−→0

max
Ω̄

uε = max
Ω̄

u (2.4)

Et on a
max∂Ω u

ε = max∂Ω(u+ ε exp(x1))
= max∂Ω(u) + εmax∂Ω exp(x1)

D’où

lim
ε−→0

max
∂Ω

uε = max
∂Ω

u (2.5)

D’après (2.4) et (2.5) on en déduit que maxΩ̄ u = max∂Ω u ce qui finit la démonstra-

tion

13



2.1. PRINCIPE DE MAXIMUM FAIBLE

Théorème 2.2. On suppose que u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) et c est une fonction bornée et positive.

i) Si −∆u+ cu ≤ 0 dans Ω alors

max
Ω̄

u ≤ max
∂Ω

u+ (2.6)

ii) Si −∆u+ cu ≥ 0 dans Ω alors

min
Ω̄
u ≥ −max

∂Ω
u− (2.7)

Remarque 2.2. En particulier, on a si −∆u = 0 dans Ω alors

max
Ω̄
|u| = max

∂Ω
|u| (2.8)

En effet

(2.7)=⇒ −minΩ̄ u ≤ max∂Ω u
−

=⇒ max
Ω̄

(−u) ≤ max
∂Ω

u− (2.9)

De (2.6) et (2.9) on a
maxΩ̄ u+ maxΩ̄(−u) ≤ max∂Ω u

+ + max∂Ω u
−

= max∂Ω(u+ + u−)
= max∂Ω |u|

Dòu

max
Ω̄
|u| ≤ max

Ω̄
u+ + max

Ω̄
u− ≤ max

∂Ω
|u| ≤ max

Ω̄
|u|

Donc

max
Ω̄
|u| = max

∂Ω
|u|

Démonstration. (de Théorème 2.2). i) Soit u une sous-solution (i.e.−∆u+cu ≤ 0) et posons

V = {x ∈ Ω : u(x) > 0}, on a −∆u = (−∆u + cu) − cu ≤ −cu ≤ 0 dans V . D’après le

théorème précèdent 2.1

maxV̄ u = max∂V u = max∂Ω u
+.Cela donne (2.6) dans le cas où V 6= ∅. Si v = φ, alors

u < 0 dans Ω et donc u ≤ u+, ce qui implique (2.6) immédiatement partout dans Ω, et

(2.6) suit également.

ii) L’assertion (ii) découle de (i) en remplaçant u par −u et en observant que (−u+) =

u−.

14



2.2. PRINCIPE DU MAXIMUM FORT

2.2 Principe du maximum fort

On a besoin de la définition suivante :

Définition 2.1. Soit Ω un ouvert borné de RN et soit x0 ∈ ∂Ω. On dit que Ω satisfait la

condition de la boule ouverte en x0 si’il existe une boule ouverte B ⊂ Ω telle que x0 ∈ ∂B.

Lemme 2.1 (Première version lemme de Hopf). On suppose que u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) et c

est une fonction bornée et positive. Alors

1. Si −∆u ≤ 0 dans Ω et il existe x0 ∈ Ω tel que u(x0) > u(x), et on suppose aussi

que Ω satisfait la condition de la boule ouvert en x0. Alors

∂u

∂ν
(x0) = ∇u(x0)ν > 0

où ν le vecteur normale extérieur à B en x0.

2. Si −∆u+ cu ≥ 0 alors on a le même résultat à condition que

u(x0) ≥ 0

Démonstration. On posent c ≥ 0 et B = B0(0, r), r > 0 on a

v(x) = e−|x|
2 − e−|r|2 , x ∈ B(0.r)

−∆v + cv = −∑ ∂2v

∂xi
+ cv

= −2(x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n)e−|x|2 + c(e−|x|2 − e−|r|2)

= (−2|x|2 + c)e−|x|2 − ce−|r|2 ≤ 0

(2.10)

on a u(x0)− u(x) > 0, ∀x ∈ Ω

u(x0)− u(x) > 0, ∀x ∈ B̄(0, r2)

u(x0)− u(x) ≥ u(x0)− u(x∗) > 0, où u(x∗) = infB̄ u. On choisit ε telle que :

0 < ε ‖v‖L∞(k) < u(x0)− u(x∗), k = ∂B(0, r2)

u(x0)− u(x) > ε ‖v‖L∞ ≥ εv(x), ∀x ∈ k

Donc

u(x0) > u(x) + εv(x),∀x ∈ k (2.11)

15



2.2. PRINCIPE DU MAXIMUM FORT

et pour x = x0, on a u(x0) + εv(x0) = u(x0) ≤ u(x0).

Donc

u(x0) ≥ u(x) + εv(x),∀x ∈ ∂B(0, r), (2.12)

v = 0 sur ∂B(0, r)

De (2.10) on a

−∆(u+ εv(x)− u(x0)) + c(u+ εv(x)− u(x0)) ≤ −cu(x0) ≤ 0 dans R (2.13)

De (2.11) et (2.12) on a

u(x) + εv − u(x0) ≤ 0 sur ∂R (2.14)

Donc d’après le principe de maximum faible (théorème 2.1), on a

max
R̄

(u(x) + εv(x)− u(x0)) = max
∂R

(u(x) + εv(x)− u(x0)) ≤ 0.

Donc u(x) + εv(x)− u(x0) ≤ 0 dans R. Mais u(x0) + εv(x0)− u(x0) = 0

∂u

∂ν
(x0) + ε

∂v

∂ν
(x0) = ∇u(x0)ν + ε∇v(x0)ν

∂u

∂ν
(x0) + ε

∂v

∂ν
(x0) = limt−→−0

u(x0 + tν) + εv(x0 + tν)− (u(x0) + εv(x0))
t

≥ 0

Donc ∂u
∂ν

(x0) ≥ −ε∂v
∂ν

(x0)

∂v

∂ν
(x0) = ε2e|x0|2

r
x0.x0 = 2εre−r2

> 0

Théorème 2.3 (Deuxième version de lemme de Hopf). Soit B une boule dans RN, et on

considère l’opérateur elliptique

L = −∆ + c

où c est borné dans B, supposons que u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω), satisfait

−∆u = 0 dans B
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2.2. PRINCIPE DU MAXIMUM FORT

S’il existe x ∈ ∂B, tel que :

0 < u(x0) < u(x) ∀x ∈ B.

alors on a ∂vu(x0) < 0 pour tout dérivé directionnelle ν, et on particulier, ∇u(x0) 6= 0

Démonstration. On définit l’opérateur suivant :

Ku = −∆u+ c̃u

où

c̃(x) = c(x) + ||c||∞ ≥ 0.

On a

Ku = −∆u+ cu+ ||c||∞u

et on a −∆u+ cu ≥ 0 et u ≥ 0 dans B (par hypothèse). Donc Ku ≥ 0. Comme c̃ ≥ 0

Alors on peut appliquer le lemme de Hopf précédent (Lemme 2.1) et on a ∂vu(x0) < 0 et

∇u(x0) 6= 0.

On donne maintenant le résultat principal concernant le principe de maximum forte.

Théorème 2.4. On suppose u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) avec Ω est un ouvert borné et connexe de

RN avec c est une fonction bornée et positive. Alors

i) Si

−∆u+ cu ≤ 0 dans Ω

et Ω atteint son maximum sur Ω̄ en un point intérieur, alors u is constant dans Ω .

ii) Si

−∆u+ cu ≥ 0 dans Ω

et u atteint son minimum sur Ω̄ en un point intérieur, alors u is constant dans Ω .
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2.3. PRINCIPE DE COMPARAISON GÉNÉRALISÉ

Démonstration. On pose M = maxΩ̄ u et C = {x ∈ Ω/ u(x) = M}, On par hypothèse C

est non vide.

supposons que u 6= M . Alors on pose

V = {x ∈ Ω/ u(x) < M} .

On va montrer que V est vide et par conséquent u est constante. Par absurde, on suppose

que V est non vide et on choisit un point y ∈ V tel que d(y, C) < d(y, ∂Ω), et soit B la

plus grand boule de centre y qui inclus dans V . Alors il existe un point x0 ∈ C tel que

x0 ∈ ∂B. Clairement V satisfait la condition de la boule intérieure en x0, D’après le lemme

de Hopf 2.2, on a ∂u
∂ν

(x0) > 0. Mais c’est une contradiction puisque u atteint son maximum

à x0 ∈ Ω, on a ∇u(x0) = 0.

2.3 Principe de comparaison généralisé

Nous nous intéresserons ici au principe de comparaison requis pour la méthode de "mo-

ving plane". Plus précisément, nous établirons un principe de maximum important en com-

parant nos solutions avec une fonction positive Φ satisfaisant un problème aux valeurs

propres dans le domaine Ω. Les principes de comparaison sont en général des résultats très

utiles (et réalisables) pour la méthode de moving plane.

Nous remarquons que ceux-ci sont utiles même dans le cas des domaines non bornés. Par

exemple, les techniques de comparaison (avec quelques estimations a priori) sont utilisées

dans [7] lorsque l’on travaille avec des équations de Schrodinger non linéaires dans tout RN.

Notons que la fonction Φ ci dessous est supposée de C(Ω̄) ∩ C2(Ω).

Nous commençons par le résultat suivant :

Théorème 2.5. Soient Ω ⊆ RN un ouvert borné et Φ, λ : Ω̄→ R qui satisfaisant{
Φ > 0 dans Ω̄

−∆Φ+ λΦ ≥ 0 dans Ω (2.15)
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2.3. PRINCIPE DE COMPARAISON GÉNÉRALISÉ

on considère la fonction c : Ω→ R et u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) tel que c(x) > λ(x) en tout point

de Ω où u est négatif. Si u est un solution de{
−∆u+ cu ≥ 0 dans Ω

u ≥ 0 sur ∂Ω (2.16)

alors u ≥ 0 dans Ω.

De plus, si Ω est non borné alors sous l’hypothèse supplémentaire suivant

lim inf
|x|→∞
x∈Ω

u(x)
Φ(x) ≥ 0

on a le même résultat.

Démonstration. Par absurde, on suppose que u � 0 dans Ω. On défini v = u

Φ
. Comme

v ≥ 0 sur ∂Ω

et

lim inf
|x|→∞
x∈Ω

v(x) ≥ 0

si Ω est non borné, Alors la fonction v atteint son minimum en un point x0 ∈ Ω et en ce

point on a :

∇v(x0) = 0,−∆v(x0) ≤ 0

D’autre part, on a

−∆v = 1
Φ

(−∆u+ u
∆Φ
Φ

) + 2(∇u
Φ
− u∇Φ

Φ2 ).∇Φ
Φ

= 1
Φ

(−∆u+ u
∆Φ
Φ

) + 2∇v.∇Φ
Φ

Ainsi, en x0 on a
1
Φ

(−∆u+ u
∆Φ
Φ

) = −∆v(x0) ≤ 0

Mais ce qui précède est impossible puisque

−∆u(x0) + u(x0)∆Φ(x0)
Φ(x0) ≥ −c(x0)u(x0) + λ(x0)u(x0) > 0

(Ici on a utilisé u(x0) < 0, pour obtenir le dernier inégalité). Ce qui donne une contradiction.
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2.3. PRINCIPE DE COMPARAISON GÉNÉRALISÉ

Le théorème précédent, donne le résultat remarquable suivant :

Corollaire 2.1. [Principe de région étroite] Soit Ω ⊆ RN un ouvert borné et

soit c : Ω→ R minoré pour une constante m. Supposons en plus, qu’il existe a ∈ R tel que :

Ω ⊂
{
x ∈ RN : a ≤ x1 ≤ a+ `

}
où ` > 0 tel que m >

−1
`2 .

Si u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) satisfait (2.16) alors u ≥ 0 dans Ω

Dans le cas où Ω est non borné, alors si

lim inf
|x|→∞
x∈Ω

u(x) ≥ 0

on a aussi u ≥ 0 dans Ω.

Démonstration. On va appliquer le théorème 2.5 pour cela, il suffit de trouver une fonction

Φ : Ω̄→ R satisfait  Φ > 0 dans Ω̄
−∆Φ− 1

`2Φ ≥ 0 dans Ω

On choisit la fonction Φ comme suivant :

Φ(x) = sin(x1 − a+ ε

`
)

avec 0 < ε < `, Il est clair que Φ > 0 (car pour tout x ∈ Ω, on a ε/` < (x1a+ ε)/`2) sur Ω̄.

De plus pour tout x ∈ Ω on a

−∆Φ(x)− 1
`2Φ(x) = 0

En appliquant le théorème précédent avec Φ définit comme ci-dessus et avec λ(x) = 1/`2,

on déduit le résultat pour Ω est borné .

Si Ω est non borné alors

lim inf
|x|→∞
x∈Ω

u(x) ≥ 0 =⇒ lim inf
|x|→∞
x∈Ω

u(x)
Φ(x) ≥ 0
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2.3. PRINCIPE DE COMPARAISON GÉNÉRALISÉ

et donc on a le résultat en appliquant de nouveaux le théorème 2.5. C.Q.F.D.

On donne maintenant le "decay principle" suivant qui est similaire au résultat précédent.

On a :

Corollaire 2.2. [Principe de Decay] Soit c : RN → R et pour tout R > 0, on définit

l’ensemble

ΩR =
{
x ∈ RN : |x| > R

}
supposons qu’il existe R > 0 , Ω ⊆ ΩR et une fonction u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) , telle que

c(x) > −q(N − 2− q)
|x|2

dans {x ∈ Ω : u(x) < 0}

où 0 < q < N − 2 est constante. Si u est satisfait de (2.16) et

lim inf
|x|→∞
x∈Ω

u(x)|x|q ≥ 0

alors u ≥ 0 dans Ω.

Démonstration. Comme le corolaire précédent, la preuve revient à vérifier que les hypo-

thèses du théorème 2.5 sont satisfaites pour les fonctions u, c sont comme l’énoncé de ce

corolaire et pour Φ(x) = 1/|x|q et λ(x) = −q(N − 2− q)/|x|2.
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Chapitre 3

Méthode de moving plane pour
certains problème elliptique

3.1 Préliminaire et résultats principaux

Dans ce chapitre on va étudier le problème suivante
{
−∆u = f(u) dans B1(0),

u = 0 sur ∂B1(0) (3.1)

On suppose que f : R→ R est localement Lipschitzienne . Avant de moving, nous soulignons

quelques problèmes importants qui tombent dans cette catégorie.

1. soit k ≥ 0 et fixons β, γ > 0. Alors tout résultat établi pour (3.1) s’appliquera éga-

lement aux solutions de

−∆u+ γu = βu2k+1 dans B1(0)

En particulier, cela couvre l’équation de Schrödinger stationnaire non linéaire

−∆u+ u = u3dans B1(0)

avec la condition aux limites homogène.

2. Le problème (3.1) couvre le problème aux valeurs propres dans la boule B1(0) donné

par {
∆u = λu dans B1(0),
u = 0 sur ∂B1(0) (3.2)

pour λ 6= 0. En plus de (3.1), il sera possible de déduire la symétrie radiale pour un
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3.2 Preuve de théorème 3.1

sous-classe de solutions classiques positives au problème suivant :
{

∆u = up dans RN,
u(x)→ 0 comme |x| → ∞

pour n et p appropriés.

Sans plus tarder, formulons maintenant notre résultat principal, qui est le

Théorème 3.1. Soit u ∈ C2(B1(0))∩C(B̄1(0)) une solution positive de (3.1). Alors, u est

radialement symétrique et décroissant auteur de l’origine.

Théorème 3.2 (Théorème 5.3 [9]). Soit u ∈ C2(RN) est solution positive de l’équation

−∆u = up dans RN (3.3)

telle que pour n ≥ 3 et p = n+ 2
n− 2 , elle satisfait

u ∈ O(|x|2−n) (i.e ∃c > 0 : |u(x)| ≤ |x|2−n,∀x ∈ RN) (3.4)

Alors, il existe un point x0 ∈ RN autour du quel u est radialement symétrique et décroissante.

Remarque 3.1. Il est bien connu que tout fonction u ∈ C2(RN) vérifiant l’hypothèse du

théorème 3.2 doit être de la forme

u(x) = (n(n− 2)λ2)n−2
4

(λ2 + |x− x0|2)n−2
2

dans tout RN pour certains λ > 0 et x0 ∈ RN. Il est également facile de vérifier que la

fonction ci-dessus est toujours une solution de (3.3).

3.2 Preuve de théorème 3.1

Soit u ∈ C2(B1(0))∩C(B̄1(0)) une solution du problème (3.1). Pour tout vecteur unitaire

ν, il existe un unique hyperplan Hν qui passe par l’origine et orthogonal à ν. Notre but est

de montrer que pour tout vecteur unitaire ν, la fonction u est symétrique par rapport à

Hν dans l’ensemble B1(0) comme ce problème est symétrique, il suffit de prouver l’énoncé
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3.2 Preuve de théorème 3.1

pour le plan orthogonal à (1, 0, ..., 0). Autrement dit, nous montrons que u est symétrique

par rapport à l’hyperplan

L0 =
{
x ∈ RN : x1 = 0

}
.

Pour démontrer cette affirmation, on introduit certaines notations : Pour tout réel positif

λ, on note

Lλ =
{
x ∈ RN : x1 = λ

}
.

De plus, étant donné x ∈ RN on note xλ la symétrie de x par rapport à l’hyperplan Lλ plus

précisément, on pose

xλ = (2λ− x1, x2, ..., xn)

On pose aussi Σλ = {x ∈ B1(0) : x1 > λ} la partie de la boule unité qui est à droite de Lλ.

figure 01 : On commence par moving plane à gouche de la région
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3.2 Preuve de théorème 3.1

De plus, on défini
wλ : Σ̄λ → R

wλ(x) = u(xλ)− u(x)

et remarque que wλ est uniformément continue en λ et on a pour tout λ wλ ∈ C(Σ̄λ).

En effet, Comme u est continue sur ensemble compact, alors elle est uniformément continue.

D’où pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ B̄1(0), on a

|x− y| ≤ 2δ → |u(x)− u(y)| ≤ ε

Alors, pour 0 ≤ η ≤ λ, on a

|η − λ| = 2|xη − xλ|

D’où

|η − λ| ≤ δ → |xη − xλ| ≤ 2δ → |wη(x)− wλ(x)| = |u(xη)− u(xλ)| ≤ ε,

Pour tout x ∈ Σ̄λ.

Notre objectif principal est de montrer que w0 ≡ 0 ∈ Σ0 qui établit clairement la symétrique

autour de L0. L’idée de base sera de montrer que

λ̄ = inf {λ ∈ [0, 1] : wλ ≥ 0 dans Σλ} = 0.

Grâce à la continuité, on peut démontrer que l’infimum λ̄ est atteint sur [0,1]. Donc si

λ̄ = 0, alors w0 ≥ 0 dans Σ0 et par argument de symétrie, on en déduit que w0 ≡ 0. Alors

l’essentiel de la preuve est de de démontrer que λ̄ = 0. On divise alors la preuve en deux

étapes :

Étape 1 :On démontre que λ̄ < 1 (c’est à dire qu’on commence à déplacer le plan L1 vert

la gauche de la région ).

En effet, on commence par quelque observation pour tout λ ∈[0, 1]

−∆wλ = −∆u(xλ) + ∆u(x)
= f(u(xλ))− f(u(x))
= cλ(x)wλ(x)
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3.2 Preuve de théorème 3.1

dans Σλ, où

cλ(x) =


0 wλ(x) = 0,

f(u(xλ))− f(u(x))
u(xλ)− u(x) wλ(x) 6= 0

On affirme que cλ est bornée : Comme par hypothèse, u est continue sur la boule fermée

B̄1(0), alors le rang (l’image) de u est compact. Comme f est localement Lipschitzienne, il

existe une constante C tel que

|f(x)− f(y)| ≤ C |x− y| ∀x, y dans rang de u

Il ressort clairement de ce qui précède que |cλ(x)| < C pour tout λ ∈[0, 1] et x ∈ Σλ.

Il s’en suit que, pour tout λ ≥ 0, la valeur−C est un minorant de cλ, en espérant, d’appliquer

d’appliquer le principe de région étroite (corollaire 2.1). On fixe 0 < ` < 1 petite tel que

−1
`2 < C

En posant λ = 1− `, on remarque que Σλ est un domaine borné de largeur

De plus, wλ ≥ 0 sur ∂Σλ. En effet, sur ∂Σλ ∩ ∂B1(0) on a

wλ(x) = u(xλ)− u(x) = u(xλ) ≥ 0

et sur ∂Σλ ∩ Lλ on a

wλ(x) = u(xλ)− u(x) = u(x)− u(x) = 0

D’après le principe de la région étroite (corollaire2.1) appliqué sur wλ, on déduit que wλ ≥ 0

dans Σ̄. Donc λ̄ ≤ λ := 1− ` < 1.

Ètape 2 : On est prêt maintenant à démontrer que λ̄ = 0. Supposons par absurde, que

λ̄ 6= 0. On remarque que {
wλ̄(x) ≥ 0 dans Σλ

−∆wλ̄ − cλ̄(x)wλ̄(x) ≥ 0 dans Σλ

De plus, wλ̄ > 0 sur (sauf en deux point d’extrémité) ∂Σλ̄ ∩ ∂B1(0). Donc, le principe de

maximum fort(théorème 2.4) implique que wλ̄ > 0 dans Σλ̄. En particulier, on observe qu’il
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3.2 Preuve de théorème 3.1

existe α > 0 tel que

wλ̄ ≥ α dans Σλ̄+`/2

où ` > 0 est comme dans l’étape 1. En utilisant le fait que wλ est uniformément continue

en λ, on a pour δ ∈ (0, `/2) est suffisamment petite :

wλ̄−δ ≥ 0 dans Σλ̄+`/2

et λ̄− δ > 0. on défini

Λ = Σλ̄−δ ∩
{
x ∈ RN : x1 < λ̄+ `/2

}

figure 02 : Une application du principe de région étroite (corollaire 2.1) à la balle
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3.3 Preuve de théorème 3.2

Comme dans l’étape 1, il est facile de voir que wλ̄−δ ≥ 0 sur ∂Λ. Encore une fois, on peut

appliquer le principe de région étroite 2.1 pour voir que wλ̄−δ ≥ 0 dans Λ. Ce qui contredit

avec le chois de λ̄. D’où, on en déduit que λ̄ = 0.

Remarque 3.2. L’argument de l’étape ci-dessus montre que wλ ≥ 0 pour chaque 0 ≤ λ < 1.

Cette observation est la raison pour laquelle nous pouvons conclure que u est décroissant

autour de l’origine à la fin de la preuve.

3.3 Preuve de théorème 3.2

Soit u ∈ C2(RN), on définit

Lλ =
{
x ∈ RN : x1 = λ

}

Pour tout λ ∈ R, on a

Σλ =
{
x ∈ RN : x1 > λ

}
et on définit aussi

wλ : RN → R
wλ(x) = u(xλ)− u(x)

On distingue la preuve en quatre étapes :

Ètape 1 : On montre qu’il existe λ > 0 tel que wλ ≥ 0 dans Σλ. En effet, on fixe 0 < q < N−2

et notons que R� 1. D’après (3.4), on a :

|u(x)| ≤ c

|x|n−2
2
|x|−

n−2
2

et on a c|x|−
2

n−2
|x|→∞=⇒ 0

c.a.d ∀ε > 0, ∃R� 1 tel que si |x| > R, on a

c|x|−
2

n−2 < ε

et donc |u(x)| ≤ ε

|x|n−2
2

On choisit ε = (q(N − 2− q)/p)1/(p−1)
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3.3 Preuve de théorème 3.2

On obtient

u(x) < (q(N − 2− q)/p)1/(p−1)

|x|(n− 2)/2 ∀|x| ≥ R (3.5)

On va montrer qu’il existe une fonction cλ : Σλ → R tel que

cλ(x) > q(N − 2− q)
|x|2

dans {x ∈ Σλ : wλ(x) < 0}

et wλ est satisfait {
−∆wλ + cλwλ ≥ 0 dans Σλ

wλ ≥ 0 sur ∂Σλ

on a

lim inf
|x|→∞
x∈Σλ

wλ(x)|x|q = lim inf
|x|→∞
x∈Σλ

(u(xλ)− u(x))|x|q ≤ lim inf
|x|→∞
x∈Σλ

c(u(xλ)− u(x))|x|q−2−N = 0

(ici on a utilise les hypothèses u ∈ O(|x|(N−2)) q < N − 2). On conclut du corollaire 2.2 que

wλ ≥ 0 dans Σλ .

On démontre maintenant les énoncés ci-dessus. Tout d’abord, il est immédiat, d’après la

définition de wλ de remarquer que wλ = 0 sur Lλ = ∂Σλ (car xλ = x). Pour définir la

fonction cλ, on considérer d’abords

f : R+ → R
f(t) = tp

Pour chaque x ∈ RN, le théorème des accroissements finis implique l’existence d’une fonction

Φλ(x) entre u(xλ) et u(x) tel que

up(xλ)− up(x) = f(u(xλ))− f(u(x))
= f ′(Φλ(x))(u(xλ)− u(x))
= pΦ

(p−1)
λ (x)wλ(x)

(3.6)

On a
−∆wλ(x) = −∆(u(xλ)− u(x))

= −∆u(xλ) + ∆u(x)
= |u(xλ)|p − |u(x)|p
= pΦλ(x)p−1wλ(x)

(3.7)

Donc

−∆wλ(x) + (−pΦ(p−1)
λ (x))wλ(x) = 0
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3.3 Preuve de théorème 3.2

On choisit

cλ(x) = −pΦ(p−1)
λ (x)

Donc

−∆wλ(x) + cλ(x)wλ(x) = 0

Soit x ∈ Σλ un point quelconque tel que wλ(x) < 0, Alors pour |x| > λ > R on a

u(xλ) < u(x), comme Φλ(x) est compris entre u(xλ) et u(x), on a

0 < u(xλ) < Φλ(x) < u(x) < (n/p)p−1

|x|(n−2)/2

Où la dernière inégalité est vérifiée grâce à l’équation(3.5). Ce qui implique que

cλ(x) = −pΦ(p−1)
λ (x) > −pq(N − 2− q)/p

|x|(N−2)(p−1)/2 = −q(N − 2− q)
|x|2

Ètape 2 : On montre que pour tout λ ∈ R, les minimums locaux de la fonction vλ = wλ
Φ

,

où Φ(x) = |x|−q dans BR(0).

En effet, supposons par absurde qu’il existe un minimum local négatif x0 /∈ BR(0) de vλ

Comme dans la preuve du théorème(2.5), Par un calcul simple, on obtient

−∆vλ = 1
Φ

(−∆wλ + wλ
∆Φ
Φ

) + 2∇vλ.
∇Φ
Φ
.

Donc, en x0 on a

0 ≤ −∆vλ = 1
Φ

(−∆wλ + wλ
∆Φ
Φ

). (3.8)

D’autre part, comme dans l’étape 1, en remplaçant phi par sa valeur, on obtient

−∆wλ + wλ
∆Φ
Φ

= −∆wλ − wλ
q(N − 2− q)

|x|2
< −∆wλ + cλwλ = 0

en x0. (ici on a utiliser wλ(x0) = vλ(x0)Φ(x0) < 0). Ci qui donne contradiction avec (3.8)

Ètape 3 : On montre que : λ̄ = inf {λ ≥ 0 : wλ ≥ 0 ∈ Σλ} > 0 =⇒ wλ̄ ≡ 0 dans Σλ̄

En effet. Notons que grâce à la continuité de u, l’infimum λ̄ > 0 est atteint. Maintenant,
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3.3 Preuve de théorème 3.2

Supposons que λ̄ > 0. Grâce a le principe da maximum fort (théorème 2.4 ), on a ou bien

wλ̄ ≡ 0, ou

wλ̄ > 0 dans Σλ̄. (3.9)

Notre but et de démontrer que wλ̄ ≡ 0. alors on va montrer que si wλ̄ > 0 dans Σλ̄ alors, λ̄

ne réalise pas l’infimum et donc une contradiction supposons alors que wλ̄ > 0 dans Σλ̄ et

on montre que

∃ δ > 0 : wλ̄−δ ≥ 0 dans Σλ̄−δ. (3.10)

Si ce n’est pas le cas, alors il existe une suite de nombre positifs δj → 0, telle que l’inégalité

(3.10) n’est pas satisfait pour tout j(i.e ∃ xi ∈ Σλ̄−δj : wλ̄−δj)

Soit q comme l’étape 1 et on pose

vλ = wλ
Φ

= wλ|x|q, λ > 0.

Notons que vλ(x) |x|→∞=⇒ 0 (car u ∈ O(|x|2−n)). Alors la fonction vλ̄−δj atteint son minimum

négatif en point noté xj ∈ Σλ̄−δj pour chaque j ∈ N. D’après l’étape |xj| ≤ R, En passant

à la limite (pour une sous-suite si nécessaire), on obtient que

xj → x0.

Alors on a

0 ≤ vλ̄(x0) = lim
j→∞

vλ̄−δj ≤ 0

et

∇vλ̄(x0) = lim
j→∞
∇vλ̄−δj(xj) = 0

D’où

vλ̄(x0) = 0 et ∇vλ̄ = 0

et on a

wλ̄(x0) = vλ̄(x0)Φ(x0) = 0

∇wλ̄(x0) = Φ(x0)∇vλ̄(x0) + vλ̄(x0)∇Φ(x0) = 0
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D’après (3.9) , x0 doit être dans ∂Σλ̄. Alors D’après la deuxième version de lemme de Hopf

(2.3), on en déduit que :∇wλ̄(x0) 6= 0 ce qui donne la contradiction.

D’où l’équation (3.10) est satisfaite et a la contradiction avec la définition de λ̄. et donc

wλ̄ ≡ 0 dans Σλ̄ ce qui termine la preuve de l’étape 3 .

Ètape 4 : Maintenant, on est prêt à démontrer que la solution u est radialement symétrique

autour d’un point. De plus, la monotonie peut être déduit par la même manière de la preuve

de théorème (3.2).

On a d’après l’étape 3 : si λ̄ > 0 alors wλ̄ = 0 et donc u(xλ̄) = u(x). D’où u est symétrique

par rapport à l’hyperplan Lλ̄. Si λ̄ = 0, alors on a w0 ≥ 0 sur Σ0 par symétrie, on pour

démontrer que w0 ≥ 0 dans −Σ0 et donc on aura w0 ≡ 0 sur Σ0

D’ou u est symétrique par rapport à L0. Dans les deux cas, on a démontrer que u est

symétrique par rapport à direction Lλ1 = {x1 = λ1}

De manière similaire, on démontre que u est symétrique par rapport à la direction {xi = λi}.

Alors on démontrer maintenant que u est radialement symétrique par rapport à

λ = (λ1, λ2, ..., λn).

comme u est décroissant par rapport tout direction {xi = λi}, son maximum est atteint en

λ. Soit maintenant v un vecteur unitaire, et on défini pour tout α ∈ R, l’hyperplans :

Hα =
{
x ∈ RN : x.v = α

}
.

Par l’argument utilisé dans la démonstration de ce théorème on voit que u est monotone

décroissant sur Hα, pour certain α ∈ R. En particulier, u atteint son maximum sur Hα.

Si Hα ne contient pas λ, alors il existe un voisinage ouvert U ⊆ RN où u est maximisé. En

particulier, u est constant dans U . Donc

up = −∆u = 0 dans U

Mais u est maximisé, on déduit que u est fonction positive, le maximum est 0 (i.e u=0).
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Donc,Hα doit contenir λ. Puisque le vecteur unitaire v est arbitraire, donc u est radialement

symétrique et monotone décroissant auteur de λ.
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Abstract

in this work is to study some important properties for elliptique problems posed on a

symmetric domain . more precisely, we consider the following problem
{
−∆u = f(u) dans BR,

u = 0 sur ∂BR

With f : R → R is locally Lipschitz continuous and BR is ball of radius R, we demons-

trate that any solution of this type of problem is radially symmetric and decreasing. these

properties allow us to tronsform the problem into a scond ordre differential equation and

therefore we simplify the study of existence of solution.The methode used is called "moving

plan méthode " and it is based on the use of the maximum principle and Hopf’s lemma.

keywords : Sobolev spaces, elliptique equation, maximum principal,method of moving

plane, comparison principal.

Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié certaines propriétés importantes pour des problème ellip-

tique posé sur un domaine symétrique. plus précisément, on considère le problème suivante :
{
−∆u = f(u) dans BR,

u = 0 sur ∂BR

Avec f : R→ R est localement Lipschitzienne et BR est une boule de rayon R. on démontre

que tout solution de ce type de problème est radialement symétrique et décroissante. Ces

propriétés nous permet de transformation le problème en un équation différentielle de se-

cond ordre et par conséquent on simplifier l’étude de l’existence de la solution. La méthode

utilisé s’appelle "moving plane méthode" et elle basé sur l’utilisation de principe de maxi-

mum et lemme de Hopf.
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mots-clés : Espace de Sobolev, équation elliptique, principe de maximum, méthode de mo-

ving plane, principe de comparaison.
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