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Introduction

Les écoulements à surface libre de type jet sont présents dans beaucoup d’applications

industrielles et urbaines : les chambres de combustion des moteurs, les pompes à jet, les

réservoirs et l’architecture des barrages. Compte tenu de son importance pratique, ce type

d’écoulement fait l’objet d’un grand nombre d’études théoriques, expérimentales et

numériques.

On traite particuliérement les écoulements plan dans les cas incompressible et irrota-

tionnel. Pour trouver la solution exacte du problème d’écoulement traité, où en négligeant

les tensions de surface et les forces de gravité, on est utiliser la transformation de

Schwarz-Christoffel Ce type de transformation fut introduit indépendamment par EL-

WIN BRUNO CHRISTOFFEL et HERMANN AMANDUS SCHWARZ en 1867 et 1869

respectivement,dans le contexte de la représentation conforme du demi-plan sur l’intérieur

d’un polygone. On les trouve, et on résoud le problème analytiquement et on cherche

une solution en considérant les paramètres du problème

Le présente mémoire comporte trois chapitres.

Aprés cette introduction on présente dans le premier chapitre les notions fondamentale

de la mécanique des fluides ,tellque on traite les types des écoulements et quelque equations

de la mécanique des fluides (bernoulli, continuité,...etc) et on diffénie aussi les lignes de

courant et les transformation conforme.

Dans le second chapitre on traite le problème dans le cas où la tension de surface et

l’effet de gravité sont négligeables. Dans ce cas, le problème admet un solution exacte. on

ulilise la méthode des transformations conformes qui réduit le problème de discrétisation

uniquement sur la surface libre, on utilise tout d’abord la technique de transformation

Schwarz-Christoffel pour obtenir la solution exacte.
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Introduction

Dans le dernier chapitre du memoire on étuder le probléme d’un écoulement au-dessus

on utilise la transformation hodographe pour la modilisation des plan et aprés on traite

avec le des integro -différentiel pour trouvé la soulution analytique du probléme

Enfin on termine ce travail par une conclusion génerale
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Chapitre 1

Notions préliminaires et définitions

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présenté les concepts de base de la mécanique des fluides : propriétés

des fluides, équations fondamentales du mouvement des fluides pour un écoulement poten-

tiel,bidimensionnel et irrotational d’un fluide incompressible et la viscosité et les les ligne

de courant.

1.2 Les fluides

Un fuide est un milieu matériel continu déformable, sans rigidite qui peut s’écoules c’est-à-

dire subir de grandes variations de forme sous l’action de force plus les forces sont faibles,

plus les variation de forme se déroulent lentement.

La notion de fuide s’oppose a celle de solide, cependant on considere les fuides et les

solides comme des ensemble de particules materielles infinement petit.

-Solidement lieé entre elles dans le cas des solides.

-Libres de se déplacer les unes par rapport aux dant le cas des fuides.

2



1.3. Les écoulement des fluides

1.2.1 Les diférentes cas de la matiere

Les trois étas de la matiere :

1. Etat Solide:Caracterise par une grande cohesion des molecules il a une forme et un

volume propres.

2. Etat Liquide: Peut lieé→liquides trés déformable il n’apas de forme propre et il a
un volume propre →incomprissible.

3. Etat gazeux:Un fuide est un milieu materiel parfaitement deformable on groupe sous

cette application les plasmas, les gaz qui sont l’exemple des fuides comprissible et les

liuides qui sont des fuides peut incomprissible.

1.2.2 Masse volumique

La masse volumique d’une substance est la masse d’unite de volume de cette substance on

calcule par la relation suivante:

µ = ρ =
masse
volume

=
m
v
.

1.2.3 La densité

d =
masse volumique du fluide

masse volumique d’un fluide de réference
=

ρ

ρref

dans le cas des liquides en prendra l’eau comme fluide de référence dans le cas des gaz

on prendra l’air comme fluide de référence.

1.3 Les écoulement des fluides

Dans la vie quotidienne, dans la nature et dans le domaine industriel, les écoulements

présents la circulation de l’oxygéne dans notre organisme est l’un des exemples de l’importance

de l’écoulement dans la vie humaine, les tsunamis les cyclones ou les couleés de lave sont

aussi des exemples de l’ecoulement mais qui conduisent quelque fois à la grand dégâts pour

l’humanité
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1.3. Les écoulement des fluides

1.3.1 Ecoulement uniforme:

Une écoulement bidimentionnel a surface libre est dit uniforme si l’écoulement est de vitesse

constante

A1=A2

Figure 1.1: Représentation de la vitesse dans

un ecoulement uniforme

1.3.2 Ecoulement permanent:

on dit aussi stationnaire,si ses composantes de vitesse sont indépendantes de la variable

temps
∂v

∂t
= 0

1.3.3 Ecoulement incompressible:

Un fuide est dit en un écoulement incompressible si sa masse volumique est constante ou

cours du movement ce qui se traduit par une dériveé particulaire du champ scalaire de masse

volumique nulle(discription eulérinne)

divρ = 0

1.3.4 Ecoulement irrotationnel:

On dit que l’écoulement est irrotationnel si:

rot−→v = 0

4



1.3. Les écoulement des fluides

rot−→v =


∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

 ∧

u

v

0

 =⇒


∂u
∂x

= 0

∂v
∂y

= 0

∂u
∂x
− ∂v

∂y
= 0

(v la vitesse d’écoulement)

1.3.5 Ecoulement parfait:

Un écoulement parfait est une approximation dans le cas ou les effets visqueux sont nég-

ligeable, et un fuide parfait possedant ne viscosite rigroureusement nulle il n’y a implication

que un sens.

fuide parfait=⇒ecoulement parfait

1.3.6 La viscosité:

La viscosité d’un liquide constitue une resistence à la déformation ou bien au glissement

relatif de ses couches ,cette proprieté se manifeste par le fait que dans un liquide reél toutes

les conditions détermineés naissant des contrantes tangentielles

5



1.3. Les écoulement des fluides

Figure 1.2: Représentation de la vitesse dans un ecoulement

parfait

Figure 1.3: Représentation de la vitesse dans un ecoulement

visqueux
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1.4. Quelque équations de la mécaniques des fluides

1.3.7 Ecoulement potentiel

On dit qu’un écoulement est potentiel si sa vecteur vitesse est dirivé d’un potentiel c’est- à-

dire:

∃φ / −−→gradφ =
−→
V = u

−→
i + v

−→
j

v = 5φ

u =
∂φ

∂x
, v =

∂φ

∂y

1.3.8 Potentiel complexe:

L’orsqu’un écoulement plan est conservatif et irrotationnel,il peut étre complétement décrit

un moyen d’un fonction analytique complex appelée (potentiel complex des vitesses)cette

fonction complexe f(z) comporteé une partée reél corespondant au potentiel des vitesses

φ(x; y) est une partie imaginaire correspondant a là fonction de courant ψ(x, y) on defini

ainsi

z = x+ iy

f(z) = φ+ iψ.

1.4 Quelque équations de la mécaniques des fluides

1.4.1 Equation de la continuite

Le principe de conservation de masse impose que l’augmentation de masse pendant un

certain temps t, du fluide contenu dans ce volume, doit être ègale à la somme des masses

de fluide qui y entrent, diminuée de quelle qui sortent, qui donne par: ∂
∂x2
φ+ ∂

∂y2
φ = 0

4φ = 0

7



1.4. Quelque équations de la mécaniques des fluides

1.4.2 Equation d’euler par un écoulement incompressible

Soit l’écoulement incompressible d’un fuide parfait, c’est-à-dire sons viscosité dans un champ

de force massique
−→
f , en premiere approximation, sa masse volumique constante en un

point quelconque du fuide m(x, y, z) et à un instant quelconque t, les champs de pression

p(x; y; z; t)et de vitesse −→v (x; y; z; t) vérifient les relation suivantes:
→
∇.v = 0

∂
→
v

∂t
+ (

→
v .
→
∇ )

→
v = −1

ρ

−→∇ρ +
→
f

En coordonneés cartisien (x1, x2, x3) ces relation s’ecrivent:
3∑
i=1

∂vi
∂xi

= 0

1.4.3 Equation de Bernoulli

Le théorème de Bernoulli est une application de la conservation de l’énergie au cas des

fluides en mouvement. Un certain travail est fourni au fluide lorsqu’il passe d’un point à

un autre et ce travail est égal à la variation d’énergie mécanique. Dans le cas d’un fluide

laminaire visqueux et incompressible, on obtient la relation suivante:

p1 +
1

2
ρv2

1 + ρgh1 = p2 +
1

2
ρv2

2 + ρgh2∆p1,2

où pi est la pression aux points Ai où i = 1, 2. Si le fluide non visqueux dans ce cas

∆pi.L’équation de Bernoulli se réduit à :

p
1

2
ρv2 + ρgh = const

Figure 1.4:Tube de courant.
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1.4. Quelque équations de la mécaniques des fluides

1.4.4 Ligne de courant et fonction de courant:

Les ligne de courant et les trajectoire sont deux types de courbe qui ont été definie pour

decrire l’ecoulement d’un fluide la trajectoire représente le chemin d’un seule particule

de fluide, la ligne de courant est une courbe tangente en chacun de ces points au vecteur

vitesse en ce point.

La définition d’une ligne de courant est donné par les équations:

dx

u
=
dy

v
=
dz

w
, (1.1)

où dx, dy et dz sont les éléments d’un segment de la ligne de courant dans un systéme

de coordonnées cartésiennes dans le cas d’un écoulement permanant les lignes de courant

sont des courbes fixes confodues les trajectoires

dans le cas d’un écoulement plan, l’equation (1.1) se reduite à:

dx

u
=
dy

v
.

On notera que les surfaces des frontieres solides fixes sont toujour des lignes de courant

puisque l’écoulement ne pas traverser des surfaces solides.

Figure 1.5:S’écoulant autour d’un solide.
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1.5. Fonctions analytique (holomorphe)

1.5 Fonctions analytique (holomorphe)

Soit f(z) une fonction qui admet une dérivé, ses parties réelles et imaginaire sont différen-

tiables et y vérifient les conditions de cauchy définissant ainsi une fonction analytique, est

holomorphe.

Une fonction holomorphe peut être considérée comme une transformation (z) → (ζ)

z
f→ ζ = f(z) avec ζ = ξ + iv

f(z),holomorphe dans D ,est une transformation conforme si f ′(z) 6= 0 dans D Dans ces

conditions, cette transformation est localement une similitude de rapport égal à f ′(z0) et

d’angle de rotation arg((f ′(z0)) au point considéré z0.

Théorème 1.5.1 (Cauchy 1)

Soient D ⊆ C un domaine, f : D → C une fonction holomorphe et C un chemin fermé

contenue ainsi que son interieur dans D,alors∫
γ

f(z)dz = 0

10



1.6. Transformation au représentation

Théorème 1.5.2 (Cauchy 2)

Soient D ⊆ C un domaine ,f : D → C une fonction holomorphe et C un chemin fermé

ainsi que son interieur dans D,alors

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − zdξ = 0

le chemin C étant parcouru dans le sens positif

Théorème 1.5.3 ( des Résidus )

soient D ⊆ C un domaine ,f : D → C une fonction holomorphe dans D a l’exeption de

singularites isoleés ,soit Cun chemin fermé contenue ainsi que son interieur dans ne passant

par aucune des singularites de f et en contenant un nombre définie z1.z2, ..., zn dans son

interieure ,alors ∫
C

f(z)dz = 2πi
n∑
k=1

res(f, zk)

le chemin C:étant parcouru dans le sens positif

1.6 Transformation au représentation

L’ensemble des équations  u = u(x, y)

v = v(x, y)
(1.2)

Definit on générale une transformation ou une représentation qui établit une correspon-

dance entre les points du plan uv et les points du plan xy les équation (1.2)sont appeleés

équation de la transformation si à chaque point du plan des uv correspand un point et

un seul du plan des xy on parlora d’une transformation biunivoque, dans un tel cas un

ensemble des points du plan xy[tel qu’une courbe ou un ouvert connexe ]et réciproquement

les ensembles des points qui se correspondant ainsi dans les deux plan sont souvent dits

images l’un de l’autre.

11



1.6. Transformation au représentation

1.6.1 Represéntation conforme

Supposons que le point (x0, y0) du plan des xy soit transformé le point du plan uv [figure

1.3-figure1.4] cependant que les courbes C1etC2,se coupant en (u0, v0) une transformation

telle que l’angle entre C ′1etC
′
2 en (u0, v0) est dite conforme en (x0, y0) une transformation

qui conserve les angles en grandeur mais pas necessairement en sens, est dite isogonal.

Figure 1.6:Le plan de xy

Figure 1.7: Le plan de uv

Théorème 1.6.1 Une fonction polygéne définie dans une région Ω est conforme sur cette

région si et seulement si elle y est analytique. Une fonction polygéne sur cette même région

est anticonforme si et seulement si elle y est analytique en
_
z (c-à-d anti-analytique ou anti-

holomorphe).

12



Chapitre 2

Solution analytique d’un problème du

jet bidimensionnel

2.1 Introduction

L’ objectif dans ce chapitre, est l’étude d’écoulement bidimentionnel de type jet sur un

surface libre(écoulement hors de la fente), où les effets de la gravité et de la tension de

surface ne sont pas pris en considération. on utilise tout d’abord la méthode de la théorie

aérodynamique libre basé sur la méthode hodographe et de la technique de transformation

Schwarz-Christoffel pour obtenir la solution exacte

2.2 Quelques transformations classiques

Une transformation linéaire ω = Az, avec A = aeiα ∈ C est double transformation : expan-
sion, contraction liée au coeffi cient d’un angle .

2.2.1 Méthode de l’hodographe

L’idée est d’échanger le rôle de la variable dépendante et de la variable indépendante,

par exemple si ona un systeme d’équations aux dérivées partielles impliquant les variable

dépendantesu(x, y) et v(x, y) on peut transformer ce systéme en systéme d’équation pour

13



2.2. Quelques transformations classiques

x(u, v) et y(u, v) par exemple, pour ce type de probléme à deux variables

x = x(u, v)

y = y(u, v)

ce qui en différentiant par rapport a x, donc

1 = xuux + xvvx

0 = yuux + yvvx

ce qui permet de déterminer vyvx

ux =
yv
J

vx =
yu
J

avec J = xuyv + xvyu le jacobien, en faisant de mème avec y, on obtient

uy = −xv
J

vy =
xu
J

tant que le jacobien est non nul, on peut faire l’inversion, on note que le jacobien de la

transformation inverse J = uxvy−uyvx est non nul si Jest non nul, la condition J 6= 0 exclut

donc le cas ou soit u, soit v est constant ainsi que le cas ou u est une fonction univoque de

v, le dernier cas correspond au cas de l’ond simple.

2.2.2 Les transformations de Möbius

Soient a, b, c, d quatre nombres complexes tels que ad− bc 6= 0. La fonction complexe définie

par:

ω = T (z) =
az + b

cz + d
(2.1)

s’appelle une transformation de Möbius ou parfois une transformation bilinéaire, Il nous

convient dans ce que suit de considérer cette fonction comme une de C∞ à C∞. La condition

ad− bc 6= 0 élimine les cas ou T pourrait se réduire à une constante.

Les cas spéciaux à noter sont:

1. Les translations: Ta(z) = z + b
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2.2. Quelques transformations classiques

2. Les multiplications: Ma(z) = az

3. Les rotations: Ra(z) = exp(iα)z

4. Les inverses: Ia(z) = 1
z

Toute transformation de Möbius peut-étre décomposée en un produit de transformations

des typesA,Bet D. En effet, si c = 0 on a:

zT = zma
d
◦ Ta

d

où, ce que veut dire la même chose

T (z) = Ta
d
(ma

d
(z)) = Ta

d
(
a

d
z) =

a

d
z +

b

d
=
az + b

d
, c 6= 0

zT = Ta
c
(mb−ad

c
(I(Td(mc(z))))) = Ta

c
(mb−ad

c
(I(cz + d)))

= Ta
c
(mb − a

d

c
(

1

cz + d
)) = Ta

c
(
b− ad

c

cz + d
) =

az + b

cz + d

Les transformations de Möbius sont toujours inversibles. En effet l’inverse de (5) est

T−1(ω) =
aω + b

cω + d
.

Théorème 2.2.1 Les transformations de Möbius préserve la famille qui consiste de toutes

les droites et tous les cercles du plan.on note que si l’on considére une droite comme etant

un cercle de rayon infini on peut simplement dire ici que les transformations de Möbius

preservent la famille de tous les cercles du plan.

2.2.3 La transformation de Schwarz-Christofel

Considérons un polygone [figure 2.1] dans le plan des ω ayant pour sommets ω1, ω2, ..., ωn et

pour angles inferieurs respectivement a x1x2, ..., xn ,soitω1, ω2, ..., ωn les points corespondant

respectivement à x1, x2, ..., xn de l’axe réel du plan [figure 2.2],est donnée par

dω

dz
= A(z − x1)α1/π−1(z − x2)α2/π−1, ..., (z − xn)αn/π−1
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2.2. Quelques transformations classiques

ω = A

∫
(z − x1)α1/π−1(z − x2)α2/π−1, ..., (z − xn)αn/π−1

Figure 2.1:Plan de la variable ω

Figure 2.2:Plan de la variable z

Une transformation qui représente l’interieure R du polygone considéré sur le demi-plan

supérieur du plan des z, et la frontiere du polygone sur l’axe réel, est donné par:

dω

dz
= α(z − x1)

α1
π−1α(z − x2)

α2
π−1 , ....., α(z − xn)

αn
π−1 (2.2)

ω =

∫
α(z − x1)

α1
π−1α(z − x2)

α2
π−1 , ....., α(z − xn)

αn
π−1dz + β (2.3)

ou α et β sont des constantes complexes.
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2.3. Position du problème

On notera que :

1.parmi les points x1, x2, ..., xn on peut en choisir trois arbitrairement

2.les constantesAet B déterminent la taille, l’orientation et position u dupolygone

3.il est commode de choisir un point par exemple xn, à l’infini, cas dans lequel de dernnier

facteur de (2.2) et (2.3) n’existe pas

4.des polygone infinis non fermés peuvent étre considérés comme des limites de polygones

fermés

2.3 Position du problème

Maintenant on montre comment l’application conforme permet d’obtenir les écoulemnt

slable, non visqueux, incompressible et irrotationnel délimiteé par une combinaison des

plan rigides et des surfaces libres .

On rappelle que ces écoulements peuvent être décrites par un potentiel complexes.

ω(z) = φ+ iψ (2.5)

Où ϕ et ψ sont la vitesse et function potentiels, et les composantes de vitesse sont alors

donné par:

u− iv =
dω

dz
. (2.6)

Tous les parois fixes doivent être rationalise l’écoulement,afin que ψ = Imω = constante,

et la vitesse doit être tangent à de telles limites.

Toute surface libre régulière doit être de même rationalisation du flux(c’est la condition

limite cinématique). Toutefois, ce n’est pas suffi samment d’information, car l’emplacement

de la surface libre n’est pas connu à l’avance.La condition supplémentaire d’être imposée

(la condition limite dynamique) est que la pression atmosphérique externe est supposé être

une constante connue.(Cette condition doit être généralisée si la tension superficielle est

importante) du théorème de Bernoulli pour un flux continu on a :

p+
1

2
ρ
∣∣u2
∣∣ = p+

1

2
ρ

∣∣∣∣dωdz
∣∣∣∣2 = constante. (2.7)

Et donc, si p est constante, il s’ensuit que
∣∣dω
dz

∣∣est constante, et cela donne des renseigne-
ments additionnels à fin de localiser la surface libre.
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2.3. Position du problème

on va maintenant présente la technique de la solution, on prend comme un exemple

l’étude d’écoulement hors d’un fente :

Le Fluide occupé le demi-plan supérieur y > 0 et sur le plan à y = 0 y un trous dans

la mur dans l’intervall x ∈ [−a, a], grâce à lequel le liquide s’écoule dansy < 0 comme un

jet entre deux surfaces libres.Les surfaces libres détachent des bords tangentielles, x± a de
la fente (cette condition Kutta garantit que la vitesse est finie à ces points).L’épaisseur en

jais est loin en aval 2Qa, où le rapport de contraction Q doit être trouvé. L’organisation est

dans la[ figure 2.3].

Figure 2.3:Ecoulement hors de la fente

sip→ p∞ et u→ 0 comme y →∞ ,donc du l’équation de bernoulli on a

p+
1

2
ρ |u|2 = p∞......(12)

d’autre part, sur les surfaces libreBC etDC
′
on ap = patm (la pression atmosphérique)par

conséquent sur la surface libre on a |U | = u∞ où u∞ est la vitesse de l’écoulement uniforme

au CC
′
et est donnée par:

1

2
ρU2
∞ = p∞ − patm (2.8)

on dimensionalise le problème par la mise à l’échelle z avec a et ω avec U∞a, le problème

est esquissé en normalisé [Figure 2.4],par symétrie, l’axe y est rationalisé, Qui on choisis

d’êtreψ = 0. Alors, étant donné que l’écoulement net dans le jet est2Q, on a ψ = Q

sur la rationalisation A
′
DC

′
et ψ = −Q sur ABC. À l’infini dans le demi-plan supérieur

ψ ∼ Q− 2Qθ/π, où θ = Argz, ce qui correspond à
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2.4. La solution analytique

ω(z) ∼ 2Q

π
log z +Q comme z →∞ avec Imz > 0 (2.9)

Figure 2.4:Probléme normalisé dun écoulement

hors de la fente

2.4 La solution analytique

2.4.1 Première étape

Dans cette étape on utilise quelque transformations définie pour reformule le probléme poseé

on effet:

le potentiel complexe dû à un point du puit de force 4Q, et implique que φ → −∞
comme z →∞ dans le demi-plan supérieur.AuCC

′
on a φ ∼ −U∞y et donc φ→∞ il y.Le

potentiel plane est donc comme illustré à la [figure 2.5 ]et qui en représente aussi dans [

tableau 2.1]
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2.4. La solution analytique

Tableau 2.1: Représentation des points du plan z

sur le plan ω

Figure 2.5:Le plan potentiel pour l’écoulement hors

une fente.

Pour le plan hodographe, on note que la vitesse tend vers zéro à l’infini dans le demi-plan

supérieur, alors ϕ
′ → 0 à AA

′
.

Les surfaces libresBC et CC
′
sont mappés sur des arcs de cercle trigonométrique,

avec{u = 1, v = 0} àB, {u = 0, v = −1} au CC ′et {u = −1, v = 0} àD,Les murs AB
etA

′
D sont mappés sur les lignes droites v = 0, avec u → 0 à A et A

′
, u = 1 à B et

u = −1à D. Par conséquent le plan hodographe est comme illustré dans [ figure2.6 ]et qui

en répresente aussi dans [ tableau 2.2]:

20



2.4. La solution analytique

Tableau 2.2:Représentation des points du plan

z sur le plan ω
′

Figure 2.6:Le plan hodographe pour

l’ecoulement hors une fente.

l’application ζ est:

ζ = −(
1− ω′
1 + ω′

)2 (2.10)

on transforme maintenant les plans hodographes à la demi-plan supérieure illustré dans

la[ figure2.7 ]et qui en répresente aussi dans [ tableau 2.3− 2.4]
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2.4. La solution analytique

Tableau 2.3:Représentation des points du

plan ω
′
sur le demi-plan supérieure ζ

Tableau 2.4:Représentation des points du plan ω

sur le demi-plan supérieure ζ1
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2.4. La solution analytique

Figure 2.7:Le plan de l’hodographe pour l’écoulement hord de

la fente est mappé à ce demi-plan supérieur par la

cartographie (2.10)

Figure 2.8:Le plan de l’hodographe pour l’écoulement hord

de la fente est mappé à ce demi-plan supérieur par la

cartographie (2.12)

2.4.2 La deuxième étape

Pour trouve la solution analytique de le problème précédent on applique la technique de

transformation Schwarz-Christoffel on va obtenir tout d’abord l’application qui transforme

le planω [figure 2.5]à un demi-plan superieur ς1 [figure 2.6]
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2.4. La solution analytique

la transformation de schwarz cristoffel donne:

ω = α

∫
( ς1 − 1)π/π−1( ς1 + 1)π/π−1( ς1 − 1)0/π−1dς1

= α

∫
( ς1)−1dς1 = α log(ς1) + β

ω = α log(ς1) + β (2.11)

pour obtenir α et β en effet:  iQ = α log(−1) + β

−iQ = α log(1) + β iQ = 2α log(i) + β

β = −iQ α = 2Q
π

β = −iQ

donc en remplace dans (2.11) on obtient:

ω =
2Q

π
log(ς1)− iQ

ωπ

2Q
= log(ς1)− iQπ

2Q

ωπ

2Q
= log(ς1)− log(ei

π
2 )

ωπ

2Q
= log(

ς1

ei
π
2

) = log(
ς1

i
)

donc

ς1 = ieπω/2Q (2.12)
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2.4. La solution analytique

on transforme le plan potentiel à la demi-plan supérieur illustré à [figure 2.8],mais les

points de l′axe réel x sont dans le mauvais ordre! on peut réorganiser les points et donc

transformer les plans ζ1 sur les plans ζ avec la transformation de möbius

ζ =
ς1 − 1

ς1 + 1
(2.14)

(
1− ω′
1 + ω′

)2 =
1− ieπω/2Q

1 + ieπω/2Q
(2.14)

c’est possible, mais compliqué à résoudre.

Si on veut simplement la forme de la surface libre il y a un raccourci pour une forme

paramétrique, dans la surface libre on sait que|ω′| = 1 et on peut écrire

ω′ = e−iθ (2.15)

oú θ est l’angle de la surface fait avec l’axe x,−θ est l’angle polaire de le plan hodographe
(u,−v),sur BC on a −π/2 < θ < 0,tout sur C′D on a −π < θ < −π/2,comme on peut le
voir à [ figure (2.5)]

substituer (2.15)dans (3.14) :

on a ω′ = e−iθ et aussi

(
1− ω′
1 + ω′

)2 =
1− ieπω/2Q

1 + ieπω/2Q

= (
1− e−iθ
1 + e−iθ

)2 =
1 + e−2iθ − 2e−iθ

1 + e−2iθ + 2e−iθ

=
eiθ + e−iθ − 2

eiθ + e−iθ + 2
= −(

1− eiθ−e−iθ
2

1 + eiθ+e−iθ

2

)

= −(
1− cos θ

1 + cos θ
) = − tan2(θ/2)

(
1− ω′
1 + ω′

)2 =
1− ieπω/2Q

1 + ieπω/2Q
= − tan2(θ/2) (2.16)

on inverse pour obtenir
1− ieπω/2Q

1 + ieπω/2Q
= − tan2(θ/2)

1− ieπω/2Q = − tan2(θ/2)(1 + ieπω/2Q )

1− ieπω/2Q + tan2(θ/2)(ieπω/2Q ) = − tan2(θ/2)

ieπω/2Q =
1 + tan2(θ/2)

1− tan2(θ/2)
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2.4. La solution analytique

=
1 + (1−cos θ

1+cos θ
)

1− (1−cos θ
1+cos θ

)
=

1

cos θ
= sec θ

ieπω/2Q =
1 + tan2(θ/2)

1− tan2(θ/2)
= sec θ (2.17)

maintenant on dérive les deux côtes à l’égard de θ, on obtient:

d

dz
( ieπω/2Q ) =

d

dz
(

1

cos θ
) = (sec θ)′

iπ

2Q
eπω/2Q dω

dz

dz

dθ
=

sin θ

cos2 θ
=

sin θ

cos θ

1

cos θ

iπ

2Q
eπω/2Q dω

dz

dz

dθ
= sec θ tan θ (2.18)

on remplace ω′ et eπω/2Qdans les équations (2.15)et (2.17)on obtient:

ieπω/2Q = sec θ

π

2Q

dω

dz

dz

dθ
= tan θ

dz

dθ
=

2Q

π
eiθ tan θ (2.19)

l’integration de cette ODE donne une équation paramétrique z(θ) pour la position de

la surface libre .En tenant les parties réelles et imaginaire ,on obtient:

dz

dθ
=

2Q

π
eiθ tan θ =

2Q

π
(cos θ + i sin θ) tan θ

donc
dx

dθ
=

2Q

π
sin θ et

dy

dθ
=

2Q

π
sin θ tan θ (2.20)

et l’integration de l’egard de θ donne

dx

dθ
=

2Q

π
sin θ =⇒ dx =

2Q

π
sin θ

=⇒ x =

∫
2Q

π
sin θdθ = −2Q

π
cos θ + c1

dy

dθ
=

2Q

π
sin θ tan θ =⇒ dy =

2Q

π
sin θ tan θdθ

=⇒ y =
2Q

π

∫
sin θ tan θdθ =

2Q

π

∫
1− cos2 θ

cos θ
dθ

=
2Q

π

∫
1− cos2 θ

cos θ

1 + sin θ

1 + sin θ
dθ
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2.4. La solution analytique

=
2Q

π

∫
1 + sin θ − cos2 θ − cos2 θ sin θ

cos θ(1 + sin θ)
dθ

=
2Q

π

∫
1 + sin θ − cos θ(cos θ − cos θ sin θ)

cos θ(1 + sin θ)
dθ

=
2Q

π

∫
1 + sin θ

cos θ(1 + sin θ)
− cos θ(cos θ(1 + sin θ))

cos θ(1 + sin θ)
dθ

=
2Q

π

∫
(

1 + sin θ

cos2 θ( 1
cos θ

+ sin θ
cos θ

)
− cos θ)dθ

=
2Q

π

∫
(

1
cos2 θ

+ sin θ
cos2 θ

1
cos θ

+ sin θ
cos θ

− cos θ)dθ

=⇒ y =
2Q

π
(log |sec θ + tan θ| − sin θ) + c2

x = −2Q

π
cos θ + c1 et y =

2Q

π
(log |sec θ + tan θ| − sin θ) + c2 (2.21)

on calcule maintenant les constantes c1 et c2,on prend comme exemple θ = 0 etx = −1

et y = 0 donc

−1 = c1 −
2Q

π
(cos 0) =⇒ c1 = −1 +

2Q

π

et 0 =
2Q

π
(log |sec 0 + tan 0| − sin 0) + c2 =⇒ c2=0

x = −2Q

π
cos θ − 1 et y =

2Q

π
(log |sec θ + tan θ| − sin θ) (2.22)

à point C on sait que θ → −π
2
,qui donne y → −∞

et x→ −1 +
2Q

π
= −Q

donc
2Q

π
= −Q+ 1 =⇒ 2Q = π(−Q+ 1) =⇒ Q(2 + π) = π

=⇒ Q =
π

π + 2
= 0.611 (2.23)
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2.4. La solution analytique

ce qui est en accord avec l’expérience, le resultat est tracée en forme de jet [figure 2.9]

Figure 2.9:La forme de jet paramétriquement par (2.22)

et (2.23).
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Chapitre 3

Application de la méthode D’Integro-

Différentiel à un problème de type jet

3.1 Intoduction

Dans le chapitre précédent, on va dériver les équations pour le problème, y compris l’équation

de Laplace et des conditions aux limites appropriées relatives à les hypothèses physiques du

système d’écoulement. Dans le présent chapitre, on formule le problème avec l’utilisation

d’une variable complexe théorie pour décrire le modèle, et simplifier la géométrie avec

l’utilisation de la transformation hodographique. Une méthode intégro-différetiel est en-

suite utilisée pour dériver une équation intégrale, qui décrit le problème entièrement.

3.2 Formulation du problème

On va établir que le débit du système présenté ici obéit à l’équation Q = ∇φ, dans le
domaine de flux sauf à la source, ce qui implique

u =
∂φ

∂x
, v =

∂φ

∂y
(3.1)

on introduit la quantité ψ, connu sous le nom de fonction de flot, défini par

u =
∂ψ

∂x
, v = −∂ψ

∂y
(3.2)
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3.2. Formulation du problème

on fait la somme des équations (3.1) et (3.2) pour obtenir les équations de Cauchy-

Rieman suivantes: 
∂φ
∂x

= ∂ψ
∂x

∂φ
∂y

= −∂ψ
∂y

(3.3)

on laisse la variable complexe z = x + iy représentent le plan physique et introduire le

potentiel complexe

ω(z) = φ(x, y) + iψ(x, y). (3.4)

Qui, depuis φ et ψ soumis aux équations Cauchy-Riemann, est une fonction analytique

de z = x+ iy domaine au sein de l’écoulement partout sauf à la source.

On introduit le complexe conjugué de vitesse, ω exprimée en

ω′(z) = ϕ(z) = u− iv. (3.5)

Ce qui est aussi une fonction analytique, la vitesse complexe est liée à la vitesse du fluide

qui éxprime par:

ϕ = qe−iδ. (3.6)

Où δ est à l’angle du vecteur de la vitesse par rapport à l’axe horizontal et q =
√
u2 + v2

est le module de la vitesse.

Dans cette section on prend aussi comme exemple l’écoulement hors de la fente (l’exemple

qui on a traité dans le chapitre précèdent)mais dans ce cas on prendre avec les condition

suivant:

le fluide occupé le demi-plan supérieure y > 0 ,sur le plan y = 0 y un trous dans le mur

dans l’interval x ∈ [−a, 0],et l’épaisseur dans ce cas l’on prend Qa, et aprés la normalisation

de probleme donc l’écoulement net dans le jet est Q, ona ψ = −Q sur la rationalisation ABC
,a l’infin dans le demi-plan superieure l’organisation est dans par [figure 3.1].

30



3.3. Solution analytique

Figure 3.1: écoulement hors de la fente

3.3 Solution analytique

3.3.1 Première étape

dans cette étape on utilise quelque transformations pour reformule le probléme poseé .

On transforme le domaine occupé par le fluide dans le plan ω, [figure 3.1] à le demi

-plan inférieur [figure 3.2], et qui on représente les point dans [tableau 3.1]

Tableau 3.1:Représentation des points du planz sur le plan ω
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3.3. Solution analytique

Figure 3.2:Le probléme sur le plan ω

Tous les points du système sont maintenant situés sur la bande infinie entre ψ = 0 et

ψ = −1 sur le plane f , afin de reformuler ce problème à l’aide d’une méthode des integro-

différentiels on introduit la variable complexe ζ = t+ iη, permettant la bande infinie d’être

mappée sur le partie inférieure de le plane ζ dont la transformation conformationnelle:

ζ = t+ iη = eπω (3.7)

Tableau 3.2: Représentation des points du plan ω sur le plan ζ
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3.3. Solution analytique

Figure 3.3:le probléme mappé sur la moité inferieure

de le plan ζ

Tous les points d’importance sont situés sur l’axe réel sur le plan ζ. La surface libre

correspondent à −1 < t <∞ alors que le canal bas correspond à −∞ < t < −1. Le mur a

une seule section sous la source −1 < t < 0.

Les équations doivent être reformulées pour le plan ζ avec la géométrie du système

intégré. on introduit une nouvelle fonction analytique, connue sous le nom de hodographe

logarithmique, définie comme

Ω(ζ) = δ(ζ) + iτ(ζ). (3.8)

Qui est liée à la vitesse complexe (3.5) par

ω′(z(ζ)) = u− iv =
1

µ
e−iΩ(ζ). (3.9)

Où µ est la profondeur moyenne de l’adimensionnelles fluide en amont. Afin d’obtenir

l’interprétation physique de la fonction, on remanier le formulaire suivant:

ϕ = u− iv =
1

µ
eτ(ζ)e−iδ(ζ). (3.10)

En comparant le résultat (3.10) à l’équation (3.6), on observe que 1
µ
eτ(ζ) et δ = δ(ζ)

Ainsi, 1
µ
eτ(ζ) donne l’ampleur de la vitesse du fluide et δ(ζ) donne l’angle entre le rationalise
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3.3. Solution analytique

et l’axe des x, et les valeurs limites sont :
0 si −∞ < t < −1

−π
2
si − 1 < t < 0

inconu si 0 < t < +∞

(3.11)

3.3.2 La deuxième étape

Pour trouve la solution analytique de problème précédent on applique le théorèm d’integrale

de cauchy en effet :

l’équation qui concerne τ(t) et δ(t) sur l’axe réel peut être vérifieé en appliquant une

circulaire faisant partie intégrante de la fonction Ω(ζ) autour de la courbe indiqueé par Γ0

on le sens négative avec la singularité a l’extérieure de la région de l’integrale on invoque

le célébre théorèm (1.5.1) de (cauchy 1)c’est -à-dire:

∮
Γ0

Ω(ζ)

ζ − ζ0

dζ = 0 (3.12)

où ζ0 est un point à l’éxterieur en fait on laisse ζ0 se trouvent sur l’axe réel le point

singulier ζ0 = t0 est evité en faisant un détour de demi-cercle de rayon définite autour

d’elle dénotée par Γ1, on utiliser Théorème1.5.3 (théorème des résidus ) pour obtenir la

contribution intégral de Γ1

∫
Γ1

Ω(ζ)

ζ − t0
dζ = iπΩ(t0)

aussi la contribution intégral du demi-cercle de rayon infini, dénote par∫
Γ4

Ω(ζ)

ζ − t0
dζ = 0

ces résultats sont substitues à l’équation (3.12) pour donner

Ω(t0) =
i

π

∫ +∞

−∞

Ω(t)

t− t0
dt (3.13)

qui en prenant les parties réelles et imaginaires donner

τ(t0) =
1

π

∫ +∞

−∞

δ(t)

t− t0
dt (3.14)
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δ(t0) =
1

π

∫ +∞

−∞

τ(t)

t− t0
dt (3.15)

oú les barres indiquent les valeurs principales de cauchy, région de l’intégral dans l’équation

(3.14)est divisé en regions intégrales séparées marquéess comme suite

Figure 3.4:Le demi-cercle Γséparé en différentes

régions sur le plan ζ.

Ainsi,l’intégrale dans l’équations (3.14) est divisie en deux intégrales

τ(t0) =
1

π

∫
Γ1

δ(t)

t− t0
dt+

1

π

∫
Γ2

δ(t)

t− t0
dt

=
1

π
[

∫ −1

−∞

δ(t)

t− t0
dt+

∫ 0

−1

δ(t)

t− t0
dt]

=
1

π
[

∫ −1

−∞

−π/2
t− t0

dt+

∫ 0

−1

0

t− t0
dt]
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3.3. Solution analytique

= −1

2
[

∫ 0

−1

1

t− t0
dt = −1

2
[ln(t− t0)]0−1

τ(t0) =
1

2
ln(

t0 − 1

t0
)

les variables sont bien changées à fin d’obtenir l’équation suivante:

τ(t) =
1

2
ln(

t− 1

t
) (3.16)

des expressions pour l’obtention de la coupe z les points situés sur la surface libre sont

nécessaires, afin d’obtenir ces expressions on constate une expression pour z en réorganisons

l’équation (3.9) pour donner

dz = µeiΩ(ζ)dω (3.17)

en différentions et réoganisation de la transformation (3.8) on obtient l’équation différen-

tiel
dζ

dω
= πeπω = πζ (3.18)

et donc l’équation (3.17) devient

dz = µeiΩ(ζ)dω =
µ

π

eiΩ(ζ)

πζ
dζ

ζ est réel donc l’équation est devient

dz =
µ

π

eiΩ(t)

t
dt

z(t) =
µ

π

∫ t

−1

eiΩ(t′)

t′
dt′ =

µ

π

∫ t

−1

e−τ(t′)+iδ(t′)

t′
dt′ (3.19)

on a eiδ = cos δ + i sin δ et équation (3.7) sont utilisés pour obtenir les expressions de x

et y

x(t) =
µ

π

∫ t

−1

e−τ(t′) cos(δ(t′))

t′
dt′

y(t) =
µ

π

∫ t

−1

e−τ(t′) sin(δ(t′))

t′
dt′
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3.4 Conclusion générale

Dans ce mémoire, on étudier la techniques de résolution du probléme d’écoulement bidi-

mentionnel de type jet, le fluide est supposé non visqueux et incompressible et l’écoulement

est irrotationnel.

Dans ce travail on donne une formulation mathématique à le probléme poseé pour

quelque configuration possible de l’objet, le problème est caractérisé par la condition non

linéaire donnée par l’équation de Bernoulli sur la surface libre qui est de forme inconnue.

on adopte une méthode des transformations conformes qui réduit le problème de discrétisa-

tion uniquement sur la surface libre et la méthode des integro-différentiel pour trouve les

paramétrique de la surface libre du probléme posé.
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