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Introduction

Les espaces de sobolev W*P(R™) est fait 'objet de travaux de recherche, en particulier
dans la théorie des équations aux dérives partielles et en analyse fonctionnelle. Dans ce
mémoire nous allons faire une étude sur le cas de composition sur ces espaces dans certains
sens ce travail est basé essentiellement dans 'article de H. Brezis, P. Mironescu.[5] et le livre
de T. Runst and W. Sickel. [10]. Concernant la composition sur ceratins espaces fonctionnels
autres que les espaces de Sobolev, on cite la référence [2] ou 'auteur a étudie la composition
sur les espaces de Sobolev a valeurs vectorielles.

Notre mémoire est organisé en trois chapitres :

-Dans le premier chapitre nous regroupons quelques définitions et propriétés sur les
espaces de Lebesgue LP, de Lizorkin-Triebel F; et de Sobolev W™?(R").

-Dans le deuxiéme chapitre nous donnons la décomposition sur W1?(R") d’apres H.
Brezis-P. Mironescu.

-Le troisiéme chapitre est consacré a la composition sur W™P(R") d’aprés Runst-Sickel

ainsi par une résultat sur W™ N Wiem,



R

o R"

%)

. Q]

o 17(Q)

o 1P*(Q)
o px

o C =D(R")
o (., .)

o Line(S)
e Supp f
o W(Q)

o H'(Q)
o F*

p.q

Notation

: Ensemble des nombres réels.

: Un espace Euclidien de dimension n.

: Ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue.

: la mesure de Lebesgue de 2 C R".

: L’espace des fonctions mesurable sur €).

: Est L’espace dual de LP(52) .

: Est 'exposant conjugué de p tel que % + 1% = 1.

:L’espace des fonctions de classe C*° support compact inclue dans €2.
: Produit scalaire de R".

: L’espace des fonctions localement intégrable sur 2.

: Support de la fonction f.

: Espace de Sobolev des fonctions de LP(£2) dont les dérivées partielles au sens
faible d’ordre 1 sont également dans LP(£2).

cu € L*(Q) et Vu € LA(Q).

: Espace de Lizorkin-Triebel .



Chapitre 1

Composition sur ’espace de Sobolev

d’aprés Brezis-Mironescu

1.1 Rappel sur les espaces L”

Dans ce que suit on considére €2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue on

pose :

Mmzémm@<w

Soit 1 < p < 0o0; on pose :
LP(Q) ={f:Q—R; f mesurable et |f|" € L'(Q)}.
On muni L?(§2) par la norme :

i, = [ [ 1]

[flloe = sup [f(2)|
zeQ



1.2. L’espace de Sobolev W'?(Q)

Soit 1 < p < 00 ; on désigne par p* 'exposant conjugué de p i.e.% + z% =1.

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Hélder). Soient f € LP et g € LP avec 1 < p < o0.

Alors :
fge Ll et / Fe 1< F 1, lal,e

Preuve. Voir [4] page 56. m

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q,r < oo telle que é —1—% =1+1

r

avecr > p etr > q alors

1F > gll, = 11711, 19l -

En appliquant l’inégalité de Hélder on obtient une inégalité d’interpolation :

1 o 11—«
Fll < WA A avee = = = + 0<a<l).
1AL < 1A LA T ’ ( )

Preuve. Voir [4] page 57. m

1.2 L’espace de Sobolev W!7(Q)

Soit 2 un ouvert de R” si €2 est un intervalle on 1’écrira I.

Définition 1.2.1 WP(Q) est l’espace de Sobolev des fonctions f telle que

1 e = I1F1, + D 110551,
j=1

Est fini.

Remarque 1.2.1 I est bien connu que W1P(Q) est un espace de Banach .

Preuve. Voir [{] page 121. =



1.3. Les espaces de Sobolev W™?(Q)

Proposition 1.2.1 Soit 1 < p <n alors

WHP(R™) C LI((R") ou g est donné par ; = 5 —; et il existe une constante C' = C(p,n)

telle que

£l < GV, -

Cette inclusion est connue comme l’'injection de Sobolev, pour sa preuve voir par exemple

12].

1.3 Les espaces de Sobolev W"™"(Q})

Définition 1.3.1 Soient m > 2 et 1 < p < o0,

WP (Q) est lespace de fonctions f telle que

[ llgme = 32 [1£9]], < +o0.

la|<m

Définit par récurrence l’espace de Sobolev comme le suit :
WmPQ) ={f:0f e W' T()}.

On pose :

H™(Q) = W™2(Q).

Est espace de Sobolev usuel, défini par :

1l = > £,

lal<m



1.4. Espace de Sobolev fractionnaires

On sait que l'espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v) = (u,v) + Z (D%, D*v) .

la|<m

L’espace W™ est muni de la norme
lllyyme = llull o + > (1Dl -
la|<m
Corollaire 1.3.1 Soit m > 1 un entier et 1 <p < oc. On a :

1. Si zla — 2 > 0 alors W™P(R") C L%(R"™) ou é =

33

1
p
2. Si ]l] — ™ =0 alors W™P(R") C LYR") V¥ q € [p, +-o0].

3. Si , — ' <0 alors W™P(R") C L®(R").
Avec injections continues.

Preuve. Voir [4] page 168. m

1.4 Espace de Sobolev fractionnaires

On peut définir un espace de Sobolev a exposant non entier, c’est -a- dire W*P(R") avec

s € RT\N

Définition 1.4.1 Soient0 < s <1 etl < p < oo. On pose WP(R™) est l’espace de Sobolev

fractionnaire des fonctions f telle que

-

[ [S= L <

1 llwew = I£1l, +




1.5. L’espace de Lizorkin-Triebel

On définit WP pour s mon entier, s > 1 comme suit on écrit s = m + o avec m partie

entiére de s, et on pose :

WeP(Q) = {u € W™P(Q); D*u € W*P(Q);Va avec o] =m } .

1.5 L’espace de Lizorkin-Triebel

Soit ¢ dans C'* une fonction sur R” telle que p(§) = 1, pour | £ |< 1, et p(§) = 0, pour

| €[> 2, on pose

90](6) = (pj(27j€> - ()0(27j+1£)7 6 € Rna] 2 L.

et igpk(ﬁ) =1si & e R Soit f € 5 alors
k=0

o (D) () = F o f)(@), k € N,z € R™.

Ce qui donne f = 3 ¢, (D)f convergence dans S’ , voir par exemple [6].
k=0

Définition 1.5.1 Soit 0 < p < 00,0 < ¢ < 00 et s € R alors, l’espace de Lizorkin-Triebel

est ’ensemble suivant :

Fy=9f€8,Ifllgs = (Z2k8q|¢k(D)f(-)!q) <00,
k=0

avec la modification usuelle si ¢ = oo.

Remarque 1.5.1 On peut définir F;, par les opérateurs mazimauz ,il suffit de remplacer



1.5. L’espace de Lizorkin-Triebel

(D) f par

lx(D) f(y)] n
1+ 2k |z — y|) i

o f(x) = sup (

F;, est un espace quasi- Banach (espace de Banach si p > 1, ¢ > 1) et il est indépendant du
choix de la fonction .C’est-a-dire, si on change ¢ par ¢ de méme type on obtient une norme
équivalente .

Preuve. Voir [12] page 109. =

Proposition 1.5.1 Soit0<p<oo,0<qg<ococetseR Ona:
S !/
SCF;,CS.

Preuve. Voir [12] page 96. m

Remarque 1.5.2 Dans [10] on trouvera plusieurs propriétés de F; (R") ,comme les inclu-

sions, la dérivation....etc, que nous les données privément :

L. Fj (R") — F>¢(R") pour tout & > 0

2. 51 (R?) — F22 (R™) pour tout si,sz,p1,p2,q et r telle que :s; — > sy — et
D1 <p2 .

3. Clairement on a alors F; (R") — F5_(R") .

4. Si f € Fj (R") alors Of € F3 ' (R"), et on a une norme équivalente :

I.f]

s—1
FP«,‘I

n
Fs, — ”f“F;;l + Z 10;.f1
j=1

et par récurrence , on peut changer F;,;1 par Fj ™ pour m = 2,3, .....

Preuve. Voir [12] page 59. m



1.6. Inégalités maximales et quelques propriétés de I,

Remarque 1.5.3 L’espace I} (R") admet des normes équivalentes continue lorsque s > 0,

qui ne sont pas nécessaires pour ce travail. Voir aussi [8] et [9].

n

Remarque 1.5.4 L’espace I s’injecte dans L™ (R™) lorsque s > g ous = et 0<p<l1

1.6 Inégalités maximales et quelques propriétés de ),

1. P =F°

p2y L <p<oo.

2. WP =F" m=12..,1<p<oo.

p,29
3. WoP = [, 0 <s < oo .snon-entier, 1 < p < o0.
4. L*P=FJ,, s€e R, 1 <p<oo.

5. L C FY  i-e:sup|fj(z)] < C|f[l ~ , Vespace Fy, , est Pespace de Holder .

]7‘7’,

Preuve. Voir [12] (2.3.5). m

Remarque 1.6.1 1 <p<o0,0<s<o0,s=k+0,0<0<1

p p P Dkf(x)_Dkf()p
e = 1 s~ D11+ [ = DTOE

+op
y n
Rn Rn )

Preuve. Voir [12] (2.6.1). m

Proposition 1.6.1 On a

1. Pour 1 < p < oo et toute fonction f, on a | Mf|., ~ ||fll.»-

2. Pour 1 < p < 00,1 < ¢ < 00, et toute suite de fonction (f;)

M55 | oy < C M@ o -



1.6. Inégalités maximales et quelques propriétés de I,

3. Pour tout ¢ € S fixe et toute fonction f, on a

|f*¢'(x)| < C M f(z).Vt >0, Vo € R™.
Preuve. Voir [6] les pages 13, 55 et 57. m

Proposition 1.6.2 Pour toute fonction f € L}, on a

1fi(x)| <C M f(z), >0, 2 €R"

et

<O M f(z), k >0,z € R".

=z fi(z)

Preuve. Voir [6]. =

Proposition 1.6.3 Ona0<s<oo et 0<p<oo,0<7r<o0.

Alors :

F.NL®C F;ﬁ pour tout 0 < q < .

Preuve. Voir [12] lemme 2 page 331. =

Proposition 1.6.4 Pour —00 < 51 < S9 <00, 1 <pi,pa <00, 1 <q,2<00,0<6<1

ets:6’31+(1—9)32,%:p%+1p;29

et pour tout 0 < g < o0

0
ot 11

1-0
82 .
P1,91 Fp3 as

1, < C 111

Ou C dépend de s; ,p; ,0 et q.

Preuve. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Holder deux fois. m



1.7. Le lemme Runst-Sickel

Proposition 1.6.5 :Pour0 < s; < sy <00, 1 <p; <00, 1<ps <oo,s=10s+(1—0)s,,

1_ 6, 10

p D1 p2
6 1-60
[ fllwer < CNFllweren 1 wrezwn -

Preuve. 1l suffit d’appliquer la proposition 1.6.1 avec ¢ = ¢, = 2. =

Lemme 1.6.1 Soit —00 < s1 < S5 <00, 0 < g<oo,0<6<1. Posons

s = 0s1 + (1 — 0)s,. Alors pour chaque suite (a;) on a

1-0

100

0

12¥all,y < €2 ayl],., (127 as

Preuve. Voir [5]. =

1.7 Le lemme Runst-Sickel

Soit 0 < s<o00,1<qg<oo,l1<p <oo,1<py<o0,1<r <oo, 1<ry <o tel que

Proposition 1.7.1 Soient s > 0, 1 < p1,p2,q < 00 et 1 < 11,79 < 00. Pour tout f €

Fs NL"etge F5 NL™

P1,9 p2,9

on a :

Hfg“F]f,q < Mf H(Qsjgj)qu(Lp) + Mg ||(28jfj)qu(Lp)7

et

1Follsg, < O ey, Nl + 119 s, 71, -

p2,9

Preuve. Voir [10] page 345. m

Proposition 1.7.2 On a



1.7. Le lemme Runst-Sickel

l.Pour 1 <g<oo,0<s<o0,1<p <00, 1<p<oo,l<r <oo,1<ry <o,

0< i = pil + % = piz -+ i < 1, Papplication (f, g) — fg est continue de

(Fy ,NL™) x (F,,, NL™)dans F; .

p1,9 p2,q

2. Pour 1 < ¢ <00,0<s<o00,1<p<o0,sionadeux suites (f;) et (g;) telle que
fi — fdans FJ | | fillpe< C
et

g9; — g dans Fy || gj |L=<C

alors

Jig; — fg dans F} .

3. Pourl<g<oo,0<s<oo,l<p<oo,1<r<oo,1<p<oo

1

11 .
telsquep—pl—i-rﬁ

fi — fdans FJ | fi llpe<C

et

g; — [ dans F; NL",

alors

fig; — fg dans F; .

Nous allons le théoréme de Brezis-Mironescu

Théoréme 1.7.1 Soit Q C R"™ un ouvert borné et f € C™ que f,f' ... f™ € L*> alors

Uapplication Ty : u — f ou est continue de W*P(Q) N Wh(Q) dans W*P(Q).

10



1.7. Le lemme Runst-Sickel

Preuve. Si s € 7 [utilisant le inégalités de Gagliardo-Nirenberg | si s ¢ Z alors

WP AW 5 f(u) € LP

est bien défini et continue . car f(0) =0, f est Lipschitz et WP — LP donc on preuve que :

WP AW 5 4w Df(u) = f'(u)Du € WP,

est bien défini et continue . Avec

m=1[s]+12>2

on obtient, en utilisant (corollaire (1.5.1)), que l'inclusion

5,p 1,sp m—1,-P 1,sp
WP W — W m—1 N WP

est continue. En appliquant le théoréme (1.7.1) a Uentier

s=m—12>1,

nous trouvons que Si

u; — u dans WP QWP

alors

f(uy) — f'(u) dans F"y ", = WLt (1.7.1)

m—1’
et

17 ()l g < C,

11



1.7. Le lemme Runst-Sickel

et on a st

uP? — u dans WP nWhsp

alors

Duj — Du dans W*'* 0 L = Fs 10 L*P (1.7.2)

En wutilisant (1.7.1) et l'inégalité de type Gagliardo-Nirenberg (corollaire (1.5.2)) avec

;”;_11, p = L5, alors si

g=p,s=m-—1,0=
u; — u dans WP N Whep,

alors

f/(uj) — f’(u) dans F}T;llvlﬂ (173)

et

17 ()l g < €

Enfin par (1.7.2), (1.7.8), le lemme Runst-Sickel (proposition (1.7.2) et (1.6.2))

f'(u)Du e F )t = W*=tP,

et que St
u; — u dans WP N W,
alors
f'(u)Du; — f'(u)Du dans W*t.
|

On donne un autre théoréme de Brezis-Mironescu

12



1.7. Le lemme Runst-Sickel

Théoréme 1.7.2 Soient 1 < s < o0, 1 <p<o00,1 <q < oo. Alors, pour toute fonction

J iR — R Uapplication Ty : u v f ou est continue de F; N WL dans E .

Preuve. Voir [4] . =

13



Chapitre 2

Théoréme de composition dans WP

Dans ce chapitre, nous donnerons un théoréeme de composition dans 1’espace de Sobolev
WHP(I), ou I est un intervalle de R, d’apres le résultat de Brezis [4], corollaire (8.11), page

215. Voir aussi [11] et [13].

2.1 Quelques rappels sur ’'intégration

Nous rappelons que l'espace D(2) des fonctions C'*°(€2) a support compact est dense
dans LP(Q2), 1 < p < oo, en particulier 'espace Cy(£2) des fonctions continues a support

compact est dense dans L'(2).

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit 1 < p < oo et soit f € (LP)

Alors il existe u € LP' unique tel que

(o) = / u(@)p(x)dz, Vo € I(9).

De plus on a :f|ull,y = || f]], -

Pour le cas p = 1, on a le résultat suivant :

14



2.2. Convolution et régularisation

Théoréme 2.1.2 Soit f € (L')" Alors il existe u € L™ unique tel que

(f. o) = / w(@)p(z)dz, Vo € L,

On a de plus ||ul[ o = Hf“(Ll)’ :
2.2 Convolution et régularisation

2.2.1 Convolution des fonctions
Théoréme 2.2.1 Soient f € LP(R") et g € LYR™) avec 1 <p < oo et 1< g < oo.

Alors pour presque tout x € R” la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable sur R". On

pose

(fxg) = /f(:v —4)g(y)dy.

Alorsf*geL%R”)avec%%—lz%—i—%et.

Preuve. C’est I'inégalité de Young. Voir par exemple [1]. m

Proposition 2.2.1 Pour le support d’une convolution, nous avons la propriété simple sui-

vante :

Supp (f * g) C Supp f+ Supp g.

2.2.2 Suites régularisantes

Définition 2.2.1 On appelle suite régularisant toute suite ({x)r>1 de fonctions telle que

15



2.2. Convolution et régularisation

n

1
U, € D(R™), supp ¢x, C B(0, E>’ / lU(z)de =1, € > 0 sur R™.

Remarque 2.2.1 1 existe des suites régqularisantes. En effet, il suffit de fizer une fonction

¢ € D(R™) avec Supp ¢ C B(0,1), £ > 0 sur R™ et £ > 0 prendre par exemple la fonction

exp(z) si 7] <1

() =
0 si|z] >1

On considere ensuite (4(z) = Cl(kzx) avec C~ = [{(x)dz.
Rn

Proposition 2.2.2 Soit f € C(R™) alors

gk*fﬁfa

uniformément sur tout compact de R™ .

Preuve. Soit K C R™ un compact fixé. Pour tout € > 0 il existe § > 0 (dépendant de
K et €) tel que

|lf(x —y) — f(x)| <eVxe K,Vy € B(0,)).

On a:

(6 % ) () — f(x) = / (% £)(@) — F@)luly) = / o 62 D)~ @)

et doncpourk>%etx€K,

|(Ce = [)(x) — f(2)| < 5/€k(x)dx. =c.

Rn

16



2.3. Critére de compacité forte dans L”

Théoréme 2.2.2 Soit f € LP(R™) avec 1 < p < oo alors
U * f— f dans LP(R™).

Preuve. Voir [4] page 71. m

2.3 Critére de compacité forte dans L?

Théoréme 2.3.1 (M. Riesz-Fréchet-Kolmogorov) Soit Q@ C R™ un ouvert et soit w C €.

Soit F un sous-ensemble borné de LP(€2) avec 1 < p < co. On suppose que
Ve > 0,38 > 0,0 < dist(w, Q)
tel que

17 f = fllry <& Vh € R" avec |h| <d et Vf € F.

Alors Fj,, est relativement compact dans LP(w).

Preuve. Voir [4] page 73. m

Corollaire 2.3.1 Soit Q2 C R™ un ouvert et soit w C €).

Ve >0, Vw CC 2, 36 > (
Soit F un sous-ensemble borné de LP(2) avec 1 < p < oo. On suppose que

I74f = Fllgogy < & VR € F

Ve > 0,YVw CC Q tel que HfHL,,(Q\w) <eVfeF.

Alors F relativement compact dans LP((2).

Preuve. Voir [4] page 7. m

17



2.4. Dérivation d’un produit de composition

2.4 Dérivation d’un produit de composition

On commence par le lemme de dérivation suivante :

Lemme 2.4.1 Soit g € L} (I) pour yo fizé dans I on pose

loc

o(z) = /mg(t)dt, vel

Yo

Alors
veC) et /v(:v)gp’(x)dx = —/g(a:)gp(:n)d:n,ch € D(I).

1 1

Preuve. On a :

x Yo Yo z
oo = [ | stoar] ¢torte = [ i [" attrswe+ [ ot
I T Yo a z Yo
Appliquant le théoréme de Fubini on en déduit que

oo == ["ottar [ oariv + / :g<t>dt [ ¢ =~ [srovar

I

Remarque 2.4.1 Le lemme (2.4.1) montre que la primitive v d’une fonction g de LP

appartient & WP dés que v € LP ce qui est toujours le cas lorsque I est borné.

Théoréme 2.4.1 (Opérateur de prolongement) Soit 1 < p < oo il existe un opérateur de

prolongement

P: WY (I) — W'(R)

linéaire et continu tel que

1. Puj =u, Yu € WHP(I).

18



2.4. Dérivation d’un produit de composition

2. [|1Pull oy < Cllull oy » Yu € WH(I).
3. [1Pullwromy < Cllellwrag Yo € WH(I).

(Ou C dépend seulement de || < o0).

u(z) siz > 0.
Preuve. On a (Pu)(z) = u*(z) = La preuve Voir [4] page

u(—z) siz < 0.
126. m

Remarque 2.4.2 [ est bien connu que D(R™) est dense dans WP(R") pour 1 < p < oo,

en particulier si on remplace I par R".

Théoréme 2.4.2 | existe une constante C' (dépendante seulement de |I| < oo ) telle que

||U||Loo(1) <C ||u||W17P(I) Noue WH(I),¥1<p< oo

autrement dit W?(I) C L>°(I) avec injection continue pour tout 1 < p < oo.

Preuve. Voir [4] page 129. m

Corollaire 2.4.1 (Dérivation d’un produit) Soient u,v € WHP(I) avec 1 < p < oo. Alors

uv € WHP(I) et (ww)' = u'v + uv'.

De plus on a la formule d’intégration par parties

/y o = u(z)o(a) — u(y)v(y) - / Cuw

Preuve. Voir [4] page 131. m

D’apres le théoréme de composition sur W?(I) de [1] page 132.
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2.4. Dérivation d’un produit de composition

Théoréme 2.4.3 Soit G € CH(R) tel que G(0) = 0 et soit u € WHP(I). Alors
Goue Wh(I)

et
(Gou)' = (Gou)u'.

Preuve. Soit M = ||ul|;-. Comme G(0) = 0 il existe une constante C' telle que |G(s)| <
C'|s| pour s € [-M,+M]. Donc Gou € LP(I) puisque |G o u| < C'|u| De méme (G' ou)u’ €

LP(I). 1l reste a vérifier que

/(G ou)p = — /(G' ou)u'e, Vo € CL(I) (2.4.1)

I

Supposons d’abord que 1 < p < co. Alors il existe une suite (u, ) de D(R) telle que u,, — u
dans WHP(I) et dans L*°(I). Donc G o u,, — G ou dans L>®(I) et (G’ o u,)u'n — (G o u)u/

dans LP(I) or on a :

[Gou)e == [(@ owueve e cun

D’ou 'on déduit (2.4.1). Pour le cas p = oo on procéde comme au corollaire (2.4.1.) =

Remarque 2.4.3 Le théoréme précédent ainsi que sa démonstration sont di & [4] page 132.

Nous avons essayé de comprendre cette preuve dans le but de faire une éventuelle géné-

ralisation.
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Chapitre 3

Théoréme de composition sur W"P

3.1 Opérateurs de composition sur les espaces de So-
bolev W™P

Dans ce paragraphe, nous donnons un résultat da a Brezis [10]. Soit G : R — R une

fonction continue on appelle opérateur de composition, I'application :

Pour étudier la continuité de T sur I'espace de Sobolev, on commence par la remarque

suivante :

Remarque 3.1.1 La Condition
G(0)=0 (3.1.1)

est nécessaire.

Remarque 3.1.2 On a v = (71, ...,7,), & = (o}, ...,al), i = 1,1, et ¢y 1o SONE

certaines constantes combinatoires et || = > . _, ak , pour G et f suffisamment dérivables
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Sobolev W™P

on a :

™ vl ’al‘ |al’
(g CN)@=3 % cunnl ()@

Y1 Tn al a . al al
Oxyt...xp Oxyt..xn” Oxy'..xn"

o1+ ..o = Y

o' #0

Définition 3.1.1 On dit que W™P(R") est super-critique si on a W™P(R") — L>*(R"),

i.e.m>%oum:n etp=1.

Théoréme 3.1.1 Soit m = 2,3,..., et soit 1 < p < oo. Supposons (3.1.2). Soit W™P
super-critique . Alors

Te(W™) — W™ (3.1.2)

P p
si et seulement si G € W™Pe(R) .

Preuve. Voir [10] les pages 268-274, Ou dans 'étape 1 on démontre le cas p > 1, en

utilisant la formule

G llwmp ~ IIG(f)||p+ZH8}"G(f)Hp (3.1.3)

et 'inclusion :

Wm—l,p.loc(R) N LOO'ZOCGR), m Z 2.

Dans la 2¢ étape on démontre le cas p = 1, en utilisant la continuité absolue. Dans une
derniere étape on démontre la nécessité. Les détailles de la démonstration se trouve dans
[10]. m

Le lemme suivant joue un role important dans la preuve des conditions nécessaires. Nous

le rappelons :

Lemme 3.1.1 Soit m = 1,2, ..., et soit 1 < p < 00. Supposons qu’on a
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Sobolev W™P

Ta(W™P, n) C W™,

Alors pour toute boule @ C R" il existe A, B > 0 tel que ||G(f)l[yym» () < B pour tout f,

implique || f|

WP (Q) T

Preuve. Voir [10] page 275. ®

Définition 3.1.2 On dit que W™P(R™) est sous-critique si W™P ¢ L*® i.e.m < wp> 1

Théoréme 3.1.2 Soit m = 2,3, ..., et soit 1 < p < oo. Soit W™P sous-critiques telle que

G : R — R est continu et soit G(0) =0
1. Sim=n/p > 2 alors Tg(W™P) C W™P si et seulement si G € Wm—brunif(R),

2. Soit l <p<ooet2<m<n/poup=1et3<m<mn.Alors Tg(W™P) C W™P si

et seulement si G(t) = ct,t € Ret c € R.

3. Sin > 3 alors

To(Wi(R")) — Wi (R")

si et seulement si G” € L}(R) .

Preuve. Voir [10] les pages 275,276,277. m

3.1.1 Opérateurs de composition sur les sous espaces de W"?

Ce paragraphe est en cours di & Runst et Sickel [4]. Soit m = 2,3, .... Nous appelons

une fonction a valeur réelle G m-admissible si
G)y=0et |GV <M, 1=1,.,m, (3.1.4)

est valable pour une constante M > 0.
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3.2. Un résultat sur les espaces W™ N Jy1»m

Théoréme 3.1.3 Soit 1 < p < oo et m > 2.

1. Soit G m-admissible. Alors Ty envoie W™ N W™ dans lui-méme. De plus :

IGDlwms < M AFlgrom + 1 lwms (3.1.5)

pour toutes les f € WP 0 Whem,

2. Soit G(f) € W™ pour tout m-admissible G. Alors f € W™ N Whem.,

Preuve. Voir [10] les pages 279-280. m

3.2 Un résultat sur les espaces W™? N L

Ce paragraphe est une partie d’un travail de Bourdand-Moussai 2019 [3].

Les espaces d’Adams-Frazier in-homogeénes et homogenes sont définis comme suit :

A™P(R™) = WP (WP (R,

L’espace est muni par la semi-norme :

||f||Am¢P(R”) = ”fHWmvP(]R") + ||f||W17mP(]Rn) , et stm > E = A™P(R") = W™P(R").

Théoréme 3.2.1 Vf,f' € C;" '(R) et f(0) = 0, l'opérateur de composition Ty est défini et

continu comme une application de W™ N WP™(R™) dans lui-méme.

Preuve. Selon la formule de Faa di Bruno, voir [2, (7), p. 6108], il faut prouver la

continuité des applications

g — (f(S) o g)g(vl)mg(vs)7
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3.2. Un résultat sur les espaces W™ N Jy1»m

de A™P(R™) dans LP(R™), pour tout

s=1,.,m, |y, > 0(r ), Y 1l = (3.2.1)

L’outil principal est le suivant :

(v1)

Lemme 3.2.1 Sous la condition (3.3.1), (¢, ....,) — @V, ..., 00 définit une application

multilinéaire bornée o partir de (W™P N WH»™(R™))* dans LP(R™).

Preuve. Voir [2] les pages 6110-6111. =

Nous terminons ce chapitre par un rappel sur les inégalités de Gagliardo-Nirenberg sur

les espaces de Sobolev.

Proposition 3.2.1 Supposons qu'on a f € W*4/k(R™) N L®(R™) alors pour tout entier
k>1,q2>k.

On a:

1-1/k 1/k
1f lpsara-ngny < C ILf ligiaseqgny 11 ) -

Preuve. Voir [7] page 40. m

Proposition 3.2.2 Supposons qu’on a f € WEP(R*)NL>®(R") alors pour tout entierp > 1,

k>1>1.

On a:

l/k (k=1)//k
1F lwtergany < C Nl g I1F | Foe iy -

Preuve. Voir [7] page 42. m
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Résumé

Pour m un entier naturel, p un réel entre 1 et I'infinie et f une fonction de R dans R, il
s’agit d’étudier , dans certains cas particuliers ,la continuité de 'opérateur de composition
Sobolev par T'(g) = f o g sur espace de Sobolev W (m, p) intersection avec I’espace de

Sobolev homogene W (1, mp), appelé espace de Adams-Frazier.

Mots clés : Espaces de Sobolev, Espaces de Lizorkin-Triebel, Continuité.

Abstract

For m a natural nember, and p between 1 and infty, and for a function f defined from R to
R we study, in some particular cases, the continuity of the composition operator T'(g) = fog
on the Adams-Frazier spaces, which are defined as the intersection between Sobolev spaces
and homogeneous counterpart.

Key words : Sobolev, spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Continuity.
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