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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux solutions de viscosité des équations aux dérivées partielles, nous
avons commencé par donner des généralités sur les équations aux dérivées partielles.

En suite, nous donnons la défnition de solution de viscosité du probléme
F(x,u, Du, D*u) = 0 dans Q

Et enfin, nous étudions 'unicité et I'existence des solutions de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi sous
certaines hypotheses.
Mots clés : Equation elliptique , Solution de viscosité, équation de Hamilton-Jacobi,existence,unicité

la Solution.
Abstract

In this memory we are interested by the solution of viscosity and partial differential equations, we had started
by giving generalities about the partial differential equations. Then, we had giving the definition of solution of

viscosity of problems
F(x,u, Du, D*u) = 0 dans Q

Finally, we had study the unicity and existence of solution of viscosity of equations which refer to Hamilton-
Jacobi by using certain hypotheses.
Keywords : Elliptical equation, Viscosity solution, Hamilton-Jacobi equation, existence, uni-

queness the Solution.
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Notations

: quanticateur existentiel, 3z :il existe un x
: Quanticateur universel,Vx :quelque soit x ol pour tout x.
: est un ouvert non vide.

|
B o <uw

: Ensembles du nombre naturel.

— R™ : Espace réel euclidien de dimension n.

— CF* : L’espace des fonctions continues de classe C*.
— |.| : Désigne la valeur absolue de x.

— ||| : Norme euclidienne d’un vecteur ou d’une matrice.
— e (2)=0,, u(x)=0su(x)=uy, (x)

— DW=D¥DZ... D‘J"u:%u

— Diu(z) = Vu(z) = (£ () 1<i<n

— Dau(w) = Au(w) = (5 (@)1 <i<n

— scs @ semi continu supéfieure.

— sci : semi continu inférieure.

— o] ="
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0.1 Introduction

La modélisation d’un probléme réel utilise les lois de la physique (mécanique, électromagnétisme, etc. ), ces
lois sont, généralement, écrites sous la forme de bilans qui se traduisent mathématiquement par des équations
différentielles Ordinaires ou par des équations aux dérivées partielles.

Les équations aux dérivées partielles interviennent aussi dans beaucoup d’autres domaines : en chimie par
exemple pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le comportement des marchés et en finance

pour étudier les produits dérivées.

Les équations aux dérivées partielles sont un sujet de recherche trés actif en mathématiques et elles sont
lorigine de la création de beaucoup de concepts mathématiques comme, par exemple, la transformée de Fourier

et la théorie des distributions.

Dans la plupart des cas il est trés difficilé, voire impossible d’exhiber les solutions d’une équation aux dérivées

partielles.
Dans certaines cas on arrive montrer que le probléme est bien posé (c-a-d qu’il admet une solution unique) .

Il y a plusieurs types des solutions pour les EDP; :
Solution classique, solution dite ”presque partout”,solution faible , et solution de viscosité.

La notion de ”solutions de viscosité” a été introduite en 1981 par M. G. Crandall et P. L. Lions, ot ils ont
donné la théorie de base des équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre en dimension finie en démontrant

I’existence et I'unicité de solutions de viscosité.
Un an plus tard M. G . Crandall, L .C . Evans et P. L. Lions ont reformulé et simplifier ce travail.

Quelques années plus tard, M. G. Crandall [7] et P. L. Lions ont remarqué que ces équations peuvent
étre étudiées aussi en dimension infinie. En fait, en dimension finie, pour comparer les sous-solutions aux sur-
solutions de viscosité, lastuce était de maximiser aprés pénalisation une fonction semi-continue supérieurement
dite fonction auxiliaire. Ainsi, ils ont supposé des hypothéses techniques d’uniformité sur le Hamiltonien, sur
les sous-solutions et les sur-solutions de viscosité, ce qui a été justié par lutilisation des jeux différentiels pour

I'existence.

Le but de ce mémoire est de présenter les idées fondamentales et les principaux résultats de la théorie des
solutions de viscosité. On va alors sintéresser aux solutions de viscosité en donnat des exemples d’équations
d’ordre 1 ou 2 .

Dans le premier chapitre on rappelle quelques définitions préliminaires, on donne alors Les types des solutions
d’une équation aux dérivées partielles (solution classique, solution presque partout,.Solution faibles...) et nous

mentionnons également les définitions( solution de viscosité,espaces de Sobolev....... )

Dans le deuxieme chapitre oon étudie I'existence et I'unicité des solutions de viscosité par la méthode de
Perron, en donnant des exemples d’équations aux dérivées partielles qui admettent une solutions de viscosité
,en particulier on s’interresse a 1’équation dite < eikonal » en dimension un et deux. Et enfin on termine par

I’équation dite « Ange Amper >.

Dans le dernier chapitre, on va étudier les équations de Hamilton-Jacobi qui illustre bien la notion de solutions
de viscosité. On termine par Quelques résultats d’unicité classiques, en donnant une forme de ces solutions sous

certaines hypotheses.



Chapitre 1
Définitions préliminaires

1.1 Rappels sur les équations aux Dérivées Partielles

Définition 1.1 : équation aux Dérivées Partielles(voir[10])
Une E’quation aux Dérivées Partielles (EDP) d’ordre k est une équation liant une fonction inconnue u et ses
dérivées jusqu’a l’ordre k.
En particulier, nous nous intéresserons au cas k = 1,2, c’est-a-dire :
K=1 ,F(z,u,Du)=0, ze€QCR" (1.1)
K=2 ,F(x,u,Du,D*u)=0, z€QCR" (1.2)
ot F: QxR xR"xM,, —R

1.1.1 Le cas des équations elliptiques
On s’intéresse ici a une équation de la forme
F(z,u(x), Du(x), D*u(z)) =0 2z €Q

ot € est un ouvert de R™ donné et F': 2 x R x R™ x M,, , — R Dans toute la suite on supposera que F est

“elliptique”,c’est-a-dire que F est décroissante par rapport a la derni‘ere variable :

F(wa,an) > F(:r,s,p,Y) si X < Y V(.T,S,p,X,Y) €N XRxR"™ x Mn,n

(Pinégalité X <Y étant comprise au sens des matrices symétriques).

1.1.2 Le cas d’une équation parabolique

Pour la commodité de la lecture, nous répétons les définitions de solutions de viscosité dans le cas d’une

équation parabolique. On considere un probleme de la forme
Ou(t,x) + H(t,x,u(t,x), Du(t,x), D?>u(t,x)) =0 (t,x) €]0,T[xQ

ou  est un ouvert de R™ donné et F :]0,T[xQ x R x R" x M,,,, — R On supposera toujours que F est
elliptique ,c’est-a-dire décroissante par rapport a cette derniére variable.

Exemple 1.1 — g—; — ‘g% =0 avec u=u(z,y) (équation de diffusion)

uy (z,y) = 2z + y? solution dans tout R?

us(z,y) = e Tsin(y) solution dans R?

2 >0
us(x,y) = \/41%637 solution dans Q) ;G R
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Exemple 1.2 1. Au=0 équation de Laplace

2. Au—f=0 équation de Poisson
S uy —Au=0 équation des ondes
4o Upt — Uge + U +u =0 équation des télégraphistes

1.2  Quelques espaces fonctionnels

1.2.1 Espace L?

Rappel : Lorsque X est un ensemble muni d’une mesure positive p ,et p € [1,00[,on note LP(X,du)
I'ensemble des fonctions de X dans R ou C définies & un ensemble de mesure nulle prés, telles que [ |f|” dp < 400

. Cet ensemble est un espace vectoriel normé lorsqu’il est muni de

11 o (xapy = (S 1FIP dpa) ®

On note également L*°(X,dp) 'ensemble des fonctions de X dans R ou C définies & un ensemble de mesure
nulle prés, telles que |f| > C est de mesure nulle pour C' > 0 assez grand (fonctions essentiellement bornées).
On note || f[| g x,qp) V'inf des C > 0 vérifiant cette propriété : il s’agit de nouveau d’une norme.

Lorsque X est un sous-ensemble de RY muni de la restriction & de la mesure de Lebesgue sur RY | on note
LP(X) au lieu de LP(X,du).

Attention : les espaces de fonctions d’un sous-ensemble de RY & valeurs dans R ou C sont parfois relatifs a
une autre mesure, par exemple L ([0, oo, 7dr) joue un réle important quand on s’intéresse aux fonctions de RY
dans R a symétrie radiale.

Lorsque X est un ensemble fini ou infini d’enombrable (en particulier N ,Z ou Z), on note I = LP(X,du) ou
1 est la mesure de comptage sur X : il s’agit donc d’un espace de suites lorsque X = N. Lorsque £ =R ou C

la notation est cohérente avec la notation ||z,

1.2.2 Espace C*

Définition 1.2 Lorsque K est un compact de RN, on note C(K) l’ensemble des fonctions continues sur K,
muni de la norme de la convergence uniforme ||.||., (on pourra réflechir au lien entre cet espace et L™ (K)).
Lorsque X est un sous-ensemble de RN, on considére parfois Cy(X) ensemble des fonctions continues bornées
sur X, muni de la méme norme. On note Co(X) le sous-ensemble fermé de Cy(X) défini comme adhérance
des fonctions continues a support compact pour la norme uniforme (on pourra caractériser cet ensemble lorsque

X =R ou un demi-espace ouvert de RY)

Définition 1.3 Pour X un sous-ensemble de RN et s € N on note C*(X) l'ensemble des restrictions a X des

fonctions qui sont de classe C*® sur un ouvert u contenant X. Lorsque X est compact, on munit C*(X) de la

norme
1fllcecy = D 110afllo
la|<s
Ici et dans la suite a = (i1, ..coueenn. in) € NN est un multi-indice. On note
la] =1 + .o +i1. Pour x = (x1, ... TN), on note % = xzf ...... xﬁv" et O, f = = ol

i1 N
1o S Ou'n

Dans les autres cas (X non compact), on considére plutot 'ensemble C (X)) des fonctions dont toutes les dérivées

jusqu’a l'ordre s sont bornées, muni de la méme norme

1.3 Les types des solutions d’une équation aux dérivées partielles

(voir[10]) 1l exister quatre types des solutions d’une équation aux dérivées partielles :

10
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1. Solution classique

2. Solution presque partout
3. Solutions faibles
4

. Solutions de viscosité

1.3.1 Solution classique (ou solution forte)

Soit une EDP d’ordre s > 1 une fonction u :  — R™ est dite solution classique si : u € C*(Q) et u solution
de 'EDP tout x €

Exemple 1.3 Soit c € R et ug : R — R on cherche u : Ry x R — R solution de

{ Opu + cOzu = f(t,x) (t,x) e Ry xR (13)

u(0,2) = up(x) Ve € R

Siug € CY(R) ,on dit que u est une solution classique (ou solution fort) de (1.3) si :

1. ue Cl(R+ X R,R)
2. Y(t, z)0su(t, x) + cOpu(t,z) = f(t,x)

3. Vx € R,u(0,z) = up(z)

Exemple 1.4 Déterminer la solution de I’équation suivante :

FPu 4.2

awauy = 4x Y
est une EDP d’ordre 2 a deuz variable on a :

o 2

ax;y = dx Y

u(z,y) = 32°y* + [ f(y)dy + G(2)
Donc si F et G sont de classe C' alors
u(z,y) = %:1733/2 + F(y) + G(x) F,GeC?
est une solution classique de I’EDP.

Remarque 1.1 Les solutions classiques sont en générale unique, mais ils ne pourraient pas exister.

1.3.2 Solutions faibles

Définition 1.4 (voir [/]) La forme bilinéaire associée a l'opérateur sous forme divergence est :

al ou Ov al ou
Blu,v] = [, Z ‘”’j(x)%ax- + sz(x)a—x + c(z)udz
i,j=1 e ¢

pour u,v € HE (Q)
On dit que u € H} () est solution faible de ’équation suivant :

11
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N g 5 N 5
_ ; a—%(a“(x)af;]) + 22: bi(x) a;i_ +c(x)u = f(x) dans Q
St
B/u,v/:(f,v)

pour tout v € HY(Q) ot (', ) dénote le produit scalaire dans L*().

Supposons que H est espace de Hilbet réel de norme ||| et de produit scalaire( , ).

Exemple 1.5 Soit f € C?(R),ug € L¥(R) On dit que u est solution faible de I’équation de transport non-

linéaire

u(0,.) = uo

st
1. w e L=(R; x R,R)3
2. Vo e CX(R.,R) On a fR+XRu8tcp + fRer]R Jf(w)dzp + [ uop(0,.) =0

Remarquons que toute solution faible de classe C' (avec donnée initiale de méme régularité) est solution forte,

et que toute solution forte est solution faible.

1.3.3 Solution presque partout

Définition 1.5 Une partie N € X est dite négligeable si elle est contenue dans une partie mesurable et de

mesure nulle, ie si
il existe m € M telle que N C m et u(m) =0

Si on veut préciser la mesure, on dit que N est p-négligeable

Définition 1.6 On dit qu’une proposition P est vraie presque partout (on note "pp”) si ellevraie partout sauf

sur un ensemble négligeable, ie si

[x€ X| non p(x)] est négligeable.

Définition 1.7 Soit une EDP d’ordre s > 1, une fonction u :  — R continue est appelé solution presque

partout si le dérivés jusqu l'ordre s existent presque partout et u résout le EDP presque partout

Exemple 1.6 Une alternative ce probleme est de définir une classe de solutions faibles, celles qui résolvent
l’équation presque partout. Mais cette définition n’assure pas l'unicité de la solution. En effet, le probléme

suivant :

Opu~+ 0,u? =0
u(0,2) = up(x)

admet plusieurs solutions qui résolvent le probléme presque partout mais qui ne sont pas égales presque partout.

Remarque 1.2 FEn utilisant nouveau l’exemple de I’équation eikonale, nous montrer que la solution est le bon

our l’existence, mais trés mauvais pour 'unicité
b

12
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1.3.4 Solution de viscosité

Définition 1.8 (Sous-solutions, sur-solutions, solutions) On dit qu’une fonction u : & — R est sous-
solution de viscosité de (1.2)si u est semi-continue supérieurement (scs) dans et si, pour toute fonction-test
© € C%(Q) telle que u — ¢ a un maximum local en un point xo € Q ,on a

F(z0,u(z0), De(x0), D*¢(20)) < 0

Symétriqguement, on dit qu’une fonction u : 8 — R est sur-solution de viscosité de (1.2) si u est semi-continue
inférieurement (sci) dans S et si, pour toute fonction-test ¢ € C?(Q) telle que u — ¢ a un minimum local en
un point xg € Q ,on a

F(@o,u(z0), Dp(x0), D*¢(0)) = 0
Enfin, u: Q — R est solution de viscosité de (1.2) si u est sous-solution et sur-solution de (1.2).

Exemple 1.7 Soit l’équation eikonal suivante :

u/(ac)‘zl z e (-1,1)
Supposons quil existe une solution classique , tell que

u € C1(—1,1) solution de l’équation eikonal

avec
u(-1)=u(l)=0
On a
¥ e (-1,1)
tel que
u(€) =0
et comme
ue CH-1,1)

Alors

u' est continue sur (-1,1).
donc

il existe une voisinage de &
telle que

Vo € V{'ul(x)‘ <1
avec
ve=[{ -6+

alors

Voelt—egtdu (@) <1
C-a-d

’u/ (a:)’ #1

Donc contradictions de l’équation etkonal . Alors n’admet pas une solution classique.

13
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1.4 Applications possibles des solutions de viscosité

Voici quelques exemples ’EDP non-linéaires pour lesquels les solutions de viscosité sont utiles[3] . Le controle
optimal est une des applications principales des solutions de viscosité, en finance notamment. Une liste tres
fournie d’applications peut étre trouvée d ans [6].

Equation de Hamilton-Jacobi
H(z,u,Du) =0

ou H est le Hamiltonien.

Cette équation est trés importante en contrdle optimal et en économie, en particulier quand elle prend la forme
Hamilton-Jacobi-Bellman [1].

Mean Curvature Motion

up — Au + <D2u—‘ggl, ‘BZ|>

Cette équation de géométrie différentielle décrit I’évolution d’une hypersurface essayant de minimiser son aire,
elle a des applications en physique.

Equation de Monge-Ampére
det(D?u) = f(x)

Cette équation a des applications en transport optimal, et c’est sur celle-ci que nous avons choisi de nous

concentrer.

1.5 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Définition 1.9 Soit Q2 une partie de R™ .On dit qu’une suite de fonction (fn)nen de Q dans R est uniformément

équicontinue st :
Ve > 0,397 >0,Vn e N V(z,y) e R" X R", |z —y| <n = |fn(z) — fu(y)] <€

On énonce le théoréme d’Arzela-Ascoli dans un cas particulier, celui qui nous intéressera dans la suite du

mémoire :

Théoréme 1.1 (Arzela-Ascoli) Soit Q une partie de R™. Soit (fy)nen une suite de fonctions de Q dans R™

uniformément équicontinues et uniformément bornées. Alors il existe f : 0 — R™ et une suite extraite de

(fr)nen telle que : fy(n) l%" f quand n — +o00 sur tout compact de S

corollaire 1.1 La fonction limite f du théoréme précédent est continue.

1.6 Définition des espaces de Sobolev

Définition 1.10 (voir[12]) Soit Q un ouvert de R™ . Soient u et v dans L},.(2) et o un multi-indice. On dit
que v est la a®™¢ faible dérivée partielle et on note D%u = v

St
Vo € C=(Q) , [, uD%pdz = (—1)l°l [ voda

Remarque 1.3 On peut prouwver l'unicité de la dérivée au sens faible a un ensemble négligeable prés en sup-

posant v et v deuz dérivées af™¢ au sens faible et appliquer la définition pour toute fonctions test p.
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Définition 1.11 (voir [12]) Soit Q@ un ouvert de R™. On dit que v : Q@ — R est dans l’espace de Sobolev
Wk2(Q) , si
Pour tout multi-indice a de module plus petit que k, D*u existe au sens faible et appartient a LP(Q).

La norme de cet espace est :

(Z/\Dau|pdx)% si 1<p<oo
lul=q jal<k”?
maw|q < |[D*ul o si p=oo
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Chapitre 2

Solutions de viscosité

2.1 Définition des Solution de viscosité

La définition d’une solution de viscosité et des explications plus détaillées peuvent étre trouvées . Nous en
donnerons ici une explication intuitive dans un exemple en une dimension.
Afin de définir la notion de solution de viscosité, nous avons tout d’abord besoin de parler de sous-différentielle
et de sur-différentielle [3].

Définition 2.1 : Sous-différentielle Soit u :Q0 — R Un vecteur p est un sous-gradient (resp. sur-gradient)
de w en un point z si la droite orientée par p est tangente sous (resp. sur)
On note ’ensemble des sous-gradients (resp. sur-gradients) de u en z :DVu(x), (resp. D~ u(z))

Définition 2.2 Sous-différentielle Une définition alternative trés utile de la notion de sous-différentielle
d’une fonction C* est la suivante :

On ap € DVu(z) (resp D~ u(x)) si et seulement si il existe une fonction ¢ € C* telle que Vé(x) =p et u— ¢
admet un maximum (resp. minimum,) local en .

Ces définitions s’appliquent également aux dérivées d’ordres supérieurs.

Définition 2.3 Une fonction u est une sous-solution de viscosité de (1.1) si
F(z,u(x),p) <0,V € Q,p € DT u(z)
Une fonction u est une sur-solution de viscosité de (1.1) si
F(z,u(z),p) >0, Ve € Qp € D u(zx)
Une fonction u est une solution de viscosité si elle est d la fois une sur-solution et une sous-solution de viscosité

Nous allons montrer que ces définitions ont bien un sens lorsque u est de classe C?

2.2 Solution de viscosité discontinue

Nous expliquons dans cette partie comment construire une solution de viscosité d’une équation lorsque lon
en connait une sur et sous-solution et que lon sait que ’équation possede un "principe de comparaison ”. En

fait, le procédé décrit ici permet, de construire des solutions "trés faibles” : des solutions dites discontinues.[8]

Définition 2.4 Soit Q un ouvert de R™ et u : @ — R une fonction. On appelle enveloppe (scs) la plus petite
fonction scs supérieure u : cette fonction est notée u* et est donnée par

’

u* =lim sup, __, u(x )
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On appelle enveloppe (sci) la plus grande fonction sci inférieure u : cette fonction est notée u, et est donnée

par

’

uy =lim infy _, u(x)
Remarque 2.1 Notons que u, = —(—u*) et u une fonction continue si et seulement si u, = (u*)

Exemple 2.1 Soit la fonction suivante :

-1 , <0
0 , z=0
1 , x>0

Définition 2.5 On dit quune fonction u : Q@ — R est une solution de viscosité discontinue de (1.2) si u* est

une sous-solution de (1.2) tandis que u, est une sur-solution de cette équation.

Exemple 2.2 Soit u sous-solution de viscosité de (1.2) On va montrer que u est sur-solution de viscosité de :

F(x,u(x), Du(x), D*u(z)) = 0 zef)
F(x,s,p,X) = —F(x,—s,—p,—X) V(z,s,p,X) € A xR xR"
Soit ¢ € C?, tel que u — @ admet un mazximum local en xq ,c-d-d
u(z) — p(z) < u(zo) — (o)
donc u sous-solution de (1.2) , alors

u est semi continu supérieure (scs),

et comme
-u est semi continu inférieure (sci),
c-a-d
u est sur-solution de (1.2)
tel que
(—u(z)) = ¢(2) = (—u)(20) = $(20)
alors

w(@) = (=p(2)) < u(zo) — (=¢(0))

Done, puisque u est sous-solution de (1.2), on a

F(zo, (—u)(x0), Dp(x0), D2¢(0)) = —F (20, u(z0), —Dp(x0), —D*p(x0)) > 0

2.3 Existence d’une solution de viscosité par la méthode de Perron

En 1987, H.Ishii a utilisé pour la premiére fois la méthode de Perron pour résoudre des équations non linéaire
du premier ordre (méthode de perron pour les équations de HamiltonJacobi). Cette méthode a été introduite
en 1923 par Oskar Perron [2].

17
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2.3.1 La méthode de perron

Théoréme 2.1 On suppose que u : Q@ — R est une sous-solution de (1.2) tandis que v : Q@ — R est une
sur-solution de cette équation.
On suppose de plus

u<v dans Q)
Alors il existe une solution de viscosité discontinue
w: Q) — R telle que u<w<o
Preuve : Soit e=z: Q — R |2* est une sous-solution de (1.2) et u < z < v Notons que
€ # ® puisque u € €
posons
w(x) = supyez(x) Vo € Q
On va montrer que w est bien la solution cherchée. Remarquons dabord que
w € € puisque u < w < v et w* est une sous-solution de (1.2)
Reste & prouver que w, est une sur-solution de (1.2) Donc on montre par labsurde, Supposant
20 €N et ¢ < C?
tel que wy, — ¢ admet un minimum local strict en xg, c-a-d
(@) — 6(x) > w.(20) - d(a0)

et

F(x0,ws(w0), Do(0), D*¢(x0)) < 0 (2.1)
Quitte remplacer
¢ par ¢ — P(xo) + w+ (o)
on peu supposer que
d(z0) = wa (o)
on montre d’abord que
wy(x0) < v(x0)
En effet, sinon
w < v = w,(zg) < v(x0)
donc
v(z) = ¢(x) = v(wo) — ¢(0)
Mais alors (2.1) contredirait que 'hypothése que v est une sur-solution de (1.2) , Donc
wi (o) < v(x0)

Choisissons maintenant r > 0 et ¢ > 0 tels que B,(z9) C Qet

18



DIEDILI Rima Les solutions de viscosité des équations aux dérivées partielles

1. F(x,¢(z) + ¢, Dop(z), D?p(z)) <0 Vz € B,(z0)
(ce qui est possible d’aprés (2.1) et par continuité de F )

2. (we — @P)(x) > € Vz € 0B, (z0)
(ce qui est possible car w, — ¢ posséde un minimum local strict en et ¢(xg) = w.(xo))

3. ¢(z) <wv(z) —e¢ Va € Byr(zo)
(ce qui est possible puisque est sci et ¢(xo) = wi(zo) < v(xo))

On pose

w(z) si x € Q/B,(x0)
maz {w(z), d(x) + €} si x € By(x0)
On affirme que z € € : En effet, dapres (3)
z<wv,deplisu<z<w

Montrons que z* est une sous-solution de (1.2)

Soit ¢ une fonction-test telle que

2 (x) —p(x) < 2*(x1) — P(21)

Si
2" (z1) = Y(z1)
Alors
w*(z) — P(z) < w*(z1) — Y(z1)
donc

F(x1,2*(21), DY(x1), D?*¢(21)) < 0 puisque w* est sous-solution.
Supposons maintenant que
z*(x1) > w*(z1)
Alors d’apres la définition de z, On a
x1 C B (20).
Notons que, dans B,.(zq)
z* = mazx {w*, ¢ + €}
Donc
2 (x1) = p(a1) + €
et (2) implique x1 € B, (zo).Par conséquent,
(¢ +e€)(x) — (@) < (¢ +€)(x1) — (1)

Ce qui entraine que

Dg(a1) = Dip(a1) et D*¢(x1) < D*)(a1)
Alors

0> F(x1, ¢(x1) + €, D(x1), D*¢(x1)) > F(x1, 2% (21) + €, Dip(21), D> (1))
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Nous avons donc prouvé que z* est une sous-solution de (1.2),et z € ¢

Prouvons nalement que
zF#w

Soit(z,,) une suite qui converge vers zg, tel que

w(zy,) tend vers wy ()

Alors
2(2n) > ¢(x5) +€
De plus
(¢(xy,) + €) converge vers ¢(zq) + €
Avec

d(xo) + € > w.(wo)
Donc, pour assez
2(xn) > w(xy,)
Nous avons donc prouvé que

zZ €€
et

zFw

Ceci est contradiction avec la construction méme de w : Lhypotheése de d’épart (2.1)est donc impossible. Ceci
montre que w est une sur-solution, et donc une solution de (1.2).

2.3.2 Existence d’une solution de viscosité continue

Définition 2.6 (voir [9]) On dit que "équation (1.2) vrie un principe de comparaison dans  si, pour toute

sous-solution u et pour toute sur-solution v de (1.2), si

u < v dans OS2
Alors

u < v dans )
Remarque 2.2 Dans toute la suite, l'inégalité

u < v dans 0
stgnie par abus de notation :

limw/%xsupxleﬂu(x/) <limy _, in x/egv(wl) Vo C 00

Nous étudions maintenant le probléme de Dirichlet pour 'équation (1.2) Soit

g : 0Q — R une fonction continue.

corollaire 2.1 Supposons que l’équation (1.2) vérie un principe de comparaison dans {2

Supposons également qu’il existe deux applications u et v telles que
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1. u est une sous-solution de (1.2) et

limmzﬁm’zfegu/ () =g(z) Vo € 00
2. v est une sur-solution de (1.2) et

lim /_mmegv( z) = g(z) Vo € 00

Alors il existe une unique solution de viscosité w de I’équation (1.2) telle que

w = g dans 0N
Autrement dit, le probléme de Dirichlet
F(x,u(z), Du(z), D*u(x)) = 0 ASEY
u=g x € 00

Posséde une unique solution de viscosité.
Preuve : Par la méthode de Perron, on construit une solution discontinue w telle que
u<w <.
On va montrer que
Wy =w*=g sur 0f)

En effet, pour tout & € 92 on a u est une sous-solution et v est une sur-solution, c-a-d

g(w) = Zimx/ﬂm,z/eﬂul (x) Yz € 00
et
gla) =limy _,, eq (@) Vo€ dQ
alors
9(x) = lim,y ot (@) < lim,_,, s eqv'(2) = g(o)
donc
g(@) = limy ., cqu ()
< limy _,infrequ(z’)
< w.(@) < 0 ()
<lim, _, supxegw(x/)
< limy Ly o eqv () = 9(2)
D’ou

wy(z) = w*(x) sur O
C-a-d w, est une sur-solution et w* est une sous-solution, et comme
wy(z) <w*(x) sur O

le principe de comparaison affirme que

cela preuve que

et donc que w est en fait une solution de viscosité continue.

Remarque 2.3 La méthode de perron est une bonne méthode pour prouver des résultats d’existence pour des
EDP générale (c-d-d dordre 1 et du second ordre), seul son probléme cest quelle ne donne ni la formule de la

solution et ni des informations de la régularité sur la solution.
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2.4 Solutions de viscosité : Exemples

Nous allons maintenant voir quelques exemples de solutions de viscosité.

2.4.1 Solutions de viscosité pour I’équation eikonale en dimension 1

Nous revisitons ici ’équation eikonale

Nous voulons prouver que u(z) =1 — |z| en est solution de viscosité sur [-1,1].

f'u"+1:0

Sur [-1,0[ et ]0,1[ , u est dérivable et vérifie I’équation eikonale.

Alors que dans Uintervalle [-1,0[

Alors que dans intervalle ]0,1]

La condition de sur-solution et de sous-solution est donc vérifiée sur ces intervalles.

uz)=14zetu (z)=1
donc—‘u/‘—l—l:O(:}—l-l—l:O

wz)=1—zetu(z)=1
done — |u'| +1=0 4= ~14+1=0

Ici, nous avons le probléme en 0, out u n’est pas dérivable.

On a clairement DT u(0)=-1=1. On a donc bien Vp € D*u(0), — [p| + 1 < 0 donc u est une sous-solution de

viscosité de I’équation (2.2).

On voit également que D~ u(z) = ® , la propriété de sur-solution est donc trivialement vérifiée en 0.

donc u est une sous-solution et sur-solution alors bien une solution de viscosité (2.2).

05

L=E I

LEE

034

01—

FIGURE 2.1 — Solution de viscosité de ’équation eikonale

2.4.2 Solutions de viscosité pour ’équation eikonale en dimension supérieure

Considérons d’abord un exemple typique d’équation elliptique trés dégénérée qu’est I’équation eikonale :

|[Du(z)||=1 z€Q
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ot Q est un ouvert de R™ et ||.|| est la norme euclidienne usuelle. C’est une équation du premier ordre, qui peut

étre vue comme une équation elliptique de la forme (1.2) en posant
F(z,s,p, X) = |lp|l ¥(z,8,p,X) € QxRXxR" x M,,

Pour fixer les idées on s’intéressera plus particuliérement au probléme de Dirichlet "homogéne”

{ [[Du(z)]| =1 pour x € §) (2.3)

u(z) =0 pour x € 02

et on supposera que {2 est borné.

Notons d’abord que ce probléme n’a pas de solution classique, c¢’est-a-dire qu’il néxiste pas de fonction u €
C'(Q) N C°%(Q) solution de (2.3) . En effet, comme  est borné et que u est constant sur 9 la fonction u
posséde forcément un point de maximum ou de minimum 2z dans € . Or en ce point, on doit avoir Du(xg) = 0,
ce qui est en contradiction avec ’équation.

On s’attend donc a ce que I'équation (2.3) posséde une solution généralisée, disons, vu I’équation, dans Wol’oo(Q).

D’ailleurs, il est & peu prés immédiat que la fonction distance au bord de €2, définie par

doa(z) = minyeaq ||y — || (2.4)

est solution de (2.3) au sens presque partout. En effet, appartient a WO1 "> car c’est une fonction lips chitzienne,
et une fonction de VVO1 " est presque partout différentiable (c’est le théoréme de Rademacher). De plus, on
montre sans difficulté quun point « € Q est un point de différentiabilité de dyq, si et seulement si, x posséde une
unique projection y sur 02 . Alors Ddpq(z) = Hz xHet est donc de norme 1. Notons que —dyq est également
solution presque partout.

Malheureusement, 1’équation (2.3) posséde en fait une infinité de solutions au sens presque partout. La meilleure
fagon de s’en convaincre est de travailler dans R javec 2 €] — 1, 1] On peut montrer, en utilisant le théoréeme de

Baire, que I’ensemble des solutions presque partout de (2.3) est un G5 -dense dans l’ensemble

{wews=@ [IDul <1}

Cet ensemble de solutions est donc particulierement gros. Pour le probleme d’EDP qui nous occupe, cette
situation est tres désagréable. Elle peut cependant étre utilisée pour construire des solutions pour des systémes
d’équations tres dégénérées, lorsque l'on ne se préoccupe pas d’unicité.

Nous verrons plus loin qu’'un critére possible de sélection des solutions est de demander a la solution de vérifier

Iéquation ”au sens viscosité”. Avec ce critére, dpq sera I'unique solution de viscosité de 1’équation (2.3).

Exemple 2.3 équation eikonale en dimension 2
9 9
(37 + (3 =1

2.4.3 Solutions de viscosité pour I’équation Monge-Ampeére

|z| —1)7)? est bien solution deviscosité de 1’équation

2t

Le but est ici de prouver numériquement que u(x) = %(
de Monge-Ampere : det(D?*u(z)) = f(x) ,quand f(z) = (1 —
2.4.3.1 étude de la fonction u

Nous dessinons la fonction u sur [—2,2] x [—2, 2] figure(2.4).
On obtient une cuvette avec un fond plat.Cela se voit mieux lorsqu’on réalise une coupe de la courbe figure(2.5).

La fonction est C? partout, sauf sur le cercle unité.
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2.4.3.2 Vérification de I’équation

Lors du calcul le déterminant de sa Hessienne, et on le compare a f. Puisqu’on peut construire u par révolution
autour de l'axe des z, on se cantonne au plan y = 0,Nous avons donc montré que u satisfait 1’équation Monge-
Ampere
On obtient la figure(2.6).

En soustrayant f & ce résultat, on obtient le résultat de la figure(2.7). On voit que le résultat est trés proche de

f, & part sur le cercle unité.
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FIGURE 2.2 — fonction f
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Comme pour » ,onapproxime u (17,0) par

2.4.3.3 Calcul des sous-gradients de u en (1,0)
On obtient :
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FIGURE 2.5 — fonction u dans le plan y=0

oG

055

0.5

0.45

0.4 4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

FIGURE 2.6 — det(D?u) :membre de gauche de I’équation de Monge-Ampere
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F1GURE 2.7 — Différence entre le membre de gauche et le membre de droite

2.5 Stabilité des solutions de viscosité

Soient Fy, , F': Q@ x R x R" x M, ,, — R" des applications données.
Théoréme 2.2 (Stabilité) On suppose que (uy) est une suite de sous-solutions continues de
Fy(x,u(x), Du(z), D*u(z)) = 0 z € (2.5)

qui converge uniformément vers une fonction u : @ — R™ dans tous les compacts de Q et que (F,) converge

uniformément vers F sur tous les compacts de @ x R x R™ x M, ,, Alors u est encore une sous-solution de (2.5)

Remarque 2.4 Un résultat symétrique est aussi vrai pour les sur-solutions et pour les solutions. Noter qu’un
tel résultat est assez étonnant, puisqu’il affirme que ’on peut passer d la limite dans une équation avec seulement
une hypothése de convergence uniforme.

La démonstration nécessite quelques remarques préliminaires.

Lemme 2.1 On peut remplacer "mazimum local” (respectivement "minimum local”) par "mazimum local strict”

(resp. "minimum local strict”) dans la définition de sous-solution (resp. sur-solution).

Preuve : On ne fait la preuve que dans le cas des sous-solutions, le cas des sur-solutions pouvant étre
traitédefa,conidentique. On suppose que u est scs et que, pour toute fonction-test ¢ € C? telle que u — ¢
aun maximum local strict en un point 2o € Q ,on a F(xg,u(zo), Dp(xo), D*¢(z0))

Pour montrer que u est sous-solution, supposons que u — ¢ a un maximum local en un point z¢ € Q0 .

Posons

p1(x) = p() + ||z = ao||.
Alors u — ¢ a un maximum local strict en zg , et done F(xq,u(zo), Dp1(xo), D?*p1(x0)) < 0 par hypothése.

Or Dy (wg) = Dyp(x0) et D%p1(x0) = D?*p(10) . D’ott F(wg,u(z0), Dp(10), D?*¢(20)) <0
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Le lemme suivant est pratiquement & la base de tous les arguments de stabilité et de perturbation, et connaitra

de multiples variantes par la suite.

Lemme 2.2 Si une fonction continue v : Q — R posséde un maximum local strict en un point xog et si une
suite de fonctions continues (v, ) converge localement uniformément vers v, alors il existe une suite ( , ),

avec T, maximum local de v, , qui converge vers xg .

Preuve : Puisque la fonction continue v posséde un maximum strict en xq , il existe r > 0 tel que Ba,.(x¢) la

boule ouverte centrée en x,, et de rayon 2r, est contenue dans 2 et telle que :
v(Z0) = MAT B, (20)V > MATHB, (z0)V

Comme (v,) converge localement uniformément vers v, il existe un indice ng tel que v, (o) > Mmazyp, (z,)Vn
pour tout n > ng .

Mais alors v, posséde un maximum local en un point z,, de B,.(zg) . Reste & prouver que (z,) converge vers
. Soit y un point d’adhérence de la suite bornée (x,) .

Comme pour tout z € m , vn(:cn) > vn(z) ,et comme v,, converge localement uniformément vers v, on a, en
passant a la limite, v(y) > v(z) .

Donc y est un point de maximum de v dans B, (zg) ce qui prouve que y = xo puisque zg est le seul point de
maximum de v dans B,.zg. La suite bornée (z,) n’ayant qu'un seul point d’adhérence, x,,, elle converge vers xg.
Preuve du théoréme

Soit une fonction-test ¢ € C2 telle que u — ¢ posséde un maximum local strict en un point zo. Alors,
comme u, — ¢ converge localement uniformément vers u — ¢, il existe une suite z,, qui converge vers xg
et telle que z, est un maximum de u, — ¢ pour tout n. Comme u, est une sous-solution de (2.5) , on a
Fo (2, un (), Do(z), D*p(x,)) < 0 ,La suite (F),) convergeant localement uniformément vers F, on peut
passer & la limite pour obtenir F(zq, u,(z0), Do(xo), D?*p(x0)) <0

On utilise généralement ce résultat de la fa,con suivante. On considére une suite de problémes-pour fixer les

idées des problémes de Dirichlet par exemple :

F,(x,u, Du, D*u) = 0 dans
U= gn sur 0N

On suppose que (u,) sont des solutions de ces problémes, que les données au bord convergent uniformément,
et que les F), convergent localement uniformément vers une fonction F Sous certaines hypothéses sur les (F,),
on démontre que les (u,) sont localement uniformément continus (par exemple équi-Lipschitziens) dans €. On
extrait une sous-suite convergente vers une limite u. Le théoréme 2.2 affirme alors que u est une solution de
viscosité de

F(x,u, Du, D*u) =0 dans £
u=g sur 0§

Le point-clé de la démonstration consiste a prouver que u est 'unique solution de cette équation. Nous nous
attacherons par la suite & donner des hypothéses de structure sur F pour que ce soit bien le cas (voir les
théorémes de comparaison plus loin). Alors, toute sous-suite convergente de la suite (u,) convergera vers u, ce
qui prouvera la convergence de la suitée.

En fait, pour obtenir le théoréme 2.2 ainsi que faire la démarche décrite au-dessus, I’hypothése de convergence
uniforme de un vers u est inutilement forte.

On peut en effet se contenter d’'une borne uniforme sur les solutions. Pour expliquer cela, nous introduisons
la technique des ”semi-limites relaxées” de Barles et Perthame. Soit (u,) une suite de fonctions localement
uniformément majorées (resp. minorées) dans . On définit la semi-limite relaxée supérieure (resp. inférieure)

par

u* =lim supg,, 2 Un(Ty) Vz € Q
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uy =lim inf, _,un(z,) Vo € Q

Il est aisé de prouver que u* est scs tandis que u, est sci. Le théoréme de stabilité 2.2 s’adapte trés bien a ce
type de convergence :

Théoréme 2.3 (Stabilité par semi-limites relaxées) On suppose que (uy) est une suite de sous-solutions
localement uniformément majorées de (2.5) , et que (Fy,) converge uniformément vers F sur tous les compacts
de Q@ X R x R™ x M, ,, .Alors u* est encore une sous-solution de (1.2)

De méme, si (uy,) est une suite de sur-solutions localement uniformément minorées de (2.5), et si (F,) converge

uniformément vers F sur tous les compacts de Q@ x R x R™ x M, ,, alors u. est encore une sur-solution de (1.2).
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Chapitre 3

Les solutions de viscosité des équations

de Hamilton-Jacobi

Les équations de Hamilton-Jacobi sont de la forme :
Owu+ H(t,z,u,Du) =0

Ces équations apparaissent naturellement dans de nombreux domaines. En physique, en économie, ou encore
en épidémiologie [5].

Ceci a amené pierre Louis Lions un mathématicien francais, professeur I'université paris Dauphine a développer
avec son collégue Michael G. Crandall la théorie des solutions de viscosités au début des années 1980.

Ces solutions ont résolu beaucoup de diffcultés et restent aujourd’hui au centre de domaines de recherche actifs.

Dans ce chapitre nous intéressons I’équation :
Owu+ H(t,z,u,Du) =0
Ou
H:Ri xR" xR" x R — R est le Hamiltonien.
Définition 3.1 Soit I’équation suivante :
Owu+ H(t,z,u,Du) =0 (3.1)
avec condition initiale
ug : R" — R. Donc v : Ry x R* — R
telle que
u(0,2) = up(x) et H:Ry x R x R® x R
est une fonction continue.

Définition 3.2 Soit v € C(Ry x R",R)
1. On dit que u est une sous-solution de viscosité pour (5.1) si pour tout p € C*(Ry x R*,R) on a : u—¢

admet un mazimum local en (t,z) un point de RY x R,alors
Op(t,x) + H(t, z,u(t, x), Do(t,x)) <0 (32)

2. On dit que u est une sur-solution de viscosité pour (3.1) si pour tout ¢ € C*(Ry x R*R) on a : u—¢

admet un minimum local en (t,x) un point de R x R,alors

Orp(t,x) + H(t,z,u(t,z), Do(t,z)) >0 (3.3)
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3. u est une solution de viscosité si elle vérifie la fois (3.2) et (3.3)

Remarque 3.1 Si une solution de viscosité est différentiable en (t,z) alors elle vérfiée exactement (3.4) .

Dans la suite on va montrer des résultats d’existence et d’unicité dans le cas

{ owu+ H(t,z,u,Du) =0 (3.4)

u(0,.) = ug

3.1 Existence des solutions de viscosité par I’équation Hamilton-

Jacobi

Dans cette partie nous allons présenter la méthode dite en anglais ”vanishing viscosity” qui est l'origine du
nom des solutions de viscosité et qui garantit I'existence de ce type de solution [1].
Comme on ’a vu, le probléme (3.4) n’admet pas en général des solutions classiques. Fixons € > 0 et ajoutons

un terme notre équation qui va nous permettre de la régulariser :
Opue + H(t, z,ue, Du.) = eAu, (3.5)

et

Au, désigne la Laplace de u,

Avec des conditions initiales réguliéres, ce probléme admet une solution C?

L’objectif de cette méthode est de faire tendre e — 0 et espérer qu’il existe u limites de cette suite de fonctions
qui sera une solution au moins de viscosité pour notre probléme

On aimerait, en fait, que cette convergence se fausse de maniére uniforme sur tout compact car dans ce cas on

a un résultat d’existence

Théoréme 3.1 Soient (¢(n))nen une suite de réels strictement positifs convergents vers 0 et (Ug(n))nen une

suite de fonctions C? une suite de fonctions solution de (3.5) pour e = ¢(n) telle qu’il existe u :

[P

u¢(”) n—> o0

sur tout compact

Alors u est une solution de viscosité du probléme (5.4)

Remarque 3.2 Dans la pratique on peut souvent se ramener a ces hypothéses en utilisant le théoréme d’Arzeld-
Ascoli. Nous reviendrons sur cette remarque en fin de paragraphe.

Nous allons commencer par énoncer et prouver un lemme qui nous sera utile dans la preuve du théoréme :

Lemme 3.1 Soit Q un ouvert de R", soit u : @ — R une fonction continue telle qu’il existe o € C1(,R) telle
que u — @ admet un maximum local strict en .

St (un)nen est une suite de fonction convergent uniformément vers u, alors il existe une suite de point (Tn)nen

telle que :

Tp —Fn—stoo L

Uqﬁ(n)(mn) Pn—s oo U(T)

Uy, — @ admet un mazimum local en x,,partir d’un certain rang.
Preuve

On se place dans les hypotheses du lemme. Comme u — ¢ admet un maximum local strict en x, pour p > 0

assez petit, il existe €, > 0 telle que :

lz =yl =p = u(y) — ¢(y) + & < u(x) — ()
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Et par I'uniforme convergence de u, vers u, il existe N, € N telle que :
Vn > Np,Vz € Q, Jun(z) —u(z)] < 2
On en conclut en utilisant les deux inégalités que :
[z —t|=p = un(y) — e(y) + F < un(z) —p(z)

Ainsi on en conclut que u, — ¢ admet un maximum local z, sur B(z,p). Et ceci est vrai pour tout n > Np.
D’autre part, comme p est arbitrairement petit on a x,, — z et par I'uniforme convergence de (uy,)nen vers u,
on a : up(x,) — u(z)

Preuve : (du Théoréme)

On va montrer que pour tout ¢ € C! telle que u — ¢ admet un maximum local en (t,x) on ait
Opp(t,z) + H(t,z, Dp(t,x)) <0 (3.6)
Soit
u — ¢ admet un maximum local strict en (t,x)
on pose
pour tout (s,y) € Ry x R™, ((s,4) = p(s,9) + |y — " + |s — |

on a que v — ¢ admet un maximum local strict en (t,x).
De plus

0:C(t, ) = Ozp(t, x) et 0:((t, ) = Opp(t, x)

donc dans la suite de la preuve on suppose que u — ¢ admet un maximum local strict en (t,x).
On suppose que C2, Soit
€ > 0 comme ug(,) converge vers u uniformément sur tout compact.

On peut donc appliquer le lemme précédent et donc il existe (¢, x,)nen , tel que

nyLn n—s-+oo , L

(tn, xn) — (t,z)

Ugp(n) (twu xn) —n—s+oo U(t, x)

Ug(n) — ¥ admet un maximum local en (¢,,z,), & partir d’un certain rang.

Ainsi

Ostig(n) (tny Tn) = O0x(tn, Tp) Ot * € (L, )
et

At (tns Tn) < Ap(tn, )

De plus comme 4,y résout (3.1) on obtient :

Orp(tn, Tn) + H(tn, Tn, 0z0(tn, 1)) < d(n)Ap(tn, z,)

Si

n —» 400 et par continuité de H on en conclut (3.6)
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mais seulement pour ¢ € C? . 1l reste alors étendre ce résultat pour ¢ € C! .

Soit p € C! telle que u — ¢ admet un maximum local strict en (t,x) et comme (¢,)nen une suit de fonctions
C? convergent uniformément vers ¢ sur tout compact

telle que leurs dérivées convergent aussi uniformément sur tout compact vers la dérivée de ¢ . et par le lemme

précédent, il existe (t;L, x/n)neN telle que

(t;w (E;l) —7n—s+oo (t, iC)
Ug(n)(tn, Tn) —n—sto0 ul(t, )
Ugp(ny — ¢ admet un maximum local en (t;l, x;), & partir d’un certain rang.

Donc
et ) + H (tyy, 20 pn (b 2,)) < 0
Si
n — +00 et par continuité de H on en conclut (3.6)

On peut raisonner de la méme maniére pour obtenir linégalité inverse et en déduire que u est bien une solution

de viscosité

Remarque 3.3 Pour justifier lexistence d’une suite de fonctions C? telle qu’elle converge uniformément vers
une fonction u et telle que la suite des dérivées converge uniformément vers la dérivée de u on fait appel au
produit de convolution et aux suites régqularisantes.

En fait, on va admettre cela, la méthode dite de vanishing viscosity permet de construire une suite de fonction
uniformément bornée et uniformément équicontinue indexée par €. Donc par le théoréme d’Arzela-Ascoli, il
est possible d’enextraire une suite qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction u et par le
Théoréme 3.1 cette limite est une solution de viscosité. On a donc bien l’existence d’au moins une solution de

viscosité du probléme

3.2 Unicité des solutions de viscosité par I’équation Hamilton-

Jacobi

Nous allons dans cette partie présenter un résultat dunicité des solutions de viscosité. Dans un premier

temps on va le montrer dans le cas ou
H = H(z,p)
et ensuit étendre ce résultat ou
H=H(t,x,p)
Théoréme 3.2 Supposons que le Hamiltonien H satisfait les conditions de continuité de Lipschitz

{ |H (z,p) — H(z,q)] < C|p—q|
\H (z,p) — H(y,p)| < |z —y| (1 + p]) (C>0)

Alors,il existe au plus une solution de viscosité uniformément continue et bornée du probléeme (3.4)

Remarque 3.4 En résumé, grace a ce théoréme on a l'unicité des solutions de viscosité uniformément conti-
nues et bornées. Et par la section précédente on a ’existence de solutions de viscosité seulement continues. Donc

pour que les deux résultats concordent parfaitement il faudrait 'unicité des solutions de viscosité continues.

corollaire 3.1 Sous les mémes hypothéses que le théoréme précédent, il existe au plus une solution de viscosité

continue du probléeme (3.4)
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Preuve :

On suppose qu'il existe deux solutions de viscosité uniformément continues et bornées du probleme (3.4)

différentes,u et 4 . On va dans un premier temps montrer que v < @ par ’absurde : on suppose qu’il existe

(t*,x*) € Ry x R", telle que u(t*,z*) > u(t*, z*)
Etape 1
On pose

o = sup {u(t, ) — a(t, z)u(t,z) € R x R"} >0

Soit (e,A) €]0,1[% , on pose

V(x,y) € R? [ VY(t,s) € [0,T)?

(t,s,2,y) = ult,z) — @(s,y) = Nt + ) — S|z =y + (t — 5)%) — (| + [y]).
Et comme u et @ sont bornées, il existe (to, s, Zo, yo) telle que :

¢(t0a307x05y0) = maxr {d)(t,S,ﬂf,y) |(t,$,$,y) € R%— X RQ} :
Etape 2
On a

&(to, S0, T0,Y0) = sup{o(t, t,z,z) (t,x) € Ry x R}
On peut fixer € et A assez petit pour avoir :
sup {¢(t,t,x,z) |(t,x) € RZ x Ry} > %
D’autre part
(to, s0, 0, y0) = ¢(0,0,0,0)
d’oti :
u(0,0) — u(0,0) + u(to, o) — u(s0,y0) = Alto + so) + Eig(|x0 —0l® + (to — s0)” + €(|z* + [y]*))

Maintenant en faisant tendre € vers 0 par l'inégalité (3.9) on en déduit :

|70 — ol = O(e)
lto — so| = O(e) (quand € — 0)
De méme
elzol” = 0(1)
€ |yo|2 =0(1) (quand € — 0)
D’ou
e zof? = O(1)
€2 |yo|* = O(1) (quand € — 0)
Donc
€2 (Jzo| + |yo|) = O(1)
ainsi :
e(lzol + |yol) = O(e?)
Etape 3
Comme

d(to, s0, 0, y0) > P(to, to, To, o)
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on a
u(to, o) — (50, yo) — Ato+30) — & (|20 — yol*+[to — s0|*) —e(|zo* +]yol*) = ulto, x0) — (s, z0) — 2\to —2¢ ||

<= u(to, z0) — u(s0,Y0) + €(xo + Yo)-(xo — Yo)

| =

> = (|0 — ol + [to — s0[*) (3.12)

v}

€
Et en prenant en compte (3.10) et (3.11) et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et triangulaire, on
déduit de(3.12) que €(xg + yo)-(xo — yo) — 0 quand € — 0 D’autre part, par uniforme continuité de @ on a

u(zo,t0) — u(yo,s0) — 0

Donc :

[to — s0| = o(e€)

{ |0 — yo| = o(e)

Etape 4 :
On note w le module de continuité de u et w celui de @ : On a donc w(r) — 0 quand r — 0 (de méme pour
w) et par (3.7) et (3.8) on a :

< ¢(to, 50, 0, Yo)

vlQ

< u(to, zo) — u(s0, o)
— u(to, mo) — u(0, o) + u(0, z0) — (0, zo)
+i(0, 0) — w(to, wo) + w(to, x0) — (50, Y0)
< w(ty) + w(ty) + w(o(e)) + 0

Ainsi pour € assez petit on déduit que § < w(to) + w(to) et donc il existe 0 < p < to . On raisonne de la méme
maniere pour obtenir 0 < p < Sy quitte a réduire u .Cela prouve que tg > 0 et que sg > 0
Etape 5 :

Considérons la fonction
h: (t’ '1:) — Qb(ta S50, T, yo)

On sait qu’elle admet un maximum en (top,zo) . Maintenant on pose v = v — h On peut remarquer que v est
C' et que u — v admet un maximum en (to, o) .De plus, comme ty > 0 et que u est une solution, en particulier
une sous-solution, de viscosité du probléeme (3.1)

on en déduit :

O¢v(to, o) + H (o, 0yv(to, z0)) <0

D’ou :

to— s 2
A2 062 0 + H (o, 75 (20 — yo) + 2e0) <0 (3.13)
On refait maintenant strictement le méme raisonnement en considérant

h:(s,y) — —o(to, s, To,y) qui admet un minimum en (sg, yo)

On pose ¥ = 4 — h et comme tout a I’heure, comme @ est une solution, en particulier une sur-solution, de
viscosité on en déduit que :
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t —
0< —A4200 %0
€

2
5— + Hyo, :2(% — Yo) + 2€x0) (3.14)

Etape 6 :
Au vu des relations (3.13) et (3.14),0on a :

2X < H(yo, 2 (w0 — yo) + 2ey0) — H(wo, 2 (20 — yo) + 2€x0)
Et donc par hypothése sur H
A < Ce(lzo] + [yol) + Clao = yol (1 + 2252 4 €(|o] + [yo]))

Et la quantité de droite converge vers 0 quand ¢ — 0 donc on aboutit a la contradiction 0 < A = 0 ainsi © < u

On prouve alors I'inégalité inverse en inversant le role de u et 4 . Et donc u = .

Remarque 3.5 Dans la preuve nous avons utilisé que le fait que u est sous-solution de viscosité et U est sur-
solution de viscosité pour conclure que u < u quand ils ont la méme condition initiale : la preuve repose sur un

principe de comparaison.

Remarque 3.6 On peut facilement généraliser cette preuve au cas ot H = H(t,xz,p). Il suffit au départ de

prendre Uhypothése : |H(t,z,p) — H(t,y,p)| < C(lx —y| + |t — s])(1 + |p|) et reprendre la preuve précédente.

Preuve (du Corollaire)
Supposons qu’il existe deux solutions de viscosité u et u continues et diffiérentes du méme probléme alors il

existe (t,z) € R% x R™ telle que u(t,z) # @(t,x) on peut donc appliquer le théoréme d’'unicité en considérant

I'ensemble [0, 7] x B(z,¢€) avec T assez grand , puisque sur cet ensemble u et @ sont uniformément continues et

bornées, et aboutir & une contradiction.

3.3 Quelques résultats d’unicité classiques

Nous commengons par expliquer comment un tel principe se démontre, d’abord dans le cas des équations

du premier ordre, puis, au dans le cas des équations du second ordre.

3.3.1 Une équation du premier ordre

Pour comprendre la premiere étape de la démonstration d’un principe de comparaison (le dédoublement des

variables), nous commen, cons par traiter le cas simple d’une équation du premier ordre de la forme :

H(xz,u,Du) =0 dans x € Q (3.15)

ou 2 est un ouvert borné de R™ et H : 2 x R x R® — R satisfait les hypothéses suivantes ,ils existe des
constantes v > 0 et C > 0 telles que :

1. H<$751ap) - H(x582ap) > ,Y(Sl - 82) V(.T,Sl,SQ,p) EQXRXxRxXxR"

2. |H(z,s,p) = H(y,s,p)| < C(A + [p) [y =z  V(z,y,5,p) € QxR xR xR"

Voici le résultat que nous allons démontrer :
Théoréme 3.3 Si u est une sous-solution de (3.15) est v une sur-solution de (3.15),et si

u < v dans OS2
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Alors
u <o dans Q) .

Preuve : (voir [11]) La démonstration d'un principe de comparaison se fait (presque toujours ) par labsurde.

On suppose donc

Jz € Q tel que u(z) > v(x)
On considere alors

M = supzea(u —v)(z) >0

Notons que le sup est en fait un max puisque louvert €2 est borné. En effet, en tout point zy de maximum de

u-v, on a :
Du(xg) = Dv(xg) et u(zg) > v(xp)
Or u et v étant respectivement sous-solution et sur-solution, alors
0 > H(zo,u(zo), Du(xo)) — H(xo,v(x0), Dv(x0)) > vy(u(x0) — v(20))

d’aprés 'hypothése (1) ce qui est absurde.
Pour tout € > 0 , on pose

we(z,y) = u(@) —v(x) - & o -y (z,y) € 2 xQ
Notons que w, est scs dans Q x € . Nous la prolongeons & Q x Q en posant
we(z,y) = limsupm/’yrg,(w’y)’(x/’y/)eﬂxgws(x/,y,) Y(z,y) € (2 xQ)/(Q x Q).

Le lemme suivant affirme que la fonction w, au voisinage de son maximum et lorsque ¢ — 0%, se comporte

comme la fonction u-v.

Lemme 3.2 Soit (x.,ye) un mazimum de w. dans QO x Q. Alors

1. lime_)0+we<x€7y6) =M.
2. lime_y0+ 2 Joc — ye? = 0.

3. Il existe 0 > 0 et . > 0 tels que, pour tout € €0, g, doq(xe) > 0 et doa(ye) > 6 .
preuve du théoréme Comme la fonction we a un maximum au point (z.,y.) € Q x  la fonction
2
"]

z — u(x) — [v(ye) + % |2 — y|’] a un maximum au point .

En utilisant la fonction-test
1 2
p() =v(Ye) + = |z — yel
et le fait que u est une sous-solution, on obtient
2

H(ze,u(z,), 6—2(566 —¥)) <0 (3.16)

De méme, la fonction
y — v(y) — [u(ze) + 5y — z|’] a un minimum en y,

et donc, comme v est une sur-solution

H(ye, v(ye), %(xe —¥Y)) =0 (3.17)

On fait la différence entre (3.16) et (3.17) et on utilise '’hypothése (1) pour parvenir &
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0> H(we, u(ze), e%(xe —¥e)) — H(ye, v(ye), e%(xe )
> ’y(u(xe) - U(ye)) + H(xﬁv U(ye)v %(xe - ye)) - H(yeav(ye)a 6%('736 - ye))
> M. - C(1+ E% |Te — Yel) [Te — el

Lorsque ¢ — 0T , on obtient, grce au lemme, que 0 > yM, ce qui est impossible.

3.3.2 Une équation du second ordre

Soit I’équation suivante
H(z,u(x), Du(x), D*u(z)) =0 x €Q (3.18)

Dans toute cette partie, nous supposerons que 2 est un sous-ensemble ouvert et borné de R™ , que H elliptique

et continue, et qu’il existe v > 0 tel que
H(t,p,X)— H(s,p,X) >~(t—s) t>s Y(s,t,p,X) e RxRxR" x M,, (3.19)
Rappelons d’abord le théoréme que nous allons prouver :
Théoréme 3.4 Si u et v sont respectivement une sous- et une sur-solution de (3.18) et si
u<wv dans 02
Alors
u<wv dans

La démonstration débute exactement comme la démonstration dans le premier ordre

3.4 La forme d’une solution de viscosité

Jusqu’ici, nous avons défini les solutions de viscosité puis justié leur existence comme leur unicité (dans
certains cas).
Néanmoins, nous n’avons jamais donné une idée de leur forme, cest que nous nous proposons de faire dans cette

derniere partie.

3.4.1 La Formule de Hopf-lax

Considérons le probléeme aux conditions initiales suivantes :

H(z,u,Du)+us =0 sur R"™x[0,T)
(0, z) = uo(x) sur x €R"™

Supposons que le Hamiltonien et g vérient les conditions suivantes :

1.
p — H(p) est conveze. (3.20)
2.
lim|p|*>x,ip) = o0. (3.21)
[P
3.
uo est une fonction lipchitzienne. (3.22)

Transformée de Legendre
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Définition 3.3 Soit L : RY — R telle que :

L(q)

L est convexre et ﬁ—nq‘ﬂﬂm 400
q

On définit la transformée de Legendre par :
L*(p) = supgern[p- g — H(q)].

Exemple 3.1 On prend par exemple

Pour tout g € R Dans ce cas
L*(p) = supgern(p - q — 34°).
Et par une étude de fonction le maximum est atteint pour q = p, ainsi :

L*(p) = 3¢

3.4.2 Une forme de solution de viscosité

Théoréme 3.5 Les solutions de viscosité sous la forme de Hopf-Lax

(3.23)

Supposons qu’en plus des conditions précédentes, ug est bornée, dans ce cas, l'unique solution de viscosité du

probléme précédente est :

u(@, t) = mingepn [tL (m - y) + uo(y)} .

Preuve :
1. u est une fonction lipchitzienne égale a ug en 0 et bornée. Il suffit t de vérifier que
tminyern [L (572) + uo(y)].
est bornée est lipchitzienne.

2. Soit v € C*°(R™ x [0,T] telle que u-v admet un maximum local en (xo, to)

Montrons alors que

Vit < to, u(o, to) = mingern [(to — ) L(3=F) + u(z,1)]

En effet

(3.24)

Vit < t(], minmeRn [(t() —t)L(IO:f)—I—u(x,t)] = minmeRmveR” [(t(]—t)L(wO:f)ﬂ-tL(%)—l—UO(y)] S ’LL(.’E(), y())

to to

en prenant y = xg d’autre part,

(to — ) L(2=F) +tL(*FY) + uo(y) = suppern[p - (zo — y) — toH (p) + uo(y)]

car

sup,U (p) + sup,V (p) > supp[U(p) + V(p)].
Ainsi
(to — ) L(32=F) + tL(*5Y) + uo(y) = u(zo,to)

Or u-v admet un maximum local en (xg, #p), donc suffisamment proche de (xo, to)

v(wo, to) — v(w, 1) < (to, ) L(2=£)

Notons
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{ h=ty—t
q= 9=

Alors, en divisant par h puis en faisant tendre h vers 0 :

ve(w0, o) + Dv(wo, y0) - ¢ < L(q)
Ceci étant vrai pour tout ¢ € R™, on a
supq|ve(zo,to) + Dv(zo, to) - ¢ — L(q)] <0
alors
ve(xo,t0) + H[Dv(z0,t0)] <0

donc u est une sous-solution de viscosité du probléme considéré. Pour vérifier que u est une sur-solution

exactement le méme. Par conséquent, u est une solution de viscosité du probléme considéré
Exemple 3.2 5
Lg) = 50" et g(y) =y
Alors la formule de Hopf-lax nous donne :
u(x,t) = mingera[SL(2)? +y |y € R].
Et pour z et t fizé, une étude de fonction nous montre que le minimum est atteint pour y = x — t.ainsi
t

u(t,z) =x — 3

Théoréme 3.6 Sous les hypothéses (3.22) et (3.24) avec le Hamiltonien H = L*, u est une solution de viscosité

du probléme :
owu+ H(z,u,Du) =0
avec pour condition initiale u(0,.) = ug
Preuve :
On va applique la définition de solution de viscosité et u(0,.) = ug et que u est Lipchitzienne.

Soit v € CH(Ry x R™) telle que u-v admet un maximum local en (tg,z0) € (Ry x R™).

Comme on veut prouver que u est un solution de viscosité, il faut montrer que
O (to, o) + H(Oxv(tg, 20)) <0

par le lemme précédent, on a :

o — T
to—t

Vo € R™,Vt € [0,t0), ulto, 7o) < (to — t)L( )+ u(t, ) (3.25)

d’autre partir, u — v admet un maximum local en (¢, zo) , on a
u(t, z) — v(t, z) < u(to, zo) — v(to, o)

donc par (3.25) , on obtient pour t < t

o — T
to—1

v(to, o) —v(t,x) < (to — t)L( ). (3.26)

Maintenant posons h =tg —t et £ = g — h - g(¢ € R™) : Avec ces notations on réécrit (3.26) :
v(to, o) — v(tg — h, 2o — hq) < hL(q)

alors
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%(v(to,mo) —v(to — hyxo — hq)) < L(q).
En faisant tendre h — 0, on obtient :
Vg € R™, dyv(to, o) + Ozv(to, o) - ¢ — L(q) <0
Donc
Opu(to, xo) + H(0zv(to, z0)) <0

donc u est une sous-solution de viscosité du probleme considéré. Pour vérifier que u est une sur-solution exac-
tement le méme. Par conséquent, u est une solution de viscosité

Exemple 3.3 Dans le cas on a :
uo : ¢ € R— —cos(z)
et
L:peR— %pz
Alors par le théoréme précédent :
u(t, ) = min {£(*3%)? — cos(y) |y € R}
Est unique solution de viscosité du probléme :

(9tu + %(Du)Q = 0
u(0,x) = —cos(x) ,z€R
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié le principe et les notions de solution de viscosité , Par rapport aux solutions
classiques et faible connu dans la littérature.

Des exemples d’illustration ont été présentés dans ce travail notamment ’équation dite < eikonal >.

Nous avons également détaillé la résolution de I'equation de Hamilton-Jacobi quin admettent des soltuions de
viscosité.

En les comparant évidemment avec les autres type des solutions classiques et faibles
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