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ينَ ا  الّلَه   يرَْفعَ   } : قال تعالى  ْ  آ مَنهوا   لَّّ  نكُْه ينَ وَ  م  لَْْ  آُوتهوا  الَّّ   [ 11: المجادلة ] { دَرَجَات العْ 

لهوا وَقهل   }: ويقول تعالى  ى اعَْْ لكَُهْ  الّلَه  فسََيَََ ه  عََْ وله نهونَ  وَ  وَرَسه ؤْم  دُّونَ  المْه َ لَىى  وَسَتُه
ِ
 الغَْيْب   عاَل م   ا

ئهكُه  وَالشّهَادَة    [ 101:  لتوبةا]  { تعَْمَلهونَ  كهنتهْ  ب مَا فيَهنبَ  

   

 

 

ني رآأيت آأنه لا يكتب آأحدا كتابا في ا  " : يقول العماد الأصفهاني 

لا قال في غده  ولو زيد ... لو غيَ هذا لكان آأحسن...يومه ا 

ولو ترك ....ولو قدم هذا لكان آأفضل.... هذا لكان يس تحسن

وهو دليل على .... وهذا من آأعظم العبر.... هذا لكان آأجمل

."استيلاء النقص على جملة البشر  
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 مقدمة : 

المختلفة      الحظ  ألعاب  بعض  لدراسة  كنتيجة  عشر  السابع  القرن  أوائل  إلى  الاحتمال  نظرية  بدايات     ترجع 

الرياضيين والعلماء والرواد، وعلى الرغم من أن   الكثير من  في أبحاث نظرية الاحتمال  ومنذ ذلك الوقت اشترك 

تاريخ نظرية الاحتمال قديم وكبير  فإن نظرية الاحتمال لم توضع لها مسلمات إلا في العشرينات والثلاثينات من  

في إعطاء مفاهيم   بالاحتمالات ومبادئها ساعد  الخاصة  المواضيع  في  الحديث  النظري   التطور  القرن، وهذا  هذا 

 الاحتمال قيمة أكثر بين أساسيات الرياضيات. 

ولقد كبرت أهمية الاحتمال بكثرة في السنوات الأخيرة، وتدخل الآن أفكار الاحتمال والإحصاء وهو توأم الاحتمال    

وعلم   والفسيولوجيا  والطب  والبيولوجيا  والكيمياء  الطبيعة  مثل  البحثية  والاتجاهات  التخصصات  أغلب  في 

فروع  وكل  والتربية  السياسية  والعلوم  العمليات  وبحوث  الأعمال  وإدارة  والاقتصاد  الاجتماع  وعلم  النفس 

 . الهندسة والتكنولوجيا

كانت         سواء  العشوائية  المتغيرات  أو  بالظواهر  يسمى  ما  بدراسة  وثيقا  ارتباطا  مرتبط  الاحتمالات  حساب 

ظواهر طبيعية أو إقتصادية أو إجتماعية، التي تكون غير معلومة النواتج مسبقا، وإن عرفنا نواتجها في تجربــــة 

 ما )بعد إجراء التجربة( فهذا لا يضمن تحقق النواتج نفسها في التجارب اللاحقة. 

، وهي عبارة عن سلسلة  الرياض يوهو أحد جوانب الإحصاء    03بالإحصاء  تم تصميم هذه المطبوعة الخاصة          

علوم مالية ومحاسبة وكذا فروع شعب كلية العلوم جذع مشترك    الثانيةمن المحاضرات الموجهة لطلبة السنة  

ومصممة حسب برنامج المدونة الوزارية الجديدة الخاصة بميدان ،  الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير الأخرى 

، متضمنة مجموعة من الدروس المبسطة والمدعمة بأمثلة وتمارين العلوم الاقتصادية، التسيير والعلوم التجارية

محلولة بغية تسهيل وصول المعلومة إلى الطلبة وتحقيق مجموعة من الأهداف العلمية والبيداغوجية التي نذكر  

 منها : 

 ة. رياضي صيغة وإعطائها  النظرية الاقتصادية للنماذج  التطبيقي التمهيد هوالهدف الأساس ي  -

 .والمستمرة الاحتمالية المتقطعة التعرف على أهم قوانين التوزيعات  -

والإدارية  المشكلات الاقتصادية  الاحتمالية لمعالجة وحلالطالب القدرة على تطبيق التوزيعات اكساب  -

 .والاجتماعية
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 .استيعاب المتغيرات العشوائية الثنائية المنفصلة والمتصلة وأهم خواصها -
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 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة المحور الأول : -

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة المحور الثاني : -

 الاحتمالية تقارب بعض التوزيعات  المحور الثالث : -

 المتغيرات العشوائية الثنائية  المحور الرابع : -
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  : تمهيد       

التوزيع           دالة  أو  الاحتمالية  الكثافة  ودالة  المتقطع  العشوائي  للمتغير  السابقة  دراستنا  في  تطرقنا  بعد 

المتقطعة  الاحتمالية  التوزيعات  لبعض  المحور  هذا  في  سنتطرق  عامة،  بصورة  له  والتباين  والتوقع  الاحتمالي 

الخاصة، نظرا لأهميتها في الحياة العملية في تفسير كثير من الظواهر العشوائية التطبيقية، ومن التوزيعات التي 

سوف نتناولها في هذا المحور : توزيع برنولي، توزيع ثنائي الحدين، توزيع بواسون، التوزيع الهندس ي، التوزيع فوق  

 دس ي.الهن

 توزيع برنولي  أولا : 

1-  : ، أي أن X=1و     X=0يحتمل قيمتين فقط هما    Xوهو توزيع منفصل، يكون فيه المتغير العشوائي    التعريف 

والخسارة أو الفشل والذي   pتحتوي على حادثتين فقط وهي النجاح والذي نرمز له بالرمز    Eمجموعة الأساس  

𝑋ونكتب  ، -p q=1نرمز له بـ  → 𝐵(1, 𝑝)  ،  : ويكون التوزيع الاحتمالي بالشكل التالي 

 

 

 

وتكون الدالة الاحتمالية لهذا التوزيع كالتالي :     

P(X = x) = pxq1−x        𝑥 = 0,1 

على النتيجة التي تتوفر فقط الخاصية    X=1قانون برنولي يعبر على تجربة عشوائية تتكرر مرة واحدة ونعبر بـ :    

 إذا لم تتحقق الصفة المدروسة .  X=0و       المدروسة  

 :الخصائص العددية لتوزيع برنولي  -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 = ∑ 𝑥𝑖𝑝𝑖 = 0. 𝑞 + 1. 𝑝 = 𝑝 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑝(1 − 𝑝) = 𝑝. 𝑞  

∑ 1 0 X 

1 p q P(X=xi) 
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 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑝. 𝑞 

 .زوجيأي رقم  في حالة ظهور  1العلامة  نعرف النجاح بالحصول علىنرمي زهرة نرد مرة واحدة، :   01مثال 

 ؟النجاح في هذه التجربة العشوائية الذي يعبر عن  Xحدد التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي   -1

 أحسب التوقع والتباين والانحراف المعياري لهذا المتغير؟ -2

 X=0،         الفشل)ظهور رقم فردي( :   X=1النجاح )ظهور رقم زوجي( : ظهور رقم زوجي،          :   Xالحل : 

 :  Xتحديد التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -1

𝑋( أو )نجاح وفشل( فهو يتبع توزيع برنولي أي :  0،1يحتمل قيمتين فقط ) Xبما أن المتغير العشوائي   →

𝐵(1,0.5) : ويكون توزيعه الاحتمالي كالتالي 

∑ 1 0 X 

1 0.5 0.5 P(X=xi) 

 حساب التوقع والتباين والانحراف المعياري لهذا المتغير : -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 = 𝑝 = 0.5 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑝(1 − 𝑝) = 𝑝. 𝑞 = 0.5 ∗ 0.5 = 0.25  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑝. 𝑞 = √0.25 = 0.25 
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 توزيع ثنائي الحدين   ثانيا :

1-    : تكررت  التعريف  إذا  برنولي  تجربة  التوزيع على  إذا    مرة،  nيستند هذا  مرة  أي  ما  احتمال ظهور حدث  كان 

 (x)، فإن احتمال ظهور الحدث  q، واحتمال عدم ظهور الحدث مرة واحدة )الفشل( هو  pواحدة )النجاح( هو  

 مرة يتبع توزيع ذي الحدين الذي دالته الاحتمالية :  nمرة من بين الـ 

1,1,0,...,2,1,0

)()(

=+=

=== −

qpqpnX

qpCxXPxf xnxn

xii

 

𝑋ونكتب :   → 𝐵(𝑛, 𝑝) 

 حيث :   

n :  )عدد مرات إجراء التجربة )عدد المحاولات 

p :  )احتمال وقوع الحدث في أي محاولة )احتمال النجاح 

q :  )احتمال عدم وقوع الحدث في أي محاولة )احتمال الفشل 

x :  0,1,2عدد مرات وقوع الحدث )عدد مرات النجاح( وهو متغير يأخذ القيم,...,n 

، لابد أن يكون :  
ً
 وحتى يكون هذا التوزيع احتماليا

1)( == −xnxn

x qpCxP  

ويلاحظ أن هذا التوزيع، هو توزيع منفصل، يستخدم في حالة الأحداث المستقلة، ويتوقف على قيمة الاحتمال،  

 :  مع الشروط الأربعة التالية

 ـ لكل اختبار نتيجتين فقط : نجاح أو فشل 2            ـ عدد الاختبارات محدود1

 ـ الاختبارات مستقلة عن بعضها البعض. 4              ـ احتمال النجاح يبقى ثابت في كل الاختبارات3

 الخصائص العددية لتوزيع ثنائي الحدين :  -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 = ∑ 𝑥𝑖𝑝𝑖 = 𝑛 . 𝑝 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑛 . 𝑝. (1 − 𝑝) = 𝑛. 𝑝. 𝑞  

 الانحراف المعياري :   -جـ 
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𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑛. 𝑝. 𝑞 

وهذه الخصائص يمكن إيجادها مباشرة من المسألة، حتى قبل حساب التوزيع الاحتمالي، كما يستعمل في حالة  

qpتقارب النجاح والفشل أي :      30وn 

بأنه عدد مرات ظهور الصورة، فأوجد    Xمرات، إذا عرف المتغير العشوائي   3رميت قطعة نقد متزنة  :   02 مثال

 : X دالة التوزيع الاحتمالي والتوقع والتباين للمتغير العشوائي 

 باستخدام نقاط فراغ العينة. -1

 باستخدام دالة الكتلة الاحتمالية لتوزيع ذي الحدين. -2

 قارن بين الحلين.  -3

 حل :  ال

 باستخدام نقاط فراغ العينة : عند رمي قطعة نقدية ثلاث مرات نجد أن فراغ العينة هو :   -1

𝐸 = {𝐻𝐻𝐻, 𝐻𝐻𝑇, 𝐻𝑇𝐻, 𝐻𝑇𝑇, 𝑇𝐻𝐻, 𝑇𝐻𝑇, 𝑇𝑇𝐻, 𝑇𝑇𝑇} ⇒ |𝐸| = 8 

وبالتالي فإن الاحتمالات الممكنة     x=0,1,2,3)عدد مرات ظهور الصورة( هي :       Xالقيم الممكنة للمتغير العشوائي  

 لقيم المتغير العشوائي تكون كالتالي : 

P(X = 0) =  P(TTT) =
1

8
 

P(X = 1) = P(HTT) +  P(THT) + P(TTH) =
3

8
 

P(X = 2) = P(HHT) + P(HTH) +  P(THH) =
3

8
 

P(X = 3) =  P(HHH) =
1

8
 

 زيع الاحتمالي لهذا المتغير هو : ومنه التو 

;∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 3 2 1 0 ; 𝑋 
1 : : : 1

8
 : 3

8
 : 3

8
 : 1

8
 :𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 

 ويحسب التوقع والتباين والانحراف المعياري كما يلي :  
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 𝑋 ; 0 1 2 3 المجموع 
1 : : : 1

8
 : 3

8
 : 3

8
 : 1

8
 :𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 

3

2
 : : : 3

8
 : 6

8
 : 3

8
 00 𝑥𝑖 . 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 

24

8
 : : : 9

8
 : 12

8
 : 3

8
 00 𝑥𝑖

2. 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 

 حساب التوقع الرياض ي :  -أ

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥𝑖 . 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) =
𝑛

𝑖=1

3

2
 

 حساب التباين :    - ب

𝑉(𝑋) = ∑ 𝑥𝑖
2. 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) − 𝜇2 =

𝑛

𝑖=1

24

8
− (

3

2
)

2

=
3

4
= 0.75 

 حساب الانحراف المعياري :  -جـ 

𝜎𝑥 = √𝑉(𝑋) = √0.75 = 0.86 

 باستخدام دالة الكتلة الاحتمالية لتوزيع ذي الحدين : -2

، وبما أنه كذلك عدد المحاولات  P= P(H ،q=1-P=1/2)1/2 = بما أن احتمال النجاح ثابث في كل المحاولات   -

𝑋   يتبع توزيع ذو الحدين  X، فإن المتغير العشوائي n=3معلوم :  → 𝐵(3,0.5)    : الذي دالته الاحتمالية 

P(X = x) = C3
x (

1

2
)

x

(
1

2
)

3−x

  X = 0,1,2,3 

P(X = 0) =  C3
0 (

1

2
)

0

(
1

2
)

3−0

=
1

8
 

P(X = 1) = C3
1 (

1

2
)

1

(
1

2
)

3−1

=
3

8
 

P(X = 2) = C3
2 (

1

2
)

2

(
1

2
)

3−2

=
3

8
 

P(X = 3) = C3
3 (

1

2
)

3

(
1

2
)

3−3

=
1

8
 

 ومنه التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير هو :  
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;∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 3 2 1 0 ; 𝑋 
1 : : : 1

8
 : 3

8
 : 3

8
 : 1

8
 :𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 

 

 ويحسب التوقع والتباين والانحراف المعياري كما يلي :  

   : ( الوسط الحسابيتوقع التوزيع ) -أ

𝐸(𝑋) = 𝑛. 𝑝 = 3.
1

2
=.

3

2
 

   التباين : -ب

𝑉(𝑋) = 𝑛. 𝑝. 𝑞 = 3.
1

2
.
1

2
=

3

4
= 0.75 

 الانحراف المعياري : -جـ 

𝜎𝑥 = √𝑉(𝑋) = √0.75 = 0.86 

 وهي نفس النتائج السابقة .

 المقارنة بين الحلين :    -3

 دیلتحد  تحتاج  ولا  أسهل  الاحتمالية  الكتلة  دالة  باستخدام  الحسابات  أن  نجد(  2)  و(  1)  الحلين   بين  بالمقارنة    

 متزنة  عملة  رمي  هي  العشوائية  التجربة  انتك   فلو  جدا  بيرك   العينة  فضاء  كون ی  عندما  وخاصة  العينة  فضاء  نقاط

210     هـو  الحالة  هذه   في  العينة  نقاط   عدد   فإن   مرات   10 =   نقــاط   باســتخدام  الحســابات  وتصبح  نقطة   1024

 نیالحد  ذي  ـــعیلتوز   الاحتمالية  الكتلة  دالــة   اســتخدام   قةیطـر   بينما   للأخطــاء  وعرضة  مستحيلة  شبه   العينة   فضـاء 

 . نیوالتبا  التوقع حساب في الحال ذلككو  بسيطة  اضيةیر  صيغة في مباشرة   ضیالتعو  يتطلب

 في أي رمية، أحسب :  6أو  5مرات، نفرض أن النجاح هو الحصول على الرقم   7ألقي حجر نرد  :  03مثال 

 ثلاث مرات بالضبط ؟  6أو  5احتمال الحصول على  -1

 في أي مرة ؟  6أو  5احتمال عدم الحصول على  -2

 مرة واحدة على الأقل ؟   6أو  5احتمال الحصول على  -3

 أحسب التوقع والتباين والانحراف المعياري ؟  -4
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 الحل :  

، وبما أنه كذلك عدد المحاولات  p = p(5,6 ،q=1-p=2/3) 1/3 = بما أن احتمال النجاح ثابث في كل المحاولات   -

 يتبع توزيع ذو الحدين الذي دالته الاحتمالية :  X، فإن المتغير العشوائي n=7معلوم : 

P(X = x) = C7
x (

1

3
)

x

(
2

3
)

7−x

  X = 0,1,2,3,4,5,6,7 

 ثلاث مرات بالضبط :  6أو   5احتمال الحصول على  -1

P(X = 3) = C7
3 (

1

3
)

3

(
2

3
)

7−3

= 35 × 0.037 × 0.197 = 0.256 

 في أي مرة :   6أو  5احتمال عدم الحصول على  -2

P(X = 0) = C7
0 (

1

3
)

0

(
2

3
)

7−0

= (
2

3
)

7

= (q)7 = 0.0585 

 مرة واحدة على الأقل :  6أو   5احتمال الحصول على  -3

P(X ≥ 1) = P(X = 1) + P(X = 2) + ⋯ + P(X = 7) = 1 − P(X = 0) = 1 − C7
0 (

1

3
)

0

(
2

3
)

7−0

= 1 − (
2

3
)

7

= 1 − (q)7 = 1 − 0.0585 = 0.9414 

 حساب :   -4

   :  (الوسط الحسابيتوقه التوزيع )  -أ

𝐸(𝑋) = 𝑛. 𝑝 = 7.
1

3
= 2.33 

 التباين :  -ب

𝑉(𝑋) = 𝑛. 𝑝. 𝑞 = 7.
1

3
.
2

3
= 1.55 

 الانحراف المعياري :  -جـ 

𝜎𝑋 = √𝑉(𝑋) = √1.55 = 1.24 

 توزيع بواسون   ثالثا : 

وكذا الأحــداث التــي هو توزيع منفصل يستخدم في حالة الأحداث المستقلة ويهتم بالحوادث النادرة، التعريف :      -1

مثـــل : الحرائـــق فـــي إحـــدز المـــدن، الـــزلازل، الحــــوادث علـــى إحـــدز الطـــرق،  تحـــدث فـــي فتـــرة زمنيـــة أو مكانيـــة محـــددة، 

 الأخطاء المطبعية في إحدز صفحات كتاب، ... الخ . ويعطينا احتمال عدد مرات ظهور هذه الحوادث النادرة .

 ( ترمز لعدد مرات ظهور حادثة نادرة، فإن الدالة الاحتمالية للتوزيع تكون: X) فإذا كانت
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==
−

,.......,2,1,0;
!

)( x
x

e
xP

x
 

 

𝑋ونكتب اختصارا  :  (مقدار ثابت) =        2.718    =eمتوسط التوزيع :   → 𝑃() 

 . وحتى يكون هذا التوزيع احتماليا ، لابد أن يكون :ويتحدد هذا التوزيع بمعرفة المتوسط 

 

 الخصائص العددية لتوزيع بواسون :   -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 =  

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √ 

حدوث حالتي طوارئ كل يوم، فما احتمال    5إذا كان معدل حالات الطوارئ في إحدز المستشفيات هو  :    04مثال  

 في أحد الأيام ؟

   الحل :

و  نادر  الطوارئ هو حدث  أن حالات  بفترة زمنية معينةبما  يتبع  مرتبط  الطوارئ  العشوائي لحالات  المتغير  ، فإن 

 وتكون دالته الاحتمالية كما يلي :   =5توزيع بواسون حيث :  

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) =
𝑒−5(5)𝑥𝑖

𝑥𝑖!
 

 احتمال حدوث حالتي طوارئ في أحد الأيام :  -

𝑃(𝑋 = 2) =
𝑒−5(5)2

2!
= 0.084 

  ==
−

1
!

)(
x

e
xP

x
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  :   تجدر الاشارة إلى أن توزيع ذو الحدين يمكن أن يقرب لتوزيع بواسون بحيث تكون ملاحظة  = 𝑛𝑝     وذلك

  n>30,np<5 or n(1-p)<5](،بينما ]  1قريب من     q=1-pقريب من الصفر  )أي أن    p، ويكون  كبيرةnعندما تكون  

وعليه   جد،  قريبا  الثنائي  التوزيع  ويكون  نادرا،  الحدث  هذا  نعتبر  يمكن   افإننا  الذي  البواسوني  التوزيع  من 

 استخدامه كتقريب ممتاز للتوزيع الثنائي. 

مصباح تم إنتاجها   500مصباح في إنتاج أحد المصانع معيب، في عينة من    100من بين كل    2إذا كان  :    05مثال  

 بالمصنع خلال أحد الأيام أوجد : 

 احتمال وجود ولا مصباح معيب في العينة؟   -1

 احتمال وجود مصباح معيب في العينة ؟  -2

 وجود مصباحين معيبين في العينة على الأقل ؟  احتمال  -3

 القيمة المتوقعة والانحراف المعياري لهذا التوزيع ؟  -4

 الحل :  

احتمال   أن  هوبما  معيب  مصباح  معينة  وجود  مكانية  أو  زمنية  فترة  في  يحدث  نادر  وقوعه   ،حدث  واحتمال 

𝑝 ضعيف جدا   =
2

100
= 0.02 ≤ 𝑛) كبيرة    nو  ،   0.05 ≥ للتوزيع  (   30 بواسون  تقريب  نستعمل  فسوف 

ذي الحدين ويكون     = np = 500.
2

100
=  وتكون الدالة الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي :  .  10

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑒−()𝑥

𝑥!
=

𝑒−10(10)𝑥

𝑥!
     𝑥 = 0,1,2,3, … ,500    

 احتمال وجود ولا مصباح معيب في العينة :  حساب  -1

𝑃(𝑋 = 0) =
𝑒−10(10)0

0!
 =  𝑒−10 = 0.0000454   

 حساب احتمال وجود مصباح معيب في العينة :   -2

𝑃(𝑋 = 1) =
𝑒−10(10)1

1!
 = 10. 𝑒−10 = 0.000454   

 حساب احتمال وجود مصباحين على الأقل معيبين :   -3

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) + ⋯ + 𝑃(𝑋 = 500) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2)

= 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)] = 1 − (0.0000454 + 0.000454) = 0.9995 
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 القيمة المتوقعة والانحراف المعياري لهذا التوزيع : حساب   -4

 التوقع الرياض ي )الوسط الحسابي( :   -أ

𝐸(𝑋) =  = 10 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =  = 10 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √ = √10 = 3.16 

 التوزيع الهندس ي   رابعا :

  لتوزيع الخاضعة الحوادث يخص حيث ، الشروط حيث  من  الثنائي  بالتوزيع شبيه الهندس ي التوزيعالتعريف :    -1

 مرة   بأول   لأمر ا  يتعلق   بل  التجربة،  في  الفشل  أو   النجاح   تكرار   حالات   بعدد  نهتم   لا   أننا  إلا  ،  مرة  n  مكررة   برنولي

 . المحاولات من عدد بعد التجربة  نجاح فيها  يتحقق

 مثلا  رميات  5  ذلك  يتطلب  أن  احتمال.  صورة  على  نحصل  أن  إلى  نقدية  قطعة  نرمي   :  للتوضيح  التالي  المثال  لنأخذ

 :هو

P(X= 5) = P(PPPPF) 

 الحدث  أو   النتيجــة   علــى   الحصــول   غايــة   إلــى   التجربــة  نكــرر   المــرة  وهــذه   برنــولي  تجربــة  إلــى   جديــد  مــن  نعــود       

 حصل  التي  المرة   فيها  بمـا)  التجربـة  تكـرار   مـرات   عدد  تمثل  التي  X  العشوائية  المتغيرة (.  واحدة  مرة   نجاح)  المطلوب

𝑋ونكتب اختصارا    .الهندس ي التوزيع تتبع( النجاح  فيها → 𝐺(p. q) . 

في حالة التوزيع الهندس ي يعبر عنها   X  فإن احتمال أي قيمة لـ  q  ــــب  الفشل  ولاحتمال  p  ــــب  النجاح  لاحتمال  رمزنا  إذا

 بدالة الاحتمال كما يلي :  

P(X = 𝑥) = p. q𝑥−1       𝑥 = 1,2,3, … , ∞ 

 الخصائص العددية للتوزيع الهندس ي :   -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 =
1

𝑃
 

 التباين :   -ب
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𝑉(𝑋) =
q

P2
 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
q

P2
 

 :   06مثال 

  05احتمال أن يتطلب ذلك   أحسب، 2إلى غاية الحصول على رقم يقبل القسمة على متوازنة  زهرة نردنرمي      

 ثم أحسب المتوسط الحسابي والانحراف المعياري لهذا التوزيع ؟  رميات ؟

 الحل :  

، 2عشوائي يمثل عدد المحاولات للحصول على رقم يقبل القسمة على   متغير  Xبما أن التجربة تتكرر عدة مرات و

(،  q= 0.5)أي أن احتمال الفشل كذلك ثابت     P = 0.5وبما أن عدد المحاولات غير معلوم، واحتمال النجاح ثابت  

 يتبع التوزيع الهندس ي، وتكون الدالة الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي :   Xفإن

P(X = 𝑥) = p. q𝑥−1 = (0.5)(0.5)𝑥−1       𝑥 = 1,2,3, … , ∞       

 :  خمس رميات 2أن يتطلب الحصول على رقم يقبل القسمة على حساب احتمال  -1

P(X = 5) = (0.5)(0.5)5−1 = 0.059049 

حساب :   -2  

التوقع الرياض ي )الوسط الحسابي( :   -أ  

𝐸(𝑋) =
1
p

=
1

0.5
= 2 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
q

p2
=

0.5

(0.5)
2

= 2 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √2 = 1.41 
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 هذا   من   الإعادة   مع  واحدة   كرة  بسحب  نقوم  حمراء،  كرات  5  و  خضراء  كرات   3  على  صندوق   يحتوي :    07مثال  

 .خضراء كرة لسحب المحاولات عدد  يمثل الذي  X العشوائي  المتغير عرفنا  فإذا الصندوق 

 : المطلوب

 ؟  X العشوائي  للمتغير الاحتمالي التوزيع قانون  حدد -1 

 أحسب احتمال أن يتطلب الحصول على كرة خضراء :  -2

 سبع محاولات ؟    –خمس محاولات ؟      ب   –أ 

والانحراف    التباين  و  الرياض ي  التوقع  من  كل  أوجد  المتغير،  ذابه  الخاص  التوزيع  قانون   تحديد  من  إنطلاقا  -3

 المعياري ؟  

 : الحــل

 : X  العشوائي للمتغير  الاحتمالي التوزيع قانون  ديحدت -1

  تجربة   تشبه   التجربة   وهذه  ،حمراء  أم  خضراء  كانت   إن  تسجيل  مع   واحدة  كرة  سحب  هو  التجربة  شروط   من

 عدد   هنا)    خضراء  كرة  لسحب  المحاولات  عدد   يمثل  عشوائي  متغير  X  و  مرات   عدة  تتكرر   التجربة  أن  وبما  بيرنولي،

𝑃(𝑉)  خضراء  كرة  على  الحصول   احتمال  أي  ثابت  التجربة  نجاح  واحتمال  معلوم  غير  المحاولات =
3

8
بينما   

𝑃(𝑅)احتمال الفشل هو احتمال الحصول على كرة حمراء   =
5

8
، الهندس ي  التوزيع  وفق   يتوزع  X  فإن  وعليه    

 حيث تكون دالته الاحتمالية على النحو التالي :  

P(X = 𝑥) = p. q𝑥−1 = (
3

8
) (

5

8
)

𝑥−1

       𝑥 = 1,2,3, … , ∞       

 :   كرة خضراءحساب احتمال أن يتطلب الحصول على  -2

 خمس محاولات :   -أ

P(X = 5) = (
3

8
) (

5

8
)

5−1

= 0.05722 

 سبع محاولات :   -ب
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P(X = 5) = (
3

8
) (

5

8
)

7−1

= 0.02235 

حساب :   -3  

الرياض ي )الوسط الحسابي( :  التوقع  -أ  

𝐸(𝑋) =
1
p

=
1

(
3
8)

= 2.666 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
q

p2
=

(
5
8)

(
3
8)

2 = 4.444 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √4.44 = 2.108 
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 التوزيع فوق الهندس ي  خامسا : 

1-    : العينة  التعريف  لتكوين  السحب  عمليات  أن  لنا  يتضح  الثنائي  للتوزيع  دراستنا  إعادة عند  مع  تتم  كانت 

 العنصر المسحوب إلى المجتمع، وهذا يترتب عنه أمران، يعتبران بمثابة شرطي تطبيق التوزيع الثنائي، هما : 

 أن جميع السحبات )أو التجارب( مستقلة عن بعضها البعض. -

 ثابت. pأن احتمال النجاح في تجربة واحدة  -

لكن هناك بعض الحالات لا يمكن أن يتم فيها السحب مع الإعادة )كإجراء فحص حول الإصابة بمرض معين(    

( فنلجأ إلى تطبيق قانون آخر يسمى قانون   pوهنا يختل شرطا تطبيق التوزيع الثنائي )استقلال التجارب، وثبات  

 فوق الهندس ي.

تجربة برنولية غير مستقلة يحسب وفق قانون التوزيع    nمن النجاحات من بين    Xوعليه فإن احتمال عدد ما     

 الاحتمالي الذي يعرف بفوق الهندس ي التالي :  

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝐶𝑁1

𝑥 .𝐶𝑁2
𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛     𝑋 = 0,1,2,3, … , 𝑛         𝑛 = 1,2,3, …               

𝑋ونكتب اختصارا :   → 𝐻(𝑁, 𝑁1, 𝑛) 

 حيث :

x  يمثل عدد مرات النجاح : 

N :   حجم المجتمع 

1N :   حجم المجتمع الذي تتوفر فيه الخاصية المدروسة 

2N حجم المجتمع الذي لا تتوفر فيه الخاصية المدروسة : 

n .)عدد التجارب )حجم العينة : 

 وبالتالي فإن شروط استخدام قانون توزيع فوق الهندس ي هي :

 ؛ nتجربة برنولية مكررة عدد محدد من المرات   -أ

 السحب يكون دون إرجاع ودفعة واحدة؛  –ب 

 .احتمال النجاح في التجربة غير ثابت )تجارب غير مستقلة( -جـ
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 الخصائص العددية للتوزيع فوق الهندس ي :   -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 = 𝑛.
𝑁1

𝑁
= 𝑛. 𝑝 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑛. 𝑝. 𝑞(
𝑁−𝑛

𝑁−1
)  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑛. 𝑝. 𝑞(
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
)  

  واحدة  كرية  ارجاع بدون  نسحب سوداء، كريات  3 و  بيضاء كريات 5 على يحتوي  صندوق  لدينا ليكن:  08مثال 

 مرات  3

باستعمال قانون الاحتمالات المركبة وباستعمال   بيضاء  المسحوبة الثلاثة  الكريات كل تكون  نأ احتمال هو  ما  -1

 ؟  قانون التوزيع الاحتمالي

 ؟ المسحوبة الثلاثة الكريات بين من  بيضاء واحدة  كرية على  الحصول  احتمال هو  ما  -2

 ما هو احتمال الحصول على كريتين بيضاء على الأقل من الكريات الثلاثة المسحوبة ؟  -3

 أحسب التوقع والانحراف المعياري لهذا التوزيع ؟   -4

 :  الحل

 .إرجاع بدون  السحب  أن هو  المثال هذا في الملاحظ

 : بيضاء  المسحوبة الثلاثة الكريات  كل تكون  نحساب احتمال  أ  -1

 )الاحتمالات المركبة(  : ولىالأ  الطريقة نستعمل -
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،  الثاني السحب في بيضاء كرية سحب  حادثة 2A ، الأول   السحب في بيضاء كرية سحب حادثة 1A:  أن  اعتبرنا إذا

3A الثالث السحب في بيضاء كرية سحب حادثة . 

 قانون   ونستعمل  بيضاء،  كذلك  والثالثة  والثانية  بيضاء  ولىالأ   تكون   نأ  احتمال  حساب  هو  السؤال  عنفالإجابة  

   : المركبة الاحتمالات

𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3) = 𝑃(𝐴1) ∗ 𝑃(𝐴2 𝐴1⁄ ) ∗ 𝑃(𝐴3 𝐴1 ∩ 𝐴2⁄ ) =
5

8
∗

4

7
∗

3

6
=

60

336
=

5

28
 

 )الاحتمالات المركبة(  : ولىالأ  الطريقة نستعمل -

مرات(، احتمال النجاح غير ثابت السحب بدون ارجاع )التجارب غير مستقلة(،    3)مكررة    بما أن التجربة برنولية

المتغير    :    X فإن  بالمعلمات  الهندس ي  فوق  التوزيع  يتبع   ) المسحوبة  البيضاء  الكريات  عدد   (𝑋 → 𝐻(8,5,3)  

 وتكون دالته الاحتمالية كالتالي :

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝐶𝑁1

𝑥 .𝐶𝑁2
𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛 =

𝐶5
𝑥.𝐶3

3−𝑥

𝐶8
3             𝑋 = 0,1,2,3           𝑛 = 3     

𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶5

3. 𝐶3
3−3

𝐶8
3 =

10

56
=

5

28
 

 وهي نفس نتيجة الطريقة الأولى .

 : المسحوبة الثلاثة  الكريات بين من بيضاء واحدة كرية على الحصول   احتمال حساب  -2

𝑃(𝑋 = 1) =
𝐶5

1. 𝐶3
3−1

𝐶8
3 =

15

56
 

 حسب احتمال الحصول على كريتين بيضاء على الأقل من الكريات الثلاثة المسحوبة : -3

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶5

2. 𝐶3
3−2

𝐶8
3 +

𝐶5
3. 𝐶3

3−3

𝐶8
3 =

30

56
+

10

56
=

40

56
=

5

7
 

 حساب التوقع الرياض ي والتباين والانحراف المعياري : -4

 التوقع الرياض ي :   -أ
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𝐸(𝑋) = 𝜇 = 𝑛.
𝑁1

𝑁
= 𝑛. 𝑝 = 3.

5

8
=

15

8
= 1.875 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑛. 𝑝. 𝑞 (
𝑁−𝑛

𝑁−1
) = 3.

5

8
.

3

8
(

8−3

8−1
) =

225

448
= 0.5022  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑛. 𝑝. 𝑞(
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
) = √0.5022 = 0.7086 

ذكور  4تتكون لجنة التنظيم في أحد المسابقات الوطنية الجامعية لاختيار أحسن مؤسسة ناشئة من :   09مثال 

إناث، سحبنا بصورة عشوائية لجنة مؤلفة من أربعة أشخاص لاختيار أحسن مشروع في النهائيات، نفرض أن   7و

X  .المتغير العشوائي الذي يعبر عن اختيار  الذكور 

  أكتب قانون التوزيع لهذا المتغير العشوائي ؟ -1 المطلوب : 

 أحسب التوقع الرياض ي والتباين والانحراف المعياري ؟   -2                    

 الحل :  

 كتابة قانون التوزيع لهذا المتغير العشوائي :  -1

  ) عدد X مرات(، احتمال النجاح غير ثابت )التجارب غير مستقلة(، فإن المتغير   4بما أن التجربة برنولية )مكررة 

𝑋الذكور في اللجنة( يتبع التوزيع فوق الهندس ي بالمعلمات :   → 𝐻(11,4,4)  : وتكون دالته الاحتمالية كالتالي 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝐶𝑁1

𝑥 .𝐶𝑁2
𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛 =

𝐶4
𝑥.𝐶7

4−𝑥

𝐶11
4             𝑋 = 0,1,2,3,4           𝑛 = 4        

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶4

0. 𝐶7
4−0

𝐶11
4 = 0.106      , 𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶4
1. 𝐶7

4−1

𝐶11
4 = 0.424    , 𝑃(𝑋 = 2) =

𝐶4
2. 𝐶7

4−2

𝐶11
4 = 0.38 

𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶4

3. 𝐶7
4−3

𝐶11
4 = 0.0848           , 𝑃(𝑋 = 4) =

𝐶4
4. 𝐶7

4−4

𝐶11
4 = 0.003 

 في الجدول التالي :   Xويمكن تلخيص التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي 



 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة   المحور الأول 

 

 19 جامعة المسيلة –  كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير  - --د. بيصار عبد الحكيم  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

 

 

 حساب التوقع الرياض ي والتباين والانحراف المعياري : -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 = 𝑛.
𝑁1

𝑁
= 𝑛. 𝑝 = 4.

4

11
=

16

11
= 1.45 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑛. 𝑝. 𝑞 (
𝑁−𝑛

𝑁−1
) = 4.

4

11
.

7

11
(

11−4

11−1
) = 0.64  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑛. 𝑝. 𝑞(
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
) = √0.64 = 0.8 

 )مهم لكيفية التمييز  بين التوزيعات الاحتمالية(  : 10مثال 

 حدد  طبيعة قانون التوزيع الاحتمالي الموافق للحالات المدروسة التالية، مع التعليل : 

اليومي     -1 للإنتاج  صالحة  الغير  الأجهزة  مراقبة  يتم  كوندور،  نوع  من  الكهرومنزلية  الأجهزة  لإنتاج  مصنع  في 

 أجهزة التلفاز. وحدة من  500والمقدر بــ 

 .  03إجابة طالب )ة( على أسئلة ورقة الامتحان في مقياس الإحصاء  -2

من الطلبة في إحدز الكليات أعسريين ) أيسريين(، وطلب من أحد الممولين بالكراس ي بأن يضع    %  10إذا كان     -3

 طالب.   20هو   02في كل قاعة دراسية كراس ي خاصة بالأعسريين، وكان تعداد الطلبة بالقاعة 

 إجابة طالب )ة( على السؤال الشفوي للأستاذ أثناء المحاضرة.   -4

المسيلة    -5 بولاية  الزهراوي  بمستشفى  الطوارئ  بقسم  المكالمات  مستقبل  خلال   5يتلقى  المتوسط  في  مكالمات 

 ساعة ما.

∑ 4 3 2 1 0 X 

1 0.03 0.0848 0.38 0.424 0.106 P(x) 
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بالخارج يخفق     -6 التكوين الإقامي  للنجاح للحصول على منحة  بين    2في مسابقة جهوية  ، تقدم  100طلبة من 

 طالب.  500للمشاركة في المسابقة هذا العام  

  2020في محاولة للحصول على التأشيرة الأوروبية تمكن أحد طالبي التأشيرة من الحصول عليها لأول مرة سنة     -7

 محاولات.  5بعد 

 . 6ونبحث عن عدد المحاولات للحصول على الرقم نرمي زهرة نرد   -8

العام    سجل   -9 لهذا  للغات بجامعة المسيلة  المكثف  التعليم  بينهم    500في مركز  و  350طالب، من    150طالبة 

 طالب فقط لهذا العام.  200طالب، علما أن المركز  يستطيع قبول 

ودفعة واحدة طلبة بشكل عشوائي    4  طالبة، تم اختيار لجنة من  15لب و طا  20فوج من الطلبة مكون من     -10

 لتمثيل الفوج في مجلس الإدارة، ونريد معرفة عدد الذكور في اللجنة. 

 الحل :  

في     المبين  النحو  على  التمرين  هذا  في  إليها  المشار  للحالات  الموافق  الاحتمالي  التوزيع  قانون  طبيعة  تحديد  يتم 

 الجدول التالي :  

 التعليل نوع التوزيع  الحالات المدروسة  الرقم 

الكهرومنزلية   01 الأجهزة  لإنتاج  مصنع  في 

الأجهزة   مراقبة  يتم  كوندور،  نوع  من 

بــ  الغير   والمقدر  اليومي  للإنتاج  صالحة 

 وحدة من أجهزة التلفاز.  500

 ثوزيع ثنائي الحدين 

𝑋 → 𝐵(𝑛, 𝑝) 

 )  التلفزيونات(تجربة متكررة عدة مرات   -

أو    - صالح  التلفاز   ( فقط  نتيجتين  اختبار  لكل 

 غير صالح(

أخرز    - إلى  عملية  من  ثابت  التحقق  احتمال 

 صالح( )احتمال أن يكون المصباح غير  

الأول مستقل    - التلفاز  مراقبة   ( النتائج مستقلة 

 عن الثاني وهكذا( 

ورقة   02 أسئلة  على  )ة(  طالب  إجابة 

 . 03الامتحان في مقياس الإحصاء 
 ثوزيع ثنائي الحدين 

𝑋 → 𝐵(𝑛, 𝑝) 

 تجربة متكررة عدة مرات  )تعدد الاسئلة(   -

أو    - إجابة صحيحة   ( نتيجتين فقط  اختبار  لكل 

 خاطئة ( 

 احتمال الإجابة الصحيحة ثابت في كل سؤال  -

الأول    - السؤال  عن  الإجابة   ( مستقلة  النتائج 

 مستقل عن الثاني وهكذا(
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كان   03 إحدز    %  10إذا  في  الطلبة  من 

أيسريين  ( أعسريين  وطلب  الكليات   ،)

من أحد الممولين بالكراس ي بأن يضع في  

خاصة   كراس ي  دراسية  قاعة  كل 

الطلبة   تعداد  وكان  بالأعسريين، 

 طالب.   20هو  02بالقاعة 

 ثوزيع ثنائي الحدين 

𝑋 → 𝐵(𝑛, 𝑝) 

 تجربة متكررة عدة مرات )  عدد الطلبة  (   -

لكل اختبار نتيجتين فقط ) طالب أعسر أو غير    -

 أعسر( 

أخرز    - إلى  عملية  من  ثابت  النجاح  احتمال 

 )احتمال أن يكون الطالب أعسر (

 النتائج مستقلة ) كل طالب مستقل عن الآخر(  -

الشفوي   04 السؤال  على  )ة(  طالب  إجابة 

 للأستاذ أثناء المحاضرة. 

 توزيع بيرنولي 

𝑋 → 𝐵(1, 𝑝) 

 التجربة متكررة مرة واحدة فقط )سؤال واحد(  -

 ثتائية، إما صحيحة أو خاطئة. النتيجة   -

بقسم   05 المكالمات  مستقبل  يتلقى 

الزهراوي   بمستشفى  الطوارئ 

المسيلة   في   5بولاية  مكالمات 

 المتوسط خلال ساعة ما. 

 توزيع بواسون 

𝑋 → 𝑃() 

-    : الزمن  بعنصر  وارتباطه  نادر  الحدث    إعتبار 

 متوسط عدد المكالمات في الساعة الواحدة. 

للنجاح   06 جهوية  مسابقة  في 

التكوين   منحة  على  للحصول 

طلبة من    2الإقامي بالخارج يخفق  

في  100بين   للمشاركة  تقدم   ،

 طالب.  500المسابقة هذا العام  

توزيع بواسون كتقريب  

 للتوزيع الثنائي

𝑋 → 𝑃() 
 = n. p 

 طالب( 500تجربة متكررة بعدد كبير جدا )   -

أن     - أو  الطالب  يخفق  أن  إما  ثنائية،  النتيجة 

 ينجح في المسابقة. 

 إحتمال النجاح ثابت.  -

 النتائج مستقلة ) كل طالب مستقل عن الآخر(.  -

صغيرة، فإننا نستخدم توزيع    Pكبيرة و  nبما أن    -

 كتقريب للتوزيع الثنائي. بواسون 

التأشيرة   07 على  للحصول  محاولة  في 

طالبي   أحد  تمكن  الأوروبية 

لأول   عليها  الحصول  من  التأشيرة 

 محاولات.  5بعد  2020مرة سنة 

 التوزيع الهندس ي 

𝑋 → 𝐺(p. q) 

 تعدد المحاولات.  -

 إستقلالية التجارب.  -

 الاهتمام بتحقق الحدث لأول مرة. -

زهرة نرد ونبحث عن عدد نرمي  08

 .6المحاولات للحصول على الرقم 
 التوزيع الهندس ي 

𝑋 → 𝐺(p. q) 

 تعدد المحاولات.  -

 إستقلالية التجارب.  -

 الاهتمام بتحقق الحدث لأول مرة. -

المكثف   09 التعليم  مركز  في  سجل 

العام  لهذا  المسيلة  بجامعة  للغات 

بينهم    500 من  طالبة    350طالب، 

المركز     150و أن  علما  طالب، 

قبول   فقط   200يستطيع  طالب 

 لهذا العام.

 التوزيع فوق الهندس ي 

𝑋 → 𝐻(𝑁, 𝑁1, 𝑛) 

 . nتجربة مكررة عدد محدد من المرات   -

السحب يكون دون إرجاع ودفعة واحدة    -

 )تجارب غير مستقلة(. 
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من   10 مكون  الطلبة  من   20فوج 

طالبة، تم اختيار لجنة    15طالب و

دفعة   4من   عشوائي  بشكل  طلبة 

مجلس   في  الفوج  لتمثيل  واحدة 

الذكور  عدد  معرفة  ونريد  الإدارة، 

 في اللجنة.

 التوزيع فوق الهندس ي 

𝑋 → 𝐻(𝑁, 𝑁1, 𝑛) 

 . nتجربة مكررة عدد محدد من المرات   -

السحب يكون دون إرجاع ودفعة واحدة    -

 )تجارب غير مستقلة(. 

 

 سادسا : ملخص أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المنفصلة 

 V(X)التباين  E(X)التوقع  صيغة القانون  Xطبيعة المتغير  اسم ورمز القانون 

   برنولي 

𝑋 → 𝐵(1, 𝑝) 

X   متغير عشوائي منفصل يعكس
برنولي   تجربة  ويأخذ نتائج 

أن    1  )  1أو    0القيمتين   يعني 
التجربة   التي  ه نتيجة  النتيجة  ي 

و هت نجاح،  أي  أن    0منا  يعني 
 ( منا أي فشلهالنتيجة لا ت

P(X = x) = pxq1−x  

X= 0,1 
P p.q 

 ثنائي الحدين 

𝑋 → 𝐵(𝑛, 𝑝) 

X    منفصل عشوائي  يمثل  متغير 
مرات   ععدد  نجاح  لالحصول  ى 

مرة   n خلال تكرار تجربة برنولي
بعضلمستق عن  البعض هة  ا 

 ( السحب مع الإرجاع)

P(X = x)
= Cn

x(p)x(q)n−x 

  X = 0,1,2,3,4 

n.p n.p.q 

 بواسون 

𝑋 → 𝑃() 

X  يمثل    ل متغير عشوائي منفص  
معين   حدث  تحقق  مرات  عدد 
 خلال فترة زمنية أو مكانية معينة. 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑒−()𝑥

𝑥!
    

  𝑥 = 0,1,2,3, … , ∞ 
  

 الهندس ي 

𝑋 → 𝐺(𝑝, 𝑞) 

X  يمثل     ل متغير عشوائي منفص
الحدث   لتحقق  المحاولات  عدد 

 )النجاح( أول مرة. 

P(X = 𝑥) = p. q𝑥−1 

𝑥 = 1,2,3, … , ∞ 

1

𝑃
 

q

P2
 

 فوق الهندس ي 

𝑋
→ 𝐻(𝑁, 𝑁1, 𝑛) 

X    يمثل منفصل  عشوائي  متغير 
ع الحصول  مرات  نجاح  لعدد  ى 

مرة   n خلال تكرار تجربة برنولي

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝐶𝑁1

𝑥 . 𝐶𝑁2

𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛    

 

  𝑥 = 0,1,2,3, … , 𝑛 

𝑛.
𝑁1

𝑁
= 𝑛. 𝑝 

𝑛. 𝑝. 𝑞(
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
) 
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بعضلمستقغير   عن  البعض ه ة  ا 
 (الإرجاع دون السحب )
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 سل التمارين الخاصة بالمحور لا سسابعا : 

 الأولى  سلسلةحل ال

 )توزيع ثنائي الحدين –توزيع برنولي  –بعض التوزيعات الاحتمالية المنفصلة  (

 :  التمرين الأول حل 

ــاء  التمـــرين : ــي مقيـــاس الإحصـ ــى فـ ــنة الأولـ ــة السـ ــاح لطلبـ ــبة النجـ ــية هـــو  02إذا كانـــت نسـ ــنة الماضـ ، نختـــار % 40للسـ

 يمثل عدد الطلبة الناجحين.  Xطالبا عشوائيا من طلبة العام الماض ي، وليكن  

 هذا المتغير؟ نوع  هو  ما  -1

 حدد التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير ؟  -2

 لهذا المتغير ؟  المعياري   والانحراف  الحسابي، الوسط  أحسب -3

 الحل :  

:  ـ  1 المتغير  الناجحين   عدد نوع  ومدز منفصل عشوائي  متغير  xالطلبة   :    هو  الحالة  هذه في المتغير هذا ، 

 1,0== xX 
 المتغير :  لهذا  الاحتمالي تحديد التوزيع  -2

𝑋( أو )نجاح وفشل( فهو يتبع توزيع برنولي أي :  0،1يحتمل قيمتين فقط ) Xبما أن المتغير العشوائي   →

𝐵(1,0.4)  : وتكون دالته الاحتمالية هي 

 

P(X = x) = (p)x(q)1−x = (0.4)x(0.6)1−x      X = 0,1 

 و توزيعه الاحتمالي كالتالي : 

∑ 1 0 X 

1 0.4 0.6 P(X=xi) 

 حساب التوقع والتباين والانحراف المعياري لهذا المتغير :  -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 = 𝑝 = 0.4 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑝(1 − 𝑝) = 𝑝. 𝑞 = 0.4 ∗ 0.6 = 0.24 
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 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑝. 𝑞 = √0.24 = 0.48 

 : ثاني التمرين الحل 

)فــي أي مبــاراة يلعههــا هــو   Aاحتمــال أن يكســب الفريــق التمرين : 
2

3
بأنــه عــدد مــرات   Xإذا عــرف المتغيــر العشــوائي ،  (

 أربع مباريات  :   A  الفوز، و لعب الفريق

 المتغير؟ نوع  هو  ما  -1

 المتغير ؟  لهذا  الاحتمال دالة  شكل  أكتب  -2

  أن يكسب الفريق مبارتين بالضبط؟ -أ: التالية    الاحتمالات  أحسب -3

ــى – ب ــارتين علـ ــر ؟ أن يكســـب مبـ ــى الأقـــل ؟ د  - جــــ الأكثـ ــر مـــن نصـــف  –أن يكســـب مبـــاراة واحـــدة علـ أن يكســـب أكثـ

 المباريات ؟

 الفوز؟  حالات لعدد  المعياري   والانحراف  الحسابي، الوسط  أحسب  – 4

 الحل :  

1  .: المتغير  الفوز   عدد  نوع  ومدز منفصل عشوائي  متغيرمرات   :    هو الحالة هذه في المتغير هذا ، 

 4,3,2,1,0== xX 

 :  ـ شكل دالة التوزيع2

، فإن  n=4، وبما أن عدد المحاولات معلوم : p= 2/3 ،q=1-p =1/3 بما أن احتمال النجاح ثابث في كل المحاولات 

𝑋يتبع توزيع ذو الحدين   Xالمتغير العشوائي  → 𝐵(4,
2

3
 الذي دالته الاحتمالية :    (

P(X = x) = Cn
x(p)x(q)n−x = C4

x (
2

3
)

x

(
1

3
)

4−x

  X = 0,1,2,3,4 

 . حساب الاحتمالات التالية : 3

 :  أن يكسب الفريق مبارتين بالضبط -أ

P(X = 2) = C4
2 (

2

3
)

2

(
1

3
)

4−2

= 6 × 0.444 × 0.111 = 0.2962 

 :الأكثر أن يكسب مبارتين على -ب

P(X ≤ 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = C4
0 (

2

3
)

0

(
1

3
)

4−0

+ C4
1 (

2

3
)

1

(
1

3
)

4−1

+ 0.2962

= 0.0123 + 0.0987 + 0.2962 = 0.4072 
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 أن يكسب مباراة واحدة على الأقل :   -جـ 

P(X ≥ 1) = P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) = 1 − P(X = 0)

= 1 − C4
0 (

2

3
)

0

(
1

3
)

4−0

= 1 − (
1

3
)

4

= 1 − (q)4 = 1 − 0.0123 = 0.9877 

 :  أن يكسب أكثر من نصف المباريات –د

P(X > 2) = P(X = 3) + P(X = 4) = 1 − P(X ≤ 2) = 1 − 0.4072 = 0.5928 

 حساب :   .4

𝐸(𝑋)   : ( الوسط الحسابيتوقع التوزيع ) -أ = 𝑛. 𝑝 = 4.
2

3
=

8

3
= 2.66 

𝑉(𝑋)     التباين : -ب = 𝑛. 𝑝. 𝑞 = 4.
2

3
.

1

3
=

8

9
= 0.88 

𝜎𝑋الانحراف المعياري :   -جـ  = √𝑉(𝑋) = √0.88 = 0.93 

 حل التمرين الثالث :  

 0.2أسئلة، وكــان احتمــال أن يجيــب الطالــب علــى أي ســؤال عشــوائي هــو  10إذا كان الامتحان يتكون من التمرين :  

 ، أوجد الاحتمالات التالية : 

 ألا يجيب الطالب على أي سؤال ؟  -1

 أن يجيب على كل الأسئلة ؟  -2

 أن يجيب على سؤال أو أكثر  ؟ -3

 أسئلة فقط ؟  3أن يجيب على   -4

 ما هي القيمة المتوقعة والانحراف المعياري لعدد الإجابات ؟ -5

 الحل :  

الأسئلة   عدد  - على  الإجابة  ومدز منفصل عشوائي  متغيرمرات   :    هو الحالة هذه في المتغير هذا ، 

 10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0== xX 

 :  شكل دالة التوزيع-

، فإن  n = 10، وبما أن عدد المحاولات معلوم : p= 0.2 ،q=1-p =0.8 بما أن احتمال النجاح ثابث في كل المحاولات 

𝑋يتبع توزيع ذو الحدين   Xالمتغير العشوائي  → 𝐵(10,0.2)    : الذي دالته الاحتمالية 

P(X = x) = Cn
x(p)x(q)n−x = C10

x (0.2)x(0.8)10−x     X = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 

 حساب أحتمال ألا يجيب الطالب على أي سؤال :  -1

P(X = 0) = C10
0 (0.2)0(0.8)10−0 = (0.8)10 = (q)10  = 0.1073   



 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة   المحور الأول 

 

 27 جامعة المسيلة –  كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير  - --د. بيصار عبد الحكيم  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

 حساب احتمال أن يجيب على كل الأسئلة :  -2

P(X = 10) = C10
10(0.2)10(0.8)10−10 = (0.2)10 = (p)10  = 0.0000001024   

 حساب احتمال أن يجيب على سؤال أو أكثر   : -3

P(X ≥ 1) = P(X = 1) + P(X = 2) + ⋯ + P(X = 10) = 1 − P(X = 0) = 1 − 0.1073 = 0.8927 

 فقط :  أسئلة 3 على حساب احتمال أن يجيب  -4

P(X = 3) = C10
3 (0.2)3(0.8)10−3 = 120(0.2)3(0.8)7 = 0.2013 

 حساب :   .5

𝐸(𝑋)   : (الوسط الحسابيالقيمة المتوقعة لعدد الإجابات ) -أ = 𝑛. 𝑝 = 10 × 0.2 = 2 

𝑉(𝑋)     التباين : -ب = 𝑛. 𝑝. 𝑞 = 10 × 0.2 × 0.8 = 1.6 

𝜎𝑋:  لعدد الإجابات الانحراف المعياري  -جـ  = √𝑉(𝑋) = √1.6 = 1.26 

 

 حل التمرين الرابع :  

) احتمال أن يصيب الرجل الهدف هو  التمرين : 
1

4
 مرات :  7إذا أطلق الرجل   في احدز مسابقات الرماية،  (

 ما هو احتمال أن يصيب الرجل الهدف على الأقل مرتين ؟ -1

)مرة يجب أن يطلق على الهدف لكي يكون احتمال أن يصيب الهدف على الأقل مرة واحدة أكبر من   كم  -2
2

3
 ؟  (

 الحل :  

الهدف   عدد  - إصابة  ومدزمنفصل عشوائي متغيرمرات   :    هو الحالة هذه  في المتغير هذا  ، 

 7,6,5,4,3,2,1,0== xX 

 :   شكل دالة التوزيع -

)=p بما أن احتمال النجاح ثابث في كل المحاولات 
1

4
)  ،q=1-p =(

3

4
، فإن  n = 7، وبما أن عدد المحاولات معلوم :  (

𝑋يتبع توزيع ذو الحدين   Xالمتغير العشوائي  → 𝐵(7, (
1

4
 الذي دالته الاحتمالية :    ((

P(X = x) = Cn
x(p)x(q)n−x = C7

x (
1

4
)

x

(
3

4
)

7−x

     X = 0,1,2,3,4,5,6,7 

 حساب احتمال أن يصيب الرجل الهدف على الأقل مرتين :  -1

P(X ≥ 2) = P(X = 2) + P(X = 3) + ⋯ + P(X = 7) = 1 − [P(X = 0) + P(X = 1)]

= 1 − [C7
0 (

1

4
)

0

(
3

4
)

7−0

+ C7
1 (

1

4
)

1

(
3

4
)

7−1

] = 1 − (0.1334 + 0.3114) = 0.5552 
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كم مرة يجب أن يطلق على الهدف لكي يكون احتمال أن يصيب الهدف على الأقل مرة واحدة أكبر من   حساب   -2

(
2

3
)   : 

1أقل من   n(q)بحيث تكون    n، ولذلك يجب أن نبحث عن أصغر عدد   n(q)احتمال عدم إصابة الهدف هو    - −

(
2

3
) = (

1

3
) 

)= q=1- pحيث      
3

4
𝑞nحتى يكون :       (   n)أو أصغر  q، ولذلك سوف نبحث عن القوز المتتالية للعدد   ( <

1

3
 

𝑞1 =
3

4
>

1

3
    ,            𝑞2 = (

3

4
)

2
=

9

16
>

1

3
    ,         𝑞3 = (

3

4
)

3
=

27

64
>

1

3
    ,       𝑞4 =

(
3

4
)

4
=

81

256
<

1

3
 

 

)مرات على الهدف لكي يكون احتمال أن يصيب الهدف على الأقل مرة واحدة أكبر من   4ولذلك يجب أن يطلق 
2

3
)   

. 
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 الثانية  سلسلةحل ال

 )التوزيغ فوق الهندس ي  -التوزيع الهندس ي   –توزيع بواسون  –بعض التوزيعات الاحتمالية المنفصلة  (

 :  التمرين الأول حل 

عمــلاء كــل ســاعة للتــزود بــالبنزين عنــد محطــات البنــزين     6تشير الخبرة السابقة أنه في المتوسط يتوقــف  التمرين :

 البركة  ، ما هو احتمال :

 عملاء في ساعة ما ؟ 3توقف  -1

 عملاء أو أقل في ساعة ما ؟ 3توقف  -2

 عملاء على الأقل في ساعة ما ؟  4توقف   -3

 ما هي القيمة المتوقعة أو الوسط الحسابي والانحراف المعياري لهذا التوزيع ؟ -4

 الحل : 

بما أن احتمال توقف السيارات للتزود بالوقود هو متغير عشوائي منفصل، وبما أنه حدث نادر يحدث في فترة       

فإن     معينة،  ومكانية  توزيع    :  Xزمنية  يتبع  بالوقود   للتزود  السيارات  توقف  عن  يعبر  الذي  العشوائي  المتغير 

 ، وتكون دالته الاحتمالية كالتالي :  =6بواسون بالمتوسط  

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑒−()𝑥

𝑥!
=

𝑒−6(6)𝑥

𝑥!
     𝑥 = 0,1,2,3, … , ∞      

 عملاء في ساعة ما :  3توقف حساب احتمال  -1

𝑃(𝑋 = 3) =
𝑒−6(6)3

3!
=

(0.00248)(216)

6
= 0.08928 

 عملاء أو أقل في ساعة ما : 3توقف حساب احتمال  - 2

𝑃(𝑋 ≤ 3) = 𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3)

=
𝑒−6(6)0

0!
+

𝑒−6(6)1

1!
+

𝑒−6(6)2

2!
+ 0.08928

= 0.00248 + 0.01488 + 0.04464 + 0.08928 = 0.15128 

 عملاء على الأقل في ساعة ما :  4توقف   حساب احتمال  -3

𝑃(𝑋 ≥ 4) = 𝑃(𝑋 = 4) + 𝑃(𝑋 = 5) + ⋯ + 𝑃(𝑋 = ∞) = 1 − 𝑃(𝑋 < 4)

= 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3)] = 1 − 0.15128 = 0.84872 

 القيمة المتوقعة أو الوسط الحسابي والانحراف المعياري لهذا التوزيع :حساب  -4

 التوقع الرياض ي )الوسط الحسابي( :   -أ

𝐸(𝑋) =  = 6 
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 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =  = 6 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √ = √6 = 2.44 

 : الثاني  التمرين حل 

 التمرين : 

مــواطن. فــي مدينــة أخــرز  50000لنفرض أن عدد حالات الهجرة الغير شرعية هــي حالتــان فــي العــام فــي مدينــة بهــا       

 مواطن : 100000بها  

 أوجد احتمال أن تكون عدد حالات الهجرة الغير  شرعية  في عام معين :   -1

 حالتين على الأقل . -حالتين            د  -حالة واحدة         جـ   –صفر            ب   -أ 

 أوجد احتمال أن تكون عدد حالات الهجرة الغير شرعية عن طريق توزيع ثنائي الحدين :   -2

 ماذا تستنتج ؟  -حالة واحدة           جـ   -صفر              ب -أ

 الحل :  

فترة       في  يحدث  نادر  حدث  أنه  وبما  منفصل،  عشوائي  متغير  هو  الغير شرعية  الهجرة  وقوع  احتمال  أن  بما 

𝑝 زمنية أو مكانية معينة واحتمال وقوعه ضعيف جدا   =
2

50000
= 0.00004 ≤ 𝑛) كبيرة    nو  ،  0.05 ≥

فسوف نستعمل تقريب بواسون للتوزيع ذي الحدين ويكون    (  30 = np = 100000.
2

50000
= وتكون  .   4

 الدالة الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي :  

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑒−()𝑥

𝑥!
=

𝑒−4(4)𝑥

𝑥!
     𝑥 = 0,1,2,3, … ,100000     

 إيجاد احتمال أن تكون عدد حالات الهجرة الغير  شرعية في عام معين :   -1

 صفر :   –أ 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝑒−4(4)0

0!
=  𝑒−4 = 0.0183 

 واحدة :  حالة  –ب

𝑃(𝑋 = 1) =
𝑒−4(4)1

1!
= 4. 𝑒−4 = 0.0732 

 حالتين:   –جـ 



 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة   المحور الأول 

 

 31 جامعة المسيلة –  كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير  - --د. بيصار عبد الحكيم  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

𝑃(𝑋 = 2) =
𝑒−4(4)2

2!
= 8. 𝑒−4 = 0.1465 

 حالتين على الأقل :   –د

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) + ⋯ + 𝑃(𝑋 = 100000) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2)

= 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)] = 1 − (0.0183 + 0.0732) = 0.9085 

 ايجاد احتمال أن تكون عدد حالات الهجرة الغير شرعية عن طريق توزيع ثنائي الحدين :   -2

 صفر :   -أ

𝑝)  واحتمال النجاح ثابت في كل تجربة  ،  (n=100000بما أن عدد المحاولات معلوم ) =
2

50000
= 0.00004 ) 

مستقلة( استخدام  فإن  )التجارب  يمكننا  الدالة الحدين    ثنائيتوزيع  ه  وتكون  المطلوبة،  الاحتمالات  لحساب 

 الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي :  

 

P(X = 𝑥) = Cn
𝑥(p)𝑥(q)n−𝑥 = C100000

𝑥 (0.00004)𝑥(0.99996)100000−𝑥       𝑥

= 0,1,2,3, . . ,100000 

𝑃(𝑋 = 0) = C100000
0 (0.00004)0(0.99996)100000−0 = 0.0183 

 حالة واحدة :   –ب 

𝑃(𝑋 = 1) = C100000
1 (0.00004)1(0.99996)100000−1 = 0.0732 

:  -جـ   نلاحظ أن هناك نفس النتائج في حالة الحساب بتوزيع بواسون أو توزيع ثنائي الحدين، وعليه    الاستنتاج 

تكون   عندما  وذلك  بواسون،  توزيع  من  الحدين  ثنائي  توزيع  تقريب  نقوم   nو    صغيرة  pيمكن  وعموما  كبيرة، 

𝑝بالتقريب إذا تحقق :   ≤ 𝑛و    0,05 ≥ 30. 

 : الثالث  التمرين حل 

 التمرين : 

ــو        ــابقة الــــدكتوراه هــ ــي مســ ــاح شــــخص معــــين فــ ــال نجــ ــين  10إذا علمــــت أن احتمــ ــاز شــــخص معــ ــإذا اجتــ بالمائــــة، فــ

 بأنه يمثل عدد المحاولات للنجاح في مسابقة الدكتوراه.  Xالمسابقة عدة مرات، وعرف المتغير العشوائي  

 ؟  Xحدد قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي   -1
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 ما هو احتمال أن ينجح في :  -2

 المرة الخامسة ؟  -المرة الرابعة ؟          جـ   –المرة الثالثة ؟      ب   -أ

 أوجد التوقع والانحراف المعياري لهذا المتغير العشوائي ؟ -3

 الحل : 

 :   Xتحديد قانون التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي   -1

عشوائي يمثل عدد المحاولات للنجاح في مسابقة الدكتوراه، وبما أن   متغير  Xبما أن التجربة تتكرر عدة مرات و    

   X(، فإن   q= 0.9)أي أن احتمال الفشل كذلك ثابت     P = 0.1عدد المحاولات غير معلوم، واحتمال النجاح ثابت  

 يتبع التوزيع الهندس ي، وتكون الدالة الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي :  

P(X = 𝑥) = p. q𝑥−1 = (0.1)(0.9)𝑥−1       𝑥 = 1,2,3, … , ∞       
 حساب احتمال أن ينجح في :   -2

 المرة الثالثة :    –أ 

P(X = 3) = (0.1)(0.9)3−1 = 0.081 

 المرة الرابعة :   –ب 

P(X = 4) = (0.1)(0.9)4−1 = 0.0729 
 المرة الخامسة :   –جـ 

P(X = 5) = (0.1)(0.9)5−1 = 0.06561 
حساب :   -3  

 الرياض ي )الوسط الحسابي( :  التوقع  -أ

𝐸(𝑋) =
1

p
=

1

0.1
= 10 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
q

p2
=

0.9

(0.1)
2

= 90 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √90 = 9.48 

 : الرابع  التمرين حل 
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 التمرين : 

ـــنهم طالــــب 30 التســــيير وعلـــوم التجاريـــة الإقتصـــادية، العلـــوم بكليـــة مشـــترك جـــدع أولـــى الســـنة فـــي فـــوج يضـــم  10  مـ

ــلين طـــــلاب ــا علــــــى حاصــــ ــتاذ قــــــرر  فــــــإذا علــــــوم، شــــــعبة بكالوريــــ ــبة مقيـــــــاس أســـ ــة إختيـــــــار ،01 المحاســـ  طـــــــلاب( 3) ثلاثـــ

 :  والمطلوب المقبلة،  للحصة  السلسلة من معين  تمرين حل بتحضير  لتكليفهم  الفوج  من  عشوائية  بطريقة

  ؛  التالية  الاحتمالات قيم  أوجد  -1

 الأقـــل علـــى طالـــب يكـــون  أن احتمــال. ب          علـــوم؟ شـــعبة بكالوريـــا علـــى حاصــل الطـــلاب أحـــد يكـــون  أن احتمــال. أ 

ــ         علــوم؟ شــعبة بكالوريــا علــى حاصــل . د          علــوم؟ شــعبة بكالوريــا علــى حاصــل طالــب ولا يكــون  أن احتمــال. جـ

  علوم؟  شعبة  بكالوريا على حاصلين  المختارين  الطلاب  يكون  أن  احتمال

  ؟ علوم  شعبة  بكالوريا على حاصلين  طلاب  لإختيار  المعياري   والإنحراف الرياض ي  التوقع  أحسب. 2

لهـــذه  طالـــب 800 أصـــل مـــن طالـــب 60 هـــو الدفعـــة فـــي علـــوم بكالوريـــا علـــى الحاصـــلين الطـــلاب مجمـــوع أن بفـــرض. 3

ــنة، ــا الســ ــار احتمــــال فمــ ــة إختيــ ــة طــــلاب ثلاثــ ــار) المقيــــاس صــــعوبات عــــن لإســــتجوابهم عشــــوائية بطريقــ  آن فــــي إختيــ

 ؟(واحد

 الحل : 

التجربة برنولية     التجارب غير    3)مكررة    بما أن  في آن واحد، فهذا يعني أن  تتم  مرات(، وعملية اختيار الطلبة 

) عدد الطلبة الحاصلين على بكالوريا شعبة علوم( يتبع التوزيع فوق   X مستقلة، وبالتالي فإن المتغير العشوائي   

𝑋الهندس ي بالمعلمات :   → 𝐻(30,10,3)  : وتكون دالته الاحتمالية كالتالي 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑓(𝑥) =
𝐶𝑁1

𝑥 . 𝐶𝑁2

𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛  

𝑁حيث :        = 30,     𝑁1 = 10,    𝑁2 = 20,       𝑛 = 3,       𝑥 = 0,1,2,3      

 

 أي أن القانون الاحتمالي لهذا التوزيع يعرف كما يلي :   

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑓(𝑥) =
𝐶10

𝑥 . 𝐶20
3−𝑥

𝐶30
3  

  :  التالية  الاحتمالات  قيم أيجاد  -1

 علوم :  شعبة بكالوريا على  حاصل  الطلاب أحد يكون   أن  احتمال.  أ 
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𝑃(𝑋 = 1) =
𝐶10

1 . 𝐶20
3−1

𝐶30
3 =

10.190

4060
= 0.468 

 علوم :    شعبة بكالوريا على  حاصل  الأقل على  طالب يكون  أن  احتمال. ب

𝑃(𝑋 ≥ 1) = 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶10

1 . 𝐶20
3−1

𝐶30
3 +

𝐶10
2 . 𝐶20

3−2

𝐶30
3 +

𝐶10
3 . 𝐶20

3−3

𝐶30
3

=
1900 + 900 + 120

4060
= 0.7192 

 * وباستخدام الاحتمال المتمم، نحصل على النتيجة التالية : 

𝑃(𝑋 ≥ 1) = 1 − 𝑃(𝑋 < 1) = 1 − 𝑃(𝑋 = 0) = 1 −
𝐶10

0 . 𝐶20
3−0

𝐶30
3 = 1 −

1140

4060
= 0.7192 

 علوم :       شعبة بكالوريا على  حاصل  طالب ولا  يكون  أن  احتمال. جـ  

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶10

0 . 𝐶20
3−0

𝐶30
3

=
1140
4060

= 0.2807 

 علوم :  شعبة بكالوريا  على حاصلين  المختارين  الطلاب يكون  أن  احتمال. د

𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶10

3 . 𝐶20
3−3

𝐶30
3

=
120

4060
= 0.0295 

 علوم:  شعبة بكالوريا على حاصلين  طلاب  حساب التوقع والانحراف المعياري لإختيار  -2

 التوقع الرياض ي :  -أ

𝐸(𝑋) = 𝜇 = 𝑛.
𝑁1

𝑁
= 𝑛. 𝑝 = 3.

10

30
= 1 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝑛. 𝑝. 𝑞 (
𝑁−𝑛

𝑁−1
) = 3.

10

30
.

20

30
(

30−3

30−1
) = 0.62  

 :   الانحراف المعياري  -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝑛. 𝑝. 𝑞(
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
) = √0.62 = 0.78 
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برنولية  التجربة  أن  غير    3)مكررة    بما  التجارب  أن  يعني  فهذا  واحد،  آن  في  تتم  الطلبة  اختيار  وعملية  مرات(، 

التوزيع   فإن  وبالتالي  بعده،  الذي  الطالب  إختيار  احتمال  على  يؤثر  طالب  إختيار  احتمال  أن  بحيث  مستقلة، 

العشوائي   المتغير  لهذا  المناسب  :    Xالاحتمالي  بالمعلمات  الهندس ي  التوزيع فوق  𝑋ه  → 𝐻(800,60,3)    وتكون

 دالته الاحتمالية كالتالي :

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑓(𝑥) =
𝐶𝑁1

𝑥 . 𝐶𝑁2

𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛  

𝑁حيث :        = 800,     𝑁1 = 60,    𝑁2 = 740,       𝑛 = 3,        𝑥 = 0,1,2,3      

 

 أي أن القانون الاحتمالي لهذا التوزيع يعرف كما يلي :   

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑓(𝑥) =
𝐶60

𝑥 . 𝐶740
3−𝑥

𝐶800
3  

 ويأخذ قانون الاحتمال الشكل التالي : 

𝑥𝑖 0 1 2 3 المجموع   

1 0.0004 0.0154 0.193 0.7912 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 
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  : تمهيد 

الأول،          المحور  في  لاحظنا  للمتغيرات    كما  خاصة  توزيعات  هناك  سوف أن  فإننا  المتقطعة،  العشوائية 

في   كبيرة  أهمية  لها  والتي  المتصل،  العشوائي  للمتغير  الخاصة  التوزيعات  بعض  المحور  هذا  في  نستعرض 

 التطبيقات الإحصائية التي ستدرس في مراحل متقدمة.

إلى بعض       التوصل  في طريقة  التوضيحية لكل توزيع ليكون الطالب على دراية  وسنحاول إعطاء بعض الأمثلة 

 وليكون فكرة جيدة عن خصائص كل توزيع.  ،الاشتقاقات المهمة

 فيما يلي بعض التوزيعات للمتغير العشوائي المستمر، مع أهم الخصائص المتعلقة بكل توزيع :       

   (Uniform distribution)المنتظم توزيع الأولا : 

   التعريف : -1

تحد  أن  يمكن  التي  الظواهر  حالة  في  ويستخدم  ثابتة،  احتمال  دالة  له  توزيع  كان هو  فإذا  منتظم،  بشكل  ث 

المستمر  المتغير   و   Xالعشوائي  توزيع منتظم،  الحقيقية،  له  الأعداد  𝑥 بحيثيأخذ مجالا معينا من مجموعة  ∈

[𝑎; 𝑏]   (𝑎 < 𝑏)  ، : فإن دالة كثافة احتماله هي 

     𝑓(𝑥) = { 
1

𝑏−𝑎
            𝑠𝑖 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]

        0                 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛                 
 

,𝑎) ومن معالم التوزيع فإنه توجد معلمتان لهذا التوزيع هما   𝑏)   ولذا يكتب رمز هذا التوزيع بالصورة𝑋 ↝

𝕌(𝑎; 𝑏)  : ويسمى أحيانا بالتوزيع المستطيل، لأن يمثل بيانيا على شكل مستطيل كما يلي ، 

 

 

 

 

 

 

 )التراكمية( فتكتب بالصورة التالية :  F(x)أما دالة التوزيع الاحتمالية 

f(x)

a b
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𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  

0                      𝑠𝑖     𝑥 < 𝑎                   
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
              𝑠𝑖    𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏           

1                      𝑠𝑖     𝑥 > 𝑏                    

 

 

 :  المنتظم )المستمر(توزيع لالخصائص العددية ل -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
𝑏 + 𝑎

2
 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
(𝑏−𝑎)2

12
  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
(𝑏 − 𝑎)2

12
 

𝑋التوزيع المنتظم بالمعلمات    Xيتبع المتغير العشوائي   :   01مثال  ↝ 𝕌(0;  أوجد :   (6

 لهذا المتغير ؟  F(x)ثم دالة التوزيع التراكمي   f(x)دالة كثافة الاحتمال  -1

2- 𝑃(2 ≤ 𝑋 ≤ 5)    ،𝑃(𝑋 ≤ 4) ،    𝑃(𝑋 >  ؟ (3

 التوقع والتباين والانحراف المعياري لهذا المتغير ؟    -3

 الحل :  

 لهذا المتغير :    f(x)أ إيجاد دالة كثافة الاحتمال  -1

X   0]متغير عشوائي مستمر  يأخذ المجال; ويتبع التوزيع المنتظم، فتكون دالة كثافة احتماله على النحو   [6

 التالي : 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
=

1

6 − 0
=
1

6
       𝑥 ∈ [0; 6] 
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 لهذا المتغير :   F(x)ب دالة التوزيع التراكمي  -1

 تعطى هذه الدالة وفق الصياغة التالية : 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  

0                      𝑠𝑖     𝑥 < 𝑎                   
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
              𝑠𝑖    𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏           

1                      𝑠𝑖     𝑥 > 𝑏                    

 

 ، تصبح دالة التوزيع الاحتمالي على الشكل التالي : Xوبتعويض المدى الخاص بالمتغير العشوائي  

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  

0                      𝑠𝑖     𝑥 < 0                  
𝑥

6
                      𝑠𝑖    0 ≤ 𝑥 ≤ 6           

 1                     𝑠𝑖     𝑥 > 12                    

 

 حساب :   -2 

* 𝑃(2 ≤ 𝑋 ≤ 5) = 𝐹(5) − 𝐹(2) =
5

6
−
2

6
=

3

6
= 0.5     

* 𝑃(𝑋 ≤ 4) = 𝐹(4) − 𝐹(0) =
4

6
−
0

6
=

4

6
= 0.66     

* 𝑃(𝑋 > 3) = 𝐹(6) − 𝐹(3) =
6

6
−
3

6
=

3

6
= 0.5     

 حساب :   -3

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
𝑏 + 𝑎

2
=
6 + 0

2
= 3 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
(𝑏−𝑎)2

12
=

(6−0)2

12
= 6  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
(𝑏 − 𝑎)2

12
= √6 = 2.44 
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التوزيع :     2مثال   يتبع  القطار  وصول  وقت  كان  فإذا  صباحا،  عشر  الحادية  الساعة  المحطة  إلى  يصل  قطار  

 ، والمطلوب :  11:10و  10:50الذي يعبر عن وقت وصول القطار يأخذ قيما بين  Xالمنتظم وكان النتغير العشوائي 

 لهذا المتغير ؟ F(x)ثم دالة التوزيع التراكمي   f(x)أوجد دالة كثافة الاحتمال  -1

 دقائق على الأكثر من الوقت المحدد له ؟  3أحسب احتمال أن يصل القطار إلى المحطة بعد   -2

 دقائق على الأقل من الوقت المحدد له ؟  5أحسب احتمال أن يصل القطار إلى المحطة قبل  -3

 الحل :  

 لهذا المتغير :    f(x)أ إيجاد دالة كثافة الاحتمال  -1

X   10.50]متغير عشوائي مستمر  يأخذ المجال; ويتبع التوزيع المنتظم، فتكون دالة كثافة احتماله   [11.10

 على النحو التالي:  

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
=

1

11.10 − 10.50
=
1

20
       𝑥 ∈ [10.50; 11.10] 

 لهذا المتغير :   F(x)ب دالة التوزيع التراكمي  -1

 تعطى هذه الدالة وفق الصياغة التالية : 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  

0                      𝑠𝑖     𝑥 < 𝑎                   
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
              𝑠𝑖    𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏           

1                      𝑠𝑖     𝑥 > 𝑏                    

 

 ، تصبح دالة التوزيع الاحتمالي على الشكل التالي : Xوبتعويض المدى الخاص بالمتغير العشوائي  

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  

0                                 𝑠𝑖     𝑥 < 10.50                  
𝑥 − 10.50

20
                      𝑠𝑖    10.50 ≤ 𝑥 ≤ 11.10           

 1                               𝑠𝑖     𝑥 > 11.10                    

 

 دقائق على الأكثر من الوقت المحدد له : 3حساب احتمال أن يصل القطار إلى المحطة بعد  -2

 أي أن الاحتمال المطلوب هو :   11.03دقائق من الوقت المحدد معناه  3بعد 

𝑃(𝑋 ≤ 11.03) = 𝐹(11.03) − 𝐹(10.50) =
11.03−10.50

20
−
10.50−10.50

20
=

13

20
= 0.65    
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 دقائق على الأقل من الوقت المحدد له :   5حساب احتمال أن يصل القطار إلى المحطة قبل   -3

 أي أن الاحتمال المطلوب هو :   10.55دقائق من الوقت المحدد معناه  5قبل 

𝑃(𝑋 ≥ 10.55) = 𝐹(11.10) − 𝐹(10.55) =
11.10−10.50

20
−
10.55−10.50

20
=

20

20
−

5

20
=

15

20
=

3

4
= 0.75    

  (Normal distribution)ثانيا : التوزيع الطبيعي 

موضع        يحتل  إنه  بل  الإطلاق،  على  استعمالا  وأكثرها  الاحتمالية  التوزيعات  أهم  من  الطبيعي  التوزيع  يعتبر 

في الاحتمالات   الطبيعية "والإحصاءالصدارة  التوزيعات "  تأخذ شكلا قريبا    ، وقد اشتق اسمه من أن كثيرا من 

منه، كذلك فإن معظم التوزيعات البيومترية ) كتوزيعات الطول والوزن( وتوزيعات أخطاء المشاهدات )الفروق 

التجارب   من  كثير  في  التوزيع  هذا  ويستخدم  منه،  قريبا  شكلا  تأخذ   ) المشاهدة  والقيم  الحقيقية  القيم  بين 

الصناعية واختبارات الجودة وله استخدامات واسعة في اختبارات الفروض والعينات الكبيرة وتوزيعات المعاينة 

 وغيرها . 

 هذا التوزيع بين قانونين، قانون التوزيع الطبيعي العام وقانون التوزيع الطبيعي المعياري. نميز في

𝑿القانون الطبيعي العام :  -1 ↝ ℕ(𝝁, 𝝈𝟐) 

، وقد وجد أن معظم    هو توزيع مستمر يأخذ شكل منحنى متماثل ذو قمة واحدة، ويمتد طرفاه إلى    التعريف :

 قريبا من المنحنى الطبيعي. .الأعمار  –الأطوال  –التوزيعات مثل الأوزان 
ً
 ..الخ. تأخذ شكلا

 : متغير عشوائي مستمر )متصل( دالة كثافته الاحتمالية هي  𝑋كان   إذا 

         𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒
−
1

2
(
𝑥−𝜇

𝜎
)
2

     −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞               

e : constant=2.718       ،         : constant=3.14                  ،   𝜇         حيث : ∈ 𝑅               ،𝜎 > 0 

𝑋 ويكتب باختصار   وانحرافه المعياري   يتبع توزيع طبيعي عادي متوسطه  𝑋  يقال إن ↝ ℕ(𝜇, 𝜎2) 

 ي العام هو منحنى متناظر ، غير مفرطح وغير مدبب، كما يلي: الطبيعالتمثيل البياني للتوزيع  -
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 هي كما يلي:  𝐹(𝑥)دالة التوزيع الاحتمالية   -

      𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

−∞
 

حساب الدالة  )دالة الكثافة الاحتمالية    مكاملةيجب   𝐹(𝑥)تأخذ الصيغة السابقة، إذن لحساب     𝑓(𝑥)بحيث  

لـ    ، ثم حساب المساحة(يةلالأص 𝑃(𝑋المكافئة  ≤ 𝑥)  ،لليا لا يتم كذلك نظلإلا أن الحساب عم شكل المعقد  را 

جأ إلى تحويل رياض ي لتبسيط صيغة دالة لفن   ،اه ية لليصعب حساب الدالة الأص  لدالة الكثافة الاحتمالية، أين

 .الاحتماليةالكثافة 

أن    ملاحظة:  - ما سبق نلاحظ  أنللمن خلال  إلا  متصل،  متغير عشوائي  أي  نفس خواص  الطبيعي  من   هقانون 

لأن   الناحية المساحات،  لقواعد حساب  المباشر  التطبيق  يمكن  لا  الاحتمالات  وبالخصوص حساب  التطبيقية 

 ى قانون آخر يدعى لا فنحصل عهجأ إلى تبسيطيلن ليه  ا، وعهتلالكثافة الاحتمالية معقدة ويصعب مكام  صيغة دالة 

 .الطبيعي المعياري  : القانون 

,ℕ(𝟎:  )القياس ي( القانون الطبيعي المعياري  -2 𝟏) 

  : 𝑧بوضع  التعريف  =
𝑥−𝜇

𝜎
في دالة كثافة الاحتمال للتوزيع الطبيعي العادي )أي في صورته العامة(، نجد أنه   

𝜇، متوسطه  معياري يتحول إلى توزيع طبيعي  = 𝝈، انحرافه المعياري    0 = 𝑍  ، ويكتب 𝟏 ↝ ℕ(0,1). 

                                                 𝑓(𝑧) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑧2

2               − ∞ ≤ 𝑧 ≤ :     وتصبح دالة كثافته الاحتمالية      ∞
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 ( ]جدول  الجداول  وهذه  )الاحتمال(  المنحنى  أسفل  المساحة  توضح  جداول  وضعت  تستخدم  zوقد   ])

تكون بشرط   عاديفي  المسألة    أن  طبيعي  توزيع  𝜇أي:   𝑋 صورة  ≠ 0   ,   𝜎 ≠ طبيعي و    1 توزيع  إلى  نحولها 

𝜇        أي:  𝑍معياري   = 0  ,    𝜎 = 𝑧 :  بالتحويلة  1 =
𝑥−𝜇

𝜎
. 

 :   02مثال 

 الاحتمالات التالية :   من خلال جدول التوزيع الطبيعي القياس ي أوجد

1- 𝑃(0 < 𝑧 < 2)              2-  𝑃(0 < 𝑧 < 1.55)           3-  𝑃(−3.31 < 𝑧 < 0)          4-   𝑃(𝑧 < 2)         5 -  

𝑃(𝑧 < 2.58)         

6-𝑃(𝑧 > 2)            7-𝑃(𝑧 > −1.53)           8-𝑃(𝑧 > −3.14)         9- 𝑃(−2 < 𝑧 < 2)           10-  

𝑃(−1.66 < 𝑧 < 3.25)       

11-  𝑃(1.5 < 𝑧 < 2.65)       12-   𝑃(−2.4 < 𝑧 < −1.49)   13-  𝑃(|𝑧 − 2| ≤ 0.82) 

 :الحل

1- 𝑃(0 < 𝑧 < 2) = 0.4772           

2- 𝑃(0 < 𝑧 < 1.55) = 0.4394 

3- 𝑃(−3.31 < 𝑧 < 0) = 0.4995 

4- 𝑃(𝑧 < 2) = 0.5 + 𝑃(0 < 𝑧 < 2) = 0.5 + 0.4772 = 0.9772 

5- 𝑃(𝑧 < 2.58) = 0.5 + 𝑃(0 < 𝑧 < 2.58) = 0.5 + 0.4951 = 09951 

6- 𝑃(𝑧 > 2) = 0.5 − 𝑃(0 < 𝑧 < 2) = 0.5 − 0.4772 = 0.0228 
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7- 𝑃(𝑧 > −1.53) = 0.5 + 𝑃(−1.53 < 𝑧 < 0) = 0.5 + 0.4394 = 0.9394 

8- 𝑃(𝑧 > −3.14) = 0.5 + 𝑃(−3.14 < 𝑧 < 0) = 0.5 + 0.4992 = 0.9992 

9- 𝑃(−2 < 𝑧 < 2) = 𝑃(−2 < 𝑧 < 0) + 𝑃(0 < 𝑧 < 2) = 0.4772 + 0.4772 =

0.9544 

10- 𝑃(−1.66 < 𝑧 < 3.25) = 𝑃(−1.66 < 𝑧 < 0) + 𝑃(0 < 𝑧 < 3.25) = 0.4515 + 0.4994 =

0.9509                       

11- 𝑃(1.5 < 𝑧 < 2.65) = 𝑃(0 < 𝑧 < 2.65) − 𝑃(0 < 𝑧 < 1.5) = 0.4960 − 0.4332 =

0.0628 

 12- 𝑃(−2.4 < 𝑧 < −1.49) = 𝑃(−2.4 < 𝑧 < 0) − 𝑃(0 < 𝑧 < −1.49) = 0.4918 − 0.4319 =

0.0599 

13- 𝑃(|𝑧 − 2| ≤ 0.82) = 𝑃(−0.82 ≤ 𝑧 − 2 ≤ 0.82) = 𝑃(2 − 0.82 ≤ 𝑧 ≤ 2 + 0.82) 

= 𝑃(1.18 ≤ 𝑧 ≤ 2.82) = 𝑃(0 ≤ 𝑧 ≤ 2.82) − 𝑃(0 ≤ 𝑧 ≤ 1.18) = 0.4980 −
0.3810 = 0.117 

كان  :     03مثال   بمتوسط  الافتراض ي لأ عمر   الإذا  الطبيعي  التوزيع  يتبع  البطاريات  الأنواع من  ساعة    1500حد 

 ساعة، أوجد :   100وانحراف معياري يقدر بــ 

 دالة كثافة الاحتمال لهذا التوزيع ؟   -1

 ساعة ؟    1650أن يكون العمر الافتراض ي لهذه البطاريات أكبر من  احتمال -2

 ساعة ؟    1600احتمال أن يكون العمر الافتراض ي لهذه البطاريات أقل من  -3

 ساعة ؟   1300 على الأقلاحتمال أن يكون العمر الافتراض ي لهذه البطاريات  -4

 ساعة ؟   1650ساعة و  1550احتمال أن يتراوح العمر الافتراض ي لهذه البطاريات ما بين  -5

 ساعة ؟  1700ساعة و  1450احتمال أن يتراوح العمر الافتراض ي لهذه البطاريات ما بين   -6

 ؟   4P  والعشير الرابع 3Qقيمة العمر الافتراض ي للربيع الثالث  -7

 

 الحل :  
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 كتابة دالة الاحتمال لهذا التوزيع :    -1

𝑋   بمتوسط عادي  طبيعي  توزيع  يتبع  مستمر،  عشوائي  𝜇  )متغير  = المعياري (ساعة 1500 وانحرافه   ،  (𝜎 =

𝑋  ونكتب .( ساعة 100 ↝ ℕ(1500,1000)    دالة كثافته الاحتمالية على النحو التالي :  تكون وعليه 

𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒
−
1

2
(
𝑥−𝜇

𝜎
)
2

= 𝑓(𝑥) =
1

100√2𝜋
𝑒
−
1

2
(
𝑥−1500

100
)
2

     −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞               
 

𝑧  :بالتحويلة 𝑍توزيع طبيعي قياس ي نحوله إلى ولأجل حساب أي احتمال  =
𝑥−𝜇

𝜎
=

𝑥−1500

100
 

 ساعة :   1650حساب احتمال أن يكون العمر الافتراض ي لهذه البطاريات أكبر من  -2

𝑃(𝑋 > 1650) = 𝑃 (𝑍 >
1650 − 1500

100
) = 𝑃(𝑍 > 1.5) = 0.5 − 𝑃(0 < 𝑍 < 1.5)

= 0.5 − 0.4332 = 0.0668 

ساعة : 1600حساب احتمال أن يكون العمر الافتراض ي لهذه البطاريات أقل من  -3  

𝑃(𝑋 < 1600) = 𝑃 (𝑍 <
1600 − 1500

100
) = 𝑃(𝑍 < 1) = 0.5 + 𝑃(0 < 𝑍 < 1)

= 0.5 + 0.3413 = 0.8413 

ساعة : 1300حساب احتمال أن يكون العمر الافتراض ي لهذه البطاريات على الأقل  -4  

 

𝑃(𝑋 ≥ 1300) = 𝑃 (𝑍 ≥
1300 − 1500

100
) = 𝑃(𝑍 ≥ −2) = 0.5 + 𝑃(−2 < 𝑍 < 0)

= 0.5 + 0.4772 = 0.9772 

 ساعة :   1650ساعة و  1550حساب احتمال أن يتراوح العمر الافتراض ي لهذه البطاريات ما بين  -5

𝑃(1550 < 𝑋 < 1650) = 𝑃 (
1550 − 1500

100
< 𝑍 <

1650 − 1500

100
)

= 𝑃(0.5 < 𝑍 < 1.5) = 𝑃(0 < 𝑍 < 1.5) − 𝑃(0 < 𝑍 < 0.5)

= 0.3432 − 0.1915 = 0.1517 

 ساعة :  1700ساعة و  1450احتمال أن يتراوح العمر الافتراض ي لهذه البطاريات ما بين  حساب  -6
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𝑃(1450 < 𝑋 < 1700) = 𝑃 (
1450 − 1500

100
< 𝑍 <

1700 − 1500

100
)

= 𝑃(−0.5 < 𝑍 < 2) = 𝑃(−0.5 < 𝑍 < 0) + 𝑃(0 < 𝑍 < 2)

= 0.1915 + 0.4772 = 0.6687 

 :  4D   والعشير الرابع 3Qايجاد قيمة العمر الافتراض ي للربيع الثالث  -7

ويقابل معياريا  الافتراضية  من الأعمار  % 75الذي يقل عنه أو يساويه  للبطاريات هو العمر الافتراض ي 3Q  -أ

 والتي تحقق :   aالقيمة 

𝑃(𝑍 < 𝑎) = 75% = 0.75 

𝑃(𝑍التي تحقق العلاقة    aومنه  < 𝑎) = 75% =  التي تحقق العلاقة :  aهي نفس   0.75

𝑃(0 < 𝑍 < 𝑎) = 0.25 

 وبناءا عليه نجد قيمة الربيع الثالث كالتالي :   a=0.67والتي تحق هذه المعادلة هي :    القريبة  aوعليه فإن قيمة 

𝑎 = 0.67 =
𝑄3 − 1500

100
⇒ 𝑄3 = 100 × 0.67 + 1500 ⇒ 𝑄3 =   ساعة 1567

ويقابل معياريا   من الأعمار  الافتراضية % 40هو العمر الافتراض ي للبطاريات الذي يقل عنه أو يساويه  4D -ب

 والتي تحقق :    bالقيمة 

𝑃(𝑍 < 𝑏) = 40% = 0.4 

𝑃(𝑍التي تحقق العلاقة    bومنه   < 𝑏) = 40% =  التي تحقق العلاقة :  bهي نفس  0.4

𝑃(𝑏 < 𝑍 < 0) = 0.1 

 عليه نجد قيمة العشير العاشر كالتالي :  وبناءا  b= -0.25القريبة والتي تحق هذه المعادلة هي :    bوعليه فإن قيمة  

𝑏 = −0.25 =
𝐷4 − 1500

100
⇒ 𝐷4 = 100 × −0.25 + 1500 ⇒ 𝐷4 =  ساعة 1475



ثاني المحور ال  أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة    

 

 47 جامعة المسيلة –كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير   - --د. بيصار عبد الحكيم  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

الضرورية لإنجاز اختبار للذكاء لطلبة إحدى الكليات يتوزع احتماليا وفق   وجد أن الفترة الزمنية:   04مثال 

 دقيقة.  144دقيقة وتباين يساوي  70التوزيع الطبيعي بمتوسط 

 أكتب دالة كثافة الاحتمال لهذا التوزيع الاحتمالي ؟  -1

 دقيقة ؟   85ما هو احتمال أن يفوق زمن الاختبار   -2

 دقيقة ؟   60احتمال أن يقل زمن الاختبار عن   ما هو -3

 دقيقة ؟   65و   50احتمال أن يتراوح زمن الاختبار بين  ما هو  -4

 من الطلاب لإتمام الاختبار ؟   % 90إن أردنا إتاحة وقت كاف لــ كم يجب أن نحدد زمنا للاختبار  -5

 الحل :  

 

 دالة كثافة الاحتمال لهذا التوزيع الاحتمالي :   كتابة  -1

𝑋   (متغير عشوائي مستمر، يتبع توزيع طبيعي عادي بمتوسط𝜇 =  ، وانحرافه المعياري (دقيقة70

 (𝜎 = √144 = 𝑿ونكتب    (. دقيقة 12 ↝ ℕ(𝟕𝟎, النحو     (𝟏𝟒𝟒 على  الاحتمالية  كثافته  دالة  تكون  وعليه 

 التالي : 

𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒
−
1

2
(
𝑥−𝜇

𝜎
)
2

= 𝑓(𝑥) =
1

12√2𝜋
𝑒
−
1

2
(
𝑥−70

12
)
2

     −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞               

𝑧  :بالتحويلة 𝑍توزيع طبيعي قياس ي ولأجل حساب أي احتمال نحوله إلى  =
𝑥−𝜇

𝜎
=

𝑥−70

12
 

 دقيقة :   85حساب احتمال أن يفوق زمن الاختبار   -2

𝑃(𝑋 > 85) = 𝑃 (𝑍 >
85 − 70

12
) = 𝑃(𝑍 > 1.25) = 0.5 − 𝑃(0 < 𝑍 < 1.25)

= 0.5 − 0.3944 = 0.1056 

 دقيقة :  60احتمال أن يقل زمن الاختبار عن  حساب  -3

𝑃(𝑋 < 60) = 𝑃 (𝑍 <
60 − 70

12
) = 𝑃(𝑍 < −0.83) = 0.5 − 𝑃(−0.83 < 𝑍 < 0)

= 0.5 − 0.2967 = 0.2033 



ثاني المحور ال  أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة    

 

 48 جامعة المسيلة –كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير   - --د. بيصار عبد الحكيم  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

 دقيقة :   65و  50أن يتراوح زمن الاختبار بين  احتمال حساب  -4

𝑃(50 < 𝑋 < 65) = 𝑃 (
50 − 70

12
< 𝑍 <

65 − 70

12
) = 𝑃(−1.66 < 𝑍 < −0.41)

= 𝑃(−1.66 < 𝑍 < 0) − 𝑃(−0.41 < 𝑍 < 0) = 0.4515 − 0.1591

= 0.2924 

 من الطلاب لإتمام الاختبار :   %  90حساب الزمن المحدد للاختبار إن أردنا إتاحة وقت كاف لــ  -5

 فيكون :    aمن الطلاب لإتمام الاختبار ولنفرضه %  90لإيجاد الزمن الأدنى للاختبار والذي يعطي الوقت الكافي لـ 

𝑃(𝑍 ≤ 𝑎) = 0.9 

 التي تحقق العلاقة :   aالتي تحقق العلاقة السابقة هي نفس قيمة  aوقيمة 

0.5 + 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 𝑎) = 0.9 ⇒ 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 𝑎) = 0.4 

( فلا نجدها، لذلك نأخذ أقرب قيمة لها  0.4000الآن نبحث في جدول التوزيع الطبيعي القياس ي عن المساحة )

وهي أدنى زمن يمكن اتاحته للاختبار   a=1.28المقابلة لهذه القيمة هي :  a( وبالتالي فإن قيمة 0.3997وهي )

إلى علامة طبيعية نستخدم العلاقة    ولتحويلها، من الطلاب لإتمام الاختبار  %   90حتي يعطي وقتا كافيا لـ  

 التالية :  

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
=
𝑥 − 70

12
= 1.28 ⇒ 𝑥 = (12 × 1.28) +70 ⇒ 𝑥 =   دقيقة 85.36

 Distribution Exponentielle ثالثا : التوزيع الأس ي 

1-    : التوزيعات الاحتمالية المهمة جدا والتي تصف كثير من الظواهر العشوائية المتعلقة بالزمن،التعريف   من 

: الزمن الذي تستغرقه آلة    مثل   أين المتغير العشوائي قيمته عبارة عن لحظة معينة )مفاجئة( على محور الزمن،

لبعض الأجزاء   البقاء  تتعطل، مدة  بلكي  الزمن  في سوق مركزي،الالكترونية،    خدمة  مدة  ين وصول زبون وآخر 

 زبون   انتظار  مدة  آلة،  تصليح  مدة  شحن،  باخرة  تفريغ  الزمن اللازم للانتهاء من  هاتفية،  مكالمة  مدة  البريد،  شباك

  ... الخدمة على الحصول  قبل



ثاني المحور ال  أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة    

 

 49 جامعة المسيلة –كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير   - --د. بيصار عبد الحكيم  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

  أحداث  وقوع  كان  فإذا  .بواسون   بتوزيع  لعلاقته  السالب  الأس ي  التوزيع  أيضا  ويسمى  الأس ي  التوزيع  هذا  ويسمى     

  إذا  فمثلا  الأس ي،  التوزيع  تتبع  الأحداث  هذه  من  حدثين  وقوع   بين  الفاصلة  المدة  فإن  بواسون،  توزيع  يتبع   معينة

 إلى  زبونين  كل  وصول   بين  الفاصلة  المدة  فإن  بواسون،  توزيع  يتبع   ما  خدمة   شبابيك  أحد  إلى  الزبائن  وصول   كان

 . الأس ي للتوزيع تخضع  الشباك

𝑿وغالبا ما يعبر عن التوزيع الأس ي، اختصارا بــــــ :     ↝ 𝑬𝒙𝒑(𝝀)   وهذا يعني بأن المتغير العشوائيX    يتوزع وفق

 .   λالتوزيع الأس ي بالمعلمة 

𝑋يأخذ قيم ممكنة     Xوهو توزيع احتمالي لمتغير عشوائي مستمر  >  وله دالة الكثافة الاحتمالية التالية :    0

     𝑓(𝑥) = { 
𝜆 𝑒−𝜆.𝑥        , 𝑥 > 0  𝑒𝑡  𝜆 > 0       

        0                , 𝑥 ≤ 0                              
 

 عدد حقيقي موجب وهو معلمة التوزيع وتمثل المعدل أو المتوسط الذي تحصل به الظاهرة العشوائية.   λحيث : 

 ويمثل هذا التوزيع بيانيا وفق الشكل التالي :  

 

 .   λيتغير شكل دالة الكثافة للتوزيع الأس ي بتغير قيمة ملاحظة : 

 بالصورة التالية :  لهذا التوزيع  F(x)كما يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمية 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                
1 − 𝑒−𝜆.𝑥           𝑠𝑖     𝑥 > 0                 

       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      

 

 وتمثل دالة التوزيع التراكمية بيانيا وفق الشكل التالي :  
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 العددية للتوزيع المنتظم )المستمر( : الخصائص  -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
1

𝜆
 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
1

𝜆2
  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
1

𝜆2
=
1

𝜆
 

  1000إذا كانت المدة الزمنية لبقاء جزء الكتروني في جهاز الكمبيوتر تتبع التوزيع الأس ي بمتوسط  :   05مثال 

 ساعة، فأوجد ما يلي : 

 دالة كثافة الاحتمال التي تعبر عن الفترة الزمنية لبقاء الجزء الالكتروني في جهاز الكمبيوتر ؟ -1

 دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير  ؟  -2

 ساعة على الأكثر ؟  1100احتمال أن يعيش هذا الجزء مدة  -3

 ساعة ؟    1200و 800احتمال أن يعيش هذا الجزء مدة بين  -4
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 متوسط الزمن لبقاء الجزء الالكتروني وانحرافه المعياري ؟ -5

 الحل :  

  الالكتروني الجزء   لبقاء الزمنية الفترة  عنالذي يعبر  Xكتابة دالة كثافة الاحتمال لهذا المتغير العشوائي  -1

 :    الكمبيوتر  جهاز  في

يتبع التوزيع   الكمبيوتر   جهاز  في  الالكتروني   الجزء   لبقاء   الزمنية   الفترة   عن   يعبر الذي    Xبما أن المتغير العشوائي  

0:    فإن  ساعة،    1000الأس ي، بمتوسط   < 𝑥 < 𝐸(𝑋)و المتوسط   ،  ∞ =
1

𝜆
= فإن  قيمة ، ومن ثم   1000

λ : تصبح تقدر بـــــــ 𝜆 =
1

1000
 ، وتكتب دالة الكثافة لهذا المتغير  بالصورة التالية :   

𝑓(𝑥) = 𝜆 𝑒−𝜆.𝑥 =
1

1000
 𝑒  

−𝑥
1000         0 < 𝑥 < ∞          

 كتابة دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير :   -2

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                
1 − 𝑒−𝜆.𝑥           𝑠𝑖     𝑥 > 0                 

       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      

 

 تصبح دالة التوزيع الاحتمالي على الشكل التالي :   λقيمة وبتعويض  

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  

0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                

1 − 𝑒  
−𝑥
1000          𝑠𝑖     𝑥 > 0                 

       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      

 

 ساعة على الأكثر :   1100حساب احتمال أن يعيش هذا الجزء مدة  -3

𝑃(𝑋 ≤ 1100) = 𝐹(1100) = 1 − 𝑒  
−1100
1000 = 1 − 0.3328 = 0.6671 

 ساعة :  1200و 800حساب احتمال أن يعيش هذا الجزء مدة بين  -4

𝑃(800 ≤ 𝑋 ≤ 1200) = 𝑃(𝑋 ≤ 1200) − 𝑃(𝑋 ≤ 800) = 𝐹(1200) − 𝐹(800)

= (1 − 𝑒  
−1200
1000 ) − (1 − 𝑒  

−800
1000) = 0.6988 − 0.5506 = 0.1482 

افه المعياري : -5    حساب متوسط الزمن لبقاء الجزء الالكتروني وانحر
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 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
1

𝜆
= 1000  

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
1

𝜆2
= 1000000  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
1

𝜆2
=
1

𝜆
= 1000 

دقائق،  8بريد الجزائر يتبع التوزيع الأس ي بمتوسط أحد مراكز إذا كان زمن تقديم الخدمة للزبون في :   06مثال 

 فأوجد :  

 دالة كثافة الاحتمال التي تعبر عن الفترة الزمنية لتقديم الخدمة للزبون في هذا المركز لبريد الجزائر؟  - 1

 دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير ؟ -2

 أقل ؟   دقائق أو  5احتمال أن يتم تقديم الخدمة خلال  -3

 دقائق ؟   9و  6احتمال أن يتم تقديم الخدمة ما بين   -4

 متوسط الزمن اللازم لتقديم الخدمة للزبون وانحرافه المعياري ؟  -5

 الحل :  

 للزبون  الخدمة لتقديم الزمنية الفترة  عنالذي يعبر  Xكتابة دالة كثافة الاحتمال لهذا المتغير العشوائي  -1

 :  الجزائر  لبريد المركز  هذا  في

يتبع   الجزائر  لبريد المركز هذا  في للزبون  الخدمة لتقديم الزمنية  الفترة عن يعبرالذي   Xبما أن المتغير العشوائي    

0دقائق، فإن  :    8التوزيع الأس ي، بمتوسط  < 𝑥 < 𝐸(𝑋)و المتوسط   ، ∞ =
1

𝜆
=   λفإن  قيمة  ، ومن ثم  8

𝜆 تصبح تقدر بـــــــ : =
1

8
=  لهذا المتغير  بالصورة التالية :   الاحتمالية ، وتكتب دالة الكثافة 0.125
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𝑓(𝑥) = 𝜆 𝑒−𝜆.𝑥 = 0.125 𝑒−0.125 𝑥
 
         0 < 𝑥 < ∞          

 كتابة دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير :   -2

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                
1 − 𝑒−𝜆.𝑥           𝑠𝑖     𝑥 > 0                 

       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      

 

 تصبح دالة التوزيع الاحتمالي على الشكل التالي :   λوبتعويض قيمة 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                

1 − 𝑒−0.125 𝑥           𝑠𝑖     𝑥 > 0                 
       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      

 

 دقائق أو  أقل :   5حساب احتمال أن يتم تقديم الخدمة خلال  -3

𝑃(𝑋 ≤ 5) = 𝐹(5) = 1 − 𝑒−0.125(5) = 1 − 0.5352 = 0.4647 

دقائق :   9و  6حساب احتمال أن يتم تقديم الخدمة ما بين   -4  

𝑃(6 ≤ 𝑋 ≤ 9) = 𝑃(𝑋 ≤ 9) − 𝑃(𝑋 ≤ 6) = 𝐹(9) − 𝐹(6)

= (1 − 𝑒−0.125(9)) − (1 − 𝑒−0.125(6)) = 0.6753 − 0.5276 = 0.1477 

افه المعياري :   -5  حساب متوسط الزمن اللازم لتقديم الخدمة للزبون وانحر

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
1

𝜆
= 8  

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
1

𝜆2
= 64 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
1

𝜆2
=
1

𝜆
= 8 
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 Distribution Gammaرابعا : توزيع قاما  

 في يعد توزيع قاما من التوزيعات الشائعة الاستخدام التي تعتمد على عنصر الزمن أو التي تستعمل  التعريف :  -1

لفحص الزمنية  المهل  قياس الزمنية  الفترة   : مثل  البقاء،  دالة  أو  )الثبات(  المعولية  دالة  تقدير  عند  خاصة   ،

عضال،   بمرض  مصاب  الحياة  قيد  على  إنسان  لبقاء  الزمنية  الفترة   أو   المطاعم  لدى   الانتظار   أوقاتمريض، 

يشترط.الاتصال  قنوات  حجز  وحتى  الخدمات  مكاتب لهذا  العشوائي   ..إلخ،  المتغير  يأخذها  التي  القيم  تكون  أن 

توزيع   الأس ي،  كالتوزيع  الخاصة  الاحتمالية  التوزيعات  بعض  لتوليد  النظري  الأساس  التوزيع  هذا  ويعد  موجبة، 

 كاي مربع، توزيع فيشر، توزيع ستودنت...إلخ. بيتا، توزيع

وليكن    مستمر  عشوائي  متغير  لدينا  كان  يتيع    Xفإذا  تأخذ مثلا،  له،  الاحتمالي  التوزيع  دالة  فإن  قاما،  توزيع 

 الشكل التالي :  

     𝑓(𝑥) = { 
𝑥𝛼−1 𝑒

−
𝑥
𝛽

𝛽𝛼Г(𝛼)
          , 𝑥 > 0  𝑒𝑡   𝛼, 𝛽 > 0       

        0                , 𝑥 ≤ 0                              

 

𝑿ويعبر اختصارا عن توزيع قاما بــ  :   ↝ 𝑮(𝜶,𝜷)     

 حيث أن :  

α ،𝛽   : تمثل معلمات توزيع قاما وتكونان موجبتان أي𝛼, 𝛽 > 0 

Г(𝛼)   : تمثل دالة قاما والتي تكون من الشكل التالي 

Г(𝛼) = ∫ 𝑥𝛼−1  𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0

 

 عدد صحيح موجب، فإن دالة قاما تصبح : nوبصورة عامة، إذا كان لدينا العدد 

Г(𝑛) = (𝑛 − 1)! 

 فيما يلي بعض خصائص دالة قاما :  و 

1) Г(𝑛) = (𝑛 − 1)Г(𝑛 − 1)   ;  ∀  𝑛 > 0 
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2) Г(𝑛 + 1) = 𝑛 Г(𝑛)        ; ∀ 𝑛 > 0   

3) Г(𝑛) = (𝑛 − 1)!        ;  ∀ 𝑛 > 0   

4)  Г(𝑛) = ∞ ⇒ 𝑛 ≤ 0 

5) Г(1) = 0! = 1 

6) Г (
1

2
) = √𝜋 

7) Г(−𝑛) =
Г(1−𝑛)

(−𝑛)
 

8) Г(𝑃)Г(1 − 𝑃) =
𝜋

sin(𝑃.𝜋)
     ; 0 < 𝑃 < 1 

 بيانيا وفق الشكل التالي :  قاما ويمثل توزيع 

 
  . 𝛽 و   αبتغير قيمة  قامايتغير شكل دالة الكثافة لتوزيع ملاحظة : 

 

 يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي لتوزيع قاما بالشكل الآتي :   دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع :  -

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑥𝛼−1 𝑒

−
𝑥
𝛽

𝛽𝛼Г(𝛼)
𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

0

=
1

𝛽𝛼Г(𝛼)
∫ 𝑥𝛼−1 𝑒

−
𝑥
𝛽𝑑𝑥

𝑥

0

 

 الخصائص العددية لتوزيع قاما :  -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝛼. 𝛽 
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 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝛼. 𝛽2 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √𝛼. 𝛽2 

 :  للتوزيعين قاما وبيتا علاقة بعدد من التوزيعات المهمة كالتوزيع الأس ي وتوزيع كاي تربيعملاحظة :  -

 :  α = 1 , β = 1/λهو حالة خاصة من توزيع قاما عندما  مثلا التوزيع الأس ي ف -

𝛼 = 1 ⇒ 𝑓(𝑥) =
𝑥1−1 𝑒

−
𝑥
𝛽

𝛽1Г(1)
=
1 

𝛽
𝑒
−
𝑥
𝛽 = 𝜆 𝑒−𝜆.𝑥  

𝛼وعندما تكون المعلمتين )  - =
𝑛

2
 ،𝛽 = ، والتي (nفإن توزيع قاما يتحول إلى وزيع كاي مربع بدرجة حرية ) (2

 تعتبر حالة خاصة من توزيع قاما، والمعرفة بالمعادلة التالية :  

𝛼 =
𝑛

2
 𝑒𝑡 𝛽 = 2 ⇒ 𝑓(𝑥) =

1

2
𝑛
2  Г (

𝑛
2)
𝑥
𝑛
2
−1 𝑒−

𝑥
2  

   ما يلي :أحسب :   07مثال  

-  Г(8)    ،Г(6)    ،Г(9) ،   Г(13) ،      Г(5.5)،      Г(3.5)    ،Г (
9

2
) 

-   ∫ 𝑥3  𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
      ،-  ∫ 𝑥7  𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0
        ،∫

1

𝑥
1
2

  𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
 

 الحل : 

- Г(8) = 7! = 5040     

- Г(6) = 5! = 120 

- Г(9) = 8! = 40320 

-  Г(13) = 12! = 47900160 
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- Г(5.5) = 4.5Г(4.5) = (4.5)(3.5)Г(3.5) = (4.5)(3.5)(2.5)Г(2.5) =

(4.5)(3.5)(2.5)(1.5)Г(1.5) = (4.5)(3.5)(2.5)(1.5)(0.5)Г(0.5) = 29.53125√𝜋 

- Г(3.5) = (2.5)Г(2.5) = (2.5)(1.5)Г(1.5) = (2.5)(1.5)(0.5)Г(0.5) = 1.875√𝜋 

- Г (
9

2
) = Г (

7

2
+ 1) = (

7

2
) Г (

5

2
+ 1) = (

7

2
) (

5

2
) Г (

3

2
+ 1) = (

7

2
) (

5

2
) (

3

2
) Г (

1

2
+ 1) =

(
7

2
) (

5

2
) (

3

2
) (

1

2
) Г (

1

2
) = (

105

16
)√𝜋 

- ∫ 𝑥3  𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
= ∫ 𝑥4−1  𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0
= Г(4) = 3! = 6 

- ∫ 𝑥7  𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
= ∫ 𝑥8−1  𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0
= Г(8) = 7! = 5040 

-∫
1

𝑥
1
2

  𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
= ∫ 𝑥

−1

2   𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
= ∫ 𝑥(

1

2
−1)  𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0
= Г(

1

2
) = √𝜋 

 :  08مثال 

𝛼إذا كانت مدة اشتغال )بقاء( أحد الآلات في مصنع كبير تتبع توزيع قاما بالمعلمتين)   = 𝛽  و 2 =  ، فأوجد :  (3

 ؟المدة الزمنية لاشتغال هذه الآلةعبر عن يي للمتغير العشوائي الذ  دالة كثافة الاحتمال -1

 ؟دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير -2

 ؟  سنوات على الأكثر 8تستمر هذه الآلة في العمل لمدة احتمال أن  -3

 ؟   سنوات  10تستمر هذه الآلة في العمل لمدة تفوق احتمال أن  -4

 سنة ؟   12سنوات و 8أحتمال أن تستمر هذه الآلة في العمل لمدة تتراوح ما بين - 5

 المعياري ؟ اوانحرافه  بقاء هذه الآلة في العملمتوسط  -6

 الحل :  

 دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائي الذي يعبر عن المدة الزمنية لاشتغال هذه الآلة :  -1
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𝛼)   بالمعلمات ، قاماوزيع  تيتبع المدة الزمنية لاشتغال هذه الآلة الذي يعبر عن  Xبما أن المتغير العشوائي   =   و 2

𝛽 =  بالصورة التالية :   تكتبالاحتمالية  تهدالة كثاففإن (، 3

𝑓(𝑥) = { 
𝑥𝛼−1 𝑒

−
𝑥
𝛽

𝛽𝛼Г(𝛼)
          , 𝑥 > 0  𝑒𝑡   𝛼, 𝛽 > 0       

        0                , 𝑥 ≤ 0                              

 

𝛼وبتعويض قيمة   = 𝛽  و 2 =  تصبح الدالة على النحو التالي :   3

𝑓(𝑥) =
𝑥2−1 𝑒−

𝑥
3

32Г(2)
=
𝑥

9
 𝑒−

𝑥
3             ;   0 < 𝑥 < ∞ 

 :  دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير  -2

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0

= ∫
𝑥

9
 𝑒−

𝑥
3𝑑𝑥

𝑥

0

 

دالتين   جداء  من  يتكون  التكامل  هذا  أن  التكامل  vو    uنلاحظ  قاعدة  على  نعتمد  سوف  ولهذا   ،

 بالتجزئة وذلك وفق العلاقة التالية :  

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢 

 وبوضع تجزئة الدالة الأصلية على النحو التالي :  

{
 
 

 
 𝑢 =

𝑥

9
                                 𝑑𝑣 = 𝑒−

𝑥
3

𝑑𝑢 =
1

9
                  𝑣 =

𝑒−
𝑥
3

−
1
3

= −3𝑒−
𝑥
3

 

 وبتطبيق قاعدة التكامل بالتجزئة نحصل على :  
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𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫
𝑥

9
 𝑒−

𝑥
3𝑑𝑥 =

𝑥

0

[
𝑥

9
(−3𝑒−

𝑥
3)]

0

𝑥

−∫
1

9

𝑥

0

(−3𝑒−
𝑥
3)

= [−
𝑥

3
(𝑒−

𝑥
3)]

0

𝑥

− [
1

9
(−3(−3)𝑒−

𝑥
3)]

0

𝑥

= [−
𝑥

3
(𝑒−

𝑥
3)]

0

𝑥

− [(𝑒−
𝑥
3)]

0

𝑥

= [(𝑒−
𝑥
3) ((−

𝑥

3
) − 1)]

0

𝑥

 

 سنوات على الأكثر:  8تستمر هذه الآلة في العمل لمدة احتمال أن إيجاد -3

𝑃(𝑋 ≤ 8) = 𝐹(8) = [(𝑒−
𝑥
3) ((−

𝑥

3
) − 1)]

0

8

= [(𝑒−
8
3) ((−

8

3
) − 1)] − [(𝑒−

0
3) ((−

0

3
) − 1)] = (−0.2544) − (−1)

= 0.7455 

 :   سنوات 10تستمر هذه الآلة في العمل لمدة تفوق احتمال أن إيجاد  -4

𝑃(𝑋 > 10) = 1 − 𝐹(10) = 1 − [(𝑒−
𝑥
3) ((−

𝑥

3
) − 1)]

0

10

= 1 − ([(𝑒−
10
3 ) ((−

10

3
) − 1)] − [(𝑒−

0
3) ((−

0

3
) − 1)])

= 1 − ((−0.1545) − (−1)) = 0.1545 

 سنة :   12سنوات و  8إيجاد احتمال أن تستمر هذه الآلة في العمل لمدة تتراوح ما بين - 5

𝑃(8 ≤ 𝑋 ≤ 12) = 𝑃(𝑋 ≤ 12) − 𝑃(𝑋 ≤ 8) = 𝐹(12) − 𝐹(8)

= [(𝑒−
𝑥
3) ((−

𝑥

3
) − 1)]

0

12

− [(𝑒−
𝑥
3) ((−

𝑥

3
) − 1)]

0

8

= ([(𝑒−
12
3 ) ((−

12

3
) − 1)] − [(𝑒−

0
3) ((−

0

3
) − 1)]) − (0.7455)

= (0.9084) − (0.7455) = 0.1629 

 المعياري :  اافه ر متوسط بقاء هذه الآلة في العمل وانححساب  -6
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 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝛼. 𝛽 = 2.3 = 6 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 𝛼. 𝛽2 = 2.9 = 18 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √18 = 4.24 

 Distribution bêtaخامسا : توزيع بيتا 

1-    : بيتا،  التعريف  بتكامل  الأحيان  بعض  في  يسمى  ما  أو  بيتا  دالة  من  بيتا مشتق  توزيع  في  إن  أهمية  وللتوزيع 

تطبيقات الرقابة على جودة الإنتاج من خلال تكوين جداول عينات القبول والتي تستخدم في اتخاذ القرار بشأن  

 قبول وحدات الإنتاج استنادا إلى نسب الوحدات المعيبة في العينة فضلا عن التطبيقات الأخرى. 

 ودالة الكثافة الاحتمالية لهذا التوزيع تعطى وفق الصياغة التالية :  

𝑓(𝑥) = {

Г(𝛼 + 𝛽)

Г(𝛼)Г(𝛽)
𝑥𝛼−1 (1 − 𝑥)𝛽−1        0 < 𝑥 < 1  𝑒𝑡   (𝛼, 𝛽) > 0  

0                                                         𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠

 

 ويمكن كتابتها على الشكل التالي :  

𝑓(𝑥) = {
𝑥𝛼−1 (1 − 𝑥)𝛽−1

𝛽(𝛼, 𝛽)
        0 < 𝑥 < 1  𝑒𝑡   (𝛼, 𝛽) > 0  

0                                                         𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠

 

𝑿ويعبر اختصارا عن توزيع بيتا بــ  :   ↝ 𝜷(𝜶,𝜷)     

,𝛽(𝛼حيث   𝛽)   : هي دالة بيتا والتي تحسب كالتالي 

𝛽(𝛼, 𝛽) = ∫ 𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥
1

0

      𝛼, 𝛽 > 0 
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 ولدالة بيتا علاقة بدالة قاما حيث نجد أن :  

𝛽(𝛼, 𝛽) =
Г(𝛼)Г(𝛽)

Г(𝛼 + 𝛽)
 

 ومن بين خواص هذه الدالة : 

𝛽(𝛼, 𝛽) = 𝛽(𝛽, 𝛼),           𝛽(1,1) = 1 ,               𝛽 (
1

2
,
1

2
) =  𝜋    

 بيانيا وفق الشكل التالي :   بيتاويمثل توزيع 

 
 . 𝛽و   αيتغير شكل دالة الكثافة لتوزيع بيتا بتغير قيمة ملاحظة : 

 يتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي لتوزيع قاما بالشكل الآتي :  دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع :   -

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = {

0                                                 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0    
1

𝛽(𝛼, 𝛽)
∫ 𝑥𝛼−1 (1 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥       𝑠𝑖 0 < 𝑥 < 1  
𝑥

0

1                                                  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1

𝑥

0

 

 الخصائص العددية لتوزيع بيتا :   -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
𝛼

𝛼 + 𝛽
 

 التباين :   -ب
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𝑉(𝑋) =
𝛼. 𝛽

(𝛼 + 𝛽)2. (𝛼 + 𝛽 + 1)
 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
𝛼. 𝛽

(𝛼 + 𝛽)2. (𝛼 + 𝛽 + 1)
 

 أحسب ما يلي: : 09مثال 

𝛽(2,4),      𝛽(3,4),      𝛽(6,8),       𝛽 (
1

2
,
1

2
) ,      𝛽(𝑛, 2),    𝛽(1, 𝑛)      𝑛 ∈ 𝑁 

∫ 𝑥3(1 − 𝑥)5𝑑𝑥
1

0

 ,    ∫ 𝑥2(1 − 𝑥)3𝑑𝑥
1

0

 , ∫ (1 − 𝑥)3𝑑𝑥
1

0

 

 الحل :  

*𝛽(1, 𝑛) =
Г(1)Г(𝑛)

Г(1+𝑛)
=

(𝑛−1)!

𝑛Г(𝑛)
=

(𝑛−1)!

𝑛(𝑛−1)!
=

1

𝑛
 

* 𝛽(𝑛, 2) =
Г(2)Г(𝑛)

Г(𝑛+2)
=

(𝑛−1)!

Г(𝑛+1+1)
=

(𝑛−1)!

(𝑛+1)Г(𝑛+1)
=

(𝑛−1)!

(𝑛+1)𝑛Г(𝑛)
=

(𝑛−1)!

(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)!
=

1

𝑛(𝑛+1)
 

* 𝛽 (
1

2
,
1

2
) =

Г(
1

2
)Г(

1

2
)

Г(
1

2
+
1

2
)
=

√𝜋 .√𝜋 

Г(1)
= 𝜋 

* 𝛽(6,8) =
Г(6)Г(8)

Г(6+8)
=

5!7!

13!
=

120.5040

6227020800
= 9.71. 10−5 

* 𝛽(3,4) =
Г(3)Г(4)

Г(3+4)
=

2!3!

6!
=

2

120
=

1

60
 

* 𝛽(2,4) =
Г(2)Г(4)

Г(2+4)
=

1!3!

5!
=

1

20
  𝑂𝑟 𝛽(2,4) =  

1

4(4+1)
=

1

20
 

*∫ (1 − 𝑥)3𝑑𝑥
1

0
= 𝛽(1,4) =

1

4
 

*∫ 𝑥2(1 − 𝑥)3𝑑𝑥
1

0
= 𝛽(3,4) =

Г(3)Г(4)

Г(3+4)
=

2!3!

6!
=

2

120
=

1

60
 

* ∫ 𝑥3(1 − 𝑥)5𝑑𝑥
1

0
= 𝛽(4,6) =

Г(4)Г(6)

Г(4+6)
=

3!5!

9!
=

6

3024
=

1

504
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يريد أحد مديري الجودة في أحد المصانع الخاصة بإنتاج الأجهزة الكهرومنزلية تقدير جودة الإنتاج بناء  :  10مثال 

الذي يعبر عن نسبة الوحدات المعيبة    Xالمتغير العشوائي على نسبة الوحدات المعيبة في العينة، فإذا علمت أن 

𝛼)في هذا المصنع يتبع توزيع بيتا بالمعلمات   = 5, 𝛽 =  ، فأجب على ما يلي :(2

 ؟ Г(2)    ،Г(5)   ،Г(7)أحسب القيم :   -1

 أوجد  دالة كثافة الاحتمال لهذا التوزيع ؟  -2

 أوجد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع ؟  - 3

 ؟ % 20لا تتجاوز  عيبأحسب احتمال أن تكون نسبة الإنتاج الم  - 4

 على الأقل ؟  % 15  عيبأحسب احتمال أن تكون نسبة الإنتاج الم - 5

 ؟  % 20و   % 12أحسب احتمال أن تكون نسبة الإنتاج المعيب تتراوح ما بين  -6

 التباين والانحراف المعياري له ؟ ، ثم الأجهزة الكهرومنزليةقي مصنع  عيبأحسب النسبة المتوقعة للإنتاج الم  - 7

 الحل : 

(X المتغير العشوائي الذي يعبر عن نسبة الإنتاج ) والذي يتبع توزيع بيتا   الأجهزة الكهرومنزليةفي مصنع  المعيب

𝛼)بالمعلمات   = 5, 𝛽 = 𝑋 ، ويمكن التعبير عنه اختصارا بــــ :(2 ↝ 𝛽(𝛼, 𝛽)  أي𝑋 ↝ 𝛽(5,2) 

 لحالات دالة قاما التالية :    القيم التالية حساب  -1

Г(𝑛)لدينا من الصيغة العامة لدالة قاما :   = (𝑛 −  وبالتالي فإن :   !(1

Г(2) = (2 − 1)! = 1! = 1 

Г(5) = (5 − 1)! = 4! = 24 

Г(7) = (7 − 1)! = 6! = 720 

 ايجاد دالة كثافة الاحتمال لهذا التوزيع :    -2

 لدينا الصيغة العامة لتوزيع بيتا هي على النحو التالي :  
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𝑓(𝑥) = {

Г(𝛼 + 𝛽)

Г(𝛼)Г(𝛽)
𝑥𝛼−1 (1 − 𝑥)𝛽−1        0 < 𝑥 < 1  𝑒𝑡   (𝛼, 𝛽) > 0  

0                                                         𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠

 

𝛼)وبتعويض قيمة المعلمتين  = 5, 𝛽 =  في دالة الكثافة الاحتمالية لتوزيع بيتا نجد :   (2

𝑓(𝑥) = {
Г(5 + 2)

Г(5)Г(2)
𝑥5−1 (1 − 𝑥)2−1        0 < 𝑥 < 1  

0                                                         𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠

 

 وبحساب قيم دالة قاما نجد : 

𝑓(𝑥) = {
30 𝑥4 (1 − 𝑥)        0 < 𝑥 < 1  
0                                     𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠

 

    ايجاد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع : - 3

 بالشكل الآتي :  بيتايتم التعبير عن دالة التوزيع التراكمي لتوزيع 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = {

0                                                   𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0    
Г(𝛼 + 𝛽)

Г(𝛼)Г(𝛽)
∫ 𝑥𝛼−1 (1 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥    𝑠𝑖 0 < 𝑥 < 1  
𝑥

0

1                                                  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1

𝑥

0

 

 أي أن :  

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = {

0                                                   𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0    

30∫ 𝑥4 (1 − 𝑥)𝑑𝑥    𝑠𝑖 0 < 𝑥 < 1  
𝑥

0

1                                                  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1

𝑥

0

 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)

= 30∫ 𝑥4 (1 − 𝑥)𝑑𝑥   
𝑥

0

= 30∫  (𝑥4 − 𝑥5)𝑑𝑥 =   30 [
𝑥5

5
−
𝑥6

6
]
0

𝑥

=
𝑥

0

[6𝑥5 − 5𝑥6]0
𝑥

= 6𝑥5 − 5𝑥6   

 ومنه فإن دالة التوزيع التراكمية لهذا التوزيع تكون بالصيغة التالية :
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𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = {
0                                                   𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0    
6𝑥5 − 5𝑥6                           𝑠𝑖 0 < 𝑥 < 1
1                                                   𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1

𝑥

0

 

 :  % 20لا تتجاوز  عيبحساب احتمال أن تكون نسبة الإنتاج الم - 4

𝑃(𝑋 ≤ 0.20) = 𝐹(0.20) = 6(0.20)5 − 5(0.20)6 = 0.0016 

 على الأقل :   %  15  عيبب احتمال أن تكون نسبة الإنتاج الماحس  - 5

𝑃(𝑋 ≥ 0.15) = 1 − 𝑃(𝑋 < 0.15) = 1 − 𝐹(0.15) = 1 − (6(0.15)5 − 5(0.15)6)

= 1 − 0.0039 = 0.9996 

 :   % 20و   %  12حساب احتمال أن تكون نسبة الإنتاج المعيب تتراوح ما بين  - 6

𝑃(0.20 ≤ 𝑋 ≤ 0.12) = 𝑃(𝑋 ≤ 0.20) − 𝑃(𝑋 ≤ 0.12) = 𝐹(0.20) − 𝐹(0.12)

= 0.0016 − (6(0.12)5 − 5(0.12)6) = 0.0014 

 ، ثم التباين والانحراف المعياري له :الأجهزة الكهرومنزليةقي   عيب حساب النسبة المتوقعة للإنتاج الم - 7

 التوقع الرياض ي :  -أ

𝐸(𝑋) =
𝛼

𝛼 + 𝛽
=

5

5 + 2
=
5

7
= 0.71 

𝑉(𝑋) =
𝛼. 𝛽

(𝛼 + 𝛽)2. (𝛼 + 𝛽 + 1)
=

5.2

(5 + 2)2. (5 + 2 + 1)
=

10

49 × 8
=
10

392
= 0.025 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √0.025 = 0.15 

 (t)ودنت يسادسا : توزيع ست

تكمن تطبيقاته في نظرية   أحد التوزيعات الإحتمالية المتصلة، يشبه كثيرا التوزيع الطبيعي،هو   التعريف : -1

 الفرضيات كبديل للتوزيع الطبيعي عندما يكون حجم العينة صغيرا.ار بالعينات واخت

 :  تعطى بالعلاقة التالية الاحتمالية تهدالة كثاف
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𝑓(𝑥) =  
Г(
𝑣 + 1
2

)

√𝑣𝜋 Г(
𝑣
2
)
(1 +

𝑥2

𝑣  
)−
(𝑣+1)
2        ; −∞ < 𝑥 < +∞ 𝑒𝑡 𝑣 ∈ ℕ 

𝑿ونكتب اختصارا :   ↝ 𝒕(𝒗)    

 حيث :

𝜋   :  ثابت𝜋 = 3.1416   

𝑣  : أي  1والتي تساوي حجم العينة ناقص  1الحرية درجات  𝑣 = 𝑛 − 1 

 𝑡(𝛼,𝑣)بالرمز   𝛼ومستوى معنوية  𝑣حصائية ستيودنت عند درجة حرية  نرمز لإ و 

 التالي :   وفق الشكل وتمثل  دالة الكثافة الاحتمالية لهذا التوزيع بيانيا

 

 

 

 

 

مع التوزيع الطبيعي القياس ي من حيث الشكل الجرس ي إلا أنه أكثر انخفاضا منه )أكثر تفلطحا    tيتشابه توزيع 

يقترب من التوزيع الطبيعي القياس ي، ويعتبر المنحنيان   tوانبساطا منه( وعندما تزداد درجات الحرية فإن توزيع  

𝑣متطابقان تقريبا عندما   ≥ 30. 

 :  ستيودنتالخصائص العددية لتوزيع  -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

 
)الوسط الحسابي والانحراف المعياري( أي أن :  لمعالم المجتمع  Kمن المشاهدات المستقلة في العينة ناقص العدد  Nدرجات الحرية تعرف بأنها العدد  1

𝑣 = 𝑛 − 𝐾   في حالة توزيعt   : فإن𝑣 = 𝑛 − على أساس أنه يجب معرفة المتوسط الحسابي لهذا التوزيع والذي يساوي الصفر، وبالتالي يكون عدد  1

 . 1المعالم المقدرة هو  

 طبيعي

ν = 4 

ν = 1 

0.4 

f(x) 

-4     -3 -2      -1      0       1       2        3        4 

x 
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𝐸(𝑋) = 0 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
𝑣

𝑣 − 2
  ; 𝑣 > 2  

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
𝑣

𝑣 − 2
 

 ملاحظات :  

 المساحة تحت المنحنى تساوي الواحد، والتوزيع متماثل )متناظر( حول الصفر.  -

  حق()أنظر الملا الخاصة بهذا التوزيع مثل التوزيع الطبيعي القياس ي  ول  امن خلال الجد   tتوزيع  احتمالات تحسب    -

أما في   تسجل في العمود الأيسر،  تختلف بعض الش يء حيث تعتمد على درجات الحرية، التي  tإلا أن جداول توزيع  

 المقابلة.   tالأعلى  فتقرأ المساحة )الاحتمالية( وفي داخل الجدول تقرأ قيمة  

 نجد ما يلي :   tمن خلال خاصية التناظر لتوزيع  -

𝑡(𝛼,𝑣) = −𝑡(1−𝛼,𝑣) 

𝑃(𝑇 ≥ 𝑡(𝑣)) = 𝑃(𝑇 ≤ −𝑡(𝑣)) = 𝛼 

𝑃(𝑇 ≤ 𝑡(𝑣)) = 𝑃(𝑇 ≥ −𝑡(𝑣)) = 1 − 𝛼 

 أوجد :    tتوزيع باستخدام جدول   :11 مثال

𝑡(0.025,12)      ; 𝑡(0.05,3)      ; 𝑡(0.99,11)      ; 𝑡(0.995,9)        ; 𝑡(0.90,16) 

 الحل :  

  *𝑡(0.025,12)   قدرها مساحة  يمينها  يقع  التي  القيمة  تعني  تساوي    0.025:  الحرية  القيمة  12ودرجة  أن  أي   ،

درجات  ) عمود  الأيسر  العمود  من  نختار  بحيث  مباشرة  إيجادها  نستطيع  الجدول  ومن خلال  موجبة  ستكون 
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القيمة   𝑣الحرية  المساحات  12(  )صف  الأول  الصف  من  ونختار   ،𝛼   القيمة مع    0.025(  العمود  تقاطع  وعند 

 أي :   2.179ونجدها تساوي   𝑡(0.025,12)الصف نحصل على القيمة  

𝑡(0.025,12) = 2.179 

  *𝑡(0.05,3) :   ( المساحة  تقاطع  خلال  من  نجدها  السابقة  الفقرة  في  التحليل  𝛼بنفس  = درجة 0.05 مع   )

𝑣الحرية )  =  أي :   2.353( نجدها تساوي 3

𝑡(0.05,3) = 2.353 

  *𝑡(0.99,11) :    مقدارها مساحة  يمينها  على  التي  القيمة  حرية    0.99وتعني  القيمة  11ودرجة  ولإيجاد   ،

𝑡(0.99,11)   أن من  نلاحظ  أكبر  التي  المساحات  أي   ( السالبة  القيم  على  يحتوي  لا  التوزيع  لذلك  0.5جدول   )

 نستعمل خاصية تماثل جدول التوزيع حول الصفر أي : 

𝑡(𝛼,𝑣) = −𝑡(1−𝛼,𝑣) 

𝑡(0.99,11)أي :   = −𝑡(1−0.99,11) = −𝑡(0.01,11) = −2.718  

  *𝑡(0.995,9) :   : بنفس التحليل للفقرة السابقة وباستخدام خاصية التماثل نجد أن 

𝑡(0.995,9) = −𝑡(1−0.995,9) = −𝑡(0.005,9) = −3.250 

  *𝑡(0.90,16)  وباستخدام خاصية التماثل نجد أن :   تينالسابق تين: بنفس التحليل للفقر 

𝑡(0.90,16) = −𝑡(1−0.90,16) = −𝑡(0.10,16) = −1.337 

 أجب على ما  يلي :   tباستخدام جدول :  12مثال 

 ؟ t=2.812 و 11 ما هي قيمة المساحة التي تقابل حجم العينة -1

 ؟  15  حرية ةوعند درج  t=-2.13وجد المساحة الواقعة على يسار أ -2

 ؟  0.005والتي تقع على يمينها المساحة   t= 4.032أوجد درجة الحرية لقيمة  -3

 الحل :  
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𝑣  لدينا -1 = 𝑛 − 𝑣،أي أن  1 = t    و 10 = ن المساحة المقابلة هي إف  tوبالتالي ومن خلال جدول   2.812

0.95 . 

      ( أي:tقيم سالبة في جدول  توجد نه لاننا نستخدم خاصية التناظر )لأ إسالبة ف  tأن قيمة   بما -2

𝑡(𝛼, 15) = −𝑡(1 − 𝛼, 15) 

قيمة  إ      يسار    0.975ومساحتها    t=2.13تقابلها    t=-2.13 ن  على  هي  المطلوبة  المساحة  أن        :   ،فيكون   -2.13وحيث 

1- 𝛼 =0.975    ،الجدول 𝛼 ومنهمن  = 1 − 0.975 = على    0.025 الواقعة  المساحة    ة عند درجو  يسارال،أي 

 .  0.025هي 15حرية 

,𝑡(0.005لدينا من خلال المعطيات :  -3 𝑣) = نجد أن درجة الحرية التي  tوبالتالي ومن خلال جدول    4.032

,𝑡(0.005تحقق   𝑣) = 𝑣أي أن :   5هي  4.032 = 5 

 𝛘𝟐 (Khi deux)توزيع كاي مربع سابعا : 

اختبار الفرضيات  في مجال التقدير ومتصل ، له استعمالات متعددة خاصة  يتوزيع احتمالهو التعريف : -1

الاحتمالية تعطى  ته. دالة كثاف  χ2تغير  العشوائي  المالارتباط  والاستقلال والتوفيق، وهو معرف ب اختباراتو 

 :ة بالعلاقة التالي

𝑓(𝑥) = { 

1

2
(
𝑣
2
)
Г(
𝑣
2
)
𝑥
(
𝑣
2
−1)
 𝑒−

𝑥
2          , 𝑥 > 0  𝑒𝑡   𝑣 ∈ ℕ       

        0                , 𝑥 ≤ 0                              

 

𝑿ونكتب اختصارا :   ↝ 𝝌𝟐(𝒗)    

 حيث :

𝑒   : ويقدر بالتقريب   ثابت  𝑒 = 2.7182    

𝑣  :أي    1والتي تساوي حجم العينة ناقص  درجات الحرية𝑣 = 𝑛 − 1 

 Г  . دالة قاما : 
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 𝜒2(𝛼,𝑣) بالرمز   𝛼ومستوى معنوية  𝑣عند درجة حرية   كاي مربع حصائية نرمز لإ و 

 وفق الشكل التالي :   الكثافة الاحتمالية لهذا التوزيع بيانيا وتمثل  دالة

 

أي من جهة اليمين، منحنى كاي مربع يكون في الجانب الموجب فقط وهو غير متماثل، بل هو ملتو التواء موجب    

قيمة   مختلفة حسب  أشكالا  كبرت  𝑣ويأخذ  كلما  الطبيعي  التوزيع  من  يقترب  الشكل   𝑣، حيث  في  مبين  هو  كما 

 أعلاه.

 :  كاي مربعالخصائص العددية لتوزيع  -2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) = 𝑣 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 2𝑣    

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √2𝑣 

 ملاحظات :  
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𝛼)هذا التوزيع يعتبر حالة خاصة من توزيع قاما لما :  - =
𝑣

2
، 𝛽 = 2) 

ال  - احتمالات  التوزيع،  ، χ2 ــــلإيجاد  بهذا  الخاص  الجدول  نستخدم  نجد    فإننا  المقابلة  أحيث  المساحة  فقيا 

 . المقابلة  χ2ــــــــعموديا درجات الحرية وفي داخل الجدول تقرأ قيم الو 

الإحصائية   - من  أكبر  العشوائي  المتغير  يكون  أن  احتمال  تربيع  كاي  جداول   :  ونكتب 𝛼هو   𝜒2(𝛼,𝑣) تحسب 

𝑃(𝑋 ≥  𝜒2
(𝛼,𝑣)

) = 𝛼   نستبدل لكن  )أصغر(  العكس  تحسب  أن  يمكن  1)بـ  𝛼كما  − 𝛼)   يدعى والذي 

𝑃(𝑋أي :  عادة بمجال الثقة  ≤  𝜒2
(𝛼,𝑣)

) = 1 − 𝛼   : ويمكن توضيح ذلك من خلال الشكل التالي ، 

 

 :  13 مثال

 وجد :أ ف ،10يخضع لتوزيع كاي تربيع على درجات حرية  Xذا كان المتغير العشوائي  إ 

 ؟ من المساحة  0.99التي يكون على يسارها   𝑥2قيمة   -1

 ؟ من المساحة  0.01لى يمينها  إالتي يكون 𝑥2قيمة  -2

 من المساحة ؟ 0.025لى يسارها إو القيمة التي يكون   0.975لى يسارها إالتي يكون  𝑥2قيمة   -3

 الحل :  

 :  من المساحة  0.99التي يكون على يسارها  𝒙𝟐قيمة  -1

1تعني أن   0.99المساحة على اليسار  − 𝛼 = 𝛼أي أن :    0.99 = التي نبحث عنها   𝑥2وبالتالي فإن قيمة   0.01

𝜒2(0.01,10)   نجدها من الجدول مباشرة وهي :  = 23.209  
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 : من المساحة  0.01يمينها  علىالتي يكون   𝒙𝟐قيمة  -2

𝛼 هي  𝜒2ـ المساحة التي تقع على يمين نألاحظ ن = 1     هاهي المساحة التي تقع على يسار و  0.01 − 𝛼 =

𝜒2(0.01,10) :  هي  𝜒2  ن قيمةإوبذلك ف 0.99 = 23.209 

   : من المساحة  0.025لى يسارها إو القيمة التي يكون  0.975لى يسارها إالتي يكون  𝒙𝟐قيمة  -3

𝛼  المساحة  التي تقع على يمينها 𝜒2 ـ من الجدول نجد أن قيمة = هي نفسها التي تقع على يسارها   0.975

1المساحة    − 𝛼 = 𝜒2(0.975,10) هي :   𝜒2وبذلك فإن قيمة   0.025 = 3.247 

   : 14مثال 

 : احتمال أن تكون قيمته وجد أ v = 15بدرجة حرية مربع يخضع لتوزيع كاي  Xذا كان المتغير العشوائي  إ

 ؟  6.262أقل من أو تساوي  -1

 ؟ 22.307أكبر من أو تساوي  -2

 ؟ 27.488و   7.261محصورة بين  -3

 الحل :  

 X  يخضع لتوزيع كاي مربع بدرجة حريةv = 15   : ونكتب اختصارا𝑋 ↝ 𝜒2(15) 

 :  6.262أقل من أو تساوي حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير  -1

𝑃(𝑋 ≤ 6.262) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 6.262) = 1 − 0.975 = 0.025 

 :   22.307حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير أكبر من أو تساوي  – 2

𝑃(𝑋 ≥ 22.307) = 0.1 

 :  27.488و  7.261محصورة بين حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير   – 3
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𝑃(7.261 ≤ 𝑋 ≤ 27.488) = 𝑃(𝑋 ≤ 27.488) − 𝑃(𝑋 ≤ 7.261)

= [1 − 𝑃(𝑋 ≥ 27.488)] − [1 − 𝑃(𝑋 ≥ 7.261)]

= (1 − 0.025) − (1 − 0.95) = 0.925 

 ويمكن حسابها بطريقة ثانية كما يلي :  

𝑃(7.261 ≤ 𝑋 ≤ 27.488) = 𝑃(𝑋 ≥ 7.261) − 𝑃(𝑋 ≥ 27.488) = 0.95 − 0.025 = 0.925 

 (:Fischer ،Snedecor)فيشر ،سنيديكور،F فيشر  توزيعثامنا : 

1-    : المهمةالتعريف  المتصلة  الاحتمالية  التوزيعات  في    ،أحد  لإجراء  والمستخدمة  الاستدلالي،  اختبار  الإحصاء 

التباين تحليل  وفي  الاختبارات،  الفرضيات  من  وغيرها  الانحدار،  معادلة  معنوية  وإختبار  التجارب   وتصميم 

 العشوائي بالدالة الاحتمالية التالية:  هذا التوزيع يعرف و 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 

 

Г(
𝑣1+𝑣2
2

)

Г(
𝑣1
2
)Г(
𝑣2
2
)
(
𝑣1
𝑣2
)

𝑣1
2
 

𝑥
(
𝑣1
2
−1)

(1 +
𝑣1
𝑣2
𝑥)

(
𝑣1+𝑣2
2

)
          , 𝑥 > 0  𝑒𝑡   𝑣 ∈ ℕ       

        0                                                                    , 𝑥 ≤ 0                              

 

𝑿ونكتب اختصارا :   ↝ 𝑭(𝒗𝟏; 𝒗𝟐)    

 حيث :

𝑣1 و 𝑣1  :لتوزيع فيشر  درجات الحريةF  . 

 Г  . دالة قاما : 

;𝐹(𝑣1بالرمز   𝛼ومستوى معنوية   𝑣1 و 𝑣2حرية  تيعند درج فيشرحصائية نرمز لإ و  𝑣2)  أو𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2) 

 وفق الشكل التالي :   وتمثل دالة الكثافة الاحتمالية لهذا التوزيع بيانيا
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 𝑣1 و 𝑣2إلى اليمين، وكلما زادت درجات الحرية   أحادي المنوال ملتو قليلا أنه Fخواص منحنى توزيع  ومن    

 بين الصفر واللانهاية. Fمن منحنى التوزيع الطبيعي وهو موجب لجميع قيم  Fيقترب منحنى توزيع 

 :  فيشرالخصائص العددية لتوزيع  - 2

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
𝑣2

𝑣2 − 2
      ; 𝑣2 > 2 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
2(𝑣2)

2(𝑣1 + 𝑣2 − 2)

𝑣1(𝑣2 − 4)(𝑣2 − 2)
2
        ;  𝑣2 > 4 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
2(𝑣2)

2(𝑣1 + 𝑣2 − 2)

𝑣1(𝑣2 − 4)(𝑣2 − 2)
2

 

 ملاحظات :  

;𝐹(𝛼احتمال أن يكون المتغير العشوائي أكبر من الإحصائية    فيشرتحسب جداول    - 𝑣1; 𝑣2)  هو𝛼  ونكتب : 

𝑃(𝑋 ≥ 𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2)) = 𝛼   نستبدل لكن  )أصغر(  العكس  تحسب  أن  يمكن  1)بـ  𝛼كما  − 𝛼)   والذي

𝑃(𝑋يدعى عادة بمجال الثقة أي :  ≤ 𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2)) = 1 − 𝛼 . 

 

x 

(10, 50) 

(10, ? ) 

(10, 10) 

1.0 

(10, 4) 

f(x) 

0,5 

     0  1  2  3

  4 
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نه يمكن استعمال القاعدة إهذه المساحة ف   ولإيجاد  ، Fلا توجد في جداول توزيع  كبيرةهناك بعض المساحات ال  -

 التالية: 

𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2) =
1

𝐹(1 − 𝛼; 𝑣2; 𝑣1)
 

 أوجد ما يلي :     :15 مثال

-  𝐹(0.01; 6; 10) 

-  𝐹(0.025; 12; 8) 

-  𝐹(0.99; 8; 12) 

-  𝐹(0.95; 14; 10) 

 الحل :  

- 𝐹(0.01; 6; 10) = 5.39 

- 𝐹(0.025; 12; 8) = 4.2 

- 𝐹(0.99; 8; 12) =
1

𝐹(0.01;12;8)
=

1

5.67
= 0.1763 

- 𝐹(0.95; 14; 10) =
1

𝐹(0.05;10;14)
=

1

2.6
= 0.3846 

𝑣1يتبع توزيع فيشر بدرجتي حرية ) Xإذا كان المتغير العشوائي   : 16مثال  = 7; 𝑣2 =  (، فأحسب : 12

𝑃(𝑋احتمال   -1 ≥  ؟ (2.91

𝑃(𝑋احتمال   -2 ≥  ؟ (3.61

𝑃(𝑋احتمال   -3 <  ؟ (4.64

 المتوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري ؟  -4
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 الحل :  

𝑃(𝑋لحساب الاحتمالات المطلوبة نطبق القاعدة التالية :   ≥ 𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2)) = 𝛼 

𝑃(𝑋حساب احتمال   -1 ≥ 2.91) : 

;𝐹(𝛼التي تحقق   𝛼حساب الاحتمال المطلوب يتم عن طريق البحث عن قيمة  7; 12) = في جداول  2.91

𝛼التي تحقق ذلك هي :   𝛼فيشر ذات الاحتمالات المختلفة فنجد أن قيمة   =  وبالتالي فإن :   0.05

* 𝑃(𝑋 ≥ 2.91) = 0.05 ⇒ 𝐹(0.05; 7; 12) = 2.91 

𝑃(𝑋  حساب احتمال -2 ≥ 3.61) : 

𝛼هي :  𝛼بنفس طريقة حساب الحالة الأولى نجد أن قيمة   =  وبالتالي فإن :   0.025

* 𝑃(𝑋 ≥ 3.61) = 0.025 ⇒ 𝐹(0.025; 7; 12) = 3.61 

𝑃(𝑋احتمال  حساب  -3 < 4.64) : 

𝑃(𝑋لدينا من خاصية الاحتمال المتمم فإن :   < 4.64) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 4.64) 

قيمة   أن  نجد  والثانية  الأولى  للحالة  الخطوات  نفس  تحقق  𝛼وباتباع  ;𝐹(𝛼التي  7; 12) = 4.64 :         هي 

𝛼 =  وبالتالي فإن :   0.01

*𝑃(𝑋 < 4.64) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 4.64) = 1 − 0.01 = 0.99 

 حساب :   – 4

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
𝑣2

𝑣2 − 2
=

12

12 − 2
= 1.2 

 التباين :   -ب
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𝑉(𝑋) =
2(𝑣2)

2(𝑣1 + 𝑣2 − 2)

𝑣1(𝑣2 − 4)(𝑣2 − 2)
2
=
2(12)2(7 + 12 − 2)

7(12 − 4)(12 − 2)2
=
4896

560
= 8.74 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √8.74 = 2.95 

 صلةتأهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المملخص تاسعا : 

 خصائص التوزيع  دالة الكثافة الاحتمالية  اسم ورمز القانون 

 التوزيع المنتظم 

𝑿 ↝ 𝕌(𝒂; 𝒃) 
𝑓(𝑥) = { 

1

𝑏 − 𝑎
            𝑠𝑖 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]

        0                 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛                 

 

𝐸(𝑋) =
𝑏 + 𝑎

2
 

𝑉(𝑋) =
(𝑏 − 𝑎)2

12
 

 التوزيع الطبيعي : 

 التوزيع الطبيعي العام 

𝑿 ↝ ℕ(𝝁, 𝝈𝟐) 

التوزيع الطبيعي  

 المعياري )القياسي( 

𝒁 ↝ ℕ(𝟎, 𝟏) 

 التوزيع الطبيعي العام : 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝝈√𝟐𝝅
𝒆
−
𝟏

𝟐
(
𝒙−𝝁

𝝈
)
𝟐

      −∞ ≤ 𝒙 ≤ ∞ 

𝜇 ∈ 𝑅        و𝜎 > ثابتان     0

 اختياريان 

 التوزيع الطبيعي المعياري )القياسي( : 

𝑓(𝑧) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑧2

2               − ∞ ≤ 𝑧 ≤ ∞ 
𝜇 = 𝜎   و     0 = 1 

 

 التوزيع الأسي 

𝑿 ↝ 𝑬𝒙𝒑(𝝀) 
𝑓(𝑥) = { 𝜆 𝑒−𝜆.𝑥         , 𝑥 > 0  𝑒𝑡  𝜆 > 0       

        0                , 𝑥 ≤ 0                              
 

𝐸(𝑋) =
1

𝜆
 

𝑉(𝑋) =
1

𝜆2
 

 توزيع قاما 

𝑿 ↝ 𝑮(𝜶,𝜷) 

𝑓(𝑥) = { 
𝑥𝛼−1 𝑒

−
𝑥
𝛽

𝛽𝛼Г(𝛼)
      , 𝑥 > 0  𝑒𝑡   𝛼, 𝛽 > 0       

        0                , 𝑥 ≤ 0                              

 

Г(𝛼)   : تمثل دالة قاما والتي تكون من الشكل التالي 

Г(𝛼) = ∫ 𝑥𝛼−1  𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0

 

 عدد صحيح موجب، فإن دالة قاما تصبح :  nوبصورة عامة، إذا كان لدينا العدد  

Г(𝑛) = (𝑛 − 1)! 

 

𝐸(𝑋) = 𝛼. 𝛽 

𝑉(𝑋) = 𝛼. 𝛽2 

 

 بيتا توزيع 

𝑿 ↝ 𝜷(𝜶,𝜷) 

 

𝑓(𝑥) = {

Г(𝛼 + 𝛽)

Г(𝛼)Г(𝛽)
𝑥𝛼−1 (1 − 𝑥)𝛽−1    0 < 𝑥 < 1  𝑒𝑡   (𝛼, 𝛽) > 0  

0                                                         𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠

 

,𝛽(𝛼حيث   𝛽)   : هي دالة بيتا والتي تحسب كالتالي 

𝐸(𝑋) =
𝛼

𝛼 + 𝛽
 

𝑉(𝑋) =
𝛼. 𝛽

(𝛼 + 𝛽)2. (𝛼 + 𝛽 + 1)
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𝛽(𝛼, 𝛽) = ∫ 𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥
1

0

      𝛼, 𝛽 > 0 

 ولدالة بيتا علاقة بدالة قاما حيث نجد أن :  

𝛽(𝛼, 𝛽) =
Г(𝛼)Г(𝛽)

Г(𝛼 + 𝛽)
 

 

 توزيع ستيودنت 
𝑿 ↝ 𝒕(𝒗)    

𝑓(𝑥) =  
Г(
𝑣 + 1
2

)

√𝑣𝜋 Г(
𝑣
2
)
(1 +

𝑥2

𝑣  
)−
(𝑣+1)
2        ; −∞ < 𝑥 < +∞   𝑒𝑡   𝑣 ∈ ℕ 

 

𝐸(𝑋) = 0 

𝑉(𝑋) =
𝑣

𝑣 − 2
  ; 𝑣 > 2  

𝑡(𝛼,𝑣) = −𝑡(1−𝛼,𝑣)  

𝑃(𝑇 ≥ 𝑡(𝑣)) = 𝑃(𝑇 ≤ −𝑡(𝑣)) = 𝛼 

𝑃(𝑇 ≤ 𝑡(𝑣)) = 𝑃(𝑇 ≥ −𝑡(𝑣))

= 1 − 𝛼 

 

 توزيع كاي مربع 

𝑿 ↝ 𝝌𝟐(𝒗) 
𝑓(𝑥) = { 

1

2
(
𝑣
2
)
Г(
𝑣
2
)
𝑥
(
𝑣
2
−1)
 𝑒−

𝑥
2          , 𝑥 > 0  𝑒𝑡   𝑣 ∈ ℕ       

        0                , 𝑥 ≤ 0                              

 

 

𝐸(𝑋) = 𝑣 

𝑉(𝑋) = 2𝑣    

𝑃(𝑋 ≥ 𝜒2
(𝛼,𝑣)

) = 𝛼 

𝑃(𝑋 ≤ 𝜒2
(𝛼,𝑣)

) = 1 − 𝛼 

 توزيع فيشر 
𝑿 ↝ 𝑭(𝒗𝟏; 𝒗𝟐) 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 Г (

𝑣1+𝑣2
2

)

Г (
𝑣1
2
) Г (

𝑣2
2
)
(
𝑣1
𝑣2
)

𝑣1
2
 

𝑥
(
𝑣1
2
−1)

(1 +
𝑣1
𝑣2
𝑥)

(
𝑣1+𝑣2
2

)
   ;

 𝑥 > 0  𝑒𝑡   𝑣1, 𝑣2 ∈ ℕ 
        0                                             , 𝑥 ≤ 0                              

 

 

𝐸(𝑋) =
𝑣2

𝑣2 − 2
      ; 𝑣2 > 2 

𝑉(𝑋) =
2(𝑣2)

2(𝑣1 + 𝑣2 − 2)

𝑣1(𝑣2 − 4)(𝑣2 − 2)
2
   

      ;  𝑣2 > 4 

𝑃(𝑋 ≥ 𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2)) = 𝛼 

𝑃(𝑋 ≤ 𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2)) = 1 − 𝛼 

𝐹(𝛼; 𝑣1; 𝑣2) =
1

𝐹(1 − 𝛼; 𝑣2; 𝑣1)
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 الخاصة بالمحور  التمارينسلاسل :  عاشرا

 الثالثة  سلسلةحل ال

 )التوزيع الطبيعي  –التوزيع المنتظم  –بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة  (

 :  التمرين الأول حل 

مخازنـــــه، حيـــــث يقـــــوم طـــــن مـــــن مـــــادة القهـــــوة، ووضـــــعها فـــــي  240اســـــتورد أحـــــد المراكـــــز التجاريـــــة الكبـــــرى  التمــــرين :

 باستخراج الكمية المخزنة وبيعها بكميات متساوية ومنتظمة على مدار أشهر السنة.

 أوجد دالة الكثافة الاحتمالية التي تعبر عن مدة البيع لهذه الكمية من القهوة ؟ -1

 ؟ ثم مثلها بيانيا ؟   F(X)عين دالة التوزيع التراكمية  -2

 ما هو احتمال أن يبيع كل الكمية خلال الأشهر الثلاثة  الأخيرة على الأقل ؟   -3

 7أشــهر  علــى الأقــل ؟  ومــا هــي الكميــة المتبقيــة فــي المخــزن بعــد مــرور  7مــا هــو احتمــال أن يبيــع كــل الكميــة خــلال  -4

 أشهر من البيع ؟

 أحسب القيمة المتوقعة والانحراف المعياري للفترة الزمنية لبيع القهوة ؟  -5

 الحل : 

 ايجاد دالة الكثافة الاحتمالية التي تعبر عن مدة البيع لهذه الكمية من القهوة :   -1

المعبر عن الفترة الزمنية لبيع هذه الكمية من القهوة هو متغير مستمر، و عملية البيع    Xبما أن المتغير العشوائي  

يتبع التوزيع المنتظم، وتكون دالة كثافة الاحتمال له من    Xتتم خلال فترة زمنية منتظمة، فإن المتغير العشوائي  

 الشكل :  

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
       𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] 

;0]شهر أي بالمجال :   12بما أن المدة الزمنية لبيع القهوة في هذا المركب التجاري محددة بـ  ، فإن دالة كثافة   [12

 الاحتمال لهذا المتغير تصبح على النحو التالي :  

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
1

12 − 0
=
1

12
       𝑥 ∈ [0; 12] 

𝑋ونكتب اختصارا :   ↝ 𝕌(0; 12) 

 :    F(X)عيين دالة التوزيع التراكمية  ت -أ -2

 تعطى هذه الدالة وفق الصياغة التالية : 
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𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥) = {  

0                      𝑠𝑖     𝑥 < 𝑎                   
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
              𝑠𝑖    𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏           

1                      𝑠𝑖     𝑥 > 𝑏                    

 

 وبتعويض المدى الزمني لبيع القهوة في المركب التجاري، تصبح دالة التوزيع الاحتمالي على الشكل التالي : 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥) = {  

0                      𝑠𝑖     𝑥 < 0                  
𝑥

12
                   𝑠𝑖    0 ≤ 𝑥 ≤ 12           

1                     𝑠𝑖     𝑥 > 12                    

 

 ب التمثيل البياني : -2

 

 حساب احتمال أن يبيع كل الكمية خلال الأشهر الثلاثة الأخيرة على الأقل : -3

𝑃(𝑋 > (12 − 3)) = 𝑃(𝑋 > 9) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 9) = 1 − 𝐹(9) = 1 −
9

12
=
3

12
=
1

4
= 0.25 

 أشهر  على الأقل : 7أ حساب احتمال أن يبيع كل الكمية خلال   -4

𝑃(𝑋 > 7) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 7) = 1 − 𝐹(7) = 1 −
7

12
= 0.4166 

 أشهر من البيع :  7ب حساب الكمية المتبقية في المخزن بعد مرور   -4

Q × P(X > 7) = 240 × 0.4166 =  طن  99.984

 حساب القيمة المتوقعة والانحراف المعياري للفترة الزمنية لبيع القهوة : -5

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

-5 0 5 10 15

F(X) دالة التوزيع التراكمية

F(X)
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 القيمة المتوقعة :  -أ

 

𝐸(𝑋) =
𝑏 + 𝑎

2
=
12 + 0

2
= 6 

التباين :   -ب  

𝑉(𝑋) =
(𝑏 − 𝑎)2

12
=
(12 − 0)2

12
= 12 

 الانحراف المعياري  :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √
(𝑏 − 𝑎)2

12
= √12 = 3.4641 

 : ثاني التمرين الحل 

طالب بكلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير، وجد أن هذه   1000في دراسة حول أطوال    التمرين :  

 .(سم  10سم( وانحراف معياري مقدر بـ  ) 160الأطوال تتبع التوزيع الطبيعي بمتوسط )

 انطلاقا من هذه المعطيات أوجد :

 سم ؟  170احتمال أن تزيد أطوال الطلبة عن  -1

 سم ؟   170احتمال أن تقل أطوال الطلبة عن  -2

 سم ؟  180النسبة المئوية للطلبة الذين تزيد أطوالهم عن   -3

 سم ؟   175سم و   165النسبة المئوية للطلبة الذين تتراوح أطوالهم بين  -4

 سم ؟    175عدد الطلبة الذين تزيد أطوالهم عن  -5

 الحل : 

𝑋     بمتوسط عادي  طبيعي  توزيع  يتبع  مستمر،  عشوائي  𝜇متغير  = 160 𝑐𝑚   معياري وانحراف   ،𝜎 =

10 𝑐𝑚  أي .𝑿 ↝ ℕ(𝟏𝟔𝟎, 𝑍     𝒁توزيع طبيعي قياس ي  إلى    نحوله  (𝟏𝟎𝟎 ↝ ℕ(𝟎, 𝑧     :   بالتحويلة  (𝟏 =
𝑥−𝜇

𝜎
=

𝑥−160

10
 

 سم :  170حساب احتمال أن تزيد أطوال الطلبة عن   -1

𝑃(𝑋 ≥ 170) = 𝑃 (𝑍 ≥
170 − 160

10
) = 𝑃(𝑍 ≥ 1) = 0.5 − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1)

= 0.5 − 0.3413 = 0.1587 
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 سم :  170حساب احتمال أن تقل أطوال الطلبة عن   -2

𝑃(𝑋 ≤ 170) = 𝑃 (𝑍 ≤
170 − 160

10
) = 𝑃(𝑍 ≤ 1) = 0.5 + 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1)

= 0.5 + 0.3413 = 0.8413 

 :    سم 180النسبة المئوية للطلبة الذين تزيد أطوالهم عن حساب   -3

𝑃(𝑋 ≥ 180) = 𝑃 (𝑍 ≥
180 − 160

10
) = 𝑃(𝑍 ≥ 2) = 0.5 − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 2)

= 0.5 − 0.4772 = 0.0228 

 % 2.28 = 100 * 0.0228سم هي :   180إذا فالنسبة المئوية للطلبة الذين تزيد أطوالهم عن 

 :   سم  175سم و  165النسبة المئوية للطلبة الذين تتراوح أطوالهم بين حساب   - 4

𝑃(165 ≤ 𝑋 ≤ 175) = 𝑃 (
165 − 160

10
≤ 𝑍 ≤

175 − 160

10
) = 𝑃(0.5 ≤ 𝑍 ≤ 1.5)

= 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1.5) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.5) = 0.4332 − 0.1915 = 0.2417 

 % 24.17 = 100 * 0.2417هي :  سم 175سم و  165الذين تتراوح أطوالهم بين إذا فالنسبة المئوية للطلبة 

 سم : 175عدد الطلبة الذين تزيد أطوالهم عن حساب  -5

سم، نجد الاحتمال  ونضربه في عدد الطلبة الكلي، أي أن عدد   175عدد الطلبة الذين تزيد أطوالهم عن    لايجاد

 عدد الطلبة الكلي .  ×سم  175الطلبة المطلوب = احتمال أن تزيد أطوال الطلبة عن  

 سم :    175حساب احتمال أن تزيد أطوال الطلبة عن   -

𝑃(𝑋 ≥ 175) = 𝑃 (𝑍 ≥
175 − 160

10
) = 𝑃(𝑍 ≥ 1.5) = 0.5 − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1.5)

= 0.5 − 0.4332 = 0.0668 

≈سم يساوي :   175إذا فعدد الطلبة الذين تزيد أطوالهم عن  671000 = 66.8 × 0.0668  

 : ثالث التمرين الحل 
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  12درجات امتحان نصف السنة في مقياس الاحصاء لفصل كبير موزعة طبيعيا بوسط حسابي   التمرين : 

 طالب، فأوجد :  500، فإذا كان بهذا الفصل 3وانحراف معياري 

 ؟  10احتمال أن تقل علامات الطلبة عن   -1

 ؟   15احتمال أن تزيد علامات الطلبة عن  -2

 ؟   16و  14احتمال أن تتراوح علامات الطلبة بين  -3

 ؟  11و  8عدد الطلبة الذين  تتراوح علاماتهم  بين  -5

في  Aمن الطلاب، ما هو الحد الأدنى للدرجات الذي يعطي تقدير  % 10لنسبة  Aيريد الأستاذ أن يعطي تقدير   -6

 ؟ امتحان الاحصاء 

   الحل : 

𝑋     يتبع توزيع طبيعي عادي بمتوسط 𝜇متغير عشوائي مستمر،  = 𝜎، وانحراف معياري   12 = 𝑿. أي  3 ↝

ℕ(𝟏𝟐, 𝑍     𝒁توزيع طبيعي قياس ي إلى  نحوله  (𝟗 ↝ ℕ(𝟎, 𝑧     :  بالتحويلة  (𝟏 =
𝑥−𝜇

𝜎
=

𝑥−12

3
 

 :   10حساب احتمال أن تقل علامات الطلبة عن  -1

𝑃(𝑋 ≤ 10) = 𝑃 (𝑍 ≤
10 − 12

3
) = 𝑃(𝑍 ≤ −0.66) = 0.5 − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.66)

= 0.5 − 0.2454 = 0.2546 

 :  15حساب احتمال أن تزيد علامات الطلبة عن  – 2

𝑃(𝑋 ≤ 10) = 𝑃 (𝑍 ≤
10 − 12

3
) = 𝑃(𝑍 ≤ −0.66) = 0.5 − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.66)

= 0.5 − 0.2454 = 0.2546 

 : 16  و  14 بين الطلبة  علامات تتراوح أن احتمالحساب  - 3

𝑃(14 ≤ 𝑋 ≤ 16) = 𝑃 (
14 − 12

3
≤ 𝑍 ≤

16 − 12

3
) = 𝑃(0.66 ≤ 𝑍 ≤ 1.33)

= 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1.33) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.66) = 0.4082 − 0.2454 

= 0.1628 
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 :  11و   8حساب عدد الطلبة الذين تتراوح علاماتهم بين  - 4

، نجد الاحتمال  ونضربه في عدد الطلبة الكلي، أي أن عدد  11و  8لايجاد عدد الطلبة الذين تتراوح علاماتهم بين 

 عدد الطلبة الكلي . ×  11و  8الطلبة المطلوب = احتمال أن تتراوح علامات الطلبة بين  

 :  11و  8 بين الطلبة علامات  تتراوح أن  احتمالحساب   -

𝑃(8 ≤ 𝑋 ≤ 11) = 𝑃 (
8 − 12

3
≤ 𝑍 ≤

11 − 12

3
) = 𝑃(−1.33 ≤ 𝑍 ≤ −0.33)

= 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1.33) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.33) = 0.4082 − 0.1293 

= 0.2789 

≈يساوي :   11و  8 بين الطلبة علامات تتراوحإذا فعدد الطلبة الذين    0.2789 × 139.45 = 500 طالب  139

 في امتحان الاحصاء :  Aالحد الأدنى للدرجات الذي يعطي تقدير  حساب  -5

 فيكون :   aفي امتحان الاحصاء ولنفرضها   Aلإيجاد أدنى درجة والتي تعطي تقدير 

𝑃(𝑍 ≥ 𝑎) = 0.1 

 التي تحقق العلاقة :   aالتي تحقق العلاقة السابقة هي نفس قيمة  aوقيمة 

𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 𝑎) = 0.4 

( فلا نجدها، لذلك نأخذ أقرب قيمة لها  0.4000الآن نبحث في جدول التوزيع الطبيعي القياس ي عن المساحة )

وهي أدنى درجة معيارية لتحقيق    a=1.28المقابلة لهذه القيمة هي :  a( وبالتالي فإن قيمة 0.3997وهي )

 إلى علامة طبيعية نستخدم العلاقة التالية :    ولتحويلها، A التقدير

𝑧 =
𝑥 − 𝜇

𝜎
=
𝑥 − 12

3
= 1.28 ⇒ 𝑥 = (3 × 1.28) +12 ⇒ 𝑥 = 15.84 

 : رابع التمرين الحل 

ومتوسط التوزيع الطبيعي   %47.72   وحدة منتجة هي:  110و    100نسبة الكمية المنتجة المحصورة بين      :التمرين  

 للكمية المنتجة هو الحد الأدنى للحصر السابق.

 :  ما هو احتمال -

 ؟  وحدة 105أن تزيد الكمية المنتجة عن  -1
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   ؟ وحدة 95أن تقل الكمية المنتجة عن  -2

 ؟  وحدة 110و   105أن تتراوح بين  -3

 ؟  وحدة 90و   95أن تتراوح بين  - 4

 عن استخدام جدول التوزيع الطبيعي:  كافيتانالمتراجحتان التاليتان   ملاحظة :

9544,0)22( =− ZP      6826,0)11( =− ZP  

 الحل : 

(x)  100متغيــر عشــوائي مســتمر يتبــع توزيــع طبيعــي عــادي متوســطه =    غيــر أن الانحــراف المعيــاري غيــر موجــود ،

 ، من الحصر السابق و من المتراجحة نحدد الانحراف المعياري :

)110100(4772,0لدبنا :  = XP 

(4772,0ومنه:  
100110100100

( =
−


−


ZP    : 4772,0أي)

10
0( =


ZP 

)22(9544,0من المتراجحة :  =− ZP    : 4772,0نجد أن
2

9544,0
)20( == ZP 

()20(4772,0ومنه
10

0( == ZPZP


2أي أن   
10

=


 =
2

10  =5 

 =5و   =5إذن  لدينا :  

 أ ـ حساب احتمال: 

 : وحدة  105أن تزيد الكمية المنتجة عن  -1

)1()
5

100105
()105( =

−
= ZPZPXP 

)11(6826,0من المتراجحة :  =− ZP   : 3413,0نجد أن
2

6826,0
)10( == ZP 

)105()1(1587,03413,05,0ومنه :    =−== ZPXP 

 :  وحدة 95أن تقل الكمية المنتجة عن  -2

)1()
5

10095
()95( −=

−
= ZPZPXP 
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)11(6826,0من المتراجحة :  =− ZP   : 3413,0نجد أن
2

6826,0
)01( ==− ZP  

)95()1(1587,03413,05,0ومنه :  =−=−= ZPXP  

 :  وحدة 110و   105أن تتراوح بين  -3

)21()
5

100110

5

100105
()110105( =

−


−
= ZPZPXP 

)11(6826,0من المتراجحة :   =− ZP  : 3413,0نجد أن
2

6826,0
)10( == ZP 

)22(9544,0من المتراجحة :  =− ZP    : 4772,0نجد أن
2

9544,0
)20( == ZP 

)110105()21(1359,03413,04772,0ومنه :   =−== ZPXP 

 :    وحدة  90و   95أن تتراوح بين  - 4

)12()
5

10095

5

10090
()9590( −−=

−


−
= ZPZPXP 

)11(6826,0من المتراجحة :   =− ZP    : 3413,0نجد أن
2

6826,0
)01( ==− ZP 

)22(9544,0من المتراجحة :  =− ZP    : 4772,0نجد أن
2

9544,0
)02( ==− ZP 

ومنه:   

1359,03413,04772,0)12()
5

10095

5

10090
()9590( =−=−−=

−


−
= ZPZPXP 
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 الرابعة  سلسلةحل ال

 )توزيغ بيتا  -توزيع قاما  –التوزيع الأس ي  –بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة  (

 :  التمرين الأول حل 

مكالمـــات فـــي الســـاعة، فـــإذا حـــددنا انطـــلاق الـــزمن فـــي  5فـــي وقـــت الظهيـــرة يتلقـــى مركـــز شـــرطة فـــي المتوســـط  التمـــرين :

 ، فأوجد :   iXلحظة معينة  

 الذي يعبر عن تلقي المكالمات انطلاقا من لحظة زمنية معينة ؟  Xالتوزيع الاحتمالي لهذا المتغير العشوائي   -1

 دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير ؟ -2

 دقيقة أو  أقل ؟    15احتمال أن يتلقى هذا المركز  مكالمة خلال   -3

 احتمال أن يتلقى هذا المركز مكالمة خلال النصف ساعة القادمة ؟   -4

 دقيقة ؟   45احتمال أن يتلقى هذا المركز مكالمة ما بين النصف ساعة و  -5

 متوسط زمن تلقي المكالمات وانحرافه المعياري ؟  -6

 الحل : 

الـــذي يعبـــر عـــن تلقـــي المكالمـــات انطلاقـــا مـــن لحظـــة زمنيـــة  Xايجـــاد التوزيـــع الاحتمـــالي لهـــذا المتغيـــر العشـــوائي  -1

 معينة :

تلقي المكالمات انطلاقا من لحظة زمنية معينة، أي مرتبط بعنصر    Xبما أن        المتغير العشوائي الذي يعبر عن 

بالمعلمة   الأس ي  التوزيع  يتبع  المتغير  هذا  فإن  𝜆الزمن،   =
1

5
= 𝐸(𝑋)المتوسط     لأن 0.2 =

1

𝜆
= ، ونكتب      5

𝑋 ↝ 𝐸𝑥𝑝(0.2)   النحو التاليعلى لهذا المتغير   الاحتمالية دالة الكثافة ون وتك  : 

𝑓(𝑥) = 𝜆 𝑒−𝜆.𝑥 = 0.2 𝑒−0.2 𝑥
 
         0 < 𝑥 < ∞          

 ايجاد دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير :  -2

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                
1 − 𝑒−𝜆.𝑥           𝑠𝑖     𝑥 > 0                 

       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      
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 تصبح دالة التوزيع الاحتمالي على الشكل التالي :  λوبتعويض قيمة 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                
1 − 𝑒−0.2 𝑥          𝑠𝑖     𝑥 > 0                 

       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      
 

 دقيقة أو  أقل : 15حساب احتمال أن يتلقى هذا المركز  مكالمة خلال  -3

دقيقة أو أقل يعني وصولها سيكون أقل من أو يساوي ربع ساعة ومنه الاحتمال يحسب كما   15تلقي مكالمة خلال 

 يلي : 

𝑃 (𝑋 ≤
15

60
) = 𝑃 (𝑋 ≤

1

4
) = 𝑃(𝑋 ≤ 0.25) = 𝐹(0.25) = 1 − 𝑒−0.2(0.25)

= 1 − 0.9512 = 0.0487 

 حساب احتمال أن يتلقى هذا المركز مكالمة خلال النصف ساعة القادمة :   -4

تلقي مكالمة خلال النصف ساعة القادمة يعني وصولها سيكون أقل من أو يساوي نصف ساعة ومنه الاحتمال  

 يحسب كما يلي :  

𝑃 (𝑋 ≤
30

60
) = 𝑃 (𝑋 ≤

1

2
) = 𝑃(𝑋 ≤ 0.5) = 𝐹(0.5) = 1 − 𝑒−0.2(0.5) = 1 − 0.9048

= 0.0951 

 دقيقة :   45حساب احتمال أن يتلقى هذا المركز مكالمة ما بين النصف ساعة و  -5

𝑃 (
30

60
≤ 𝑋 ≤

45

60
) = 𝑃 (𝑋 ≤

3

4
) − 𝑃 (𝑋 ≤

1

2
) = 𝑃(𝑋 ≤ 0.75) − 𝑃(𝑋 ≤ 0.5)

= 𝐹(0.75) − 𝐹(0.5) = (1 − 𝑒−0.2(0.75)) − (1 − 𝑒−0.2(0.5))

= 0.1392 − 0.0951 = 0.0441 

افه المعياري :  -6  حساب متوسط زمن تلقي المكالمات وانحر

 التوقع الرياض ي :   -أ

𝐸(𝑋) =
1

𝜆
= 5  

 التباين :   -ب
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𝑉(𝑋) =
1

𝜆2
= 25 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
1

𝜆2
=
1

𝜆
= 5 

 : ثاني التمرين الحل 

دقيقـــــة فـــــي  20إذا كانـــــت مـــــدة إصـــــلاح الهواتـــــف النقالـــــة فـــــي أحـــــد مراكـــــز صـــــيانة الأجهـــــزة الكهربائيـــــة هـــــي    التمــــرين :

 عشــــوائية  iXفـــإذا كانــــت مــــدة الانتهـــاء مــــن الإصــــلاح تحـــدد إنطلاقــــا مــــن لحظـــة زمنيــــة معينــــة المتوســـط لكــــل هــــاتف، 

 فأوجد : 

 الذي يعبر عن المدة الزمنية اللازمة لإصلاح الهواتف النقالة ؟  Xالتوزيع الاحتمالي لهذا المتغير العشوائي   -1

 دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير ؟ -2

 دقائق أو أقل ؟   10احتمال أن يتم إصلاح هاتف في هذا المركز  خلال   -3

 احتمال أن يتم إصلاح هاتف في هذا المركز خلال نصف ساعة القادمة ؟   -4

 دقيقة ؟   22و   12احتمال أن يتم إصلاح هاتف في هذا المركز  ما بين   -5

 متوسط زمن إصلاح الهاتف في هذا المركز  وانحرافه المعياري ؟  -6

 الحل : 

الـــذي يعبـــر عـــن مـــدة الان هـــاء مـــن إصـــلاح الهواتـــف النقالـــة   Xايجـــاد التوزيـــع الاحتمـــالي لهـــذا المتغيـــر العشـــوائي  -

 انطلاقا من لحظة زمنية معينة :

أن        يعبر عن مدة  Xبما  الذي  العشوائي  انطلاقا من لحظة زمنية     النقالة  الهواتف  إصلاح  من  الانتهاء  المتغير 

بالمعلمة   التوزيع الأس ي  يتبع  𝜆معينة، أي مرتبط بعنصر الزمن، فإن هذا المتغير  =
1

20
= المتوسط     لأن 0.05

(𝑋) =
1

𝜆
= 𝑋، ونكتب      20 ↝ 𝐸𝑥𝑝(0.05)   على النحو التاليلهذا المتغير  الاحتمالية دالة الكثافة   ون وتك   : 

𝑓(𝑥) = 𝜆 𝑒−𝜆.𝑥 = 0.05 𝑒−0.05 𝑥
 
         0 < 𝑥 < ∞          



ثاني المحور ال  أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة    

 

 90 جامعة المسيلة –كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير   - --د. بيصار عبد الحكيم  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

 ايجاد دالة التوزيع التراكمية لهذا المتغير :  -2

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                
1 − 𝑒−𝜆.𝑥           𝑠𝑖     𝑥 > 0                 

       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      

 

 تصبح دالة التوزيع الاحتمالي على الشكل التالي :  λوبتعويض قيمة 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {  
0                          𝑠𝑖    𝑥 ≤ 0                

1 − 𝑒−0.05 𝑥           𝑠𝑖     𝑥 > 0                 
       1                          𝑠𝑖    𝑥 → ∞                      

 

 دقائق أو أقل :  10حساب احتمال أن يتم إصلاح هاتف في هذا المركز  خلال   -3

𝑃(𝑋 ≤ 10) = 𝐹(10) = 1 − 𝑒−0.05(10) = 1 − 0.6065 = 0.3934 

 حساب احتمال أن يتم إصلاح هاتف في هذا المركز خلال نصف ساعة القادمة : -4

إصلاح هاتف خلال النصف ساعة القادمة يعني إصلاحه سيكون أقل من أو يساوي نصف ساعة ومنه الاحتمال  

 يحسب كما يلي :  

𝑃(𝑋 ≤ 30) = 𝐹(30) = 1 − 𝑒−0.05(30) = 1 − 0.2231 = 0.7768 

 دقيقة :   22و  12حساب احتمال أن يتم إصلاح هاتف في هذا المركز  ما بين   -5

𝑃(12 ≤ 𝑋 ≤ 22) = 𝑃(𝑋 ≤ 22) − 𝑃(𝑋 ≤ 12) = 𝐹(22) −  𝐹(12)

= (1 − 𝑒−0.05(22)) − (1 − 𝑒−0.05(12)) = 0.6671 − 0.4511 = 0.216 

افه المعياري :  -6  حساب متوسط زمن إصلاح الهاتف في هذا المركز  وانحر

 الرياض ي :  التوقع  -أ

𝐸(𝑋) =
1

𝜆
= 20 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
1

𝜆2
= 400 
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 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
1

𝜆2
=
1

𝜆
= 20 

 الخامسة  سلسلةحل ال

 )توزيع فيشر –توزيع كاي مربع   –توزيع ستيودنت  –بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة  (

 :  التمرين الأول حل 

 أجب على ما  يلي :  tباستخدام جدول   التمرين :

 للحالات التالية : tما هي قيمة الإحصائية   -1

𝑡(0.20,11)      ; 𝑡(0.01,5)      ; 𝑡(0.80,12)      ; 𝑡(0.75,10)        ; 𝑡(0.95,20) 
 ؟  22  حرية  ةوعند درج  t=-2.508وجد المساحة الواقعة على يسار  أ -2

 ؟0.01والتي تقع على يمينها المساحة   t= 2.518أوجد درجة الحرية لقيمة   -3

 ؟   t=3.646  و 18 ما هي قيمة المساحة التي تقابل حجم العينة -4

 :احتمال أن تكون قيمته وجد  أ، ف12الذي يتبع توزيع ستيودنت بدرجة حرية  Xإذا كان لدينا المتغير العشوائي   -5

 ؟ 1.356أقل من   -أ

 ؟  3.930أكبر من أو تساوي   -ب  

 ؟ 2.179و   1.083محصورة بين  -جـ 

 الحل : 

𝑡(𝛼,𝑣)وخاصـــية التنـــاظر tباســـتخدام جـــدول  -1 = −𝑡(1−𝛼,𝑣)   نجـــد أن قـــيم الإحصـــائيةt  للحـــالات المطلوبـــة هـــي

 كالتالي : 

* 𝑡(0.20,11) = 0.876 

* 𝑡(0.01,5) = 3.365 

* 𝑡(0.80,12) = −𝑡(1−0.80,12) = −𝑡(0.20,12) = −0.873 

* 𝑡(0.75,10) = −𝑡(1−0.75,10) = −𝑡(0.25,10) = −0.700 

* 𝑡(0.95,20) = −𝑡(1−0.95,20) = −𝑡(0.05,20) = −1.725 

     ( أي:tقيم سالبة في جدول   نه لا توجدننا نستخدم خاصية التناظر )لأ إسالبة ف  tأن قيمة   بما -2
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𝑡(𝛼,15) = −𝑡(1−𝛼,22)  

 : ،فيكــون  -2.508وحيــث أن المســاحة المطلوبــة هــي علــى يســار  0.99ومســاحتها  t=2.508تقابلهــا  t=-2.508ن قيمــة إ

1 − 𝛼 = 𝛼 من الجدول، ومنه 0.99 = 1 − 0.99 =  ةعنــد درج ــو  يســارال،أي المســاحة الواقعــة علــى   0.01

 . 0.01هي 22حرية  

ــات :  -3 ,𝑡(0.01لـــدينا مـــن خـــلال المعطيـ 𝑣) = ــة التـــي  tوبالتـــالي ومـــن خـــلال جـــدول  2.518 نجـــد أن درجـــة الحريـ

,𝑡(0.01              تحقق 𝑣) = 𝑣أي أن :  21هي  2.518 = 21 

𝑣 لـــدينا -4 = 𝑛 − 𝑣،أي أن  1 = t   و 17 = ن المســـاحة المقابلـــة هـــي إف ـــ tوبالتـــالي ومـــن خـــلال جـــدول   3.646

 أي أن :  0.001

𝑡(0.001,17) = 3.646 

 حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير :  -5

 :1.356أقل من   -أ

𝑃(𝑋 < 1.356) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 1.356) = 1 − 0.1 = 0.90 

 : 3.930أكبر من أو تساوي   -ب  

𝑃(𝑋 ≥ 3.930) = 0.001 

 : 2.179و   1.083محصورة بين  -جـ 

𝑃(1.083 ≤ 𝑋 ≤ 2.179) = 𝑃(𝑋 ≤ 2.179) − 𝑃(𝑋 ≤ 1.083)
= [1 − 𝑃(𝑋 > 2.179)] − [1 − 𝑃(𝑋 > 1.083)]
= (1 − 0.025) − (1 − 0.15) = 0.125 

 ويمكن حسابها بطريقة ثانية كما يلي : 

𝑃(1.083 ≤ 𝑋 ≤ 2.179) = 𝑃(𝑋 ≥ 1.083) − 𝑃(𝑋 ≥ 2.179) = 0.15 − 0.025 = 0.125 

 :ثاني  التمرين الحل  

 أجب على ما  يلي :   χ2باستخدام جدول   التمرين :

 للحالات التالية :  χ2ما هي قيمة الإحصائية   -1
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 𝜒2(0.05,10);        𝜒
2
(0.25,16);         𝜒

2
(0.90,6);        𝜒

2
(0.995,18)       

𝜒2إذا كانت لدينا القيمة   -2 =  ، فما مقدار المساحة الواقعة على يسارها ؟18عند درجة حرية   8.23

𝜒2أوجد درجة الحرية لقيمة  -3 = 𝜒2و   5.90 =  ؟   0.75والتي تقع على يمينها المساحة   12.79

 الذي يتبع توزيع كاي مربع، فأوجد احتمال أن تكون قيمته :  Xللمتغير  21إذا كان حجم العينة هو   -4

 ؟  34.17أقل من  –أ 

 ؟   28.41أقل من  –ب 

 ؟  19.34أكبر من أو تساوي  -جـ 

 ؟ 34.17و   19.34محصورة بين   –د 

 أحسب المتوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي في السؤال الرابع ؟  – 5

 الحل :  

 للحالات التالية :  χ2قيمة الإحصائية   -1

* 𝜒2(0.05,10) = 18.31 

*  𝜒2(0.25,16) = 19.37 

*  𝜒2(0.90,6) = 2.20 

*  𝜒2(0.995,18) = 6.26 

𝜒2مقدار المساحة الواقعة على يسار القيمة   -2 =  : 18عند درجة حرية   8.23

𝜒2ـ المساحة التي تقع على يمين أنلاحظ ن = 𝛼 هي  18عند درجة حرية     8.23 =   وبالتالي فإن 0.975

1  ها هي :   المساحة التي تقع على يسار  − 𝛼 = 1 − 0.975 = 0.025  . 

𝜒2إيجاد درجة الحرية لقيمة  -3 = 𝜒2و   5.90 =  :  0.75والتي تقع على يمينها المساحة   12.79

𝜒2(0.75,𝑣) لدينا من خلال المعطيات :   = وبالتالي ومن خلال جدول كاي مربع نجد أن درجة الحرية التي  5.90

𝜒2(0.75,𝑣)                تحقق = 𝑣أي أن :   9هي  5.90 = 9. 

𝜒2(0.75,𝑣) لدينا كذلك من خلال المعطيات :   و = وبالتالي ومن خلال جدول كاي مربع نجد أن درجة  12.79

𝜒2(0.75,𝑣)                الحرية التي تحقق = 𝑣أي أن :   17هي  12.79 = 17. 
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 حساب الاحتمالات :   -4

 X   يخضع لتوزيع كاي مربع بدرجة حرية𝑣 = 𝑛 − 1 = 21 − 1 = 𝑋اختصارا :  ونكتب  20 ↝ 𝜒2(20) 

 :  34.17أقل من  حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير -أ 

𝑃(𝑋 < 34.17) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 34.17) = 1 − 0.025 = 0.975 

 :  28.41أقل من  حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير -أ 

𝑃(𝑋 < 28.41) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 28.41) = 1 − 0.10 = 0.90 

 :   19.34حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير أكبر من أو تساوي  –جـ 

𝑃(𝑋 ≥ 19.34) = 0.5 

 :  34.17و  19.34محصورة بين حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير   –د 

𝑃(19.34 ≤ 𝑋 ≤ 34.17) = 𝑃(𝑋 ≤ 34.17) − 𝑃(𝑋 ≤ 19.34)

= [1 − 𝑃(𝑋 > 34.17)] − [1 − 𝑃(𝑋 > 19.34)]

= (1 − 0.025) − (1 − 0.50) = 0.475 

 ويمكن حسابها بطريقة ثانية كما يلي :  

𝑃(19.34 ≤ 𝑋 ≤ 34.17) = 𝑃(𝑋 ≥ 19.34) − 𝑃(𝑋 ≥ 34.17) = 0.50 − 0.025 = 0.475 

 حساب المتوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري لمعطيات السؤال الرابع :   – 5

 التوقع الرياض ي :  -أ

𝐸(𝑋) = 𝑣 = 20 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) = 2𝑣 = 40    

 الانحراف المعياري :   -جـ 
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𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √40 = 6.32 

 : ثاني التمرين الحل 

 باستخدام جدول فيشر أجب على ما  يلي :    التمرين :

 للحالات التالية :   𝐹ما هي قيمة الإحصائية   -1

𝐹(0.05; 8; 14);       𝐹(0.025; 5; 15);        𝐹(0.95; 7; 10);       𝐹(0.9; 6; 11)       

𝐹أوجد درجات الحرية لقيمة  -2 = 𝐹و  6.62 =  ؟   0.01والتي تقع على يمينها المساحة   3.51

𝑣1يتبع توزيع فيشر بدرجتي حرية   Xإذا كان المتغير العشوائي   -3 = 8; 𝑣2 = ، فأوجد احتمال أن تكون 14

 قيمته : 

 ؟  4.14أقل من  -أ

 ؟   2.7أقل من -ب 

 ؟   3.29أكبر من أو تساوي  -جـ 

 ؟ 3.29و  2.15محصورة بين  -د 

 أحسب المتوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي في السؤال الثالث ؟ – 4

 الحل :  

;𝐹(𝛼والقاعدة    Fباستخدام جدول   -1 𝑣1; 𝑣2) =
1

𝐹(1−𝛼;𝑣2;𝑣1)
للحالات المطلوبة    Fنجد أن قيم الإحصائية 

 هي كالتالي :  

* 𝐹(0.05 ; 8 ; 14) = 2.70 

* 𝐹(0.025 ; 5 ; 15) = 3.29 

* 𝐹(0.95 ; 7 ; 10) =
1

𝐹(1−0.95 ;10 ;7)
=

1

𝐹(0.05 ;10 ;7)
=

1

3.64
= 0.274 
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* 𝐹(0.9; 6; 12) =
1

𝐹(1−0.9;12;6)
=

1

𝐹(0.1;12;6)
=

1

2.9
= 0.344 

𝐹أوجد درجات الحرية لقيمة  -2 = 𝐹و  6.62 =  : 0.01والتي تقع على يمينها المساحة   3.51

;𝐹(0.01 ;𝑣1  : لدينا من خلال المعطيات 𝑣2) = خلال جدول فيشر نجد أن درجتي  وبالتالي ومن  6.62

;𝐹(0.01 ;𝑣1               الحرية التي تحقق 𝑣2) = 𝑣1 هي :   6.62 = 10; 𝑣2 = 7 . 

; 𝐹(0.01  : ولدينا من خلال المعطيات أيضا 𝑣1; 𝑣2) = وبالتالي ومن خلال جدول فيشر نجد أن درجتي  3.51

; 𝐹(0.01               الحرية التي تحقق 𝑣1; 𝑣2) = 𝑣1 هي :   3.51 = 8; 𝑣2 = 21 

 حساب الاحتمالات :   -3

 𝑋  يخضع لتوزيع فيشر بدرجتي حرية𝑣1 = 8; 𝑣2 = 𝑋ونكتب اختصارا :    14 ↝ 𝐹(8; 14) 

 :  4.14أقل من   حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير -أ 

𝑃(𝑋 < 4.14) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 4.14) = 1 − 0.01 = 0.99 

 : 2.7أقل من  حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير -ب 

𝑃(𝑋 < 2.7) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 2.7) = 1 − 0.05 = 0.95 

 :   3.29حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير أكبر من أو تساوي  –جـ 

𝑃(𝑋 ≥ 3.29) = 0.025 

 :  3.29و  2.15حساب احتمال أن تكون قيمة المتغير محصورة بين  –د 

𝑃(2.15 ≤ 𝑋 ≤ 3.29) = 𝑃(𝑋 ≤ 3.29) − 𝑃(𝑋 ≤ 2.15)

= [1 − 𝑃(𝑋 > 3.29)] − [1 − 𝑃(𝑋 > 2.15)]

= (1 − 0.025) − (1 − 0.10) = 0.075 

 ويمكن حسابها بطريقة ثانية كما يلي :  

𝑃(2.15 ≤ 𝑋 ≤ 3.29) = 𝑃(𝑋 ≥ 2.15) − 𝑃(𝑋 ≥ 3.29) = 0.10 − 0.025 = 0.075 
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 حساب المتوسط الحسابي والتباين والانحراف المعياري لمعطيات السؤال الثالث :  – 4

 التوقع الرياض ي :  -أ

𝐸(𝑋) =
𝑣2

𝑣2 − 2
=

14

12 − 2
= 1.166 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =
2(𝑣2)

2(𝑣1 + 𝑣2 − 2)

𝑣1(𝑣2 − 4)(𝑣2 − 2)
2
=
2(14)2(8 + 14 − 2)

8(14 − 4)(14 − 2)2
=
7840

13824
= 0.56 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √0.56 = 0.74 
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  : تمهيد      

القوانين المتعلقة بها، وكذلك أهم بعد تطرقنا في المحور الأول إلى أهم التوزيعات الاحتمالية المنفصلة وأهم          

بين بعض  التقارب  إلى موضوع  التطرق  في هذا المحور  الثاني، سنحاول  المحور  في  المتصلة  التوزيعات الاحتمالية 

بعض   بين  التقارب  ثم  ومن  المنفصلة،  الاحتمالية  التوزيعات  بعض  بين  التقارب  سنتناول  حيث  التوزيعات، 

 الية المنفصلة والتوزيع الطبيعي.التوزيعات الاحتم

  التقارب بين توزيع بواسون وتوزيع ثنائي الحدين أولا : 

تجدر الاشارة إلى أن توزيع ذو الحدين يمكن أن  يعتبر توزيع بواسون حالة خاصة من توزيع ذو الحدين، وعليه      

تكون   بحيث  بواسون  لتوزيع  يقرب  = 𝑛𝑝     تكون ويكون  nوذلك عندما  أن    pكبيرة،  )أي  الصفر   من  قريب 

q=1-p     بينما1قريب من،)     [[n>30,np<5 or n(1-p)>5    ،  ويكون التوزيع الثنائي قريبا جدا من التوزيع البواسوني

 الذي يمكن استخدامه كتقريب ممتاز للتوزيع الثنائي. 

 :01مثال  

 صفحة،  500خطأ مطبعيا موزعة على صفحات كتاب به   300نفرض أن هناك    

 أن لا تحتوي صفحة معينة على أية خطأ ؟  –أوجد الاحتمالات التالية : أ  -1

 أن تحتوي صفحة معينة على خطأين أو أكثر ؟ -أن تحتوي صفحة معينة على خطأ بالضبط ؟ جـ  -ب

   للتوزيع؟   المعياري   الانحراف  و  أحسب المتوسط -2

 الحل : 

سوف ننظر إلى عدد الأخطاء في الصفحة على أنه عدد مرات النجاح في متتابعة من تجارب برنولي، في هذا المثال 

n=300    خطأ مطبعي و    300حيث أنه يوجد𝑝 =
1

500
هو احتمال أن يظهر خطأ في الصفحة المعينة، حيث أن   

p    ويكون الحدين  ذي  للتوزيع  بواسون  تقريب  نستعمل  فسوف  صغيرة  = np = 300.
1

500
= وتكون  .  0.6

 الدالة الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي :  

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑒−

𝑥

𝑥!
=

𝑒−0.60.6𝑥

𝑥!
 



 تقارب بعض التوزيعات الاحتمالية   لثثاالمحور ال

 

 100 جامعة المسيلة –كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير   - --عبد الحكيم  د. بيصار  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

 حساب الاحتمالات التالية :  -1

 أن لا تحتوي أية صفحة معينة على خطأ :   –أ 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝑒−0.60.60

0!
= 0.549 

 أن تحتوي صفحة معينة على خطأ بالضبط : -ب

𝑃(𝑋 = 1) =
𝑒−0.60.61

1!
= 0.329 

 :  أن تحتوي صفحة معينة على خطأين أو أكثر   -جـ  

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2) = 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)] = 1 − [0.549 + 0.329]

= 0.122 

    للتوزيع :  المعياري    الانحراف  و   حساب المتوسط -2

 التوقع الرياض ي :  -أ

𝐸(𝑋) =  = 0.6 

 التباين :   -ب

𝑉(𝑋) =  = 0.6 

 الانحراف المعياري :   -جـ 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √ = √0.6 = 0.77 

 :02مثال  

 30مــــن مصــــابيا الكهرجــــاء المنتجــــة فــــى مصــــنع مــــا  ــــى مصــــابيا معيبــــة . فــــى عينــــة مــــن  %1توضــــخ ال بــــرة الماضــــية أن 

ــباح ، ــع ذثـ ــــأوجـــــد احتمـــــال وجـــــود أك مصـــ ــباح معيـــــب باســـــتخدا  )أ( توزيـــ الحـــــدين )ب( توزيـــــع بواســـــون  ور مـــــن مصـــ

 الحدين . وكتقريب لذ
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 الحل :  

 حساب احتمال وجود أكثر من مصباح معيب باستخدام توزيع ذو الحدين :  -أ -1

فإن   )التجارب مستقلة(  (p=0.01)  واحتمال النجاح ثابت في كل تجرجة ، (n=30بما أن عدد المحاولات معلو  )

 يتبع توزيع ذو الحدين الذي دالته الاحتمالية :   Xالمتغير العشوائي 

P(X = 𝑥) = C30
x (0.01)x(0.99)30−x       X = 0,1,2,3, . . ,30 

𝑃(𝑋 > 1) = 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) + ⋯ + 𝑃(𝑋 = 30) 

𝑃(𝑋 > 1) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 1) = 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)] 

𝑃(𝑋 > 1) = 1 − [C30
0 (0.01)0(0.99)30−0 + C

30

1
(0.01)1(0.99)30−1]

= 1 − (0.7397 + 0.2241) = 0.0361 

 حساب احتمال وجود أكثر من مصباح معيب باستخدام توزيع بواسون : -ب-1

صغيرة فيمكن أن نستعمل تقريب بواسون للتوزيع ذي الحدين ويكون   pبما أن  = np = 30 ∗ 0.01 =

 وتكون الدالة الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي : . 0.3

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑒−


𝑥

𝑥!
 =

𝑒−0.30.3𝑥

𝑥!
 

3.69%or  ,036934.0963066.01)1(1)1(

963066.074082.0222246.0)0()1()1(

74082.0
!0

3.0
)0(

222246.0)74082.0)(3.2(
!1

3.0
)1(

3.0
03.0

13.0

=−=−=

=+==+==

====

====

−
−

−

XPXP

XPXPXP

e
e

XP

e
XP

 

تكون    الاستنتاج:   -2 عندما  وذلك  بواسون،  توزيع  من  الحدين  ثنائي  توزيع  تقريب  كبيرة،   nو    صغيرة   pيمكن 

𝑝وعموما نقو  بالتقرب إذا تحقق:   ≤ 𝑛و   0,05 ≥ 30. 
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 ثانيا :  تقريب التوزيع فوق الهندس ي من توزيع ثنائي الحدين

)  ، فإن معامل الشموليةNصغير جدا مقارنة بحجم المجتمع    nإذا كان حجم العينة  
𝑁−𝑛

𝑁−1
يؤول إلى الواحد،   (

وتصبا قيمة التباين لهذا التوزيع تساوي قيمة التباين التي توصلنا إليها من قانون ثنائي الحدين، وجالتالي كقاعدة  

كان   إذا  )عامة، 
𝑛

𝑁
≤ قانون     (0.05 نستخد   أي  الحدين،  ثنائي  التوزيع  من  الهندس ي  فوق  توزيع  نقرب  فإننا 

 ثنائي الحدين لحساب الاحتمالات بدل قانون فوق الهندس ي، أي : 

𝑋 → 𝐻(𝑁, 𝑁1, 𝑛)                                𝑋 → 𝐵(𝑛, 𝑝) 

كريات، أحسب احتمال   3حمراء، نسحب بدون إرجاع  40بيضاء و 60كرية منها   100صندوق به   : 03مثال 

 :  على الحصول 

 كريتين بيضاوين ؟  -1

 ولا كرة بيضاء ؟  -2

 كريتين بيضاوين على الأقل ؟ -3

 كريتين بيضاوين على الأكثر ؟  -4

 الحل :  

𝑋 القانون الأصلي هو قانون فوق الهندس ي ، → 𝐻(100,60,3) 

)لدينا :  لكن 
𝑛

𝑁
=

3

100
= 0.03 ≤  وجالتالي نقرب قانون فوق الهندس ي من قانون ثنائي الحدين أي : (0.05

  𝑋 → 𝐵(3,0.6)   : أي 𝑋 → 𝐵(4,0.7)   : وتصبا دالة الكثافة الاحتمالية على النحو التالي 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶3
𝑥(0.6)𝑥(0.4)3−𝑥       𝑥 = 0,1,2,3 

 حساب احتمال الحصول على كريتين بيضاوين :  -1

P(X = 2) = C3
2(0.6)2(0.4)1 = 0.432 

 :  أية كرة بيصاءالحصول على عد  حساب احتمال   -2

P(X = 0) = C3
0(0.6)0(0.4)3 = (0.4)3 = 0.064 
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 : على الأقل  حساب احتمال الحصول على كريتين بيضاوين -3

P(X ≥ 2) = P(X = 2) + P(X = 3) = 0.432 + C3
3(0.6)3(0.4)0 = 0.432 + 0.216

= 0.648 

 حساب احتمال الحصول على كريتين بيضاوين على الأكثر : - 4

P(X ≤ 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0.064 + C3
1(0.6)1(0.4)2 + 0.432

= 0.064 + 0.0768 + 0.432 = 0.5728 

 التقريب الطبيعي لتوزيع ثنائي الحدين  ثالثا : 

وذلك عندما  يستخد  التوزيع الطبيعي )وهو توزيع مستمر( لتقريب توزيع ثنائي الحدين )وهو توزيع متقطع(،      

𝑛 كبير   nيكون عدد المحاولات   ≥ 𝑃أي    قريبة من الصفر  qأو     p، ولم تكن كل من  30 ≈ ، أو عندما تكون   0.5

𝑛. 𝑝 > .𝑛و   5 𝑞 > 𝐶𝑛وذلك لسهولة إيجاد قيم الاحتمالات باستخدا  الجداول وصعوجة حساب صيغ     5
𝑥 

𝑛لقيم  ≥  ، ونكتب : 30

𝐵(𝑛, 𝑃)~𝑁(𝜇 = 𝑛𝑝, 𝜎2 = 𝑛. 𝑝. 𝑞) 

 ويكون :  

𝑃(𝑋 = 𝑥) ≈ 𝑃 (
𝑥 − 𝑛. 𝑝 − 0.5

√𝑛. 𝑝. 𝑞
≤ 𝑍 ≤

𝑥 − 𝑛. 𝑝 + 0.5

√𝑛. 𝑝. 𝑞
) ≈ 𝑃 (

𝑥 − 𝜇 − 0.5

𝜎
≤ 𝑍 ≤

𝑥 − 𝜇 + 0.5

𝜎
) 

𝑃(𝑋 < 𝑥) ≈ 𝑃 (𝑍 <
𝑥 − 𝑛. 𝑝 − 0.5

√𝑛. 𝑝. 𝑞
) 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) ≈ 𝑃 (𝑍 <
𝑥 − 𝑛. 𝑝 + 0.5

√𝑛. 𝑝. 𝑞
) 

 𝑍~𝑁(0,1)حيث :  

 :   04مثال 

بما في ذلك    7و    4مرة، أحسب احتمال أن نحصل على الصورة عددا من المرات يتراوح بين  12ألقيت قطعة نقدية  

 باستخدا  :  7و  4
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 التوزيع ثنائي الحدين ؟ – 1

 التوزيع الطبيعي كتقريب للتوزيع الثنائي ؟ – 2

 الحل :  

 باستخدام توزيع ثنائي الحدين :   7و  4حساب احتمال الحصول على الصورة عددا من المرات يتراوح بين  -1

يتبع توزيع ثنائي    Xبما أن عدد المحاولات معلو ، واحتمال النجاح ثابت في كل المحاولات، فإن المتغير العشوائي  

𝑛 الحدين حيث = 𝑝    و   12 = 𝑞   و   0.5 = اختصارا  0.5 الاحتمالية   𝑋~𝐵(12,0.5)ونكتب  دالته  وتكون 

 على النحو التالي :  

P(X = x) = C12
x (

1

2
)

x

(
1

2
)

12−x

  x = 0,1,2,3, … ,12 

P(4 ≤ X ≤ 7) = P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6) + P(X = 7) 

P(X = 4) = C12
4 (

1

2
)

4

(
1

2
)

12−4

=
495

4096
 

P(X = 5) = C12
5 (

1

2
)

5

(
1

2
)

12−5

=
792

4096
 

P(X = 6) = C12
6 (

1

2
)

6

(
1

2
)

12−6

=
924

4096
 

P(X = 7) = C12
7 (

1

2
)

7

(
1

2
)

12−7

=
792

4096
 

 ومنه نجد الاحتمال المطلوب : 

P(4 ≤ X ≤ 7) =
495

4096
+

792

4096
+

924

4096
+

792

4096
=

3003

4096
= 0.7332 

احتمال    -2 بين  حساب  يتراوح  المرات  من  عددا  الصورة  على  الطبيعي   7و    4الحصول  التوزيع  باستخدام 

 كتقريب للتوزيع الثنائي : 
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  : لدينا  المثال  هذا  𝜇في  = 12.
1

2
= 𝜎وأيضا   6 = √𝑛. 𝑝. 𝑞 = √12.

1

2
.

1

2
= علاقة   1.73 وجاستخدا  

𝑃التقريب بين التوزيع الطبيعي وتوزيع ثنائي الحدين   (
𝑥−𝜇−0.5

𝜎
≤ 𝑍 ≤

𝑥−𝜇+0.5

𝜎
 نجد :  (

P(4 ≤ X ≤ 7) ≈  𝑃 (
4 − 6 − 0.5

1.73
≤ 𝑍 ≤

7 − 6 + 0.5

1.73
) = 𝑃(−1.445 ≤ 𝑍 ≤ 0.867)

= 𝑃(−1.445 ≤ 𝑍 ≤ 0) + 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.867) = 0.4251 + 0.3078

= 0.7329 

 :  05مثال 

 : 6مرة، أحسب احتمال أن يظهر الرقم   180ألقي حجر نرد  

 ؟ 32و  29مرة بما في ذلك   32إلى  29من  -1

 ؟ 35و  31مرة بما في ذلك   35إلى  31من  -2

 الحل :  

 :  32و  29مرة بما في ذلك   32إلى  29من  6حساب احتمال أن يظهر  الرقم  – 1

  ، لكن عند استخدامه فإن القيا  بالعمليات يننلاحظ أن هذه التجرجة الاحتمالية المكررة تتبع قانون ثنائي الحد 

الطبيعي كتقريب لقانون ثنائي الحد، لأن شروط    يتم استخدا  قانون التوزيعلذلك  ،  جدا  ا كون صعبي الحسابية  

 :  التقريب متوفرة، حيث

𝑛. 𝑝 > .𝑛و    5 𝑞 > 𝑛 و  5 > 30. 

  : لدينا  المثال  هذا  𝜇في  = 180.
1

6
= 𝜎وأيضا   30 = √𝑛. 𝑝. 𝑞 = √180.

1

6
.

5

6
= علاقة   5 وجاستخدا  

𝑃التقريب بين التوزيع الطبيعي وتوزيع ثنائي الحدين   (
𝑥−𝜇−0.5

𝜎
≤ 𝑍 ≤

𝑥−𝜇+0.5

𝜎
 نجد :  (

P(29 ≤ X ≤ 32) ≈  𝑃 (
29 − 30 − 0.5

5
≤ 𝑍 ≤

32 − 30 + 0.5

5
)

= 𝑃(−0.3 ≤ 𝑍 ≤ 0.5) = 𝑃(−0.3 ≤ 𝑍 ≤ 0) + 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.5)

= 0.1179 + 0.1915 = 0.3094 

 :  35و  31مرة بما في ذلك  35إلى   31 من  6حساب احتمال أن يظهر الرقم  –2
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P(31 ≤ X ≤ 35) ≈  𝑃 (
31 − 30 − 0.5

5
≤ 𝑍 ≤

35 − 30 + 0.5

5
) = 𝑃(0.1 ≤ 𝑍 ≤ 1.1)

= 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1.1) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.1) = 0.3643 − 0.0398 = 0.3245 

 رابعا : تقريب توزيع بواسون إلى التوزيع الطبيعي  

بتوزيع ثنائي الحدين، وتوجد علاقة ترجط توزيع ثنائي   علاقة ترجط توزيع بواسون بما أنه توجد علاقة ترجط    

الحدين بالتوزيع الطبيعي فإنه من المنطقي أن نقول توجد علاقة ترجط توزيع بواسون بالتوزيع الطبيعي، ويتحقق  

 كبيرة أي :   ذلك عندما تكون  →  ويمكن التقريب وفق الصيغة التالية :  ∞

P()~N(, √) 

 → ∞ 

أي    15للمقدار     والقاعدة العملية للتقارب  ي عندما تتجاوز المعلمة    ≥ الاحصائيين    فيما يعتمد بعض 15

كشرط للتقرب   ≥ 10. 

 :   ةالتاليوحسب الحالات ويكون التقريب وفق معامل التصحيا  

𝑃(𝑋 = 𝑥) ≈ 𝑃 (
𝑥 −  − 0.5

√
≤ 𝑍 ≤

𝑥 −  + 0.5

√
) 

𝑃(𝑋 < 𝑥) ≈ 𝑃 (𝑍 <
𝑥 −  − 0.5

√
) 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) ≈ 𝑃 (𝑍 <
𝑥 −  + 0.5

√
) 

 :   07مثال 

حالة كل ساعتين، فما احتمال أن   16يستقبل مركز الاستعجالات الطبية بأحد المستشفيات الكبرى في المتوسط 

 يستقبل بين الساعة العاشرة صباحا والثانية عشر صباحا : 

 حالات ؟ 10 - 1

 حالة ؟ 11أقل من  -2
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 حالة على الأكثر ؟  11 -3

 حالة ؟  14أكثر من  -4

 حالة ؟  17حالات وأقل أو يساوي  5أكثر من  -5

 الحل :  

بواسون، حيث:   في الأصل توزيع  تتبع  التجرجة الاحتمالية  نلاحظ أن هذه  = الأسئلة    ، لكن حسب صيغة 16

الطبيعي  التوزيع  استخدا   سيتم  لذلك  وصعبة،  طويلة  حسابية  عمليات  يتطلب  التوزيع  هذا  استخدا    فإن 

 :كتقريب لتوزيع بواسون، لأن شروط التقريب متوفرة، لأن = 16 ≥  :حيث يكون  ،15

μ = σ2 =  = 16 

 حالات :  10حساب احتمال استقبال  -1

𝑃(𝑋 = 10) ≈ 𝑃 (
𝑥 −  − 0.5

√
≤ 𝑍 ≤

𝑥 −  + 0.5

√
)

= 𝑃 (
10 − 16 − 0.5

√16
≤ 𝑍 ≤

10 − 16 + 0.5

√16
)

= 𝑃(−1.625 ≤ 𝑍 ≤ −1.375)

= 𝑃(−1.625 ≤ 𝑍 ≤ 0) − 𝑃(−1.375 ≤ 𝑍 ≤ 0) = 0.4484 − 0.4162

= 0.0322 

 حالة : 11حساب احتمال استقبال أقل من  -2

𝑃(𝑋 < 11) ≈ 𝑃 (𝑍 <
11 − 16 − 0.5

√16
) = 𝑃(𝑍 < −1.375)

= 0.5 − 𝑃(−1.375 ≤ 𝑍 ≤ 0) = 0.5 − 0.4162 = 0.0838 

 حالة على الأكثر :  11حساب احتمال استقبال  -3

𝑃(𝑋 ≤ 11) ≈ 𝑃 (𝑍 ≤
11 − 16 + 0.5

√16
) = 𝑃(𝑍 ≤ −1.25)

= 0.5 − 𝑃(−1.25 ≤ 𝑍 ≤ 0) = 0.5 − 0.3944 = 0.1056 
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 حالة :   14حساب احتمال استقبال أكثر من  -4

𝑃(𝑋 > 14) ≈ 𝑃 (𝑍 >
14 − 16 + 0.5

√16
) = 𝑃(𝑍 > −0.375)

= 0.5 + 𝑃(−0.375 ≤ 𝑍 ≤ 0) = 0.5 + 0.1480 = 0.6480 

أقل أو يساوي   5حساب احتمال استقبال أكثر من  -4  حالة :  17حالات و

𝑃(5 < 𝑋 ≤ 17) ≈ 𝑃 (
5 − 16 + 0.5

√16
< 𝑍 ≤

17 − 16 + 0.5

√16
)

= 𝑃(−2.625 < 𝑍 ≤ 0.375)

= 𝑃(−2.625 ≤ 𝑍 ≤ 0) + 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.375) = 0.4957 + 0.1480

= 0.6437 

 ر مارين الخاصة بالمحو التسلاسل   –خامسا  

 سة سادال سلسلةحل ال

 )بعض التوزيعات الاحتمالية تقارب  (

 :  التمرين الأول حل 

وحــدة مــن هــذه  100من وحدات الإنتاج في احدى المصــانع معيبــة، إذا تــم إنتــاج عينــة مــن  % 2نفرض أن    التمرين :

 الوحدات. 

 أن لا تحتوي العينة على أية وحدة معيبة ؟  –أوجد الاحتمالات التالية : أ  -1

 أن تحتوي العينة على وحدتين معيبتين أو أكثر ؟ -جـ  أن تحتوي العينة على ثلاث وحدات معيبة ؟ -ب

   للتوزيع؟   المعياري   الانحراف  و  أحسب المتوسط -2

 الحل : 

عدد                   إلى  ننظر  العينة  سوف  في  المعيبة  تجارب   على   الوحدات  من  متتابعة  في  النجاح  مرات  عدد  أنه 

  n=100برنولي، في هذا المثال 

𝑝و = أن    0.02 احتمال  العينةظهر  تهو  في  معيبة  أن  وحدة  حيث   ،p    وصغيرةn     أي  n>30,np<5]]  كبيرة 

ويكون   الحدين  ذي  للتوزيع  بواسون  تقريب  نستعمل  فسوف  = np = 100 × 0.02 = الدالة  2 وتكون   .

 الاحتمالية لهذا التوزيع على النحو التالي :  

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝑒−

𝑥

𝑥!
=

𝑒−22𝑥

𝑥!
 

 حساب الاحتمالات التالية :  -1
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 :   أن لا تحتوي العينة على أية وحدة معيبة  –أ 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝑒−220

0!
= 0.1353 

 :العينة على ثلاث وحدات معيبة  أن تحتوي   -ب

𝑃(𝑋 = 3) =
𝑒−223

3!
= 0.329 

 : أن تحتوي العينة على وحدتين معيبتين أو أكثر  -جـ   

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2) = 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)]

= 1 − [0.1353 +
𝑒−221

1!
] = 1 − [0.1353 + 0.2706] = 0.5941 

    للتوزيع :  المعياري    الانحراف  و   حساب المتوسط -2

 التوقع الرياض ي :  -أ

𝐸(𝑋) =  = 2 
 التباين :  -ب

𝑉(𝑋) =  = 2 
 الانحراف المعياري :  -جـ  

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √ = √2 = 1.41 
 

 :  الثانيالتمرين  حل  

مـــن نـــوع كونـــدور، و البـــاري مـــن نـــوع ايـــري ،  70تلفـــاز ، مـــن بينهـــا  100يوجـــد فـــي محـــل لبيـــع أجهـــزة التلفـــاز  التمــرين :

التوزيـــع فــوق الهندســـ ي  )ب( وحـــدات خــلال أحــد الأيـــا ، فأحســب الاحتمـــالات التاليــة ) )أ( باســتخدا   4بيعــت منهــا 

 باستخدا  توزيع ثنائي الحدين كتقريب للتوزيع فوق الهندس ي( :

 احتمال أن تكون وحدتين مباعتين من نوعية كوندور ؟  -1

 أن لا تكون أي وحدة مباعة من نوعية كوندور ؟  احتمال - 2

 أن تكون ثلاث وحدات مباعة على الأقل من نوع كوندور ؟ احتمال    – 3

 الحل : 

 حساب الاحتمالات باستخدام التوزيع فوق الهندس ي :  –أ 

) عــدد  Xمرات(، احتمال النجاح غير ثابت )التجارب غير مستقلة(، فــإن المتغيــر   4)مكررة    بما أن التجرجة برنولية

( يتبــع التوزيــع فــوق الهندســ ي بالمعلمــات : الوحــدات المباعــة مــن أجهــزة التلفــاز مــن هــذا المحــل ذات النوعيــة كونــدور 

𝑋 → 𝐻(100,70,4)  : وتكون دالته الاحتمالية كالتالي 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝐶𝑁1

𝑥 . 𝐶𝑁2

𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛 =

𝐶70
𝑥 . 𝐶30

4−𝑥

𝐶100
4             𝑥 = 0,1,2,3,4           𝑛 = 4 

 :  احتمال أن تكون وحدتين مباعتين من نوعية كوندور حساب  -1
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𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶70

2 . 𝐶30
4−2

𝐶100
4 =

2415.435

3921225
= 0.2679 

 :  أن لا تكون أي وحدة مباعة من نوعية كوندور حساب احتمال  -2

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶70

0 . 𝐶30
4−0

𝐶100
4 =

27405

3921225
= 0.0069 

 :  أن تكون ثلاث وحدات مباعة على الأقل من نوع كوندور حساب احتمال  -3

𝑃(𝑋 ≥ 3) = 𝑃(𝑋 = 3) + 𝑃(𝑋 = 4) =
𝐶70

3 . 𝐶30
4−3

𝐶100
4 +

𝐶70
4 . 𝐶30

4−4

𝐶100
4

=
(54740.30) + (916895.1)

3921225
= 0.6526 

 : باستخدام توزيع ثنائي الحدين كتقريب للتوزيع فوق الهندس ي حساب الاحتمالات -ب

𝑋 القانون الأصلي هو قانون فوق الهندس ي ، → 𝐻(100,70,4) 

)لدينا :  لكن 
𝑛

𝑁
=

4

100
= 0.04 ≤ وجالتالي نقرب قانون فوق الهندس ي من قانون ثنائي الحدين أي :   (0.05

 𝑋 → 𝐵(4,0.7)  : وتصبا دالة الكثافة الاحتمالية على النحو التالي 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶4
𝑥(0.7)𝑥(0.3)4−𝑥       𝑥 = 0,1,2,3,4 

 حساب احتمال أن تكون وحدتين مباعتين من نوعية كوندور :  -1

𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶4
2(0.7)2(0.3)4−2 = 0.2646 

 حساب احتمال أن لا تكون أي وحدة مباعة من نوعية كوندور :  -2

𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶4
0(0.7)0(0.3)4−0 = 0.0081 

 حساب احتمال أن تكون ثلاث وحدات مباعة على الأقل من نوع كوندور :  -3

𝑃(𝑋 ≥ 3) = 𝑃(𝑋 = 3) + 𝑃(𝑋 = 4) = 𝐶4
3(0.7)3(0.3)4−3 + 𝐶4

4(0.7)4(0.3)4−4

= 0.4116 + 0.2401 = 0.6517 
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 : ثالثالتمرين الحل 

من الطلبة يستوعبون    % 50وجد أن نسبة  03في دراسة لمستوى الطلبة في مقياس الإحصاء   التمرين :

  200محتوى المقياس، فإذا كان عدد الطلبة الذين يدرسون المقياس في السنة الثانية علو  مالية ومحاسبة هو 

 طالب،  فأوجد الاحتمالات التالية :  

 ؟  طالب 100يكون عدد الطلبة الذين يستوعبون المقياس هم  أن  -1

   طالب ؟ 100و 80أن يتراوح عدد الطلبة الذين يستوعبون المقياس ما بين  – 2

 طالب ؟ 120أن  يكون عدد الطلبة الذين يستوعبون المقياس على الأكثر  – 3

 الحل :  

  استخدامه فإن القيا  بالعمليات ، لكن عند يننلاحظ أن هذه التجرجة الاحتمالية المكررة تتبع قانون ثنائي الحد

الطبيعي كتقريب لقانون ثنائي الحد، لأن شروط   لذلك يتم استخدا  قانون التوزيع،  جدا اكون صعبيالحسابية 

 :  التقريب متوفرة، حيث

𝑛. 𝑝 > .𝑛و    5 𝑞 > 𝑛 و  5 > 30. 

𝜇في هذا المثال لدينا :   = 200.
1

2
= 𝜎وأيضا   100 = √𝑛. 𝑝. 𝑞 = √200.

1

2
.

1

2
= نستخد   و  7.07

𝑃علاقة التقريب بين التوزيع الطبيعي وتوزيع ثنائي الحدين  (
𝑥−𝜇−0.5

𝜎
≤ 𝑍 ≤

𝑥−𝜇+0.5

𝜎
لحساب   (

   الاحتمالات.

 طالب :  100يكون عدد الطلبة الذين يستوعبون المقياس هم أن حساب احتمال  -1

𝑃(𝑋 = 100) ≈ 𝑃 (
𝑥 − 𝜇 − 0.5

𝜎
≤ 𝑍 ≤

𝑥 − 𝜇 + 0.5

𝜎
)

= 𝑃 (
100 − 100 − 0.5

7.07
≤ 𝑍 ≤

100 − 100 + 0.5

7.07
)

= 𝑃(−0.07 ≤ 𝑍 ≤ 0.07) = 2 × 0.0279 = 0.0558 
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 : طالب 100و 80أن يتراوح عدد الطلبة الذين يستوعبون المقياس ما بين حساب احتمال  -2

𝑃(80 ≤ 𝑋 ≤ 100) ≈ 𝑃 (
80 − 100 − 0.5

7.07
≤ 𝑍 ≤

100 − 100 + 0.5

7.07
)

= 𝑃(−2.89 ≤ 𝑍 ≤ 0.07) = 𝑃 (−2.89 ≤ 𝑍 ≤ 0) +  𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.07)

= 0.4981 + 0.0279 = 0.526 

 : طالب 120عدد الطلبة الذين يستوعبون المقياس على الأكثر أن يكون حساب احتمال  -3

𝑃(𝑋 ≤ 120) ≈ 𝑃 (𝑍 ≤
120 − 100 + 0.5

7.07
) = 𝑃(𝑍 ≤ 2.89)

= 0.5 +  𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 2.89) = 0.5 + 0.4981 = 0.4981 

 : رابع التمرين الحل 

ينجخ    :التمرين   المتوسط  في  أنه  السابقة  ال برة  علو    20تشير  في  الإجازة  على  الحصول  مسابقة  في  مترشخ 

 القرآن بأحد المدارس القرآنية، خلال مدة التكوين المقدرة بسنتين، فما هو احتمال :  

 مترشخ ؟   15أن ينجخ  -1

 مترشخ على الأكثر ؟  14أن ينجخ  -2

 مترشخ ؟   18أن ينجخ أقل من  -3

 مترشخ ؟   22و  18أن ينجخ ما بين  -4

 الحل :  

نلاحظ أن هذه التجرجة الاحتمالية تتبع في الأصل توزيع بواسون، حيث:       =   ، لكن حسب صيغة 20

الأسئلة فإن استخدا  هذا التوزيع يتطلب عمليات حسابية طويلة وصعبة، لذلك سيتم استخدا  التوزيع  

   كتقريب لتوزيع بواسون، لأن شروط التقريب متوفرة، لأن الطبيعي = 20 ≥  :حيث يكون  ،15

𝜇 = 𝜎2 =  = 20 
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 مترشح : 15حساب احتمال أن ينجح  -1

𝑃(𝑋 = 15) ≈ 𝑃 (
𝑥 −  − 0.5

√
≤ 𝑍 ≤

𝑥 −  + 0.5

√
)

= 𝑃 (
15 − 20 − 0.5

√20
≤ 𝑍 ≤

15 − 20 + 0.5

√20
) = 𝑃(−1.23 ≤ 𝑍 ≤ −1)

= 𝑃(−1.23 ≤ 𝑍 ≤ 0) − 𝑃(−1 ≤ 𝑍 ≤ 0) = 0.3907 − 0.3413

= 0.0494 

 :   مترشح على الأكثر  14أن ينجح حساب  -2

𝑃(𝑋 ≤ 14) ≈ 𝑃 (𝑍 ≤
14 − 20 + 0.5

√20
) = 𝑃(𝑍 ≤ −1.23)

= 0.5 − 𝑃(−1.23 ≤ 𝑍 ≤ 0) = 0.5 − 0.3907 = 0.1093 

مترشح : 18حساب احتمال أن ينجح أقل من  -3  

𝑃(𝑋 < 18) ≈ 𝑃 (𝑍 <
18 − 20 − 0.5

√20
) = 𝑃(𝑍 < −0.55)

= 0.5 − 𝑃(−0.55 ≤ 𝑍 ≤ 0) = 0.5 − 0.2088 = 0.2912 

 : مترشح 22و   18ينجح ما بين  أن حساب احتمال   -4

𝑃(18 ≤ 𝑋 ≤ 22) ≈ 𝑃 (
18 − 20 − 0.5

√20
≤ 𝑍 ≤

22 − 20 + 0.5

√20
)

= 𝑃(−0.55 ≤ 𝑍 ≤ 0.55) = 2. 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0.55) = 2 × 0.2088

= 0.4176 
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 تمهيد :  

يوجد         التجارب  بعض  في  ولكن  الواحد،  البعد  ذات  الاحتمالية  التوزيعات  الثالث  المحور  لغاية  درسنا  لقد 

متغيرات عشوائية كثيرة، فإذا اختيرت عينة من عدة أشخاص وأخذت الأطوال والأوزان لهؤلاء الأشخاص فنكون  

 متغيرات عشوائية ذات بعدين. بصدد دراسة 

الثنائية       العشوائية  المتغيرات  في هذا المحور على  التعرف  و المنفصلة والمتصلة  بنوعيها   ولهذا سنحاول  كيفية ، 

على  ا الاحتماليةلحصول  دوال  ،ركةالمشت  توزيعاتها  الاحتمالية  وكذا  إلى  والهامشيها  بالإضافة  )الحدية(،  معرفة ة 

 . أهم خصائصها

 المتغيرات العشوائية الثنائية  أولا : 

𝑥  )ولكل عدد حقيقيهو  الفضاء العيني لتجربة ما،    Sليكن    :  تعريف ∈ 𝑠  )  لنعرف𝑋 = 𝑋(𝑥)      و𝑌 = 𝑌(𝑦) 

المرتب   للزوج  ,𝑋)كمتغيرات عشوائية، فنقول  𝑌)   التعريف على تعميم هذا  بعدين، ويمكن  متغير عشوائي ذي 

 . nالمتغير العشوائي ذي البعد  

البعدين   ذي  العشوائي  المتغير  كان  ,𝑋)فإذا  𝑌)   المتغير عن  فنقول  اللانهاية  في  للعد  قابلة  صحيحة  قيم  له 

,𝑋)العشوائي   𝑌)  .بأنه متغير عشوائي منفصل ذا بعدين 

,𝑋)وإذا كان المتغير العشوائي  𝑌)    يشكل مجموعة غير منتهية فإن المتغير العشوائي(𝑋, 𝑌) .متغير متصل 

 ودوالها  التوزيعات الاحتمالية الثنائيةثانيا : 

 التوزيعات الاحتمالية المنفصلة ودوالها المشتركة والهامشية )الحدية( :  -1

   S  معرفان على نفس فضاء العينةمنفصلان متغيران عشوائيان  Yو   X نأنفرض  : تعريف 1 –1

               X (Y)={y₁ ,y₂,...ym}          و    X (S)={x₁ , x₂ ,..., xₙ}            :حيث 

𝑥𝑖)فلكل زوج مرتب   , 𝑦𝑗)    يوجد احتمال يعرف بـ𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗)   ونكتبهℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)  وتسمى الدالة ،ℎ 

 ، وتعطى عادة في صورة الجدول التالي : Yو  Xالاحتمال المشتركة للمتغيرين كثافة بالتوزيع المشترك أو بدالة 
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               Y 

X 

y₁ y₂ …………….. yₘ  المجموع 

x₁ 

x₂ 

... 

... 

xₙ 

 

h(x₁ , y₁) 

h(x₂ , y₁) 

… 

… 

h(xₙ , y₁) 

h(x₁ , y₂) 

h(x₂ , y₂) 

… 

… 

h(xₙ , y₂) 

 

…………….. 

…………….. 

…………….. 

……………… 

…………….. 

h(x₁ , yₘ) 

h(x₂ , Yₘ) 

… 

… 

h(xₙ , yₘ) 

 

f(x₁) 

f(x₂) 

… 

… 

f(xₙ) 

  g(y₁) g(y₂) ……………… g(yₘ) المجموع 

 الشروط التالية :   hويحقق التوزيع المشترك 

1) ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) ≥ 0 

2) ∑ ∑ ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 = 1 

للمتغيرين  بالدوال الهامشية )الحدية( لسابق ذكرها ا gو  fتعرف الدوال  الدوال الهامشية )الحدية( : 2 -1

 :   وتعطى بالصيغة التالية  Yو   Xالعشوائيين المنفصلين 

 X الكثافة الهامشية للمتغير    𝑓(𝑥𝑖) =  ∑ ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑚
𝑗=1            

 Y 𝑔(𝑦𝑗)    ـفهو اقتران الكثافة الهامشية ل  =  ∑ ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑛
𝑖=1 ما أ    

أن   رقم   𝑓(𝑥𝑖)أي  الصف  مكونات  مجموع  رقم   𝑔(𝑦𝑗)و   𝑖هو  العمود  مكونات  مجموع  هذه  𝑗هو  وتسمى   ،

  .على التوالي Yو  Xالتوزيعات بالتوزيعات الهامشية، وهي في الواقع التوزيع الخاص بكل من 

 الكثافة الشرطية :   1-3

هي:   y ذا علم إ  x الكثافة الشرطية للمتغير    

ℎ(𝑥/𝑦) =
ℎ(𝑥, 𝑦)

𝑓ᵧ(𝑦)
 

                                                                                                        هي : xإذا علم   yوالعكس، الكثافة الشرطية للمتغير  

    ℎ(𝑦/𝑥) =
ℎ(𝑥,𝑦)

𝑓ₓ(𝑥)
   

 المتغيرات العشوائية المنفصلة المستقلة :   1-4
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 مستقلة إذا كان :   Sالمعرفة على فضاء العينة   X,Y,… ,Zيقال أن عددا منتهيا من المتغيرات العشوائية 

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗 , … , 𝑍 = 𝑧𝑘) = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)𝑃(𝑌 = 𝑦𝑗) … 𝑃(𝑍 = 𝑧𝑘) 

 :   مستقلان إذا كان Y و X وبصفة خاصة فإن 𝑥𝑖  ،𝑦𝑗   ،... ،𝑧𝑘لجميع قيم  

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗) = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)𝑃(𝑌 = 𝑦𝑗) 

 فإن المعادلة السابقة يمكن كتابتها على الصورة :  hوالتوزيع المشترك هو   gو  fعلى التوالي هو  Yو   Xوإذا كان توزيع 

ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)𝑃(𝑌 = 𝑦𝑗) 

ℎ(𝑥𝑖مستقلان إذا كان كل حد  Yو   Xأي أن  , 𝑦𝑗)  .هو حاصل ضرب الحدين الهامشيين له 

 صلة ودوالها المشتركة والهامشية )الحدية( :  تالتوزيعات الاحتمالية الم  -2

,ℎ(𝑥فالدالة   Rمعرف على منطقة التعريف    (X,Y)إذا كان المتغير العشوائي المتصل  تعريف : 1 -1 𝑦)  التي تحقق

 الشروط التالية :  

1) ℎ(𝑥, 𝑦) ≥ 0   𝑖𝑓 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 

2) ∬ ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1 

,𝑥)منطقة تعريف   B، فإذا كانت  )دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة(  تسمى دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع 𝑦) 

 فإن :  

𝑃(𝐵) = ∬ ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 

معرفة على النحو   Yو  Xكن الدالة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين المتصلين لت الدوال الهامشية )الحدية( : 1-2

ℎ(𝑥, 𝑦)  : فإننا نسمي العلاقتين التاليتين 

𝑓𝑥(𝑥) = ∫ ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

∞

−∞

 

𝑓𝑦(𝑦) = ∫ ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

∞

−∞
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 على التوالي.  Yو  Xبأنهما الدوال الاحتمالية الهامشية )الحدية( لكل من المتغيرين المتصلين 

 دالة التوزيع التراكمية :   -3

 دالة التوزيع التراكمية المشتركة :   3-1

ℎ(𝑥𝑖 ( متغير عشوائي منفصل وX,Yإذا كان ) , 𝑦𝑗)  هي الدالة الاحتمالية المشتركة، فالدالة المعرفة على النحو

 التالي : 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = ∑ ∑ ℎ(𝑛, 𝑚)

𝑚≤𝑦𝑛≤𝑥

 

 تسمى بدالة التوزيع التراكمية )التجميعية( المشتركة. 

 تصل فإنه يقال للدالة المعرفة على النحو :  متغير عشوائي م ( X,Yأما إذا كان )

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = ∫ ∫ ℎ(𝑡, 𝑧)𝑑𝑡𝑑𝑧

𝑦

−∞

𝑥

−∞

 

 . التراكمية )التجميعية( المشتركةبدالة التوزيع  

 متصلين فمن العلاقة السابقة نجد :  Yو  X وإذا كان

𝜕2 𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= ℎ(𝑥, 𝑦)   ,    

𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
= ∫ ℎ(𝑥, 𝑡)

𝑥

−∞
𝑑𝑡  ,    

𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= ∫ ℎ(𝑡, 𝑦)

𝑦

−∞
𝑑𝑡 

 وسواء كان المتغير العشوائي متصلا أو منفصلا فإنه يتمتع بالخواص التالية :  

,∞−)𝐹 أ( 𝑦) = 𝐹(𝑥, −∞) = 0 

,∞−)𝐹ب(   ∞) = 1 

,𝐹(𝑥جـ( يستخدم   𝑦)   : لإيجاد الاحتمالات التالية 

𝑃(𝑥1 < 𝑋 ≤ 𝑥2; 𝑌 < 𝑦) = 𝐹(𝑥2, 𝑦) − 𝐹(𝑥1, 𝑦) 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥; 𝑦1 < 𝑌 ≤ 𝑦2) = 𝐹(𝑥, 𝑦2) − 𝐹(𝑥, 𝑦1) 
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𝑃(𝑥1 < 𝑋 ≤ 𝑥2; 𝑦1 < 𝑌 ≤ 𝑦2) = 𝐹(𝑥2, 𝑦2) − 𝐹(𝑥1, 𝑦2) − 𝐹(𝑥2, 𝑦1) + 𝐹(𝑥1, 𝑦1) 

 دوال التوزيع التراكمية الحدية :  3-2

,𝐹(𝑥 لتكن 𝑦)   المتصلين أو المنفصلين ( فإن دوال التوزيع الحدية  التوزيع المشتركة للمتغيرين العشوائيين  ) دالة

 :   يمكن تعريفهما بالعلاقات التالية Yو   Xللمتغيرين العشوائيين 

𝐹𝑥(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 < ∞) = lim
𝑦→∞

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥, +∞) 

𝐹𝑦(𝑦) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑃(𝑋 < ∞, 𝑌 ≤ 𝑦 ) = lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹(+∞, 𝑦) 

 خصائص التوزيعات الاحتمالية المشتركة   – ثالثا

 التوقع :    –أ 

ℎ(𝑥𝑖لتكن الدالة   , 𝑦𝑗)  هي دالة المتغيرين العشوائيينX  وY   ولتكن القيمة المتوقعة لهذه الدالة هي𝐸(𝑋𝑌) : 

 منفصلان فإن :  Yو  Xفإذا كان المتغيران العشوائيان   - 

𝐸(𝑋) = 𝜇𝑥 = ∑ ∑ 𝑥𝑖  . ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 𝑦𝑥   

 

𝐸(𝑌) = 𝜇𝑦 = ∑ ∑ 𝑦𝑗 . ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)
𝑥𝑦

 

 وفق العلاقة التالية :  𝐸(𝑋𝑌)  ويكون 

𝐸(𝑋𝑌) = ∑ 𝑥𝑖  𝑦𝑗 . ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 

 منفصلان فإن : Yو  Xإذا كان المتغيران العشوائيان  أما  -

𝐸(𝑋) = 𝜇𝑥 = ∫ ∫ 𝑥 . ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦  

 

𝐸(𝑌) = 𝜇𝑦 = ∫ ∫ 𝑦 . ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

 وفق العلاقة التالية :  𝐸(𝑋𝑌)ويكون  

𝐸(𝑋𝑌) = ∬ 𝑥 𝑦 . ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 
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 التباين :    –ب 

 حالة المتغيرات العشوائية المنفصلة :   -

𝑉(𝑋) = 𝜎2(𝑋) =  ∑ ∑ (𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))2. ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 
𝑦𝑥

 

𝑉(𝑌) = 𝜎2(𝑌) =  ∑ ∑ (𝑦𝑗 − 𝐸(𝑌))2. ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 
𝑦𝑥

 

 حالة المتغيرات العشوائية المتصلة :   -

𝑽(𝑋) = 𝜎2(𝑋) =  ∬(𝑥 − 𝐸(𝑋))2. ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑉(𝑌) = 𝜎2(𝑌) =  ∬(𝑦 − 𝐸(𝑋))2. ℎ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

 التباين المشترك )التغاير( :   -جـ 

ℎ(𝑥𝑖متغيرين عشوائيين لهما التوزيع المشترك   Yو  Xإذا كان  , 𝑦𝑗)  وكان توقع كل منهما على التوالي𝜇𝑥   و𝜇𝑦  فإن

,𝐶𝑜𝑣(𝑋ويرمز له بالرمز   Yو  Xالتغاير بين  𝑌)    : يعرف كما يلي 

 حالة المتغيرات العشوائية المنفصلة :   -

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑(𝑥𝑖 −

𝑗𝑖

𝜇𝑥)(𝑦𝑗 − 𝜇𝑦). ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝐸[(𝑋 − 𝜇𝑥)(𝑌 − 𝜇𝑦)] 

 أو بطريقة مكافئة كما يلي : 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑(𝑥𝑖

𝑗𝑖

𝑦𝑗). ℎ (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) −𝜇𝑥 𝜇𝑦 = 𝐸(𝑋𝑌)−𝜇𝑥 𝜇𝑦 

 حالة المتغيرات العشوائية المتصلة :   -

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∬(𝑥𝑖 − 𝜇𝑥)(𝑦𝑗 − 𝜇𝑦) . ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑑𝑥𝑑𝑦 

 معامل الارتباط :   -د

,𝜌(𝑋ويرمز له بالرمز   Yو   Xيعرف معامل الارتباط بين  𝑌)   : كما يلي 
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𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑥𝜎𝑦
 

 ويعتبر الارتباط نسبة بلا تمييز وله الخواص التالية :  

1) 𝜌(𝑋, 𝑌) = 𝜌(𝑌, 𝑋)                           2) 𝜌(𝑋, 𝑋) = 1                           3) 𝜌(𝑋, −𝑋) = −1 

4) −1 ≤ 𝜌 ≤ 1                   5) 𝜌(𝑎𝑋 + 𝑏, 𝑐𝑌 + 𝑑) = 𝜌(𝑌, 𝑋) ;  𝑖𝑓𝑎, 𝑐 ≠ 0  

 :    01مثال 

 لهما التوزيع المشترك التالي :   Yو   Xنفرض أن 

 Y 3- 2 4 المجموع 

X 

0.5 0.2 0.2 0.1 1 

0.5 0.1 0.1 0.3 3 

 المجموع  0.4 0.3 0.3 1

 المطلوب :  

 ؟  Yو  Xأوجد توزيع كل من  -1

,𝐶𝑜𝑣(𝑋أوجد  -2 𝑌)  أي تشتتX  وY  ؟ 

,𝜌(𝑋أوجد    -3 𝑌)   أي الارتباط بينX  وY  ؟ 

 متغيرين عشوائيين مستقلين ؟ Yو  Xهل يعتبر  -4

 الحل :  

له( والتوزيع الهامش ي الموجود أسفل   )أي الدالة الحدية Xالتوزيع الهامش ي الموجود يسار الجدول هو توزيع   -1

 )أي الدالة الحدية له( وهما مبينان في الجدولين التاليين : Yالجدول هو توزيع 

3 1 𝑥𝑖  

0.5 0.5 𝑓(𝑥𝑖) 

 Xتوزيع                                                                                                                                             
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4 2 -3 𝑦𝑖  

0.3 0.3 0.4 𝑔(𝑦𝑖) 

 Yتوزيع                                                                                                                                                                 

,𝑪𝒐𝒗(𝑿حساب   -2 𝒀)  أي تشتتX   وY   : 

 :    𝜇𝑦و   𝜇𝑥نحسب أولا   -

𝜇𝑥 = ∑ 𝑥𝑖 . 𝑓(𝑥𝑖) = 1(0.5) + 3(0.5) = 2 

𝜇𝑦 = ∑ 𝑦𝑖 . 𝑔(𝑦𝑖) = −3(0.4) + 2(0.3) + 4(0.3) = 0.6 

 : 𝐸(𝑋𝑌)ثم نحسب بعد ذلك   -

𝐸(𝑋𝑌) = ∑ 𝑥𝑖  𝑦𝑗 . ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

= (1)(−3)(0.1) + (1)(2)(0.2) + (1)(4)(0.2) + (3)(−3)(0.3)

+ (3)(2)(0.1) + (3)(4)(0.1) = 0 

,𝐶𝑜𝑣(𝑋ومنه نجد   𝑌)   : كما يلي 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑(𝑥𝑖

𝑗𝑖

𝑦𝑗). ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)−𝜇𝑥 𝜇𝑦 = 𝐸(𝑋𝑌)−𝜇𝑥 𝜇𝑦 = 0 − (2)(0.6)

= −1.2 

,𝝆(𝑿حساب   – 3 𝒀)   أي الارتباط بينX  وY   : 

 :    𝜎𝑦و   𝜎𝑥نحسب أولا   -

𝐸(𝑋2) = ∑ 𝑥𝑖
2𝑓(𝑥𝑖) = 1(0.5) + 9(0.5) = 5 

𝜎𝑥
2 = 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝜇𝑥

2 = 5 − 22 = 1 

𝜎𝑥 = √1 = 1 

 وأيضا :  

𝐸(𝑌2) = ∑ 𝑦𝑖
2𝑔(𝑦𝑖) = 9(0.4) + 4(0.3) + 16(0.3) = 9.6 
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𝜎𝑦
2 = 𝑉(𝑌) = 𝐸(𝑌2) − 𝜇𝑦

2 = 9.6 − (0.6)2 = 9.24 

𝜎𝑦 = √9.24 = 3.03 

 وبالتالي يكون : 

𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

−1.2

(1)(3.03)
= −0.4 

 متغيرين عشوائيين مستقلين :   Yو  Xهل يعتبر  -4

X  وY  غير مستقلين حيث أن𝑃(𝑋 = 1, 𝑌 = −3) ≠ 𝑃(𝑋 = 1)𝑃(𝑌 = ,ℎ(1أي أن الحد  (3 لا    (3−

𝑓(1)𝑔(−3)يساوي   = (0.5)(0.4) =  وهو حاصل جداء الحدود الهامشية المكونة له.  0.2

 :   02مثال 

 متغيران عشوائيان مستقلان ولهما التوزيعان التاليان :   Yو   Xنفرض أن 

2 1 𝑥𝑖  

0.4 0.6 𝑓(𝑥𝑖) 

 Xتوزيع                                                                                                                                                                        

15 10 5 𝑦𝑖  

0.3 0.3 0.4 𝑔(𝑦𝑖) 

 Yتوزيع                                                                                                                                                                      

 ؟  Yو  Xللمتغيرين  hأوجد التوزيع المشترك  -

 الحل :  

 .   gو  fيمكن الحصول عليه من التوزيعين الهامشين  hمستقلان فإن التوزيع المشترك   Yو  Xبما أن      

 التالي : نكون أولا جدول التوزيع المشترك ونكتب التوزيعين الهامشين فقط كما هو مبين في الجدول 
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ℎ(𝑥𝑖على الحدود المكونة للجدول أي أننا نضع  ثم نضرب الحدود الهامشية للحصول  , 𝑦𝑗) = 𝑓(𝑥𝑖)𝑔(𝑦𝑗) 

 

 

 

 

 :   03مثال 

 متغير عشوائي توزيعه هو :  Yعشوائي وأن له التوزيع التالي المبين في الجدول، واعتبر أن  متغير   Xاعتبر أن 

 𝑌 = 𝑋2 

2 1 -1 -2 𝑥𝑖  

1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 𝑓(𝑥𝑖) 

 أوجد : 

 ؟  Yللمتغير  gالتوزيع  -1

 ؟  Yو  Xللمتغيرين  hالتوزيع المشترك  -2

,𝐶𝑜𝑣(𝑋التباين المشترك )التغاير(  -3 𝑌)   وأيضا معامل الارتباط𝜌(𝑋, 𝑌) ؟ 

 الحل :  

 : Yللمتغير   gالتوزيع إيجاد  -1

 Y 5 10 15 المجموع 

X 

0.6    1 

0.4    2 

 المجموع  0.2 0.5 0.3 1

 Y 5 10 15 المجموع 

X 

0.6 0.18 0.30 0 .12 1 

0.4 0.12 0.20 0.08 2 

 المجموع  0.2 0.5 0.3 1
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𝑌بما أن   = 𝑋2  فإن المتغير العشوائيY  ويكون :  4و  1يمكن أن يأخذ فقط القيم 

𝑔(4) = 𝑃(𝑌 = 4) = 𝑃(𝑋 = 2 𝑜𝑟 𝑋 = −2) = 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = −2) =
1

4
+

1

4
=

1

2
 

𝑔(1)وبنفس الطريقة   =
1

2
 كما يلي :   Yللمتغير  gوبذلك يكون التوزيع  

4 1 𝑦𝑖  

0.5 0.5 𝑔(𝑦𝑖) 

 : Yو  Xللمتغيرين   hالتوزيع المشترك إيجاد  -2

ℎ(−2,1)، إذا   Y=4فإن   X=-2نلاحظ أنه إذا كانت  = ℎ(−2,4)و   0 = 𝑓(−2) =
1

4
، ويمكن إيجاد بقية   

 يكون وفق الجدول التالي :   Yو  Xللمتغيرين  hالحدود بطريقة مماثلة، ومنه فإن التوزيع المشترك 

 

 

 

 

 

,𝑪𝒐𝒗(𝑿التباين المشترك )التغاير(  إيجاد  -3 𝒀)   وأيضا معامل الارتباط𝝆(𝑿, 𝒀) : 

 :   𝜇𝑦و   𝜇𝑥نحسب أولا   -

𝜇𝑥 = ∑ 𝑥𝑖 . 𝑓(𝑥𝑖) = −2 (
1

4
) − 1 (

1

4
) + 1 (

1

4
) + 2 (

1

4
) = 0 

𝜇𝑦 = ∑ 𝑦𝑖 . 𝑔(𝑦𝑖) = 1 (
1

2
) + 4 (

1

2
) =

5

2
 

 : 𝐸(𝑋𝑌)ثم نحسب بعد ذلك   -

 Y 1 4 المجموع 

X 

1

4
 

1

4
 0 -2 

1

4
 

0 1

4
 

-1 

1

4
 

0 1

4
 

1 

1

4
 

1

4
 0 2 

1 1

2
 

1

2
 

 المجموع 
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𝐸(𝑋𝑌) = ∑ 𝑥𝑖  𝑦𝑗 . ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

= (−2)(1)(0) + (−2)(4) (
1

4
) + (−1)(1) (

1

4
) + (−1)(4)(0)

+ (1)(1) (
1

4
) + (1)(4)(0) + (2)(1)(0) + (2)(4) (

1

4
) = 0 

,𝐶𝑜𝑣(𝑋ومنه نجد   𝑌)   : كما يلي 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑(𝑥𝑖

𝑗𝑖

𝑦𝑗). ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)−𝜇𝑥 𝜇𝑦 = 𝐸(𝑋𝑌)−𝜇𝑥 𝜇𝑦 = 0 − (0) (
5

2
) = 0 

 إذا يكون معامل الارتباط معدوما أي :  

𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

0

𝜎𝑥𝜎𝑦
= 0 

كما   0فإنه مازال ممكنا للارتباط والتشتت أن يساويا  Xدالة في    Yأنه على الرغم من أن  يبين هذا المثالملاحظة : 

 في هذا المثال غير مستقلين.  Yو  Xمستقلان، ونلاحظ أيضا أن  Yو  Xهو الحال عندما يكون 

 إذا كانت الدالة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين المنفصلين العشوائيين معطاة بالعلاقة التالية:    : 04مثال 

ℎ(𝑥, 𝑦) = {

𝑒−2

𝑥! 𝑦!
                  , 𝑥 = 0,1,2, … … ..  ; 𝑦 = 0,1,2, … .

,𝑥   الاخرى                                                           0 𝑦    لقيم 

 

 ؟   x,yوالمطلوب إيجاد الدوال الاحتمالية الحدية لكل من المتغيرين المنفصلين 

 الحل : 

 هي : Xالدالة الحدية للمتغير 

𝑃𝑥(𝑥) = ∑
𝑒−2

𝑥! 𝑦!
=

𝑒−2

𝑥!
∑

1

𝑦!

+∞

𝑦=0

∞

𝑦=0
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وعلى اعتبار أن  
e−2

x!
∑هو كمية ثابتة بالنسبة للمجموع وأن       

1

𝑦!
= 𝑒1+∞

𝑦=0   حتمالية  ن الدالة الا أينتج

 : الحدية

𝑃𝑥(𝑥) =
𝑒−2

𝑥!
𝑒1 =

𝑒−1

𝑥 !
 

 ة :  يمكن كتابة الدالة على الصور و 

𝑃𝑥(𝑥) = {

𝑒−2

𝑥!
             ,     𝑥 = 0,1,2, … … .

 لقيم  𝑥 الأ خر ى                                   0
 

 yوبالمثل نجد الدالة الاحتمالية للمتغير 

𝑃𝑦(𝑦) = ∑
𝑒−2

𝑥! 𝑦!

∞

𝑥=0

=
𝑒−2

𝑦!
∑

1

𝑥!
=

𝑒−2

𝑦!
. 𝑒1

∞

𝑥=0

 

𝑃𝑦(𝑦) = {

𝑒−1

𝑦!
                   , 𝑦 = 0,1,2, …       

ى خر الأ                   0  𝑦   لقيم                   

 

 

 إذا كانت دالة التوزيع المشترك للمتغير العشوائي معطات بالعلاقة التالية: :  05  مثال

𝐹(𝑥, 𝑦) = {

0                  ,0 < 𝑥         , 𝑦 < 0

𝑥2𝑦2

4
          ,0 ≤ 𝑥 ≤ 2,   0 ≤ 𝑦 ≤ 1

1               , 𝑋 ≥ 2       ,    𝑦 ≥ 1

 

 

 ؟ العشوائيين أوجد دوال التوزيع الحدية للمتغيرين - 

   الحل:

 :  هي  Xدالة التوزيع الحدية للمتغير العشوائي
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𝐹x(x) = lim
y→1

x2y2

4
=

x2

4
 

 وعليه يمكن كتابة دالة التوزيع الحدية للمتغير العشوائي بالصورة التالية: 

𝐹𝑋(𝑥) = {

0                    , 𝑥 < 0

𝑥2

4
                 ,0 ≤ 𝑥 ≤ 2

1                , 𝑥 ≥ 2     

 

 فإن :  Yأما بالنسبة لدالة التوزيع الحدية للمتغير العشوائي 

𝐹𝑦(𝑦) = lim
x→2

x2y2

4
=

4y2

4
= y2 

 على النحو .  Yوعليه يمكن كتابة دالة التوزيع الحدية للمتغير العشوائي 

𝐹𝑦(𝑦) = {

0                    , 𝑦 < 0

  𝑦2               ,0 ≤ 𝑦 ≤ 2
1                , 𝑦 ≥ 1     

 

 إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير المتصل معطاة بالعلاقة التالية::  06مثال 

ℎ(𝑥, 𝑦) = {

1

2
  𝑒−𝑥        , 𝑥 < 0   , −𝑥 < 𝑦 < 𝑥

خرى الأ                                    0    𝑥, 𝑦    لقيم 
 

 ؟  X ,Y   أوجد دوال الكثافة الحدية لكل من المتغيرين المتصلين -

   الحل : 

 :  Xنجد أولا دالة الكثافة الحدية للمتغير العشوائي المتصل  

𝑓𝑥(𝑥) = ∫
1

2
. 𝑒−𝑥𝑑𝑦

𝑥

−𝑥

 

ه الحالة نعتبر  في هذ
1

2
. 𝑒−𝑥 تخرج خارج إشارة التكامل ونأخذ التكامل بالنسبة للمتغير  ثابتة قيمةY :وعليه 
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𝑓𝑥(𝑥) =
1

2
. 𝑒−𝑥 ∫ 𝑑𝑦 =

1

2
. 𝑒−𝑥(𝑦)]−𝑥

𝑥

𝑥

−𝑥

 

=
1

2
. 𝑒−𝑥(𝑥 − (−𝑥) 

=
1

2
2𝑥. 𝑒−𝑥 = 𝑥. 𝑒−𝑥  

 على النحو التالي :  Xوعليه يمكن كتابة الكثافة الحدية للمتغير العشوائي المتصل 

𝑓𝑥(𝑥) = {
𝑥 . 𝑒−𝑥    , 𝑥 > 0

0           , 𝑥 ≤ 0           
 

𝑥−نستطيع كتابة الفترة   Yأما بالنسبة لدالة الكثافة الحدية للمتغير العشوائي  < 𝑦 < 𝑥   على الصورة

|y| ≤ 𝑥 :وعليه فان 

𝑓𝑌(𝑦) = ∫
1

2
𝑒−𝑥𝑑𝑥

+∞

|𝑦|

 

 :  Xوهنا نأخذ التكامل بالنسبة للمتغير 

𝑓𝑌(𝑦) = −
1

2
e−x]

|y|

∞

=
1

2

1

ex
]

|y|

∞

 

 

            = −
1

2
[

1

𝑒∞
−

1

𝑒|𝑦|] =
1

2𝑒|𝑦| =
1

2
. 𝑒|𝑦|             

                                        :وعليه فإن

                                                                             𝑓𝑌(𝑦) =
1

2
𝑒−|𝑦| 

 إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين العشوائيين المتصلين معرفا بالقاعدة. : 07مثال 

ℎ(x, y) = {
2               ,0 < 𝑥 < 𝑦 < 1

,𝑥  الاخرى                      0 𝑦  لقيم  
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 ؟ (X,Y)أوجد معامل الارتباط -

 الحل:

  لو وضعنا صيغة العلاقة:  

ρ(𝑥, 𝑦) =
𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)

√𝑉(𝑋)𝑉(𝑌)
 

 نه لابد من حساب المكونات للعلاقة ونعوض عنها في العلاقة اعلاه لحساب معامل الارتباط أنلاحظ 

 :  Xبدأ بالمتغير ن نجد دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين و 

𝑓𝑥(𝑥) = ∫ 2𝑑𝑦

1

𝑥

= 2𝑦]𝑥
1 = 2(1 − 𝑥) 

 وعليه فإن الدالة تصبح : 

𝑓x(x) = {
2(1 − x)  ,0 < x < 1

0        , لقيم  xالاخرى 
 

 :   Yوبالمثل لدالة الكثافة الاحتمالية للمتغير 

𝑓𝑦(𝑦) = ∫ 2𝑑𝑥

𝑦

0

= 2𝑥]0
𝑦

= 2𝑦 

  

𝑓y(y) = {
2y  ,0 < x < 1

0        , لقيم   xالاخرى 
 

 :  Xن توقع المتغير وعليه نحسب ال 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥. 𝑓𝑥

1

0

(𝑥) = ∫ 𝑥2(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = 2 (
𝑥2

2
−

𝑥3

3
)]

0

11

0

 

 



ابع المحور ال ر ائية الثنائية       المتغيرات العشو

 

 131 جامعة المسيلة –كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير   - --عبد الحكيم  د. بيصار  ---03محاضرات في مقياس الإحصاء 

 

 𝐸(𝑋) = 2 (
1

2
−

1

3
− 0) = 2 (

3−2

6
) =

2

6
=

1

3
 

 : 2E(X(ن نحسب وال 

𝐸(𝑋2) = ∫ 𝑥2. 2(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

𝐸(𝑋2) = 2 ∫(𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥 = 2 [
𝑥3

3
−

𝑥4

4
]

0

11

0

 

𝐸(𝑋2) = 2 [
1

3
−

1

4
] = 2.

1

12
=

1

6
 

 من العلاقة :    Xنحسب تباين المتغير العشوائي المتصل  

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 =
1

6
− (

1

3
)

2

 

 

𝑉(𝑋) =
1

6
−

1

9
=

3 − 2

18
=

1

18
 

 :  Yوبالمثل نحسب هذه القيم للمتغير 

𝐸(𝑌) = ∫ 𝑦2. 2𝑦𝑑𝑦 = 2 ∫ 𝑦2𝑑𝑦 = 2
𝑦3

3
]

0

1

= 2 (
1

3
) =

2

3

1

0

1

0

 

𝐸(𝑌2) = ∫ 𝑦3. 2𝑦𝑑𝑦 = 2 ∫ 𝑦3𝑑𝑦 = 2
𝑦4

3
]

0

1

=
2

4
=

1

2

1

0

1

0

 

𝑉(𝑌) = 𝐸(𝑌2) − [𝐸(𝑌2)]2 =
1

2
− (

2

3
)

2

=
1

2
−

4

9
 

𝑉(𝑌) =
9 − 8

18
=

1

18
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 نجد معامل الارتباط من العلاقة:

ρ(𝑋, 𝑌) =

1
4

−
1
3

2
3
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.
1

18

=

9 − 8
36
1
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=
18

36
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