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Notations

e L”([a, b]) L’espace des fonctions p*™ intégrables sur |a, b].
e L'([a, b]) L’espace des fonctions intégrables sur [a, b].
e C(X, Y) L’espace des fonctions continues de X dans Y.
e C(I) L’espace des fonctions continues de I dans R.
e I'(.) La fonction Gamma d’Euler.
e B(.,.) La fonction Béta.
s(+) La fonction de Mittag-Leffler a deux parameétres.
e E,(.) La fonction de Mittag Leffler a un seul parametre.
e I"L'intégrale itéré d’ordre entier.
e D" La dérivation d’ordre entier.
e 1% L'intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o a droite.
o 1" L'intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o a gauche.
o LD La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o a droite.
o LD La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o a gauche.
e OD%, La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o a droite

e DY La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o a gauche

v



Introduction générale

Le calcul d’ordre fractionnaire est le domine des mathématiques qui traite I'étude et I'appli-
cation des intégrales et dérivées d’ordre arbitraire. Il est considéré comme un ancien concept.
Les premieres graines du calcul d’ordre fractionnaire ont été plantées il y a plusieurs décennies.
De nombreux mathématiciens comme, N.H. Abel, M. Caputo, A.K. Griinwald, J. Hadamard,
A.V. Letnikov, J. Liouville, B. Riemann, et M. Riesz ont contribué a ce développement jusqu’a la
moitié du siecle passé. Cependant, on peut considérer le calcul d’ordre fractionnaire comme un
nouvel axe de recherche, puisque ce n’est que depuis un peu plus d'une trentaine d’années qu’il
fait I'objet de beaucoup de travaux. Le premier livre dédié au calcul d’ordre fractionnaire a été
publié en 1974, il revient a K.B. Oldham et J. Spanier, aprés un travail de collaboration entamé
en 1968. Sur le plan mathématique, il faut citer I'ouvrage russe de Samko, Kilbas et Marichev
paru en 1993, qui regroupe un ensemble de définitions et de théories importantes sur le calcul
d’ordre fractionnaire. Aujourd’hui, l'intérét du calcul d’ordre fractionnaire et ces applications
ne cesse de grandir, dans plusieurs domaines.

Aujourd’hui il existe de nombreuses formes d’opérateurs intégraux fractionnaires, mais
I'opérateur de Riemann-Liouville est toujours le plus fréquemment utilisé.

Les applications de la théorie du calcul fractionnaire aussi bien dans les sciences fondamen-
tales qu’en ingénierie sont tres diverses, ils apparaissent de plus en plus fréquemment dans les
déférents domaines de recherches tel que : Electronique, Electrotechnique, Chimie, Automa-
tique, mécanique de fluides - - - etc

Ce mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux re-
latives au calcul fractionnaire, un rappel et quelques concepts préliminaires seront introduits
comme la fonction Gamma , la fonction Béta et les définitions de la dérivation et I'intégration
fractionnaire au sens Riemann-Liouville et Caputo.

Dans le second chapitre, on développe 'application de la méthode des fonctions de Mittag-

Leffler qui étendra l'application de la méthode aux équations différentielles linéaires d’ordre



fractionnaire. La solution est construite en forme de séries de puissance. Les dérivées frac-
tionnaires sont décrites au sens de Caputo. Pour illustrer la fiabilité de la méthode, quelques
exemples sont fournis. Les résultats révelent que la technique introduite ici est tres efficace et
pratique pour résoudre des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire.

Dans le troiséme chapitre chapitre on applique la transformée de Laplace pour résoudre
certaines classes déquations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. Cette technique nous
permet de transeformer des équations différentielles fractionnaires en équations algébriques,
puis en résolvant ces équations algébriques, nous pouvons obtenir la fonction inconnue en utili-
sant la transformation de Laplace inverse. Des exemples illustratifs sont inclus pour démontrer

la validité et ’applicabilité de la technique présentée.

vi



CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

ans ce chapitre, nous présentons les définitions et les résultats fondamentales du cal-

cul fractionnaire, nous présentons d’abord deux fonctions importantes dans la théorie

du calcul fractionnaire (la fonction Gamma, la fonction Béta), on donne ensuite les définitions
nécessaire sur la dérivation et l'intégration au sens de Riemann-Liouville et Caputo avec leur

propriétés.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

En mathématique, la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la fonction

factorielle a 'ensemble des nombres complexe.

Définition 1.1.1. la fonction Gamma I'(2) est définie par :
+oo
['(z) = / t*"le7'dt, (» € C, Re(z) > 0). (1.1.1)
0

Exemples 1.1.1.

1. Pourz=1,0ona
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1 1
2. Soit z = Y pour calculer F(§) on utilise le changement de variable s = V/t, on obtient

+001

t2 e tdt

(&

/0+00t
L

g

Lemme 1.1.1. Pour tout z € C, Re(z) > 0,n € N,ona
1. T'(z+1) = 2I'(2).

2. I'(n+1)=(n).

3. T'(n+ 1) @)ty

2/ = " 4nnl

preuve.

1. Représentons I'(z + 1) par l'intégrale d’Euler et intégrons par partie
+oo
z+1) = / te ldt
0

+oo
— —tzeit +OO+Z tzfleftdt
[~t%e]
0

=z2I(z2).

2. 1l suffit de poser dans le lemme ( 1) z=n

I'(n+1) =nl(n)
= (n)(n = HI'(n - 2)
=nn—1)(n—-2)...T'(1)

=nl.

3. Nous allons démontré la propriété du lemme (3) par récurrence pour n € N.

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



1.1. FONCTIONS SPECIALES

— Pourn =0,0ona

— Supposons que la formule est vérifiée pou (n — 1).

1 _ G-V

c-a-d supposons que I'((n — 1) + 5) = o) est vérifié, alors

T(n+ %) —(n— %)F(n— %)
L)
= =) o

2n — 1\ (2n —2)\/7
( 2 ) 4n=1(n —1)!
2n\ (2n —1) (2n — 2)\\/7
(2n) 4n=1(n —1)!
_ @n)lym
“ar(p)!
Donc la formule est vérifiée pour n

Remarque 1.1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatives non entieres par la

Iy 1
formule F(z):ﬁ et La transition d'un intervalle a un autre | — 1,0[] — 1, =2[,] — 2, =3|,...
z

la fonction Gamma n’existe pa pour les valeurs négatives entieres.

Exemple 1.1.1.

1 1
I'(=5+1) TI(3)

L I(~5) = 20 = —2 = —2y7
2

M(-2+1 D(=2) 4=

2 F<—§>— 23 ~ 32 :4\?{—
2 2

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2. La fonction Béta est une type d’intégrale d’Euler définie par

1
B(p,q) = / t"=1(L —t)"dt, (p,q € C, Re(p) > 0, Re(q) > 0). (1.12)
0
Proposition 1.1.1. La fonction Beta est exprimée I'aide de la fonction Gamma par la relation suivante :
L'(p)T(q)
B(p,q) = —— (1.1.3)
P = T4

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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Gamma(x)

R e U

FIGURE 1.1 — Graphe de la fonction Gamma

Preuve.

Soit D = (0, +00) x (0,+00) ,0on a

I'(p)'(q) = ( /0 - xplexdw) ( /0 | yqle‘ydy)

= [ [ @rwre i ay

En utilisant le changement de variables

Alors
d(z,y)
0(u,v)

Le domaine correspondant a D dans les cordonnées u , v est

v U
l1—v —u

=—uv —u(l—v)=—u

/

D ={(u,v)/u>0,0<v<1}

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE 5

Alors

// 2Pyt e @) dpdy = // (uv)P~H(u — ww)? e ™| — u| du dv
D D'
= // uPT P (1 — v) 1 e du do
D/
“+o00 1
= / / uPT P (1 — ) e du dv
0 0

([ ) ([ o - ora)

=T(p+q)B(p,q)

Par conséquent

Propriétés 1.1.1.

L. B(p,q) = B(q, p), (symétrique).

T =

1.2 L’intégrale fractionnaire

Définition 1.2.1. Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur l'intervalle [a, b] .

Notons par (Z.. f) la primitive de f qui s’annule en a :

Vi € [a,b]; (T £)(t) = / f(r)dr

L'itération de (Z!.) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la
dérivée s’annule aussi en a, de plus, d’apres le thoréeme de Fubini,
t u t
@00 = @ p o @) = [ ([ seyinau= [ -nsmar
Soit n € N*, notant (Z, f)" la n'*™e itération de (Z', ) une récurrence directe montre que

—(ni N / (t — 7y f(r)dr.

Sionnote g = (Z', f)", Alor g est L'unique fonction vérifiant

(Zos )" =

VO<k<n—1, ¢¥(a)=0, ¢ =Ff

L'égalité g™ = f justifie la définition suivante

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE 6

Définition 1.2.2. Soit n € N*. L'intégral a gauche d’order n de f, que 'on note (Z7, f) est défine

par

TN = o [ =7

(n—1
Grace a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment et la propriété

I'(n+1)=n!,V¥n € N, qui permet de généraliser la définition de la maniere suivante

1.2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.3. L'intégral fractionnaire de Rieman-Liouville a gauche d’order a@ > 0 de f est
définie par :
1

Vi €l N0 = o / (t — 1)L f(r)dr. (1.2.1)

De la méme maniere on définit I'intégrale fractionnaire de Rieman-Liouville a droite d’ordre

a > 0de f, par
b
Wt € [a, b (T2 f)(t) = ﬁ /t (r = 5L f(7)dr. (122)

Fonctions définies sur R™ et R.

11 est naturel d’étendre la définition et aux axes. Notons ces opérateurs (7, f) et
(Z8f):

Vt € RY; (Z5 f)(t) = ﬁ/{) (t — 7)7Lf(7)dr. (1.2.3)
Vi € R; (T2f)(t) = ﬁ / (t — 7)1 f(7)dr. (1.2.4)

Proposition 1.2.1. Poura >0, >0ona:
1.7, (zg f(t)) a0}

2 (T3t = 0P ) (0 = g (- 0",

3 (I (6= 07 () = oy 0= 0

Preuve.

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE 7

1. Ona

72 (2. 5(0)) ﬁ [ (5 /T<r—s> RCOL

// (t =) (7 — )" f(s)ds dr

== s — ) (r— 8V drds
—P(a>r(ﬁ)/af<>/s<t )2 (r — 5PV dr d

Onpose 7= (t—s)u+s = dr = (t—s)du

Alors
a p ——1 t O R 1 —w)* P duds
72 (T200) = mrmpey [ =976 [ @ =t e e
) I t — 5)*1f(s) B(a s
_F(Q>F(ﬁ)/a(t ) f( )B( 75)(1
[/ Ben@ et N AN
FERGTaTE J, ¢ e
= - t — 8)*t8-1 £(s) ds
- (a‘l‘ﬁ) /a(t )+ f()d
=17 f(t)
2. Ona:
@ (t — @k * :L t — 1) Y7 —a)fdr
T2t=0") (1) = 75 [ (4= — et
Onpose T = s(t —a) +a = dr = (t — a)ds.
Alors

(Tt = ) (1) = s (6= @) [ 0= s s

3. Méme idée on démontre 3) (avec le changement de variable b — 7=s(b — t)).

Théoréme 1.2.1. Si f € L'([a, b)), alors I?, f existe pour tout o > 0 et % f € L'([a, b])

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES 8

1.3 Dérivées fractionnaires

1.3.1 Dérivées fractionnaires de type Riemann-Liouville

Soit @ > 0 on note par « la partie entiere de « : [a] est I'unique entier vérifiant [o] < o <
la] + 1.
2

soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique primir o7}, on peut définir la dérivée
fractionnaire d’ordre 0 < a < 1 par:

Plus généralement, si o« > 0, et n = [a] + 1, on peut poser :

d” dr

— n—a

—— __ .
dt>  dt?

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.3.1. Soit a > 0 et n = [a] + 1, La dérivée fractionnair de Rimann-Liouville a gauche

d’order o de f est définie par :

1 a8

Vt € [a,b], D% f(t) = (%) o I f(t) = oY | / (t— )" F(r)dr. (1.3.1)

d
De plus on voit que la définition (1.3.1) d’intégrale a droite était associée a o Le raison-

nement précédent a la définition suivante :

Définition 1.3.2. Soit a > 0 et n = [o] + 1, La dérivée fractionnaire de Rimann-Liouville a droite

d’order o de f est définie par :

d\" e =y _dr a1
vt b, Dy f(t) = | ——; e — )" dr. 1.3.2
€0 DE () = (<5 ) TS0 = ot [ 0P @ 132
Si f: R — R les définitions précédentes se généralisent directement et sont appelées déri-

vées de Riemann-Liouville.

Définition 1.3.3. Soit a > 0 et n = [a]+ 1, La dérivée fractionnair de Rimann-Liouville a gauche

d’ordre o de f est définie par :

1 dar

Vi € R, DYf(1) (%) T = Frm e g /_ (t— 7)1 f(r)dr. (133)

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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De plus on voit que la définition (1.3.3)d’intégrale a droite était associée a o Le raisonne-

ment précédent a la définition suivante :

Définition 1.3.4. Soit @ > 0 et n = o] + 1, La dérivée fractionnair de Rimann-Liouville adroite

d’order « de f est définie par :

n _1\n n 400
Vi e R, D f(t) = <_%) o T f(t) = %% /t (r— "l f(rdr. (134)
Remarque 1.3.1.
1. Poura = 0,n = 1, (DL f)(1) = “w(TL f(1)) = f(0).

2. Pour a = n,n € N*. L'opérateur D* donne le méme résultat que la dérivée usuelle pour

les ordres entiers :

D f(1) = 17(0).

Dy f(t) =Drf(t) = (-1)"f*(?)
Proposition 1.3.1. Pour o > 0, 5 > 0,0na

1. (D2 (t—a)’7h) (t) = M(t —a) gl

G-a)
2 (D (=) () = oo - 77

Démonstration. 1. Posons f(t)=(t — a)?~! d’apprés la définition et la proposition [1.2.1]

on a d'une part

Dy f(t) = (%)HOI;ZO‘ (t) = <%)n <%(t_ a)w+ﬂl)

et

(%) (t—a)" P l=(n—a+pB-Dn-—a+-2)..(n—a+B—-1—(n—1)(t—a) !

=m—a+B-1)n—-—a+B—-2)..(8-a)(t—a)l !
et d’autre part
'n—a+p)=n—a+-1DI'n—a+F—-1),T(z+1) ==2I(z)
=n—a+f-1n—a+p-2)'(n—a+pF—-2)

=n—a+p-1n—a+p8-2)..0—a)(8—a),

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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donc

in_a _ n— _ — _aﬂ—a—l
= a+ A= 1) -t B D(f - o)t —a)
_ m—a+p-—1)(n—a+p-2)..(6—a)l(P)
n—a+pB—-1)n—a+p—-2)..(8—a)'(B—a)
_ F(ﬁ) _aﬂ—a—l

R CET A

2. On procede de la méme mananiere que 1).

Do f(t) =

(t —a)’o1

Remarque 1.3.1. Pour A\=8—1,a=0ona

F(A+1)
(n—a+A+1)
'(A+1)

= Th—at+ At 1)(n —(@=X))(n—1—(a+N)..(1—(a—=N)t) ™

{ St O, & o— A {1,28..,n}

(D6t) () = = (n—a+N(n—a+i—1)..A+1—a)t) e

Fn—a+A+1) X >eel.
0, si a—Xe{l,2,...,n}

Sia—Xe{l,2,...,n}=a—-A=m=>A=a—-m,me{l,2,...,n}cad
(Dgit§ ™) (t) = 0m € {1,2, 8., n|8

Lemme 1.3.1. Si f(t) € L,([a,b]), (1 < p < o0), alors
L (D Zg 1)) = f(t),  (DyZy (1) = f(#)
2. 5i f € Li([a, b)), (Z'7°f)(t) € AC"([a, b)), alors

@050 = 1) - 3 L

k=1

(LD f)(6) = () =) (_1);@(?;? >1n) ) (b—t)*F,

k=1

(t - a)a_k’

En particulier si 0 < a < 1,
(Ze+ Do 1)) = f(1),

(Zy-Dy- f)(#) = f(1).

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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1.3.2 Dérivées fractionnaires de type Caputo

Définition 1.3.5. Soient o > 0 et n = [a]|+1, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo a gauche
d’ordre o d"une fonction f est définie par :

Vt € [a,b); (‘D f)(t) =T o (%)n ft) = I ! ) / (t — 7)o f () dr.  (1.3.5)

n—a
Définition 1.3.6. Soient o > 0 et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo a droite

d’ordre o d"une fonction f definie par :

Vi € [a,b); (‘D f)(t) =TI o (d )n ft) = F(_—l)n) /t (=t Lf™ () dr.  (1.3.6)

dt (n—a«
Remarque 1.3.2. Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classique
CDn t) = (n) _ £n a
AN 2 () = 1) = f"(a)
Dy f(t) = (-1)" (f™ - (1))
Proposition 1.3.2. Pour o > 0, 5 > 0,0na

1 (OD2 (t - @)P1) (1) = Dt — a)po-,

I'(8 o)
2. (9D (b—1)P71) (t) = %(b —1)Pg .
Démonstration. 1. Posons f(t)=(t —a)’! d’apres la définition 1,3,1 et la proposition 1,2,1 on
a
« _ -« d i - ]' y n—a—1 mn

CDR, f(t) = T o (%) 10) = o=y | €= e

et
(5) =P = (6= DE-2.- 1= (2 =1t
= (B-1)(B-2)..(6=n)(t—a) 1"

d’ou
Do f(t) = Gl 1)(Fﬁ(n_—2)a)(ﬁ —n) / (t — 7)1 — a)’ " tdr, posons(T —a = s(t — a))

_ (B—=1)(B—2)..(8—n) q)f—e1 ! _ gyl g)fn—1
B Ol
_(B-1D(B-2..(8-n)
I'(n—a«)
_B=DE=2B= =) B =), s
Dn— )15~ a)
r()

I VA _aﬂ—oz—l
BCET A

(t—a)’*'B(n—a,B —n)

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES

12

2. De la méme maniere on démontre (2)

Remarque 1.3.3. Pour A\=8—1,a=0o0na

AMA+1DA=2)..A=(n—=1)TA=(n—1)) (1o
F'A—a+1)

(“Dg.t?) (t) =

F'(A+1) N :
) - A 1,2,....
) Tcatagp" s a-AgiLs ’n},A>—1.
0, si. a—Ae{l,2,...,n}

Sia—Xe{l,2,..n}=a—-A=m=>A=a—-myme{l,2,...n— 1} C-a-d
(“Dget™™) (t) = 0,m € {1,2,.....,n — 1}.
Lemme 1.3.2. Soit a > 0,n = [a] + 1
1. Si f(t) €, alors
(“D I () = f(1),
(“Dy-T3 £)(1) = f(1),
2. Si f(t) € C™([a,b]), ou f(t) € AC™([a,b]), alors

@ s ) = £ - S Y ),f,(“) (t — o)
k=0 J
(Ia (CDb — n kf ()(b—t)k,
k=0

En particulier si0 < a < 1,
(Zas (DR () = f(2),
(Zg= (ODN)(B) = f(1),
Théoreme 1.3.1. Soient o > 0 et n = [a] + 1.
Si f:a,b] = Rsif possede (n — 1) dérivées en a et (D, f) existe, Alors

L) (g
©Ds )0 =5 | £~ Y T e - ay

k
Corollaire 1.3.1. Soient o > 0, n = [a] + L et (D%, f)(¢), (°D, f)(t) existent.
On suppose que f*)(a) = 0 pour k =0,1,2,...,n — 1 Alors

(Dgs f)(t) = (“Dg: f)(t)

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



CHAPITRE 2

RESOLUTION DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES PAR LA

FONCTION DE MITTAG-LEFFLER F(2)

ans ce chapitre, Nous développons l'application de la méthode des fonctions de Mittag-

Leffler qui étendra l'application de la méthode aux équations différentielles linéaires
d’ordre fractionnaire. La solution est construite en forme de séries de puissance. Les dérivées
fractionnaires sont décrites au sens de Caputo. Pour illustrer la fiabilité de la méthode, quelques
exemples sont fournis. Les résultats révelent que la technique introduite ici est tres efficace
et pratique pour résoudre des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. Avant
d’aborder ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés de la fonction de Mittag-
Leffler et la fonction de Mittag-Leffter généralisée qui nous seront utils dans la suite de ce

chapitre.

2.1 définitions et propriétés

La fonction Mittag-Leffler est nommée d’apres le mathématicien suédois qui I'a défini en
1903. Cette fonction est considérée comme généralisation directe de la fonction exponentielle,
e” de par la présence de la fonction gamma. La fonction est entiére car elle est définie en tout
point sur le plan complexe et converge quelque soit z complexe, elle joue un rdle majeur dans
le calcul fractionnaire.

La représentation de la fonction Mittag-Leffler a un seul parametre est définie par

13
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Définition 2.1.1. La fonction de Mittag-Leffter est définie par
+00 l’k
E,(z)=) ——0, 0, 2.1.1
(z) Zf(ak+1)a> @11)
k=0
et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par
+00 k
“"C (2.1.2)

Ea,ﬁ(l’) = kzg m,&,ﬁ >0

Exemple 2.1.1.
1. Bi(z) = B (z) = Y ——— =3 — = ¢~
1(7) = Bia(@) g()r(m 1) &k
2. By(x) = E SN2 T
- Ba0) = Baal®) = 00wy < X g~ oshve
+00 Ik +00 ZEk 1 +o0 xk-i—l
3. E = AN R - S G ).
120) = L T TG sk 2 Y
400 ZL’k 400 .Tk 1 +° ZL'k+2 1
4. E 2N Ly . .
180 = 2 73 T A D) 2

E

ﬁk:O (k+2)' n ZL'2

E ()

(e* —1—1x).

e, i ———— a0l
e et [/ ] a a=080
’ a=1, =2 [ [ —— o080

FIGURE 2.1 — Graphe de la fonction E, s(z) et E,(z)

Théoreme 2.1.1. Poura=nec N, A€ R, ona

d n
— | E,(A\z"™) = AE/\um).
(dx) (Az") (Ba™)

dx

d n
(—) P E, s(A2™) = AP T E .

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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2.2 Analyse de la méthode

dans cette section on abordera la résolution des équations différentielles fractionnaires par
la fonction de Mittag-Leffler E,(z) Les fonctions du Mittag-Leffler (1902-1905), E,(z) et E, 5(2)
définies par les les équations2.1.Tet[2.1.2]ont prouvé leur efficacité en tant que solutions d’équa-
tions différentielles et intégrales d’ordre fractionnaire et sont donc devenus des éléments im-
portants de la théorie et des applications du calcul fractionnaire. Dans cette partie, nous ex-
pliquerons comment résoudre certaines équations différentielles d’ordre fractionnaire par 1'im-
position de la fonction généralisée de Mittag-Leffler E,(z). La méthode généralisée de Mittag-

Leffler suggere que le terme linéaire y(z) est décomposé en série infinie

Soit .
o . e
y(x) = Ey(az®) = ngo a Tna+ 1) (2.2.1)

Nous utilisons les définitions suivantes du calcul fractionnaire :

Proposition 2.2.1. Soit o > 0, alors les dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre o et 2o sont données

par:
(n—1Da

Crya
Dy Za T —Das T (2.2.2)

n2)

Cp2ay( Z % Y, BT (2.2.3)

Démonstration. 1. On applique (1.3.5) a (2.2.1), puis on utilise Proposition(1.3.2) :

¢ 1 X - 400 . gna (n)
D y(x):m/o (x —s) (Zo(x m) ds

n=

400 X
a™ 1 / o1
= r—8)" YT 8" s
; F(na+1)T(n—a) J, ( )

+oo o
Crya, . na
ER N
;F(na—l—l) ‘
—+00

_ Z a” F(na + 1) e«
B F(na+ DI(na—a+1)

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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2. On applique (1.3.5) a (2.2.1), puis on utilise Proposition(1.3.2) :

C1y2 1 X 2t [ X she )
D2 — o \n—2a— n d
y(@) ['(n —2a) /0 (z—s) % “ I'(na+1) °

o a” 1 X
— Tr—3 n72a715no¢d8
;F(na+1)F(n—2a)/0 (= 5)

n

+o00
a C2a,.na
= —"D
; ['(na+1) v

B f a” F(na+1) gna-2a
B F(na+1)Nna —2a+1)

“Tn—2a+1)

2.3 Applications et résultats

Dans cette section, nous considérons quelques exemples qui démontrent les performances
et l'efficacité de la méthode de la fonction généralisée de Mittag-Leffler pour résoudre des équa-

tions différentielles linéaires avec des dérivées fractionnaires.

Exemple 2.3.1. Soit I'équation différentielle fractionnaire suivante :

Opay — Ay (2.3.1)

En substituant2.2.2|dans [2.3.1|, nous trouvons

(n—1)a

ZO‘ n—1a+1 Z rna+1

En combinant les termes similaires et en remplacant n par n + 1 dans la premiére somme, on

obtient la forme suivante

“+o00

Zan+f‘na+1 _AZ na+1 =0

n=0

ce qui donne

+oo
e

n=0

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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Avec les coefficients de 2" égal a zéro, en identifiant les coefficients, on obtient la récurrence
suivante.

o™ — A" =0 = o = Aa",
si n=0,= o'=Aa"= A,

si n=1= o= Aat = A2

si n=2,= o= Aa?= A3,

En remplacant dans on obtient

( ) 0 p y % N ) x2a N . x?)a N
Ir) =« (6] (6] «
Y Ta+1) " T@a+1) " TBa+l)
a 2c 3o
yz) =1+ A" 2" 37 +5

Mot D A TRat1) " TBasD)

Alors la solution générale est

—+o0 no

y(r) = Z% Anm

n—

Nous pouvons écrire la solution générale sous la forme de la fonction de Mittag-Leffler comme
suit
Pour oo = 1 on obtient la solution exact

+o00 n

y(z) = ;Anm

— eAalc7

Exemple 2.3.2. Soit I'équation différentielle fractionnaire suivante :
C’DQay —y= 0

D’apres|2.2.1|et [2.2.2|on obtient

2)ex +oo no

(n— . T B
Za Dot D) 2 Toar D) "

on pose n = n — 2 on obtient

Za n—2)a—|—1) HZ:OO/LF(nole):O

+o00 no
n+2 n z
_ — =0
;(a “ )F(na +1)

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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Avec les coefficients de ™ égal a zéro et en identifiant les coefficients, on obtient la récurrence suivante.

" " =0= " =a",

si n=0= a?=a=1,
si n=1= a’=al,
si n=2= o'=a?
En remplagant dans [2.2.1)on obtient

a 2 3a
2 T 3

Tla+D)  “TRa+D “T@a+D

y(r) =a’ + o'

« x20¢ x?)oz

Tla+D) Ta+D “TGEa+D

Pour ov = 1 on obtient la solution générale sous forms de la fonction de Metteg-Leffler

~+o0 n
=9 y - .
= I'(na + 1)

= Ea(xn)a

y(x) =1+a

Exemple 2.3.3. Soit I'équation différentielle fractionnaire suivante :
CDQCzy +C Day o 2y — i

D’apres[2.2.) [2.2.2|et[2.2.3|on obtient

:L.(n 2)a

;an (n—2)a+1) +Za n—la—l—l _22 na+1 0

on pose n = n — 1 on obtient

2" AL

Za —|—Za (n—1Da+1 —QZa I'(na+1

—+00 no

n+2 n+1l 20" z —
;(O‘ e = Dat D)

Awec les coefficients de x"* égal a zéro, en identifiant les coefficients, on obtient la récurrence suivante.
an+2 + a/n-l—l . 20[” _ O = an+2 — 20[” . an-{—l’

si n=0,= ao=2a"—al,

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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si n=1,= o*=2a'—a®=a—2,

En remplacant dans [2.2.1)on obtient

x® % Y
y@) =’ + ol e o e S O g T
« x2a 3o
y(x) :1+am(2—a)m+(a—2)m+...

Pour oo = 1 on obtient la solution générale sous forme de la fonction de Metteg-Leffler

y(@) = ;} I'(na+1)

= Ea(a"),

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



CHAPITRE 3

RESOLUTION DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES PAR LA

TRASFORMEE DE LAPLACE

e chapitre a pour but d’appliquer la transformée de Laplace pour résoudre les équations
différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. Cette technique nous permet de transefor-

mer des équations différentielles fractionnaires en équations algébriques, puis en résolvant ces
équations algébriques, nous pouvons obtenir la fonction inconnue en utilisant la transformation
de Laplace inverse. Des exemples illustratifs sont inclus pour démontrer la validité et I’applica-

bilité de la technique présentée.

3.1 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace est un outil puissant en mathématiques appliquées et en ingé-
nierie. Pratiquement tous les cours d’équations différentielles du premier cycle universitaire
introduisent cette technique de résolution des équations différentielles linéaires. La transfor-

mée de Laplace est indispensable dans certains domaines de la théorie du controle.

Définition 3.1.1. on dit que une fonction réelle f : R* — R est a croissance sous exponentielle
si

JA > 0;3sg € R; 3ty > 0;VE > to; | f(1)] < e

Définition 3.1.2. Sif € C"(R™"), est a croissance sous-exponentielle, rappelons que sa transfor-

20
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mée de Laplace est denie par

F(s) / fx)e*"du, (3.1.1)

Proposition 3.1.1. 1. L[f(x)+ g(x)] = F(s) + G(s)

rB+1
S ogBH — 5 P>

Lla"f(x)] = (1) F)(s)
L[y f(t)dt] = £

Lemme 3.1.1. Soit a > Oetn = [a] + 1, f € C"1(0, 00) est a croissance sous-exponentielle, alors la

2. L[2P] =

transformée de laplace de f™ est donnée par

:
H

LIF™ (@) = s"F(s) - M 'f(0)

0

B
Il

Théoreme 3.1.1. Soit f et g deux fonctions continues sur l'intervale (0,1 est a croissance sous-

exponentielle, alors la transformée de laplace de f convolution g (f * g) est

L/ UO (ol t)g(t)dt} — F(s)G(s)

/0 " f@)e—"da /0 " glw)e " du
/

e 5@ £ () g(u)dzdu
J

[ o]

(f*g)

Démonstration. On a

8

3
S—

e_Stf —w)g(u)dtdu, (t = x + u)

O

Lemme 3.1.2. La transformée de Laplace de I'opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre o > 0 est donnée par :

LZ°f(x)] =

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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Démonstration. La transformée de Laplace de 1'opérateur intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre oo > 0 est :

ezl = £ (g [ -0 soa)

[(a)
= /Doo e " (ﬁ /Oz(g; — t)“—lf(t)dt) dx
| e e
= G(s)F(s).
ot G(s) = L[z71] = % O

Lemme 3.1.3. Pour a > Oetn = [a] + 1, f € C"(R™) a croissance sous-exponentielle, Alors
1. LI*Dg f(2)] = s*F(s) = 335, 8" (Ze /)P ().
2. LI°Dg f(x)] = s*F(s) — 3520 s* () (a).

Démonstration. 1. On applique a (I"=f), puis on utilise le lemme(3.1.2) :

n—1

LMD = £ | T )| () = LT )= 3 e
=s"s"L[f(x)] — ::: s" (T ) ) ()
= s*L[f ()] - gs”"“‘l(lé““f)(’“)(a)
_ e B(w) = S T

2. De méme on applique le lemme (3.1.2) a f™ ; puis on utilise (B3.1.1) :

CEDEF)] = £ T2 g )| = 527 (] (5)
= o [[S”Ef] -y s”’“f““)(a)]
k=0

[y

= sOLf(s) = Y s EB(g).

0

3

i

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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Proposition 3.1.2. Soit o, 3 > 0, alors

Sa—l
1. L[Ep1(MtY)] = Y
2. L[P VB, s(\9)] = 7
’ s — )\
Démonstration. 1. Ona
Ll Bar(M?)] = L:Z;Fak:—i-l / ﬂtz ak+1
k

A
—styak ak
Z ak+ / £t = ZF(akJrl)ﬁ[t ]

k=0
B F ak; + 1) gok+1

2. De méme on applique le transformée de Laplace on obtient

0o o Ata)k
— —Sttﬁ—l (—dt
/O 1 2 T(ak +1)

k=0

v ()
1 kz; T(ak + B)

%) oY /\k
— —sttﬂ—1+akdt . tﬂ—l-{—akz
S el ¢ > mer ot

LIP B, s(M)] = L

8

B i AP LB + ak)
B < T(ak + 1) sh+ak

—ZB=—EZ(—)

@ ) P Iy
BEAVEE Y APy

3.2 Transformée de Laplace inverse

La fonction f(x) est appelée la transformée de Laplace inverse de F'(s) et sera désignée
par f(z) = L7'[F(s)] . En pratique, lorsqu’on utilise la transformée de Laplace pour, résoudre
une équation différentielle fractionnaire, il faut a un moment donné inverser la transformée de

Laplace en trouvant la fonction f(z) qui correspond a une certaine F(s) .

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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Définition 3.2.1. La transformée de Laplace inverse de F'(s) est définie comme suit :
1 o+iT
fla) = L7 [F(s)] = g Al . ¢ F(s)ds,

ol 0 est suffisamment grand pour que F'(s) soit défini pour la partie réelle de s > o.
Lemme 3.2.1. 1. L7H(F(s)+ G(s)) = f(z) + g(x)

2. L7 (M) =%, 8> -1

3. L71F(s —a) = e f(z)

4 L7 (E2) = [ fla)da
Théoreme 3.2.1. Soit f,g deux fonctions continues sur lintervale [0,T] est a croissance sous-

exponentielle, alors
£ FE0E) = | [ 1= tatoir| = f(@)ate)

Proposition 3.2.1. Pour o, 5 > 0,a dansR et s* > |a|, nous avons la formule de transformation de

Laplace inverse suivante

Sa—l
1. ﬁfl[sa n a] = FEy1(—ax®).
2 e ) B (—ar®).
s*+a ’
Démonstration. 1. en utilisant le développement en série, s*'/(s* + a) peut étre réécrite

comme suit

11 1
sa—i—a_sl_,_ﬁ
sa
_1 = (—a\"
—Sn=0 5%
()"
— SnaJrl

D’apres le lemme (3.2.1) La transformée inverse de Laplace de la fonction ci-dessus est

. 0 (_a)n B o (_a>nxna+1—1
E ; Sna+1] - ; F(?’L(X—l—l)
o (maz)
B — ['(na+1)
= Ey1(—ax®).

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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2. De méme en utilisant le développement en série, s*~# /(s +a) peut A’tre réécrite comme

suit

a—p 1 1

s*+a  sFl+ %

l <, —a,,
=52 ()

n=0

S

- Sna+6

D’apres le lemme (3.2.1)) La transformée inverse de Laplace de la fonction ci-dessus est

e e ot
— s”‘”ﬁ c~ I'(na+1)
_ B-1 = (—az®)"
=x — A
; ['(na + )
= 2P E, s(—az®).
]
Lemme 3.2.2. 1. Poura > >0,a € Rets*? > |a| on obtient :
n+k
(—a)*
1 > k
L W] — pa(ntl)=1 k(a—ﬂ)'
[(w ¥ asﬁ)”“} ’ % T(k(a—B) + (n+ 1)a)

2. Poura > fB,a>v,a€R,s* P > |a] et s* + as® > |b| on obtient

n+k
(=b)"(—a)* 4
E_l _a—y—1 k(a—ﬁ)—i—na‘
[sa—l—asﬁ—l—b} i ;;Fk&— (n+1)04—’y)x
Démonstration. 1. le développement de la série (1 + 2) " ! sécrir comme :
1 > [ n+k .
e Ol (A (L
(1+2) k=0 k
ona
1 1 1
(Sa + asﬁ)nJrl - (Sa>n+1 ( a_ﬁ )n+1
1 [ n+k —a\"
Sa)nJrl Z Safﬁ :
k=0 k

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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Alors

-1 1 e 1 > n -+ k —a k
L [(Sa + as,@’)n+1:| =L (sa)n—‘rl Z Soa—B

P k

_r-! f: n+k (_a)k

sk(a—B)+a(n+1)

k(a—pB)+a(n+1)—-1

0 k
i
k=

o= I'(k(e— B) + (n+ 1)a)

0

(—a)® n+k
_ xa(n—l—l)—l i k T
B T(k(a—B)+ (n+ 1))

k=0

Ka—F).

2. De la méme maniére on démontre (2).

3.3 Exemples illustratifs

Dans cette section on applique la méthode présentée ci-dessu pour résoudre certaines équa-
tions différentielles fractionnaires linéaires, cette technique nous permet d’obtenir la solution

exacte de ses équations.

Exemple 3.3.1. Comme premier exemple, nous considérons le probleme a valeur initiale suivant dans

de I'équation non homogene de Bagley-Torvik .

Y'(z) +° Day(x) + y(z) =1+

y(0) =y (0) =1

En utilisant la transformée de Laplace, on obtient
L <y”(x) +¢ D%y(x) +y(z) =1+ x)

£y"(@) + £ (“Diy() + £ (y(x) = £(1+2)

52Y<5) —sy(0) — y’(U) + S%Y(S) — Séy(()) — 57% +Y(s)= 1 + 1

DGR
s 52

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)
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1 1
$?Y(s) —s— 1+ S%Y(S) S ! Y(s)=-+,
s s

3 1 1
Y(s)(32+s%+1):—+—2+5+3%+3_%+1,
s s

. 1 1 .
Y(s)(s 452 +1) = (S + )" +s2 4+ 1),
1 1
Y(s)=-+ —.
() =1+

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient

LYY (s)) = £ (1 + S%)

S

Ce qui doone la solution exacte de ce probleme
y(o) =1+
Exemple 3.3.2. Considérons le probleme linéaire de valeur initiale suivant

Ripey(z) =y(z)+1,0<a <1
y(0) =0

On applique la transformée de Laplace, on obtient
L ("Dy(z) = y(z) +1)

L ("D(x)) = L (y(w)) + L (1)

1
s*Y(s) =Y(s)+ 3
Donc
o1
Y(s) = .
=

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient :

c—l(Y(s)):,c—l( s )

s* —1

D’apres la Proposition (3.1.2), la solution exacte de ce probleme peut étre obtenue comme
suit :

y([L’) = maEa,a-i-l(xa)

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



3.3. EXEMPLES ILLUSTRATIFS 28

Exemple 3.3.3. Soit I'équation linéaire non homogene

21.2704 xlfa

CDay(a:)—iry(:c):F(g_a)—F(Q_a)+:z:2—x 0<a<l
y(0) =0

On applique la transformée de Laplace sur les deux membres de cette équation, on obtient :

o B 227 i 9
L(CD y(z) +y(x) = TG3-a) T@—a) +x —x)

5@@@@»+£@@»:c<§§;%)—£<ﬁ§;@)+c@9—@
2 1 2 1

S3—a 82—(1 ~ (S) + ? )

s*Y (s) — " ly(0) =

Alors

)

sSgpms?’
En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient :

Exemple 3.3.4. Considérons le probleme linéaire de valeur initiale suivant
CDyy(x) +y(r) =0,0<a <1
y(0) =1y'(0) =0.

On applique la transformée de Laplace sur 1’équation , on obtient :
LODY () +y(w)) = L(0)

L(°DY (w)) + L(y(x)) = L(0)
sY (5) — s* Y (0) + Y(s) =0

Donc
Sa—l
s@4+1°

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient : En utilisant la transformée de La-

ey -t ()

s*+1

Y(s) =

place inverse, on obtient :
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D’apres la Proposition (3.1.2), la solution exacte de ce probleme peut étre obtenue comme
suit :

y(@) = Eap(=2%)

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)



CHAPITRE 4

CONCLUSION GENERALE

Une généralisation de la méthode de la fonction de Mittag-Leffler a été développée pour
les équations différentielles linéaires avec des dérivées fractionnaires. Cette nouvelle générali-
sation est basée sur la dérivée fractionnelle de Caputo. On peut conclure que cette technique
est tres puissante et efficace pour trouver les solutions analytiques d"une grande classe d’équa-
tions différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. Aussi la transformée de Laplace qui est un
outil puissant en mathématiques appliquées a été est mise en ceuvre pour obtenir la solution
exacte de certaines équations différentielles fractionnaires linéaires. Les dérivées fractionnaires
dans ce cas sont décrites dans le sens de Caputo et Riemann-Liouville. Une variété d” exemples

illustratifs sont présentés dans les chapitres 2 et 3 pour montrer la validité des deux méthodes.
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Annexe A : Tableau des transformations de Laplace

N° f(t) LIf(#)] = F(s) N° f(t) LIf(#)] = F(s)
. c 14 ae® — bebt s
@ s (14 a—0b (S_a)l(s—b)
@) 0 F(s —a) (15) tett (5= ap
n nan(S) n at n'
©) (1) (1 (16) e o
4) () sF(s) — f(0) (17) e sin kt GoaiT i
STF(s) — s D 7(0) - “a
®) J () ce f(n_l)(o) (18) e cos kt (s—a)+k?
(6) / f(x)g(t — x)dx F(s)G(s) (19) e sinh kt m
n! " s—a
7) | t"(n=0,1,2,...) v (20) e cosh kt Goaf— P
. [(x+1) . 2ks
(8) t* (x > -1 € R) =S (21) tsin kt )
| k 2 — k2
(1) sin kt ey (22) tcos kt T4 k)
5 | 2ks
) cos kt T (23) t sinh kt EEEE
(10) et : % a (24) t cosh kt ( i j—:Q)
) sin at a
(11) sinh kt 2 - 2 (25) ; arctan 5
(12) cosh kt R
13) eat o ebt 1
( a—2b (s —a)(s—b)
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Annexe B : Programmes Matlab

Figure 2.1 (a)

1

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

27

Ygraphe de la fonction mitag_Leffler FE,g
function plot_mittag

al=1l; bl=l;a2=2; b2=1;a3=1l; b3=2%;b4=3;
x=[]iyl=[liy2=11;y3=I[];

for i=-30:0.5:4.5;

x=[x,1];

yl=[yl;mittag(al,bl,i)]1;
y2=[y2;mittag(a2,b2,1)1;
y3=[y3;mittag(a3,b3,1)1;

end

J=-2:4;
plot(x,vyl, v/ ,x,v2, " b——",%x,v3,7g-.");

hold on

plot (x,0.xx-0.01,"k’",0.%3,3,"k");

xlabel ("x");

ylabel ("y")

title("E_{\alpha, \beta} (x)");

axis ([-30 5 -2 4]);
ll=sprintf (' \\alpha=%d, \\beta=%d’,al,bl);
12=sprintf (' \\alpha=5%d, \\beta=%d’,a2,b2);
13=sprintf (' \\alpha=%d, \\beta=%d’,a3,b3);
lgd =legend(11,12,13,2,’ Location’, ’ northwest’)
lgd.FontSize = 14;

grid

function res=mittag(a,b, z)

k=sym (" k”);

res=double (1/gamma (b) +symsum( (z." k) /gamma (axk+b) ,k,1,Inf));

Résolution des EDs fractionnaires par la fonction de Mittag-Leffler £, (z)




Figure 2.1 (b)
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$graphe de la fonction mitag_Leffler E,
function plot_mittag2

a0=0.2; al=0.4; a2=0.6;a3=0.8;
x=[];yl=[]liy2=[1;y3=[1iy0=[1];

for i=-1:0.01:1;

x=[x,1];

yO0=[y0;mittag2(al0,1i)];
yl=[yl;mittag2(al,i)];
y2=[y2;mittag2(a2,1i)];
y3=[y3;mittag2(a3,i)];

end

J=-2:4;
plot(x,y0,'b’,x,v1l, " vr——",%x,v2,"g-.",%x,v3,"k");
hold on

plot (x,0.xx-0.01,"k’",0.%3,3,"k");
xlabel ("x");

ylabel ("y")

title("E_{\alpha} (x)");

axis([-1 1 -1 21);
10=sprintf (' \\alpha=%1.2f’,a0);
ll=sprintf (" \\alpha=%1.2f",al);
12=sprintf (' \\alpha=%1.2f",a2);
13=sprintf (' \\alpha=%1.2f’,a3);

lgd =legend(10,11,12,13,2, ' Location’, northwest’)
lgd.FontSize = 12;

grid

function res=mittag2(a, z)

k=sym (" k") ;

res=double (1/gamma (1) +symsum( (z." k) /gamma (a*k+1) ,k, 1, Inf));
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons résolu quelques équations différentielles
fractionnelles linéaires en utilisant la fonction généralisée de Mitag-LefHer.
Cette nouvelle généralisation est basée sur la dérivée fractionnelle de Capu-
to, Aussi la transformée de Laplace a été est mise en oeuvre pour obtenir
la solution exacte de certaines équations différentielles fractionnaires li-
néaires. Les dérivées fractionnaires dans ce cas sont décrites dans le sens
de Caputo et Riemann-Liouville. Une variété d’exemples illustratifs sont
présentés dans les chapitres 2 et 3 pour montrer la validité des deux mé-
thodes.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, fonction de Mitage-Leffler, équation
différentielle fractionnaire, transformée de Laplace

Abstract

In this work, we have solved some linear fractional differential equa-
tions using the generalized Mitag-Leffler function. This new generalization
is based on the fractional derivative of Caputo. Also the Laplace transform
is used to obtain the exact solution of some linear fractional differential
equations. The fractional derivatives in this case are described in the sense
of Caputo and Riemann-Liouville. A variety of illustrative examples are
presented in Chapters 2 and 3 to show the validity of both methods.

Keywords: Fractional derivative, Mitage-Leffler function, Fractional
differential equation, Laplace transform.
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