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Introduction

Introduction générale

Dans ce mémoire on va étudier les propriétés des opérateurs et les notions fondamentales
des opérateurs positifs et compacts normaux, et la relation entre les deux opérateurs, cette
étude sur la théorie ayant plusieurs application dans ’analyse fonctionnelle et la théorie des
opérateurs.

Ce mémoire est composé en quatre chapitres :

Le premier chapitre, on rappels quelques notions sur les espaces fonctionnels no-
tamment l’espace normé, Euclidien, Hilbert, aussi quelques définitions et propriétés des
opérateurs linéaires, borné , continus, compact ...etc.

Le deuxiéme chapitre, étude détaillé sur la notion de la théorie sur les opérateurs
adjoints et normaux et leurs propriétés ainsi on s’intéresse au théoréme classique de Fuglede
Putnam dans le cas borné .

Le troisiéme chapitre on présente une introduction sur les opérateurs positifs et leurs
propriétés, et la racine carrée d’un opérateur positif.

Dans le dernier, on expose le but de notre travail, oti on va faire une étude sur la
racine carrée d’un opérateur normal et le théoréme de Schur pour démontrer la relation

entre les opérateurs normaux et les opérateurs positifs.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Espace normés

soit £ un espace vectoriel sur le corp k, E/ est dit normé s’il est muni d’une norme, c’est a
dire d’une application N

définie sur E a valeurs dans R, telle que
1. N(z) =0 <= z=0.
2. N(\x) =|A|N(z),z € E\VA € K.

3. N(z+y) < N(z)+ N(y).

1.1.1 Produit scalaire

On appele produit sclaire sur un espace vectoriel £ (réel ou complexe) une application (x, y)

définie sur F x E dans k(R ou C)vérifient propriétés suivantes
1. (z,z) > 0.
2. N(z+vy) < N(x)+ N(y).
3. (z,y) = (z,y).

4. Az, y) = M, y) .



1.2. Espace de Hilbert

5. (z+2,y) = (z,y) + (2,9) -

pour x ,y et z appartiennent a E et le scalaire \ appartient a k.

1.1.2 Espace Eucludiens

Les espaces Euclidiens sont les espaces vectoriels muni d’un produit scalaire .

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Cauchy-schwartz)
E espace euclidien, on aVr,y € E: |(z,y)| < ||z| |yl -

Définition 1.1.1 (Orthogonalité) = ety deur vecteurs d’un espace euclidien E sont dit

orthogonauz si leurs produit scalaire est nul, c’est a dire (x,y) =0 et on l’on not x_Ly.

1.2 Espace de Hilbert

On appelle espace de Hilbert H tout espace euclidien complet au sens de la métrique

p(fi9)=IIf —gll-

Exemple 1.2.1 C" R", L*(w) munis de leurs produits scalaire usuels sont des espaces de

Hilbert .

L’espace [? :{(xk)k>1 e Ctelque 3 |zi|* < +oo} est aussi un espace de Hilbert.
k=1

1.3 Opérateurs linéaires continus

1.3.1 Opérateur linéaire

soit E et I' deux espaces normés, et 'opérateur 7' : E — F| et le scalaire A appartient a
k.

On dit que 'opérateur 7' est linéaire si
1. Vo,y e EVYA€ K T(z+vy)=T(z)+ T(y).

2. T(A\x) = \T'(x).



1.3. Opérateurs linéaires continus

1.3.2 Opérateurs continus

soit F/ et F' deux espaces normés, un opérateur 7' défini sur un sous ensemble G C E dans
F, est dit continu au point zy de G, si on a la propriété suivant
Pours toute suite x,, de G' converge vers xg, la suite 7'(x,) converge vers T(zy) c’est a

dire

lim T(x,) = T(xo).

n—-+4o0o

I’ opérateur T est dit continu sur G , s’il est continu en chaque point de I’ensemble G .

1.3.3 Opérateurs bornés

Un opérateur T' linéaire défini sur £ dans F est dit borné s’il existe une constante C' > 0,

telle que

IT(2)|lp < Cllzllg, Yo e E.
Théoréme 1.3.2 Un opérateur llinéaire T' est continu, si est seulement si, il est borné.

Remarque 1.3.1 On not L(E, F) l'ensemble des opérateurs linéiares continus de E dans

F. ou E et F, sont deux espaces normés .
Remarque 1.3.2 T € L(H) est dit inversible s’il existe B € L(H) telque
TB = BT = Id.
L’opérateur B est alors unique et le not 7.
Définition 1.3.2 Soit T € L(E, F), on note

Im(T) = {Tz,x€ E}.
ker(T) = {ze€ E,Tx=0}.



1.4. Opérateur compact

1.4 Opérateur compact

Définition 1.4.3 Soit T € L(H) , on dit que T est un opérateur compact s’il envoie tout

ensemble borné dans E a un ensemble relativement compact dans F'.

Théoréme 1.4.3 (Arzela-Ascoli) Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et

seulement si il est borné et
équicontinu i.e.

S’il existe une constante M tel que

o(x) < M pour tout z € G et 1p € U

Autrement dit, pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que

lo(x) — ¢(y)| < € pour tout z,y € G et pour tout ¢ € U.

1.5 Spectre d’un opérateur borné

Définition 1.5.4 Soit T € L(H) et \ €
1. On appelle ensemble résolvante de T' ’ensemble
p(T)={X € K| M —T est inversible}.
Un élément de p(T') est appelé valeur résolvante de T
2. Si A € p(T), on définit la résolvante Ry(T") de T au point A par
RA(T) = (M —T)™".
La résolvante Ry (7') est simplement notée R).
3. Le spectre o(T") deT est I’ensemble
o(T) = K\p(T).

Un élément de o(7T") est une valeur spectrale de 7.



1.5. Spectre d’un opérateur borné

4. On appelle A € K valeur propre de T' et ’ensemble des valeurs propres Vp(T) deT
est donné par

Vp(T) = {\ € K|Ker(\M — T) # {0}}.

Définition 1.5.5 (spectre ponctuel) On appelle spectre ponctuel de T [’ensemble des

valeurs propres A noté o,(A) tel que
op(A) ={A e C N\ -T) # {0}}.

Définition 1.5.6 (spectre résiduel) On appelle spectre résiduel de A et on note par

0.(A), l’ensemble
0.(A) ={A e C: (M — A) est injectif et R(AN — A) n’est pas dense dans E }.

Définition 1.5.7 (spectre continu) On appelle spectre continu de A et on note par

o.(A), Uensemble
0.(A) ={A € C: (M — A) est injectif et R(N — A)est dense dans E}.

Corollaire 1.5.1



Chapitre 2

Théorie sur des opérateurs normaux

2.1 Opérateurs adjoints

Théoréme 2.1.1 (représentation de Riesz) soit f une forme linéaire sur espace de

Hilbert H . Alors il existe un vecteur et un seul y € H, tel que pour tous ¢ € H

flp) ={p,y).

Théoréme 2.1.2 Soit A € L(H), alors il eziste un seul opérateur linéaire borné noté A*

défini de H dans H par

(Ap, ) = (@, A")  pour tout ¢ et ¢ € H .

L opérateur A*appelé adjoint de A.



2.1. Opérateurs adjoints

Preuve.

1. Existence On définit la forme linéaire borné F' de H dans k (R ou C), pour tout ¢

et ¥ € H, comme suit

H — k

p — F(e) = (Ap, ).
F est linéaire car, pour tout ¢, ¢, et v € H et \;, Ao €k ,on a

Fapr +Aaps) = (AAagpr + Aaps), 9)
= (A(gy) + A(hap,), ¥)
= A {Apy, ¥) + A2 (Apy, 1Y)
= MFE(py) + X F(p,).

F est borné car, pour tout ¢ et ¢ € H, on a

[E@@) = [(Ap, )|
< Al 1]

D’aprés théoréme de Riesz,il existe un élément unique f € H, telque
F(p) = (Ap,¢) = (o, ).
On défini un opérateur noté A*de H vers H tel que
A= §,

ou encore

F(p) = (Ap,¥) = (p, A"9) .

2. Unicité Supposons qu’il ya deux opérateurs adjoint de I'opérateur A, A7 et A} alors,

pour tous p et v € H

<A907 ¢> - <907 AW> = <907 A;¢> )
(o, ATY) = (o, A3).



2.1. Opérateurs adjoints

D’ou

Alors

Ou encore

De plus on a

Alors

D’ou légalité

ATy = A3y,
A= A3
[A[] = [lA™]].-

|A*p|? = (A, A™),
= (A A*p,9),
< AT A | 1]l

[A* ] < A" ]

A< flAll -

1Agl® = (Ap, Ap),

= (A"Ap,¢),
A" Ag| [l ,
< [[A*[ Aol {lell

IN

[Aell < A" el -
[A]] < [|A*]-
[A[] = 1A™]]



2.1. Opérateurs adjoints

1. Soit 'opérateur Shift S : [ — [? définis par : S(z1, To,...) = (0,21, 79, ...), Tn, Yn € [?

(S%(xn), (yn)) = ((zn),S(yn)),
- <<JI1,$2,..),(0,y17y27,..)>,
= $2E+l’3%+ .

= ((z2,23,..), (Y1, Y2, ) -

=
S*('lex27 "):<x27‘r37 )
2. Soit
a
M pu—
c d
a ¢
M* = o
b d

Définition 2.1.1 Si A = A* L’opérateur A est dit auto-adjoint ou(hermitien ), c’est a
dire

(Az,y) = (z, Ay) .
Exemple 2.1.1 1. Considérons l'opérateur A € L(H) défini par
(Az)(t) = e (t)

A est un opérateur borné auto-adjoint. on Effet

+oo

(Az,y) = / e () (E)

—00

“+oo

_ / (1) [Ty )]

—0o0

= (x,Ay).

10



2.1. Opérateurs adjoints

2. Lopérateur AA* € L(H) est auto-adjoint, pour tous A € L(H), car
(AA*)" = (A*)*A* = AA*.

Définition 2.1.2 (opérateur anti auto-adjoint) Soit A € L(H), on dit que A est un

opérateur anti auto-adjoint si on a la relation
A=-A"
Ou encore, pour tout p, 1 € H
(Ap, ¥) = = (p, AY) .
Proposition 2.1.1 5i A € L(H),alors ||A| = ||A*|| = |AA*||"/2.

Preuve. pour ¢ € H avec ||¢]| < 1ona

[Ap|? = (Ap, Agp),

= (A"Ap,p),
< AT Al [l
< AT ][A]l,

on trouve le suprimum de ¢, alors

AP < A% 1IAllL
1Al FA™[] -

A

On remplacantt A par A*, on obtient
[A™[] <A™ = [|A]l-

Alors
Al = [|A%]|.

11



2.1. Opérateurs adjoints

Théoréme 2.1.3 Soit A,S € L(H) et v €k
1. (aA+9)" =aA* + 5~
2. (SA)* = A*S*.
3. (A")* = A.
4. || AA"| = A Al = A"
5. A admet un inverse A~ 'alors 'opérateur A* aussi admet un inverse (A*)~! de plus

(A*)—l — (Afl)*.

Preuve. 1.
(z,(aA+8)y) = ((ad+S)z,y),
= ((eA)z,y) + (Sz,y),
= (z,aA%y) + (z,5"y) .
Alors

(@A + S)* = aA* + S*.

2.
(SA)" = (z,(54)),
= ((SA)z,y),
= (Az,S%y),
= (z,A*S*y),
= A5,
3.

(Az,y) = (z,A%),




2.1. Opérateurs adjoints

(A*)* = A.

1AA| < [1A7] A= 1A]”

D’apré la définition de la norme d’un opérateur, on a

lAz||* = (Az, Ax),
= (A"Az,z) < | A" Ax|| |l < A Al [|2],

JA|I? = sup [|[Az|® < sup [|[A*A| [lz]* < |A*A4]].
l=)| <1 [lz]|<1
5.
A est inversible on a
AAT = ATTA =1,
alors
(AA_I)* = (A_IA)* =1
On a
I'=1,
=

Théoréme 2.1.4 Si A€ L(H), alors

1

1. ker(A) = (Im(A*)
2. ker(A*) (Im(A)

Im(A*) = (ker(A)
4. Im(A) (ker(A")

1

1

)
)
)
)

13



2.1. Opérateurs adjoints

Preuve. Pour tout y € H et A*y € (Im(4*))” on a

1. x € ker(A), alors

(Az,y) = (z, A"y) = 0.

= 1 € (Im(A*))", cest a dire

ker(A) C (Im(A*))".
2. z € (Im(A*))", alors
(2, A'y) = (Az,y) =0,

= z € ker(A), cest a dire
(Im(A*))" C ker(A).

Alors

ker(A) = (Im(A*))".
Remplacent (a) par A* on obtient (b) .
On applique 'orthogonal a I’égalitie (a) pour obtenir (c).

On applique l'orthogonal a I’égalitie (b) pour obtenir (d).

14



2.2. Opérateurs normaux

2.2 Opérateurs normaux
Définition 2.2.3 on dit qu’'un opérateur B € L(H) est un opérateur normal si
B*B = BB™.

Proposition 2.2.2 soit B un opérateur normal et inversible, alors l'inverse B~ est un

opérateur normal.

Preuve. pour prouver que B~! est normal on va démontrer I’égalité suivante

on a

(B™H) (B™) = (B)"H(BT).
(B Y(B™') = (BB*)™'=(B*B)™!, [car B est normall
— Bfl<B*>71 — B71<Bfl>*'
Alors B! est un opérateur normal . m

Proposition 2.2.3 Soit B est normal, alors B™ est aussi normal pour tous n appartenant

a N*.
Preuve.
1. B est normal, d’'oi BB* = B*B

= (BB")" = (B'B)"
= (B)"(B")" = (B")"(B)"
= (B)"(B")" = (B")"(B)"

i.e B " est normal, pour tout n € N*.

15



2.2. Opérateurs normaux

Remarque 2.2.1 Lopsite est faux , c’est a dire

B" normal % B normal

3
Soit B = ona B? = est normal mais B n’est pas normal .

0 -1 01

Proposition 2.2.4 La somme des opérateurs normuax n’est pas géneralement normaux.

Proposition 2.2.5 Soit B € L(H), est normal alors

Ker(B) @ Im(B) = H.

Preuve. nous avons

Ker(B*) = (ImB)™*,

Alors
(Ker(B%)" = ((ImB)")" = (ImB),
Donc
H = Ker(B*) & (Ker(B*)) .
| ]

Proposition 2.2.6 Quelques classes des opérateurs normauz
Soit B € L(H) est dit
1. n-normal si B"B* = B*B".
2. Hyponormal si BB* < B*B.
3. Quasinormal si B(B*B) = (B*B)B.

4. Co-hyponormal si BB* > B*B.

NI

5. Semi-hyponormal si (BB*)2 < (B*B)% :
6. p-hyponormal si (BB*)’ < (B*B)’, 0<p<1.
7. n-power-hyponormal si B"B* < B*B".

8. Log-hyponormal si B est inversible et log (BB*) < log (B*B)

16



2.3. Opérateurs isométriques, unitaires

2.3 Opérateurs isométriques, unitaires
Soient E, F' deux espaces de Hilbert et U € L(E, F)

1. U est appelé isométrique si:

1U@)[| = |l=]|,Vz € E.

2. U est appelé unitaire s’il est inversible et U* = U~!, autrement on dit

U'U=U0U"=Idg.

Proposition 2.3.7 Pour tous U est unitaire, l'opérateur U* BU est normal si et seulement

st B est normal.

Preuve. Supposons que B est normal, alors

(U*BU)*(U*BU) = (BU)*U(U*BU),
— U*B*UU*BU,
— U*B*BU.

(U*BU)(U*BU)* = U*BUU*B'U,
= U'BB'U.

D’ou

(U*BU)*(U*BU) = (U*BU)(U*BU)".

Si U*BU est normal ,alors

U*B*BU = U*BB*U.
On multiple cette égalité & gauche par U* et & droite par U, on obtient
B*B = BB™.

D’ou B est normal. m

17



2.3. Opérateurs isométriques, unitaires

Remarque 2.3.2 1. L’opérateur unitaire est normal
U'U=1=U0U"
2. L’opérateur antiauto-adjoint est normal
B*B = BB* = —B?
Proposition 2.3.8 B € L(H) est normal si et seulement si, pour tous ¢ € H on a
[1Bell = 1B ¢l -

Preuve. Soit B € L(H), notons que

B est normal B*B—- BB* =0,
(B*B— BB")p,p) =0,
(B*By, ) = (BB ¢, ¢)

(Bp,By) = (B*p,B*p) ,

rree

Alors

B est normal <= ||By|| = ||B*¢||, pour tous ¢ € H.

Théoréme 2.3.5 Soit B € L(H), l'opérateur B est auto-adjoint si et seulement si

(Bp,p) € R, pour tous ¢ € H.

18



2.4. Théoréme de Fuglede-putnam

Preuve. Soit p € H, alors

(Bp,p) = (Bp,p) = (Bp,¢) —{p, By),
= (Bp,p) — (B, p),
= ((B=DB"g,p).

Premiérement si (B, p) € R, pour tous ¢ € H, alors

(B, @) — (Bp,p) = 0.
Donc
(B—B")¢,¢) = 0,
= B—-B"=0,
= B = B*.

Alors B est auto adjoint .

Deusiément si B est auto adjoint, on a

((B—DB")p,p) =0.

C’est a dire

(Bp,p) = (Bp,p).

Donc (B, @) est réel pour tous ¢ € H. =

2.4 Théoréme de Fuglede-putnam

Théoréme 2.4.6 Soient A et B deux opérateurs bornés sur un Hilbert H, tels que AB =

BA ot B est normal.

Alors
AB* = B*A.

19



2.4. Théoréme de Fuglede-putnam

Remarque 2.4.3 Si on prend A = B. Si A est auto adjoint, le théorem est trivial

AB* = (BA)* = (AB)* = B*A.

La généralisation au cas de deux opérateurs normaux est donne par Putnam

Théoréme 2.4.7 (Putnam - 1951) Soient A, M, B trois opérateurs bornés sur un Hilbert

H, avec B, M sont normauz et

MA = AB.

Alors
M*A = AB*.

Théoréme 2.4.8 Soit A et B Sont normaux et commute avec eux et o € k , alors

1. AB est normal .
2. (A+ B) est normal .

3. aB est normal .

Preuve.

(AB)(AB)" = (AB)(B*AY),
= ABB*A".

Et

(AB)'(AB) = (B'A")(AB),
= B*A*AB.

20



2.4. Théoréme de Fuglede-putnam

Lorsque A, A*, B et B* commute avec tous les autres, en conséquence de théoréme de
Fuglede-putnam, les deux produits sont égaux.
2.
(A+B)(A+ B)" = (A+ B)(A"+ B"),
= AA*+ AB*+ BA" + BB".

Et
(A+ B)*(A+ B) = (A"+ B*)(A+ B),
= A*A+ A*B+ B*A+ B*B.

Pour le méme en consiquence de théoreme de Fuglede-putnam Les valeurs sont les

mémes .

3.
(aB)(aB)* = (aB)(aB*) = aaBB*.

Et
(aB)*(aB) = aB*aB = aaB*B.

Puisque B est normal les deux valeurs sont égaux .

21



Chapitre 3

Théorie sur des opérateurs positifs

3.1 Opérateurs positifs

Définition 3.1.1
Soit A € L(H), dit que A est un opérateur positif que l’'on note A > 0,si pour tous p € H.

On a
(Ap, p) > 0.

Proposition 3.1.1 soient A; et Ay deux operateurs linéaire positifs appartenant o L(H)
alors, toute combinaison linéaires c; A1+ anAs a coefficient réels oy, an > 0 est un opérateur

positif.
Preuve. pours tout ¢ € H, on a

<(061A1 + 042142)90, <P> = o <A1<Pa <P> + g <A2907 <P> > 0.

Proposition 3.1.2 soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert dans

lui méme, alors A est un operateur auto-adjoint.

22



3.1. Opérateurs positifs

Preuve. En effet, un opérateur A est auto-adjoint si et seulement si pour tout ¢ € H

on a (Ap, p) un réel. m

Lemme 3.1.1 soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert dans lui

méme alors, les opérateurs AA*et A*A sont des opérateurs positifs.

Preuve. pour tous ¢ € H on a

(A*Ap, o) = (Ap, Ap),

= | A¢l* > 0.
De méme
(Ad%p, ) = (Ao, A9),
= [A%|* > 0.
|

Proposition 3.1.3 soit A un opérateur positif et inversible, alors linverse A™' est un

opérateur positif.

Preuve. soit y € D(A™!) on suppose que y = Az telque x € H alors
(A~Yy, ) = (A YAz, Az) = (x, Az) > 0.
DouA='>0. =

Théoréme 3.1.1 soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert dans

lui méme Alors, l'opérateur puissance A™ est un opérateur positif pour tout n € N.

Preuve. n =2m on a

(A, 0) = (A"A™p, ),
= (A", (A™)"¢),
= (A"p, (A")¢),
= | Am¢|* > 0.

23



3.1. Opérateurs positifs

Si n impaire n = 2m + 1

(AMp,p) = (Al p),
= (A"A(A™9), ),

= (A(A™p), (A™9)),
= (A, 1),

Puisque A est positif on a (A, 1) >0 avec p = A"p. =

Théoréme 3.1.2 (Cauchy shwartz généralisée) soit A un opérateur linéaire positif défini

sur un espace de Hilbert dans lui méme, Alors pour tous p,2p € H on a

(Ap, )" < (Ap, ) (Ap, ) .

Preuve. Pour tous ¢,y € H et A € Con a

(Al — M), (p — M) > 0.

D’autre part

A est auto-adjoint (A, ) = (¢, Ap)

(Al = M), (0 — M) = (A, ) — A (A, ©) — A (A, ¥) + AN (AY, ¢)

(Ap,i)|

posons \ = (Ag0) alors
(Ap, D)2 [(Ap, ))*  |[(Ap, ¥))?
A, ) — _ A
A A 7 s S W SN (0 WA A A
(A, )|
A _ A YT
oo = gy = °
On obtient
[(Ap, ¥)|* < (Ap, ) (AY, ) .
[ |
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3.2. Racine carrée d’un opérateur positif

3.2 Racine carrée d’un opérateur positif

3.2.1 Opérateur racine carrée

Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert dans luis méme, alors il

existe un unique opérateur positif S tel que

S = A,
On note

S =A%
S est dit racine carrée de l'opérateur A.

Théoréme 3.2.3 SoitA un opérateur linéaire positif défini sur un espace deHilbert dans

luis méme, alors A admet une racine carrée positive unique
De plus si A commute avec T borné c’est a dire AT = T' A alors T' commute avec S
ST =TS,
Ou bien
AT =TAV?,
3.3 Produit de deux opérateurs positifs
Théoréme 3.3.4 SiA et T deux opérateurs continus positifs tels que
AT =TA.
Alors AT est positif .

Preuve. D’aprés le théoreme précédent,l’opérateur S? = A comute avec I'opérateur T'

c’est a dire ST = TS, alors pour tout ¢ € H,
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3.3. Produit de deux opérateurs positifs

On a
(AT, p) = (ST, ),

= (STy,Sy),

= (T(Sp),Sp) >0
=

(AT, p) > 0.

D’ou

AT > 0.
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Chapitre 4

Relation entre opérateurs positifs et

norrmaux

4.1 Racine carée d’un opérateur normal

Théoréme 4.1.1 Soit B € L(H)telque T > 0,alors il existe un opérateur A avec T = A2,
de plus

T est normal <= TY? = A est normal.

Preuve. B est normal alors

T TT* <= (A?)"(A?) = (A)(47)
(A7)*(A?) = (A%)(A")?,

(A*A)” = (AA"),

Poo

ATA = AA™.

Donc A = T2 est normal. m
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4.2. Factorisation de Schur

4.2 Factorisation de Schur

Supposons que W est un espace de dimenssion finie et A € L(WW)complex, alors A a une
matrice triangulaire superieure.

L’idiée est de factoriser A comme suite
A= PTP 1,
ou P est inversible & des vecteurs propres,et T' est une matrice triangulaire superieure.

Théoréme 4.2.2 Soient A,U et Tapartenent a M, ,oul est triangulaire superieure, et

U une matrice unitaire, alors A peut étre décomposé sous la forme
A=UTU,
d’autre terme, on peut aussi écrire
A=UTU", [U est unitaire c’est a dire U™ = U*]
Théoréme 4.2.3 Toutes les matrices carrées admettent une factorisation de Schur.

Preuve. Existance d’une factorisation de schur

Pour une matrice 1 x 1, la factorisation est triviale.

Supposons quelle est existe pour une matrice de taille n — 1, et on prond une matrice A
carrée de taille n, y un vecteur propre, et la valeur propre associée.On considere un matrice

unitaire ()

Alors

) A B
Q" AQ = :
0 C

ou’ B est un vecteur ligne de taille n — 1 et C' une matrice carée de taille n — 1.
Par hypothese on a
C=VTVv*
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4.2. Factorisation de Schur

alors la matrice

0
U=@Q )
0V
est une matrice unitaire,et
1 0 1 0
U*AU = Q AQ ,
0oV 0V
1 0 . 1 0
= Q" AQ 7
0V (7
1 0 A B 1 0
0 Vv 0 C 0oV /]
_ A VB
0 V*CV
B A VB
0 T

Remarque 4.2.1 Tous lesopérateurs normaux de dimenssin fini a4 une racine carrée nor-

male,

Si T est normal alors

T = UDU",
UDI/QU*,

est une matrice normal telque

S2=T

Théoréme 4.2.4 Si A une matrice carrée réel o valeurs propres réel,alors il exsiste une

matrice orthogonal () et une matrice triongulaire superieur T, telque

A=QTQ".
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4.2. Factorisation de Schur

Preuve.

A=QTQ" — AQ = QT,

soit ¢; un vecteur propre,associer a une valeur propre A\, et soit ¢...q, des vecteurs orto-

normals qui sont orthogonal a ¢;

Soit Q1 = [q1...qn] , alors QTQ, =1, et

A
QTAQ, = | ™
Ay

OuA a des valeurs propres Ay, ..., A, car

det(A— M) = detQ] det(A — AI)det @,
= det(Q7 (A — AI)Qn),

= det(Q] AQ1 — \Q1 Q1),
Al — A
= det ! ,
0 As — NI

= (A1 — A)det(Ay — \I).

Alors A a des vleurs propres noté Mg, ..., A,.
Supposons que le théoreme est vrais pour n = k, alors maitenent on va démentrer le
théoreme pour n = k + 1 (notons que le théoreme est triviale pour n = 1)
Alors pour n =k +1  on trouve Ay = QyTrQT
Soit
1 0
0 @

Q=

30



4.2. Factorisation de Schur

Alors

A1 Al
= Ql :Ql )
0 A2Q2 0 QQTZ
1 0 Al
= Ql :QT7
0 Q- 0 Ty

Ou T une matrice triangulaire, alors AQ = QT,ou bien A = QTQ" m
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4.2. Factorisation de Schur

Proposition 4.2.1 Si A est normal alors T est diagonalisable et les éléments diagonaux

de UTU! sont les valeurs propres de A.

Preuve.

A est normal = A*A = AA"
= (UTU Y (UTU ') = (UTU ") (UTU ),
= (U )(T)U)UTU™) = (UTU ) (U H)(T)(U),
= U "TUrUTU T = UTUT U T U,
= (UYTTU ' =UTT*U*, [car U est unitaire |.

On multipe I’équation & gauch par U~! on obtient
T*TU ' =TT*U*,
maintenant on multipe cette équation & droit par U, alors
T =TT".

Les deux membres de I’équation sont équivalents si et seulement si la matrice 1" doit étre

diagonalisable. m

Remarque 4.2.2 Tous les opérateurs normaux de dimenssin fini & une racine carrée nor-

male,c’est a dire
Si T est normal alors

T - UDU",
UD1/2U*,

est une matrice normal telque

S2=T

Proposition 4.2.2 Si A est défine positive, alors T une matrice diagonalisable o digonal

positif c’est a dire les valeurs propres
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4.2. Factorisation de Schur

associées a 1" sont positives.
De plus A est strictement défine positive, alors les valeurs propres soient strictement

positives
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Conclusion

Conclusion

On notres étude de la relation entres les opérateurs positifs et opérateurs compact nor-
maux dans les espaces de Hilbert on a traiter premiérement des notions sur les espaces
fonctionnels et sur les définitions et le propriétésdes opérateurs

Comme on a aussi triater dans Le deuxiéme chapitre la, notion de la théorie sur les
opérateurs adjoints et normaux et leurs propriétés ainsi on s’intéresse au théoréme de Fuglede
Putnam dans le cas borné .

Le troisiéme chapitre on présente les opérateurs positifs et leurs propriétés, et la racine
carrée d’'un opérateur positif.

nous interresse dans le dernier chapitre a les espaces de dimenssion fini pour démentrer

q’'une matrice A carrée a une factorisation de Schur c’est a dire
A=UTU !,

ou Uest une matrice unitaire et 7" matrice triangulaire,

est normal alors T est diagonalisable, et a diagonal positf si A est de plus positif.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions les opérateurs normaux et positifs dans les
espaces de Hilbert, et nous allons traiter quelques théoreme tres important
dans la théorie des opérateurs comme le théoreme de Fuglede Putnam et le

théoreme de Schur.

Mots clés :

Les opérateurs normaux ; Les opérateurs positifs, ;Espaces de Hilbert, Le
théoréme de Fuglede Putnam ; Le théoreme de Schur.

Abstract

In this work, we study the normal and positive operators in the Hilbert spaces,
and we will treat some very important theorem in the theory of the operators
ie the theorem of Fuglede Putnam and the theorem of Schur.

Keywords:



Positive operators, normal operators, Hilbert spaces, theorem of Fuglede,
theorem of Schur
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