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INTRODUCTION

Les équations intégrales constituent 1'un des domaines essentiels de ’ana-
lyse mathématique, jouant un roéle central dans la modélisation mathématique.
Parmi les types d’équations intégrales, les équations intégrales quadratiques sus-
citent un intérét particulier en raison de la complexité de leur structure et de leurs
vastes applications dans les domaines non linéaires.

Dans ce travail, on va étudier ces équations dans des cadres plus généraux
que les espaces classiques tels que L. Ainsi, la diffuculté de 1'étude sur les es-
paces d’Orlicz, qui sont une généralisation naturelle des espaces L?, permettant
de traiter des fonctions dont la croissance n’est pas polynomiale. Cela les rends
particulierement adaptés a 1’étude des phénomenes présentant un comportement
non standard ou inhabituel.

L’espace d’Orlicz se distingue par sa flexibilité a représenter des fonctions
a croissance lente ou rapide, et il est lié aux fonctions d’Orlicz qui définissent
la nature de cet espace. Dans ce cadre que 1'on peut étudier les équations in-
tégrales quadratiques avec un noyau non linéaire, ot de nouveaux défis appa-
raissent concernant I’existence, la bornitude des solutions.

D’autre part, les notions de mesures de non-compacité sont des outils ana-
lytiques avancés qui aident a étudier 'existence de solutions dans des cas ou la
compacité classique n’est pas disponible. Ces concepts s’appliquent dans les es-
paces de Banach, permettant d’étendre 1'usage les théorémes d’existence tels que
le principe de Schauder ou le théoréme de Darbo.

L’étude des équations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz en uti-
lisant la mesure de non-compacité constitue ainsi un cadre mathématique solide

pour aborder le probléme d’existence, et la bornitude de solutions.



Ce travail est divisé en quatre chapitres :

le premier Chapitre : On parle sur la structure de 'espace qui généralise L'es-
pace de lebesgue L?, on le note par L?, cet espace est apelé 'espace d’'Orlicz ,dont
les élements qui appartient sont des fonctions : convexe, continue et a croissance
rapide s’appelle fonction de Young (N-fonction).

Dans le deuxieme Chapitre : On expose la notaion de la mesure de non-
compacité, notamment les mesures de Kuratowski et de Hausdorff, ainsi des leurs
propriétés, et on conclure le chapitre par un théoréme du point fixe.

dans le dernier Chapitre : Nous traitons le probléme d’existence de solutions
des équations intégrales quadratiques dans 1’espace d’Orlicz en utilisant la me-

sure de non-compacité et le théoreme du point fixe de Darbo.



CHAPITRE 1

ESPACE FONCTIONNELLE D’ORLICZ

£s espace d'Orlisz ont été introudits la premieré fois en 1932 par la mathématicien
polonais ladyslow Orlicz .Dans cette chapitre on expose les propriétés générales.

1.1 N-fonction

Définition 1.1. [/] Soit ¢ : R — R une fonction telle que :
1-¢ est paire ,convexe et continue.
2Nt > s> 0,0(t) > (x) >0
3-
tim P et 2~ o

s—0 8 s—>+oo S

La fonction ¢ est appelée fonction de Young ou N-fonction

Théoreme 1.1. [/] Chaque fonction convexe ¢(u), qui vérifiée la condition ¢(a) = 0, peut étre

représentée sous la forme

ot p(t) est une fonction continue croissante. De méme nous avons ¢'(u) = p(u)

5



1.2. ESPACE FONCTIONNEL DE BANACH 6

Définition 1.2. [/] (définition équivalente)
Une fonction p(u)s appelle N-fonction s’elle admette la représentation

Jul

() = / plt)dt

0

oit la fonction p(t) est continue pour t > 0, positive pour t > 0 et non décroissante qui vérifiée les
conditions

p(0) = 0,p(00) = lim p(t) = co. (1.1)

t—o00

Exemple 1.1. [/] Les fonctions suivantes sont N-fonctions :
o) =t 1 <p< 400
p(t) = el — | -1
o(t) =l — 1,1 < p < 400

1.2 Espace fonctionnel de Banach

Soit (€2, ;1) espace mesuré et soit M™ un cone des fonctions yi-mesurables sur €2 dont
les valeurs dans [0, co]

Définition 1.3. [/] Soit I'application p suivante p : M* — [0, c0].
On appelle une norme fonctionnelle de Banach I'application p,telle que
Si pour tout f,get fo(n=1,2,...) dans M™ et pour A > 0

1L p(f)=0% f=0, u—pp
p(MF) = Aplf).
p(f +9) < p(f) + p(9)-
22.0<g<f, p—pp=p(f) <plg)
3.0 fut fo m—pp= p(fa) T p(f).
4. ((E) < 0o = p(xg) < o0.
5. W(E) < oo = [, fdu < Cgp(f) oit la constante C, dépend seulement de E.

Définition 1.4. [/] Soit p une norme fonctionnelle de Banach, X = X (p) I'ensemble de toute les
fonctions f dans M avec p(|f|) < oo, s’appelle espace fonctionnel de Banach (EFB), pour toute
[ € X, on définit

1fllx = p(If])-

Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz
Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique



1.3. ESPACE MODULAIRE 7

1.3 [Espace modulaire

Définition 1.5. Soit X un espace vectoriel sur le corps K. La fonction p : X — [0, 0] est dite
semimodulaire dans X, si les propriétés suivantes sont satisfaisantes :

(i) p(0) = 0.

(ii) p(Az) = p(x), Vo € X, X € K, avec |\| = 1.

(iii) p est continue a gauche.

(iv) p(Az) = 0,V > 0 implique x = 0.

le semimodulaire p est dit continu si,

(v) l'application \ — p(Az) est continue dans [0, o], pour x € X.

Remarque 1.1.
1. Le semimodulaire est toujours convexe.

2. Le semimodulaire est dit modulaire si, p(z) = 0 implique x = 0.

Définition 1.6. Si p est un semimodulaire ou modulaire dans X, alors
X, ={ee X —0}
o r € X; lim p(Az) =0
est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire (respectivement).

Remarque 1.2. Puisque p(Az) = p(|\|x) requis a ;m% p(Ax), avec A € [0, 00|, on peut définir X,
—
par :
X, ={x € X, p(A\x) < oo; pour A > 0}.

Théoréme 1.2. Soit p un semimodulaire dans X, alors X, est un espace vectoriel normé sur le
corps K, ot la norme définie par

1
|z||, = inf {)\ >0,p (Xx) < 1}

Démonstration. * X, est un espace vectoriel.
— Il est claire que 0 € X,.
— Soit u,v € X, et a € K\ {0}, par la définition de X, et p(au) = p(Jaju) il est
claire que au € X,.
— Par la convexité de la fonction p, on peut 'estimer

1 1 1 1
0<pAMu+v)) < Ep(i)\u) + 5[)(5)\1}) —0,A—0

et par conséquent, ona u +v € X,,.
Donc X, est un espace vectoriel.

Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz
Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique
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e X, est un espace normé.
- Il est claire que ||u||, < oo, pour tout u € X, et ||0, =0, Yo € K.

au

VAR

= |a|inf{A>0; p<A> <1}

= lalllull,.

Joull, = inf{r>0; p

-Soit u,v € X et x > [Jul|, y > ||v|, alors
p(%) < 1etp(9) <1
x Y
et par conséquent de la convexité de p, on a
u+v T u Yy v
p = p =+ b
T+y r+yr xT+yy

T (u)+ Y <v><1
x+y'0 T a:+y'0 v/

IA

alors ||u 4+ v||, <z +y, dou
lu+ollp < llull, + o]l

- Si fJu||, = 0 alors p(au) < 1,Va > 0, donc

pums5pc%)s5wx>oaﬂemﬁ>

d’apres les propriétés de p, alors p(Au) = 0, VA > 0 et que u = 0.

Fonction complémentaire de N-fonction
Définition 1.7. [/] Soit la fonction positive p(t), t > 0, continue a droite pour t > 0, croissante

est satisfaite la condition (1.1). On définit la fonction q(s), (s > 0) par I'égalité

q(s) = sup t.
p(t)<s

La fonction q est dite fonction conjuguée de la fonction p.

Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz
Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique



1.3. ESPACE MODULAIRE 9

Définition 1.8. [/] Si ¢ est une N-fonction , alors la fonction conjuguée (duale) ¢ : [0, 00] —
[0, 00| est définie par

W = sup{zy — o(x)}.
Théoréme 1.3. [/] Soit p une fonction de Young (N-fonction) et ¢ la fonction conjuguée, alors 1)
aussi est une fonction de Young

Démonstration.
1- Pour tout y, la relation zy — p(z) = 0, si z = 01i.e.,1(y) > 0, donc il est trivial que

¥(0) = 0.
2-Si 0 <y < 19, alors

xys — p(x) > xy; — @(x), pour tout x

implique ¥ (y2) > 1 (y1), alors 1) 1.
Par définition, il existe un nombre 0 < zy < oo, tel que p(zy) < oo, ainsi

Y(y) > zoy — @(wo) pour tout y

tend vers oo, si y — oo.
Puisque ¢ est convexe et ©(0) = 0, la fonction £l) croissante vers une valeur positive,

x

lorsque x tend vers l'infini.
On note par m la limite de cette fonction et on suppose que 0 < y < m, alors

xy — p(r) = —00, si T — 00

implique que 7 (y) est finie.
3- 1 estconvexe,si0 <y <y <ooet< A <1,alors

r( Ay + (1= Nya) — () = Ay + xys — Azys — ()
= Mayr — (@) + (1 = N (zye — ¢(2))
< M(y1) + (1= NY(ye), Vo = 0.

On prend le sup sur le membre a gauche, on trouve

Yy + (L= A)y) < M(y1) + (1= A)eh(y2)

]

Remarque 1.3. Il est facilement de vu que la fonction q posseéde les mémes propriétés que la fonc-
tion p, elle est positive pour s > 0, continue a droite pour s > 0, croissante et vérifiée les condi-

tions
¢(0) =0, lim g(s) = o0
Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz

Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique
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Exemple 1.2. Soient M, et M, deux N-fonctions

@

1. Mi(u) P2 o >0, 00 pr(t) = Mi(t) = t7L,(t > 0), donc qu(s) = 57 (s >

o -

0) avec  + 5 = 1. Alors la fonction conjuguée est

o olf
Ni(v) = /0 q1(s)ds = %

2. My(u) = eIl — |u| — 1, 0t py(t) = My(t) = et — 1 (t > 0) donc gao(s) = In(s + 1), (s > 0).
Alors la fonction conjuguée est

]
Ny(v) = /0 go(s)ds = (14 [v]) (1 + [o]) — Ju].

Remarque 1.4. Il est imposable dans beaucoup des cas trouvé une formule explicite pour dé-
terminer le complémentaire de N-fonction, par exemple, le N-fonction M (u) = e — 1, oil
p(t) = M'(t) = 2te’”, nous ne pouvons pas exprimer q sous la forme explicite.

1.4 Condition A,

Définition 1.9. [4] On dit que la N-fonction M (u) satisfaite la condition A,, s’il existe une
constante k > 0 ,telle que
M(2u) < kM (u), (u > up)

pour une valeur positive de uy.

Remarque 1.5. [4] On le voit facilement que nous avons toujours k > 2 on a
M (2u) > 2M (u) pour u # 0.

Exemple 1.3. [4]
1. La fonction M(s) = |s|In(|s| + 1) est satisfaite la condition A,. En effet, on peut vérifier
aisément que M est une N-fonction etona: k = 4.

2. On a aussi, la fonction M(s) = }D|s|p, pour p > 1 est vérifiée la condition A,. En effet, on a
k=2

Définition 1.10. [4] Soit ¢ : R — R une fonction de Young.
On dit qu'une fonction de Young satisfaite la condition A', noté p € A', s'il existe une constante

c >0, telle que
p(ry) < cp(z)p(y), T,y > 20 > 0.

Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz
Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique
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1.5 les classes des espaces d’Orlicz

Nous d’abord présenterons et étudierons la structure des espaces d’Orlicz sur un
espace de mesure arbitraire, et nous spécialisons ensuite pour obtenir des résultats parti-
culiers.

Soit I'espace mesuré (€2, £, ;1) o1 2 un certain ensemble de points et ¥ est un o-algebre.

Remarque 1.6. [4]

1. Soit ® : R — R, une fonction de Young, oit la fonction de Young permette de que, pour
un certain vy € R, si la fonction f : Q — R est measurable, alors ®(f) =: Q — R, est
measurable.

2. D’apres la définition de la fonction de Young, c’est une extension de la fonction réelle de
Borel.z

Définition 1.11. [4] L'ensemble de toutes les fonctions mesurables f : ) — R, telles que
| @1 < .

est noté par L#(p).
Remarque 1.7. [4]

1. L#(p) I'ensemble des classes des espaces d’'Orlicz.

2. Les classes d’Orlicz L® ne sont pas des espaces vectoriels.
Exemple 1.4. On considere Q2 =|0,1[ et ¢(t) = €', alors la fonction uw(x) = —3 Inx appartient
L¥, mais la fonction v(z) = 2u(x) = — Inx, n’appartient pas.
Théoreme 1.4. [4]

1. L'espace L# (1) est absolument convexe. i.e., si f, g € L?(u) et v, 8 des scalaires, tels que
la| + 15| < 1, alors
af +Bg € L7(p).

Aussi si h € L) et | f| < |h|, telle que f est measurable, alors f € L#(y)

2. L'espace L#(y) est linéaire (i.e., espace vectoriel) si ® € A,, globalement quand p(€) = oo
et localement si (1(2) < oo.

Démonstration.

1. Soit f, g € L?(p).
Alors par monotonicité et convexité de ®, pour 0 < v = |a| + |5] < 1, on obtient

@ (af + fgl) < B(lollf] + 8llal) < w(‘%’\fw'%’\g\)

< lal®(]f]) + 82 (g]),

Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz
Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique
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de méme le membre droit est intégrable. Par conséquent af + g € z*a(u).
Le deuxiéme rapport est clair, puisque ®(|f]) < ®(|h]).

2. Pour la linéarité, il suffit de vérifier que f € Le(p), 2f € L?(n), puis nf € L# (1)
pour tout nombre entier n et par conséquent aussi pour o > 0, af € Ew(u).
Par la derniére partie de , on a

a b ~
afi +bfy = ’Y(;fl + ;fz) € L¥(n),y = |a| + |b] > 0,

pour tout f; € Le(p), i =1,2, par.
Ainsi nous devons montrer seulement 2f € L¥(p) pour toute f € L¥#(u). Si @ est
satisfaite la condition A,, on trouve () = +oo,

O(2[f]) < k@(|f]), k>0,

par conséquent 2f € L#(u) avec f € L?(p).
Le cas u(2) < oo, alors ®(2z) < k®(x), pour x > xy > 0.

Maintenant soit
f7 f S Zo
o { 1

0, autre

Onpose fo = f — fi,alors f = f1 + fo et
O2|f]) = @2[f1]) + 22| f2]) < 22| f1]) + kD([f2]).

Par conséquent

/Q (2 )dp < D(2e0)u(Q) + k / (| f[)dps < oo

Q

donc 2f € L?(u), ceci montre que L?(p) est un espace linéaire.

O

Définition 1.12. L'espace L (1) de toute fonctions mesurables f : Q0 — R, telle que a.f € L#(y1)
pour o > 0, s’appelle I'espace d’Orlicz. Autrement dit

L?(u) = {f : Q — R, measurable; / O(af)dp < oo pour o > 0}
Q

Nous inclurons maintenant deux propriétés supplémentaires liées aux espaces classiques de
Lebesgue L'(u1) et L>(p), dépendant la détermination de la théorie de I'espace d’Orlicz.

Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz
Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique
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Définition 1.13. Soit ®(u) une N-fonction. On note par L#(2) la classe de ces fonctions a valeurs
réelles, définie sur 2, par

plu; @) = / Blu(a)]du < oo.

1.5.1 Comparaison de classes

Les Classes d’Orlicz L#* et L#?, qui sont déterminées par des N-fonctions distincte
©1(u) et po(u), est généralement distincte.

Théoréme 1.5. L'inclusion suivant
L# C L#, (1.2)

est vérifié si et seulement si, s’il existe des constantes positives v et a telles que

pa(u) < api(u), (u= uo)

Remarque 1.8. En déduit de théoreme ci-dessus que les deux fonctions ¢ et pq déterminer la
méme classe d’Orlicz, si et seulement si, s’il existe des constantes positives a, b et uy telles que

apa(u) < p1(u) < bpa(u), (u > up)

1.6 Structure de l’espace d’Orlicz L¥(())

D’apres I'inégalité de Jensen la classe d’Orlicz L# est un ensemble convexe, toutes
les fois que la classe L¥ contient les deux fonctions u; (z) et uy(x) puis il contient également
le segmentent entier

Ua(z) = aup(z) + (1 — @)us(z) (0 <a<1).

En effet, si uy(z), us(z) € L?, alors

p(ug; @) = /Q(P[ozul(a:) + (1 — a)ug(z)|dz
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1.6.1 Norme d’Orlicz

Définition 1.14. Soit (2, ¥, o) un espace mesuré.
Soient u : @ — R une fonction mesurable et (p, 1) couple complémentaire, de N-fonctions, alors
on définit la norme d’Orlicz ||.||, = u — ||Jul|,, par

fulo =l =sup { [ fustdn: [ oty <1}, (1.3
la norme d’Orlicz dans 'ensemble L¥ a I'aide de I'égalité suivante

Jull, = sup
p(vip)<1

/Qu(x)v(m)da: :

D’apreés la définition la norme ci-dessus, est que satisfaite les axiomes habituels :
1— JJu|l, = 0ssiu(z) =0p.p;

2- Jlaull, = alul,;

3= Jlur + usllp < flually + Jluzlly

L’ensemble L¥ devient un espace linéaire normé qui s’appel I'espace d’Orlicz.

Proposition 1.1. La formule (1.3) définie une norme dans L¥.

Démonstration. Soit ||u||, = 0 et soit {2 un sous ensemble de (2, tel que 0 < (£2) < oo.

Soit ¢ une fonction de Young (N-fonction), alors tlim Y(t) = 0 et par conséquent il existe
—00

k>0, tel que ¥(k) < 5.

On définit la fonction v par

xr, six €
v(x) = .
0, siz € Q\Q

Alors
p@wozlyﬂwmwmz [ wyae <1,

et par la définition da la norme d’Orlicz, on a
fullo > [ Ju(@)o@)de =k [ fute)lde,
Q Q
et ||u|| = 0 implique u(z) = 0 pour presque tout z € ;. Puisque ©; C € était arbitraire,

u(x) = 0 pour presque tout z € Q.
Soit u,w € L¥() i.e., ||ull, < oo, |Jw]|, < oo etsoit ¢ € C, alors
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olleull, = sup / leu(z)o(z)|dz

= c|sup/|u x)|dx

= lelllully < oo

lutul, = s [ f(ut vzl
= s / () + w(z)|o()|dz
< s / ()] o)l do -+ sup / () o) |dx

= llully + llwlly-

1.6.2 Norme de Luxemburg

Définition 1.15. Soient ¢ une fonction de Young et u une fonction mesurable définie sur €, le

1
llull, = Huﬂé — inf {k > O;/ © (ﬂu(m)\) dr < 1}
Q

est appelé la norme de Luxemburg de u.

nombre

Remarque 1.9. On peut noter, par
|ully = inf &,

oit le minimum est sur tout k > 0, tel que

1.6.3 Extension de l'inégalité de Holder

Théoréme 1.6. Soit (v, 1)) le couple complémentaires de fonctions de Young.
Siue L9(Q) et v e L¥Y(Q), alors u.v € LY(Q) et

/ u()o(@)| de < ull, o], (1.4)
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Démonstration. Si ||v||, = 0, I'inégalité (1.4) est évidente.

p (L;@b) <1,
V][4

et par la définition de la norme d’Orlicz de u, on a

[uter@ide < el [ fute

< ullollvfle.

si [|v]|y # 0, on trouve

v(x)

dx
V]l

O

Remarque 1.10. L'inégalité (1.4) peut étre vue comme prolongation de I'inégalité de Holder, mais
il convient noter que I'inégalité habituelle de Holder n’est pas cas particulier de (1.4).

En effet, si nous traitons les espaces de Lebesgue LP(€2) et L(2) comme des espaces d’Orlicz L¥(S)
et L¥(Q)), avec

alors I'inégalité (1.4) est de la forme

[ lu@w@lds < praslull ol

1.7 Inégalité de Jensen

Soit f € L4(2).Alors,
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CHAPITRE 2

MESURE DE NON COMPACITE

- @ans ce chapitre nous exposons la mesure de non compacité, notamment les me-
sures de Kuratowski et de Hausdorff, ainsi que leurs propriétés. Nous examinerons égale-
ment la relation entre les ensembles compacts et relativement compacts, selon la topologie
que la mesure, aussi les propriétés des opérateurs sous la notion la mesure de non com-
pacité et on termine par la théorie du point fixe.

2.1 Espaces de Banach

2.1.1 Espaces métriques

On considere sur R de la distance usuelle
d:R, xRy - R,
xy)— d(z,y) = [l — yl|
Définition 2.1. [10] Une distance sur un ensemble E est une application d :E x E — R, telle
que :
ILVz,y € E,d(z,y) =0<= x =y, (séparation)
2Vr,y € E d(x,y)=d(y,x), (symétrie).
d

3Vz,y,z € E,d(z,z) <d(z,y)+d(y, 2), (inégalitétriangulaire).
Le couple (E ;d) est appelé un espace métrique.

17
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Définition 2.2. [10] Dans un espace métrique (E,d), on appelle boule ouverte boule fermé de centre
a €X et de rayon r > 0, les sous-ensembles

B(a,r) = {z € E;d(a;z) <r}
Bi(a;r) = {z e E;d(a;z) <r}

Suites dans les espaces métriques

Définition 2.3. [10] Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,,),, € E une suite de E Soit x€ E.On
dit que(x,,),, € E converge vers x si l'on a :

Ve >0dN € E,Vne E:n> N =d(z,,x) <e
Définition 2.4. [10] Une suite (x,,), € E est de Cauchy si et seulement si :
Ve > 0dng € N,Vn,m € E:n,m > ng = d(x,, ) <€

Définition 2.5. On dit que I'espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy converge.

2.1.2 Espace complet

Définition 2.6. [10] Soit X un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans
R habituellement notée ||.||vérifiant pour tous x,y dans E et tout dans k

L] = 0<=x=0
2. |ax|| = |af||x| (homogénéité),

Blz+yll < |zl + ||yl (inégalitétriangulaire).

Définition 2.7. [10] Un espace vectoriel E muni d'une norme ||.| noté (E.||.||) est appelé un
espace vectoriel normé.

Remarque 2.1. [10] Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Définition 2.8. [10] Soit (X, || - ||) un espace de Banach. Notons par A un sous-ensemble de X,
et OA la frontiere de A.
De plus, le diametre de A :

diam(A) = sup{|lz —y[|; =,y € A}

et leur distance :

dist(z, A) = inf{]lz — y|; y € A}
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2.2. PRINCIPES FONDAMENTAUX DES OPERATEURS 19

Définition 2.9. Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infini on noté I'ensemble
des opérateurs linéaires de X dans'Y par L(X,Y') ,et L (X) = B (X, X) un operateur linéaire T’
défini sur X dans X

2.2 Principes fondamentaux des opérateurs

2.2.1 Compacité

Définition 2.10. Compacité : Un ensemble A de E est compact si de toute suite d'éléments de A,
on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de A.

1. Une classe de sous-ensemble de E s’appelle une couverture d’un ensemble G de E ,si nous
avons G C U,;U;

2. Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour tout d’éléments dans F contient
une sous -suite converge vers un élément dans U.

3. Un sous ensemble d'un espace normé est compact si et seulement si il est séquentiellement
compact.

4. Un sous-ensemble d'un espace normé est dit relativement compact si son adhérence est com-
pact.

5. Un sous-ensemble G d’un espace normé est totalement borné si il existe une suite finie ie :
Ve >0:G C UL B(pje).

Définition 2.11.

1. Opérateur Linéaire : Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans
F est dit linéaire s'il vérifie les conditions suivantes : Condition additive :

Yo1,p00 € Eona A((,Ol + QOQ) =A (gol) + A (QOQ) .
Condition homogene :

Vo e BN €k = (RouC),ona A(Ap) = AA(p).

2. Opérateur borné : Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s il existe une
constante positive C' - 0, tel que :

JA@)y < Cllally. Ve € E

3. Opérateur Compacte : Soit A un opérateur linéaire d'un espace normé X dans un espace
norméY ,on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble
relativement compact dans Y.
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2.2.2 Compacité dans C(G)

Dans cette partie, I’espace des fonctions continues définies dans C' (G) est muni de

la norme maximum

[Plloo = max|p ()]

Théoreme 2.1. Arzela-Ascoli :Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et seulement
si les condition suivants sont vérifies i,e :
1. L’ensemble U est borné telle que :

VoeU:Vxek,3M >0:|p(x)| <M.
2.L’ensemble U est équicontinu
Ve>0:VoeU:Vr,yek:30>0tell.que: |z —y| <J—|o(x)—py)] <e

Définition 2.12. Soit A un opérateur linéaire d’un espace norme X dans un espace norme Y ,on dit
que Aest un opérateur compact d’il envoie tout ensemble borné G dans X un ensemble relativement
compact A (G)dans Y. Autrement dit la fermeture A (G) est compact.

Définition 2.13. Un ensemble G C X est relativement compact si pour toute suite {,,} il existe
une sous suite { o) } qui converge dans X.

Définition 2.14. Un opérateur A deX dans Y est compact si et seulement si pour toute suite
bornée{y,} de X ,la suite { Ap, } contient une sous suite convergent dans Y’

2.3 Mesure de non compacité

La mesure de non compacité est un outil précieux dans les espaces de Banach, ils
sont largement utilisé dans la théorie du point fixe, les équations différentielles, les équa-
tions fonctionnelles, les intégrales et équations integro-différentielles,.....etc
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2.3.1 Mesure de non compacité en général

Avant de rappeler la mesure de non compacité on note par (£, ||.||) un espace de
Banach, nous désignons par Mg la famille des sous-ensembles bornées non vide deF et
par Ng la famille des sous-ensemble relativement compact de E,et 'enveloppe convexe
d’un ensemble X C E notons par conv(X).

Définition 2.15. Une application j1 : Mg — [0, +o00[ ,est appelée mesure de non compacité dans
E,qui satisfait les condition suivantes : La famille

ker(p) := {D € Mgtelle que :(D) = 0} # ¢, et ker(pu) C Nx

(ker est appelé le noyau de MNC)

Théoreme 2.2. :Soit x,yc My, alors :
1.SIXCY = pu(X)<u(®y)

2.4(X) = p(X).
3.u(convX) = p(X).

4 pAX+0-DY) < uX)+1-=M)pY), rxe]o,1].
5. u est dite semi-norme si

w(AX) = |Mu(X)  (west dit homogene)
WX +Y) < p(X)+w(Y) (west dit sub additif)

6.5i(X,,) ensemble de suite de M telle que X, 1 C X, (n =1,.....,n) et lim, o p (X,) =0,
alors Xoo = M2, X, et X € ker (p) .
Définition 2.16.

1. Une mesure de non compacité est appelée mesure avec la propriété maximale, si
max (1 (A), p(B)) = p (AU B).

2. Une mesure de non compacité est dit régquliére, si ker (1) = Nx ,sup lin’eaire et posséde une
propriété maximal.

3. Une mesure de non compacité est lipschitzienne, si elle satisfait la condition de Lipschitz
1 (A) = p(B)] < p(B(X))dnu (A, B)

Avec :
dy (A, B) = max {sup dyea (z,A),supd (y, A)}

yeB
et:
B (X)la boule fermée dans X et de centre Xet de rayon 1.
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2.4 Mesure de non-compacité de Kuratowskii

Kuratowskii fut le premier(1930) a introduire et étudier la notion de la mesure de

non-compacité

Définition 2.17. [8] :La mesure de non-compacité de Kuratowski d'un ensemble borné A €
My ,notée o (A) ,est définie par :

a(A)=inf{Ve>0: ACU',B;,B;, C X,diam (B;) <¢€,i=1,2,....,n}
désigne le diamétre de I'ensemble B; ,
a (A) = inf {e > 0 : admet une recouvrement fini par des ensembles de diamétre < e}

avec :B est sous ensemble de X et Be Mx.On notera que, dans cette définition, l'expression peut
étre remplacée par diamB; > eIl est clair que oo (A) < diamA pour tout ensemble borné A dans
Mx et que a(A) = 0 si A est fini. Les proprié tés essentielles de la mesure de non-compacité de
Kuratowski d’un ensemble borné sont résumées dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.3. [5] Soit (X, d) un espace métrigue et A, Ay, Ay € Mx , alors
1. a(A) =0« Aest compact.
2. ACA = a(b) <a(4d).
3 ald)=a(4).

4 « (A1 UAy) = max{a(41),a(A4s)}.

5 a(A;NAy) <min{a(A;),a(A42)}.

6

. Si X est complet, (F,,), une suite des ensembles croissantes d’ensembles non vide,fermés et
bornés, telles que :

lim, o (F,) =0, alors F,, =N | F,, est sous-ensemble non vide et compact.

Démonstration. [8]
1. Par définition de la mesure de non-compacité.

2. Soit €1, €5 > 0,{B;};_, un recouvrement fini de 'ensemble A avec diamB; < €;;i =

et {y; };”:1 un recouvrement fini de 'ensemble A,avec diamy; < €;j =1,.....m
Puisque A C A;,on peut toujours choisir les ¢, ,telle que :

ACUL B CUL p;

Ceci implique a (A) < €2, Par conséquent o (A) < o (Ay) .
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3. Puisque A C A alors a(A) < o (A) d’aprés I'assertion 2, il suffit de démontrer

a
l'inégalité dans I'autre sens : « ( 4) < a(A) Soit e > 0 Avec diamB; < €; Pouri=1,...,n
,on a

Comme diamB; = diamB;, on déduit que o (A) < ¢, par conséquent o (4) < a (A) .

4. D’aprés 'assertion 2, on a
Ay CA1UA2 :>O./(A1) SO./(A1UA2)

AQCA1UA2:>05(A2)§CM(A1UA2).

Donc
max (a (A1), a(As)) < a (AU A,).

Montrons l'inégalié dans 'autre sens ,soit €,€1,e2 > 0,7 = max (« (A1), (A2)) et
considé+rons {B;}_, = {;},_, des recouvrements finis des ensemble A;, A, res-
pectivement avec diamB; < ¢ pour i=1,..n et diamy; < € pour j=1,..m on a
diamB; < r + € et diamyp; < r + € pour i=1,...n et diamyp; < € pour j=1,...m. par
conséquent,

ALU Ay C (UL B) U (Ul ;) = AtU Ay C U G <1 +e.

D’ou:

a (A3 UAy) <max{a(A)),a(As)}.

5. Utilisons l’assertion 2 ,on obtient :
AlNAy C A :>a(A1ﬂA2) SO{(Al)

AlﬂAQCA2=>CY<A1mA2)§a(A2)

a (AN As) <min{a(A;),a(A)}

Université de M’sila Equations intégrales quadratiques dans les espaces d'Orlicz
Legoui Aya Analyse Mathématiques et numérique



2.5. MESURE DE NON-COMPACITE DE HAUSDORFF : 24

6. Montrons que F,, est non vide ,Choisissons,pour chaque n ,un élément z,, € F,.
Posons X,, = {z;,i > n } .Puisque X,, C F, alors a(X,) < a(F},);Vn. Par passage
a la limite, on obtient o (X;) = 0. C’est a dire X; est relativement compact .Donc la
suite (X,,), contient une sous-suite (X,), convergente dans X. Soit x = lim,, . 5.
Comme F, est un sous-ensemble fermé de X alors z € F},; Vn. Ceci implique que
Fo # 0.
Montrons maintenant que £, est compact .Comme F, C F,,; Vn alors
a(Fx) < a(F),) est relativement compact et donc compact puisqu’il fermé.
Si X est un espace normé alors la mesure de non-compacité de Kuratowski véri-

fie,en outre, les propriétés citées dans la proposition suivante.

]

Proposition 2.1. [5] :Soit (X, d) un espace normé et A, Ay, Ay € Mx ,alors :
1. Oé(Al + Az) S Oé(Al) + Oé(Ag) .

N

a(A+z)=a(A),Vze X.
a (M) = [N a(A).

S

4. a(A) = a(conv (A)) ot convA désigne I'enveloppe convexe de I'ensemble A.

2.5 Mesure de non-compacité de Hausdorff :

En 1957,Goldenstein,Goh’berg et Markus ont introduit une autre mesure de non-
compacité appelée mesure de non-compacité de Hausdorff.

Définition 2.18. La mesure de non-compacité de Hausdorff d'un ensemble borné A € Mpg,notée
X (A), est définie par :

X(A)=inf{e>0: ACUL B (z;,1;),x; € X,r; <e,i=1,...,n}.

Ot :B (x;,1;) désigne la boule de centre x; et de rayon r;.
Ol :
X (A) = inf {e > 0, B admet un recouvrement fini des boules de rayons < €}
avec B est la famille des sous espace fermés de X et B € Mx.Dans cette définition ,I'inégalité
ri < €,peut étre remplacée par r; < €,De plus les centres x; des boules qui recouvrent I’ensemble
A ne sont pas forcement dans I'ensemble( Ax; € X, en général) .
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Théoreme 2.4. Soit(X, d) un espace de Banach et soit A, Ay, Ay des sous ensembles bornés.
1. Siest finiA alors :x (A) = 0 < A totalement bornée< A est compact.
2. Si Aest finialors x (A) = 0.
3. ACA = x(A4) <x(4)
4. x(A) = x (A) = x(con (A)).
5. X (A1 U Az) = max {x (A1), x (A2)} .
6. X (A1 N Ay) < min{x (A1), x(A2)}
7. Si Xest complet ,(F,), une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés telle
que :lim,, (F,,) = 0 ,alorsF, = N2\ F, est un sous-ensemble non vide et compact.
Proposition 2.2. Soient X un espace normé A, A,, Ay € Mx . Alors :
1. x(A1 + Az) < x (A1) + x (42).

X(A+z)=x(A),Vze X.
X (M) = [Alx (4), A ek
X (A) = x (con (A)) ,oit con (A) désigne I'enveloppe convexe de I’ensemble A.

Théoréme 2.5. :Soit X un espace normé de dimension fini et B, la boule unité fermée dans X.
Alors :

1. « (Bx) = 2.
2. X (Bm) =

2.6 Mesure de non compacité des opérateurs

Définition 2.19. [5] Soient T : D (T') C X — X un opérateur continu « (.) est la mesure de non
compacité de Kuratowski dans X, pour tout 0 < k < 1, on dit que Test une contraction si pour
tout sous-ensemble borné Ade D (T),T (A)est un sous-ensemble borné dans X et

a (T (A)) < ka (A).

Remarque 2.2. [5] pour tout sous-ensemble borné A de D (T), alors ac(A) > 0,7 (A) est un
sous-ensemble borné dans X et
a(T(A) <a(A)

Définition 2.20. [5] Soient T' : D (T) C X — X un opérateur continu x (.) est la mesure de
non compacité de Hausdroff dans X et 0 < k < 1,T est dit K-boule contraction si pour tout
sous-ensemble borné A de D (T'), T (A) est un sous-ensemble borné dans X et

X (T'(A)) < kx (A).
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Lo (T) < X (T) < 2a/(T).

a(T) =0« x(T) =0 <= T est compact.

SiT,S € L(X),donca(TS)<a(T)a(S)etx(TS)<x(S)x(T).

Sike K(X)donca(T+k)=a(T)etx(T+k)=x(T)

a(T*) <x(T)eta(T) < x(T*),onT* désigne I'opérateur dual de T
Si B est un sous-ensemble borné de X, donc o (T (B)) < a(T) a(B) .

SiACD(T),a(A) > 0alors T (A) borné.

NS ok b=

2.7 Quelques théoréme de point fixe

Dans cette section on rappelle quelques outils et résultats d’analyse fonctionnelle
utilisés par la suite :principe de contraction de Banach ,équicontinuité,théoréme de Schau-
der, de Brower pour résoudre deséquations différentielle d’ordre fractionnaire ot deuxiéme
membre est non linéaire, nous besoin des théories du point fixe.

On note par L' (I, E) L'espace de Banach des fonctions mesurables, y : I — Fou le
deuxieme qui sont Bochner intégrales, muni de la norme

T
ol = / Iy (01l de.
0

L'espace de Banach des fonctions mesurables y : I — E qui sont bornées est noté par
L*> (I, F) muni de la norme :

[Yllo = inf{c>0,lly (@Ol <c, ppte}.

On note par AC" (I, E) I'espace de Banach des fonctions dérivables y : I — F ,ayant la
premiére dérivée absolument continue.[8]

Définition 2.21. [5] L'application f : I x E — E est dit de Carathéodory si,

1. t — f(t,u) est mesurable Vu € E.
2. u— f(t,u) est continue presque pour tout t € I.

3. Vr > 0,il existe une fonction ®, € L* (I, R, ), telle que Vu € R avec |Ju]| < r,
I (& w)]| < @ (2) .

Remarque 2.3. Si f vérifier 'assertion 3 ,alors est dite L' Carathéodory.
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Définition 2.22. [5] Soit X une espace de Banach on dit que F' est contractant = V1,20 € X
ona:
||F(I1)—F(ZE2) || Sk)|l‘1-l’2|,0<k< 1

Théoreme 2.6. (Scharefer).Soient X un espace de Banach et F' : X — X complément continu
Alors F posséde au moins un point fixe.

Théoreme 2.7. (Banach).Soit X un espace de Banach ,et F' : X — X est contractant alors :F
admets un point fixe unique :

Jy* € X telle que F (y*) = y*

Théoreme 2.8. (Schauder).Soit (E; d) un espace métrique complet et A une partie convexe fermée
de E et soit F': A — A ,on asil’'ensemble { Fx : x € A} est relativement compact dans E .Alors
F admet ou moins un point fixe.

Définition 2.23. On dit que A est convexe :
Ve,ye AVte [0,1] itz +(1—-t)ye A

Définition 2.24. L'application T : C C E — E est dit une ag contraction s'il existe une
constante k < 1 positive telle que :

ag (T (W)) < kag (W), (YW fermé et borné)

Théoréme 2.9. (Darbo-généralisé) soit C' un sous ensemble non vide, ,fermé,borné et convexe
d’un espace de Banach E I'application continue

T:C—C,

satisfaisant :
(T (W)) < ou (W), YW c C,

ol p une mesure de non compacité arbitraire et @ : [0, co[ — [0, oo[, une fonction strictement
croissante (non nécessairement continue),avec :

lim ®" (t) =0, Vt € [0,00].

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.
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Lemme 2.1. Soit C un sous ensemble non vide, fermé,borné et convexe d'un espace de Banach,
C (1, E) et soit G une fonction continue de I x I et f : I x E — E une fonction qui satisfait les
conditions de Carathéodory,et il existe p € L' (I;R.) telle que pour tout t € I, et pour tout sous
ensemble borné B C Eona:

lim a(f (Lyp, x B)) <p({t)a(B);Li,=[t—ht NI

h—0+

Si 'V est un sous ensemble équicontinu de D ,alors :
o({[eeareuenasiver) < [I6ealroaweas
T

Théoréme 2.10. (Darbo-sadovskii) Soit C' un sous ensemble non vide ,fermé,borné et convexe
d’un espace de Banach E et soit l'application continue

T:C—=C

alors T' admet au moins un point fixe dans C.

Théoréme 2.11. (Monch) Soit D un sous espace fermé,borné et convexe d'un espace de Banach,
tel que 0 € D ;et soit N une application continue de D dans D .Si l'implication

V =conoN (V)ouV =N ((V)Uu{0} = a(V)=0.

est vérifiée pour tout ensemble V de D, alors N admet un point fixe dans D.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS INTEGRALES

8 e chapitre a pour but d’étudier 1'existence et le calcul de la solution de 1’équation
intégrale quadratique dans 1’espace d’Orlicz, ainsi que la mesure de non-compacité, en
mettant 1’accent sur les conditions d’existence et d"unicité.

3.1 Equation intégrale

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généralement une
fonction d"une ou plusieurs variables, s’apparait sous le signe intégral. Nous allons s’in-

téresser beaucoup plus aux équations intégrales non linéaires dont les formes suivantes.

o) + f(x) = A / k(e ) F (2, 1, (1)) dt

Q

3.2 Classifications des équations intégrales

La classification des équations intégrales porte sur beaucoup de caractéristiques de
base, ce sont : (A)- Linéarité ou non, (B)- Limite de l'intégration, (C)- Le placement de la
fonction inconnue.

29
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3.2.1 Equations intégrales linéaires

1. On appelle équation intégrale de Fredholm (EIF )de seconde espece, une équation
de la forme :

b
o) =2 [ K tpldt = 1(2) (3.1)

2. On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espece, une équation de la

forme :

)\/b k(x,t)p(t)dt =0 (3.2)

3. On appelle équation intégrale de Volterra (EIV ) de seconde espéce, une équation de

la forme :

o) = [k 0p0de = f(2) 63

4. On appelle équation intégrale de Volterra de premiere espece, une équation de la
forme :

A/mk@;ﬂ¢@Mt:O (3.4)

L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de 1'équation intégrale de Fred-
holm, il suffit de prendre le noyau K(x, t) = 0 pour ¢ > x.

3.2.2 Equations intégrales non-linéaires

1. On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm (EINF ) de deuxiéme espéce,
une équation de la forme :

o(z) - X / ke, 4, (1) dt = f(z) (3.5)

2. On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm de premiere espece, une
équation de la forme :

A/%@m¢@Mhﬂ) (3.6)

3. On appelle équation intégrale non-linéaire de Volterra (EINV ) de deuxieme espece,
une équation de la forme :

o) = A [ o top0)dt = S0 67)

4. On appelle équation intégrale de Volterra de premiere espece, une équation de la
forme : N

)\/ k(x,t,p(t))dt =0 (3.8)
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(i) Si f(x) # 0, dans les équations (3.1,3.3,3.5) et (3.7) sont dites non homogenes

(ii) Si f(z) =0, dans les équations (3.2,3.4,3.6) et (3.8) sont dites homogenes.

On présente maintenant deux théoremes de point fixe : le théoréme du point fixe de
Banach avec application aux équations intégrales non linéaires de Fredholm et de Vol-
terra de seconde espece et celui de Schauder avec application a ces dernieres équations.
Pour I'étude de 'existence de solutions pour les équations non linéaires d’opérateurs, on
a souvent recours a la théorie du point fixe. Plusieurs théoremes d’existence sont obtenus

a l'aide des théoremes de points fixes de Banach et celui de Schauder en reformulant le
probleme d’existence en un probleme de point fixe.

Théoréme 3.1. [9] Soit E un espace vectoriel normé, A :E — E un opérateur et f € E donné.
Pour résoudre I'équation
Az = f (3.9)

on définit souvent d'une certaine manieére un opérateur T :E — E,par exemple :
Te=f+(I—-Ax
oit I est I'opérateur identité, et on réécrit I'équation (3.9) comme un probléme de point fixe.
Te =x

Par application d’un des théoremes de point fixe, nous obtenons un point fixe pour T qui est une
solution pour I'équation (3.9).

Equation intégrale non linéaire de Fredholm

Considérons 1'équation intégrale non linéaire de Fredholm de seconde espéce

o(x) = () + A / k(v o)y € (0,1 (3.10)

ou A est un nombre réel donné.
Si on cherche une solution continue pour 1'équation (3.10), alors on peut la reformuler en
un probléme de point fixe, sous des hypothéses appropriées.
Supposons que :

(i) £:]0,1] x [0,1] x R — R est continue, bornée;
k est appelée noyau de 1’équation intégrale.

(ii) k est L-Lipschitzienne par rapport a la troisiéme variable, i.e. il existe L > 0 tel que
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pour tout z,y € [0,1] et 21,22 € R,ona
|]€((E,y,21) - k(l’,y,ZQ)‘ S L’21 — 22

(iii) f:[0,1] — R est continue.
(iv) ¢ :[0,1] — R est la fonction inconnue, supposée continue.

On considere 1'espace de Banach £ = C([0, 1];]|.||~) des fonctions continues de [0, 1]
dans R muni de la norme ||¢||cc = supacjo,1)|¢|- On définit sur 'espace E l'opérateur T
donné par

1
(o)) = Fle) 42 [ baody o€ 0.1 @)
0
I évident que T" applique E sur lui méme ( k et f continues ) et donc 7(£) C E. Dong,
I’équation intégrale (3.10) est équivalente au probléme de point fixe
Te=¢

ou T est défini par (3.11). De plus, T est Lipschitzien et, sous des hypotheses appropriées
sur A\, T est une contraction. En effet,

T(e2)(o) — Tea)(o) = A | ren)dy — [ Kol |
</ ko1 () — / k(01 (0))dy
<L [ i) - eatlas

Mais
lo1(y) — @2(v)] < |lp1 — @2l pour tout y € [0, 1] et donc, pour tout = € [0,1] et tout
p1,92 € E,ona

T(p1) (@) = T(p2) (@) < [ALlle1 — @2l

Finalement, on obtient

1T (p1) = T(p2)lloc < [ALll1 = p2llos,  @1,02 € E
ce qui montre que T'est|\|L-Lipschitzien.

Remarque 3.1. Si on choisit Mel que |A\|L < 1, alors T est une contraction, et donc, par le
théoreme du point fixe de Banach, T' a un unique point fixe,qui est la solution unique de I'équation
intégrale (3.11), et cette solution peut-étre obtenue par les approximations successives.
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Considérons 1’équation intégrale non linéaire de Fredholm de second espece

o(z) = / k(e o))y € (0,1 (3.12)

Si on cherche une solution continue ¢ pour I'équation (3.12) dans la boule de centre 0
et de rayon R, Bz(0; C([0, 1];R)), de I'espace C([0, 1]; R), alors on peut la reformuler en un
probleme de point fixe, sous des hypotheses appropriées. Supposons que :

k:10,1] x [0,1] x [-R, R] — R est continue et que

M = mazx |k(z,y,2)| <R

[0,1]%[0,1] X[~ R, R]
On considere I'espace de Banach £ = C([0, 1];]|.||~)des fonctions continues de [0, 1]

dans R muni de la norme ||¢||oo = sup |¢o(x)|
z€[0,1]

On définit 'opérateur T : Br(0; C([0,1];R)) — C([0, 1]; R) donné par

(Te)(x) = / ke, y, 0)dy =€ [0,1] (3.13)

L'opérateur T applique la boule By(0; C([0, 1];R)),sur elle-méme.Donc, I'équation inté-
grale (3.12) est équivalente au probléme de point fixe

Ty=¢
ou T est défini par (3.13).

Remarque 3.2. L'opérateur T est continu et compact, et alors, par le thEorEme du point fixe de
Schauder, T a au moins un point fixe dans la boule Br(0; C([0,1];R)) ,qui est une solution de
liEquation intEgrale (2.4),dans la boule Br(0; C([0,1]; R)).

3.2.3 Equations intégrales de Urysohn et de Hammerstein

Définition 3.1. (équation de Urysohn)[0]
On appelle équation intégrale de Urysohn une équation de la forme

o(z) - / Fle.t. o) = g(a), teQ

ot F et g sont des fonctions arbitraires.
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Définition 3.2. [6](équation de Hammerstein)
on appelle équation intégrale de Hammerstein, une équation de la forme :

o) - / k(o) (0,1, 0) = glx), t€Q

Remarque 3.3. [0] L'équation de Hammerstein est un cas particulier de I'équation de Urysohn.

3.3 Opérateur non linéaire de superposition

L'un des opérateurs les plus importants étudiés en analyse fonctionnelle non linéaire
est le soi-disant opérateur de superposition [6]. Supposons qu’une fonction f : I x R — R
satisfasse aux conditions de Carathéodory, c’est-a-dire qu’elle est mesurable en ¢ pour tout
z € R et continue en x pour presque tout ¢t € I. Alors, a toute fonction x(¢) mesurable sur
I, on peut associer la fonction correspondante.[6]

F(z)(t) = f(t,z(t)), tel

L’'opérateur F' défini de cette maniere est appelé opérateur de superposition engendré
par la fonction f. Nous nous intéresserons au cas ol F' agit entre certains espaces d'Orlicz.
Une discussion complete sur les conditions nécessaires et suffisantes pour la continuité et
la bornitude de ce type d’opérateurs est disponible. Les propriétés suivantes seront utiles :

Lemme 3.1. [6] Supposons qu’'une fonction f : I x R — R satisfait les conditions de Cara-
théodory. Alors, I'opérateur de superposition F' transforme les fonctions mesurables en fonctions
mesurables.

Lemme 3.2. Supposons qu’une fonction f : I x R — R satisfait les conditions de Carathéodory.
L’opérateur de superposition F' transforme une suite de fonctions convergente en mesure en une
suite de fonctions convergente en mesure.

Lemme 3.3. [0] Supposons qu’une fonction f : I x R — R satisfait les conditions de Carathéo-
dory. Alors :
My(f(s,2)) < a(s)+ bM;(z).

oitb > 0eta € LYI), si et seulement si l'opérateur de superposition F agit de Ly, (I) vers
L, (I).
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Lemme 3.4. [0] Soit f une fonction de Carathéodory. Si I'opérateur de superposition F' agit de
Ly, (I) dans Eyy, (1), alors il est continu.

Le probleme de la bornitude de ce type d’opérateurs dans différentes classes d’espaces d’Orlicz
sera décrit dans les démonstrations de nos résultats principaux.

Deux autres opérateurs joueront un role important dans ce travail, a savoir I'opérateur intégral
linéaire.

b
H(z) = )\/ K(t,s)x(s)ds

et l'opérateur de multiplication. Le premier est bien connu et tous les résultats nécessaires concer-
nant les propriétés de ce type d’opérateurs dans les espaces d'Orlicz sont déja établis, donc ici nous
omettons les détails et les résultats importants seront soulignés dans les démonstrations de nos
résultats principaux.

Maintenant, nous devons décrire le second. Par U(x)(t), nous désignerons I'opérateur de la
forme suivante :

oit A = H o F est un opérateur de Hammerstein.

Proposition 3.1. [9] Supposons que M vérifie la A—condition . Alors, il existe une constante
k1 > 0 telle que
[wvllar < Fallullallvllar (3.14)

pour tout u,v € Ly (1)

3.4 Application : existence de solution

() = g(t) + Ae(t) / k(t, 5) (s, 2(5))ds (3.15)

On considere 1’'équation intégrale suivante (3.15), c’est-a-dire B(z) = ¢ + U(z), ou
U(z)(t) = Ma(t) [7k(t,s) f(s,2(s))ds

Nous allons essayer de choisir les domaines des opérateurs définis ci-dessus de ma-
niére a obtenir 'existence de solutions dans un espace souhaité (ici : un espace d’Orlicz).
Nous mettons l’accent sur les conditions qui permettent de considérer des opérateurs for-
tement non linéaires.

Nous devons distinguer un cas . Nous supposerons dans cet article que cet espace L,
est une algebre de Banach—Orlicz. Cela nous permet d’obtenir des conditions de croissance
plus générales sur f.[9]
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3.4.1 Le cas de la condition A’

Rappelons que pour une fonction ¢ satisfaisant la condition A’, il existe une constante
K, telle que l'inégalité (3.14) soit vérifiée.

Appelons que, dans ce cas K;,0u K est une constante provenant de la définition de la
conditionA'.
Théoreme 3.2. [9] Supposons que M et N sont des N-fonctions complémentaires, et que :
(C1) g € Ep(I)est croissante presque partout sur I.

(C2) f:IxR — R satisfait les conditions de Carathéodory et f(t,x) est supposée étre croissante
par rapport a chaque variable t et x séparément

(C3) |f(t,z)] < b(t) + G(|z|)pour t € let x € R, oit b € En(I) et G est une fonction non

négative, croissante, continue définie sur Rt

(C4) Soit N et p satisfaisant la condition A’ et supposons qu’il existent w,~y,uy > Opour lesquels :
N(w(G(w))) < vp(u) <M (u) pour u > uo

(K1) s — k(t,s) € En(I) presque partout t € 1
(K2) K € Ex(I?) et t — k(t,s) € E,(I) presque partout s € I,||K||p <
(K3) ffK(tl, s)ds > fab K (to, s)ds pour tq,t5 € [a,b] avec t < ty

1
21 TNG(1)

Alors, il existe un nombre p > 0 tel que pour tout A € R avec |\| < p et pour tout g tel que
l|l9]l, < 1il existe une solution x € E,(I)de (1) qui est croissante presque partout surl.
Démonstration. [9] Nous devons diviser la démonstration en plusieurs étapes

I. L'opérateur B est bien défini de L (/) dans lui-méme et est continu sur un domaine
dépendant du cas considéré.

II. Nous allons construire une boule invariante B, pour B dans L([).

III. Nous construisons un sous-ensemble (), de cette boule, qui contient des fonctions
croissantes presque partout, et nous étudions les propriétés de @,

IV. Nous vérifions les propriétés de continuité et de monotonie de B dans (),, de sorte
queU : Q, — Q,.
V. Nous démontrons que B est une contraction par rapport a une mesure de non-

compacité

VI. Nous utilisons le théoreme du point fixe de Darbo pour trouver une solution dans

Qr
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I. Toutd’abord, observons que, sous les hypotheses (C2) et (C3), le lemme 3.3 implique
que I'opérateur de superposition F' agit de L, (/) vers Ly(I)

Dans ce cas, nous allons démontrer que U est une application continue de la boule
unité dans £, (/) vers l'espace E,(I) (remarque : L,(I) n’est pas suffisant pour notre
démonstration). Rappelons que = € E,(I) si, pour tout e > 0, il existe § > 0 tel que
llzxr|l, < € pour tout sous-ensemble mesurable 7" de I de mesure inférieure a ¢ (
c’est-a-dire que x a une norme absolument continue).

Puisque N est une N-fonction satisfaisant la condition A’ et que ’hypothese (C3)
est vérifiée. Il en résulte qu’il existe une constante C' (indépendante du noyau) telle
que, pour tout sous-ensemble mesurable T'de [ et x € L,(I),||z||, < 1,ona:

[|A(z)xrll, < ClKxrxr||lm (3.16)

Commencons par observer qu’au vu du Lemme3.1, il suffit de vérifier la propriété
souhaitée pour l'opérateur A.
De plus, d’apres les hypotheses (C3) et (C4), il existe w, v, 4o > 0.

162Dl = Gy

< Ling{ [ NcUa@hma <1

W r>0

<2 (1+ [ NGt mar)
b
< 2 (14 NG 0 -0+ [ ellatoi

w

lorsque z € L,(I) avec ||z||, < 1.

A présent, grace a I'inégalité de Holder et a I’hypothese (C2), on obtient

(K (t,5)f (s, 2(s))] < [Ik(t s)l] - [ f (s, 2(5))] < [[k(t 9)I] - [(b(s) + G(Jz(s)]))]

pour t,s € I posons k(t) = 2||K(t,-)||s pour K € Ey(I?) cette fonction est inté-
grable sur I. D’aprés les hypotheses (K1) et (K2) concernant le noyau K de 1'opéra-
teur H, nous obtenons que

[A() @) < k(1) - ([Ibllv + [|G(|=() )] v) pour t € 1

D’ot1, pour tout sous-ensemble mesurable 7' de I et z € E([)

[A@)xzlle < lkxzlle - (olly + G (2D N)-
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II.

Enfin, sit est tel que K(¢,-) € Ey(I) etz € E (I)ona:

/HK(TZ s)f (s, 2(s)llds < 2[k(t, s)xzllar - (15 + 1G(2() D)) pourt € 1

1 en découle que A envoie By(E,(I)) dans E,(I)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la continuité de A en tant
qu’application de la boule unité B, (E,(/)) dans 'espace E,(I). Soit z,,, zg € B1(E,(1))
tel que ||z, — 2¢||, — 0 lorsque n tend vers co. Supposons, par contradiction, que A
n’est pas continue et que || A(z,) — A(xo)||, ne converge pas vers zéro. Alors, il existe
e > 0 et une sous-suite (z,, ) tels que

|A(zy,) — A(xo)||, > € pourk =1,2,.... (3.17)

Et la sous-suite est convergente a.i vers z,. Puisque (z,) est un sous-ensemble de
la boule, la suite f; (|2, (t)|)dt) est bornée. Comme l'espace E,(I) est régulier, les
boules y sont fermées pour la norme dans L, , donc la suite fab |z,(t)|dt)est égale-

ment bornée.Ainsi,
{HK(t, $)f(s,2n(s))llds < 2||k(t, s)xrllar - ([l + |Gz () llv)-

< 2lk(t s)xrllar- (J6lly + 3 |1+ N@Gwo) - (0 = ) +7 [} ¢ (lea ()] )

Et alors la suite (|| K(t,s)f(s,z,(s))||) est équi-intégrable sur I pour ¢t € I. Par la
continuité de f(¢,-), on obtient klirgoK(t,s)f(s,a:n(s)) = K(t,s)f(s,zo(s)) pour a.i
s € I. En appliquant maintenant le théoreme de convergence de Vitali, nous en
déduisons que
lim A(x,,)(t) = A(x)(t) pourte ]

k—o00
Mais l’équation (3.16) implique que A(z,, ) sous-ensemble de E,(I), et donc
klzlgo A(zp,)(t) = A(xo)(t), ce qui contredit 1'inégalité (3.7). Puisque A est continue
entre les espaces indiqués, alors, I'opérateur U possede la méme propriété, et donc
U est une application continue de B;(E,(I)) dans I'espace E,(I).
Selon I'hypothese (C1), B applique B(E,(I)) dans E,(I) de maniére continue.

Nous allons démontrer que 1'opérateur U est borné, c’est-a-dire que nous allons
construire la boule invariante pour cet opérateur. Par 53, nous désignerons le second
membre de notre équation intégrale, c’est-a-dire B = g + U. Posons r = 1, et soit :

1 gl
2k, - O [ K]

Soit x un élément arbitraire de B; (E,(!)). En utilisant les considérations ci-dessus,
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II1.

IV.

I'hypotheése (C3), la formule (3.16) et la Proposition 3.1, pour un suffisamment petit
A(|A] < p), nous obtenons que

I1B(@)ll, < llglly + U],
= llglle + [l - A(z)ll,
< llglly + Frllzlle - A,

b
/ K(-5)f (s, 2(s))ds
< lly + 2k1 - N - C - llzlly - 1K
< lglly + 2k1 - N -C 1 - 1K

<Ilglly +2ki-p-C-|lzlly - | K][ar
<r

— lglly + al Ml ]

®

chaque fois que ||z||, < 1. Alors, nous avons B : B,(E,(I)) — B,(E,(I)). De plus,
B est continue sur B, (E,(]))(voir la partie I de la démonstration).

Soit (), le sous-ensemble de B, (E,(])) constitué de toutes les fonctions presque par-
tout croissantes sur /. Cet ensemble est non vide, borné (par r), convexe (ceci résulte
directement de la définition) et fermé dans L, (7).

Pour démontrer cette derniere propriété, soit (y,) une suite d’éléments de @),
convergeant dans L,(I) vers y. Alors, la suite converge en mesure et, en vertu du
théoreme de convergence de Vitali pour les espaces d’Orlicz ainsi que de la ca-
ractérisation de la convergence en mesure, on obtient I'existence d’une sous-suite
(Yn, )de (y,)qui converge vers y presque uniformément sur /. De plus, y est encore
presque partout croissante sur /, ce qui implique que y € (@), et donc I'ensemble Q.
est fermé.L'ensemble (), est compact pour la convergence en mesure.

Nous allons maintenant montrer que 'opérateur B préserve la monotonie des fonc-
tions. Prenons x € (),, alors x est presque partout croissante sur /, et par conséquent
f(z) l'est aussi, en vertu de I'hypothese (C2). De plus, A(x) = HF(z) est presque
partout croissante sur I, grace a I'hypotheése (C4). Comme le produit ponctuel de
fonctions presque partout monotones est encore de méme type, 'opérateur U est
presque partout croissant sur /.

De plus, les hypotheses (C1) et (C2) nous permettent de déduire que Bxz(t) =
g(t) + U(z)(t) est également presque partout croissante sur /. Ce fait, associé a 'as-
sertion selon laquelle B : B, (E,(I)) = B,(E,(I)), implique que B est également une
application de @), dans lui-méme.

D’aprés les considérations précédentes, il en résulte que H est une application
continue de (), dans Q,.
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V. Nous allons démontrer que B est une contraction par rapport a une mesure de forte
non-compacité. Supposons que X est un sous-ensemble non vide de @),, et soit la
constante fixe ¢ > 0 quelconque. Alors, pour unz € X arbitraire et pour un ensemble
Dcl,
de mesure measD < ¢, on obtient :

1B(x) - xplle < llgxolle +11U(x) - xoll,
= llgxolle + [l - Alx)xolle
< llgxplls + kallzxoll, - A=) - xoll,

'/ K(- 2(s))ds @
/D\K(»S)I(b(S)+G(Ix(8)\))d8

< llgxnlle + k- 1Al llexolle - 20K [[Toxo + G
< llgxplle + k1 - Al [lexplle - [Emllloxpllv + G(1)]

= llgxplle + F1 - [A - [lzxpll, -

< llgxnlle + k1 - 1Al [lexolle -

P

Par conséquent, en tenant compte du faitque g € £,,b € Ey

i { swp Nsuptlooll, =0} } et tim{ sup Jsuptivvols - )]}

=0 mesD<e |z€X mesD<e |x€X

Par définition de c(z),
c(B(x)) < 2ky - [A[ - [[K ][y - G(1) - e(X).

Puisque X C @, est un sous-ensemble non vide, borné et compact pour la mesure
d"un espace régulier idéal £, nous pouvons appliquer et obtenir :

Bu(B(x)) < 2ki - Al | K|lar - G(1) - Bu(X).

L’inégalité obtenue ci-dessus, ainsi que les propriétés de I'opérateur B et de 1'en-
semble (), établies précédemment, et 'inégalité provenant de I'hypothese (K2), nous
permettent d’appliquer le théoreme du point fixe de Darbo, ce qui acheve la démons-
tration.
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Exemple 3.1. [9] Pour souligner certains avantages de nos résultats, rappelons que les ré-
sultats obtenus étendent en particulier ceux concernant les équations quadratiques du type :

z(t) = g(t) + /\ﬂf(t)/o K(t,s)|(x(s)]ds

ou
x(t) = g(t) + )\x(t)/o K(t,s)(log(1+ |z(s)|)ds

avec le noyau du type K (t,s) = exp(s —t). Ici G(u) = v ou G(u) = log(1 + |u|), respecti-
vement. Dans la derniere équation, la fonction N(u) = (1 + |u|) — |ulsatisfait la condition
A’ et donc M(u) = eIl — |u| — 1. D’oit K € Ey;(1?). Nous posons ¢ = N et prenons un
g € E, arbitraire avec un ensemble de propriétés appropriées.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié¢ 1'existence de solutions des

équations intégrales quadratiques dans I'espace d’Orlicz, en utili-
sant le théoreme du point fixe associé aux mesures de non-compaciteé.
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Abstract

In this dissertation, we studied the existence of solutions of quadratic

integral equations in Orlicz space using the fixed point theorem
combined with measures of noncompactness.
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