
UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF

Faculté des Mathématiques et de l’Informatique

Dé

MEMOIRE DE FIN D'ETUDE 

Présenté pour l'obtention du Diplôme de   

Domaine : Mathématiques et Informatique 

Filière : Mathématiques 

Option :   

    

Quelques Caractérisations des polynômes m
faiblement compact  

  

Devant le jury : 

Mr. M. BELAALA           

Mr. A. BELAADA           

Mr.  N. DECHOUCHA 

Promotion : 201  

 
 

UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF DE M’SILA

Faculté des Mathématiques et de l’Informatique

Département de Mathématiques 

  

MEMOIRE DE FIN D'ETUDE

Présenté pour l'obtention du Diplôme de MASTER

Mathématiques et Informatique

Mathématiques                              

Option : Analyse fonctionnelle 

Par  

    DEBABE NADIA 

  

Sujet 

  
Quelques Caractérisations des polynômes m

faiblement compacts

       M. C. B. Univ de M'sila   Président

         M. C. B. Univ de M'sila   

N. DECHOUCHA       M. A. A. Univ de M'sila   
 

Promotion : 2018 / 2019

DE M’SILA 

Faculté des Mathématiques et de l’Informatique 

MEMOIRE DE FIN D'ETUDE

MASTER

Mathématiques et Informatique  

                

  

Quelques Caractérisations des polynômes m-homogènes 

Univ de M'sila   Président

 Encadreur

  Examinateur

  



Remerciements 
  

Je remercie avant tous ALLAH qui nous guident pour terminer ce 
travail humble. 

Je tiens à remercier mon Directeur de ce mémoire, Abdelaziz 
BELAADA pour m'avoir proposé le thème de ce mémoire et dirigé 
tout le long de mon travail, ses critiques, ses encouragements et ses 

conseils m'ont été précieux. 
puis je remercie beaucoup les parents, la famille et tous tous mes 

amis. 
Je remercie ceux qui m'ont aidé et dirigé les professeurs et les 

étudiants : Dr. Abdellatif Bettayeb, Mr. Khalil saadi, ahlem, ramzi, 
idriss... 

J’exprime aussi mes remerciements aux honorables membres du jury 
de soutenance: Belaala Maatougi, Dechoucha Nourddine. 

Également, un remerciement à tous mes collègues de promotion 2019 
pour les bons moments qui nous avons passé ensemble. 

 
                                                                                                                                      



  
  م والصلاة والسلام على رسول اللهبسم الله الرحمان الرحی

  امي الغالیة ھا سر نجاحيئمن كان دعا و قرة عیني الى

  ابي الغاليالذي غادر الحیاة الى حبیب القلب وبر الامان 

  اللھم ارحمھما كما ربیاني صغیرة 

  الدین سیف, فواز, لعید, محمد: سندي وحصني المتین اخوتي الى 

  سعدیة:بھجتي ورفیقتي الغالیة اختي الى 

  زوجات اخوانيالى 

  خلیل الى صغیرھم سلیمواولادھم من كبیرھم 

  الى كل صدیقاتي 

صا طلبة واساتذة كلیة خصو ...الى كل اساتذة وطلبة جامعة محمد بوضیاف 

  الریاضیات 

  

  

  اھدي لھم ثمرة جھدي

     

 



Table des matières

Notations 3

Introduction 6

1 Préliminaires 7

1.1 Notions générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 La topologie faible et ��faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 Opérateurs linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Opérateur multilinéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Idéaux d�opérateurs multilinéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.6 Polynome homogéne de degré m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Polynômes m-homogènes faiblement compacts 18

2.1 Idéal des polynômes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Polynômes homogènes faiblement compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.1 Les polynômes faiblement séquentielement continus et approximables 21

2.3 Polynôme de type P (W) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.1 La méthode de factorisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.2 Multilinéaire de type L (W) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.3 Polynôme de type P (W) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4 Opérateur multilinéaire de type W � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4.1 La méthode de composition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4.2 Opérateur multilinéaire de type W � L . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1



TABLE DES MATIÈRES

3 Quelques caractérisations des polynômes m-homogènes faiblement com-

pacts 29

3.1 Polynômes homogènes de type W � P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2 Quelques caractérisations des polynômesm-homogènes egendrés par les opéra-

teurs faiblement compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Bibliographie 35

2



Notations

JX Application canonique.

�(X;X�) La topologie faible.

�(X�; X) La topologie �-faible.
X� Le dual topologique de X.

L(X;Y ) Ensemble des application linéaires.

W(X;Y ) Espace d�opérateurs linéaires faiblement compacts.

BX Boule unité fermée de l�espace X.

B(X;Y ) Espace d�opérateurs linéaires bornes.

L (X1; :::; Xm;Y ) Espace d�opérateurs m-linéaires.

L (X1; :::; Xm) Espace des formes m-linéaires bornés.

K(X1; :::; Xm;Y ) Espace de tous les opérateurs multilinéaires compacts.

Ls (mX;Y ) Espace d�opérateurs m-linéaires bornés symétriques.

M Idéal d�opérateurs multilinéaires.eT Linéarisation de l�opérateur m-linéairesT .

P (mX;Y ) Espace des polynômes homogènes de degré m.

W Idéal d�opérateurs linéaires faiblement compacts.bP Opérateur multilinéaire symétrique.

X1 
 :::
Xm Produit tensoriel algébrique de X1; :::; Xm.

X1b
�:::b
�Xm Le produit tensoriel projectif.eP Linéarisation de polynôme P .

P � Opérateur adjoint de P .

PW (mX;Y ) Espace de tous les polynômes m-homogènes.

L (W) (X1; :::; Xm;Y ) Espace de Banach d�opérateurs multilinéaire.

W � L (X1; :::; Xm;Y ) Classe d�opérateurs multilinéaires de type W � L.
W � P (mX; Y ) Espace des polynômes homogènes

de degré m de type W � P
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Introduction

Le travail de ce mémoire de Master, s�inscrit dans le cadre de la théorie d�opérateurs

non linéaires. Son but essentiel est d�étudier les polynômes m-homogènes engendrés par

les opérateurs faiblement compacts et de donner quelques caractérisations de cette classe

en utilisant la méthode de composition de Pietsch. La naissance de la théorie des idéaux

multilinéaires était en 1983 par le mathématicienA. Pietsch, il a proposé des méthodes per-

mettant d�obtenir des idéaux multilinéaires à partir d�un idéal linéaire, à savoir les méthodes

de compositions et de factorisations, certaines classes d�opérateurs multilinéaires peuvent

être interprétées par ces méthodes, les opérateurs faiblement compacts et compacts. On

note que tout polynôme de dégré m admet un multilinéaire symétrique tel que:

P (x) = bP (x; :::; x| {z }
m

):

Depuis cette date, beaucoup de chercheurs sont intéressés par ce domaine et les idées de

Pietsch ont été généralisées aux polynômes homogénes. Un idéal des polynômes homogénes

Q est une sous ensemble de tous les polynômes homogénes continus tels que pour tous X
et Y des espaces de Banach on a : Q(mX;Y ) est un sous espace linéaire de P(mX;Y ) qui
contient les polynômes m-homogénes de rang �ni. Dans le cas multilinéaire: on factorise

les opérateurs multilinéaires en deux classe auteur d�un seul espace de Banach ré�exif, les

deux classes de ces opérateurs sera notées L (W) etW � L. Dans les polynômes homogénes
de dégré m, on introduit deux classes de factorisation qui seront notées P (W) et W � P.
On dit que P est de type W � P s�il exist un espace de Banach G, un opérateur linéaire

4



u 2 W(G; Y ) et un polynôme Q 2 P(mX ;G) tel que le diagramme suivant commute

X P�! Y

& Q " u
G

Aussi Y est ré�exif si, et seulement si pour tout espace de Banach X et tout polynôme

homogéne de degré m, P : X �! Y , on a P = u � Q avec u est faiblement compact et

Q 2 P(mX ;G) est un polynôme.

Ce travail est divisé en trois chapitres :

Dans le chapitre 1, nous présentons tout d�abord quelques rappels et dé�nitions essen-

tielles, ainsi que qeulques propriétés. Ensuite, nous dé�nissons les idéaux des polynômes

homogènes multilinéaires. A la �n de ce chapitre, nous étudions quelques dé�nitions relatives

à un idéal des polynômes homogénes de dégré m.

L�object du chapitre 2, on étudie les polynômes homogènes faiblement compacts. on

commence par l�idéal des polynômes. On donnera quelques propriétés élémentaires et le

théoréme de caractérisation de cette classe, on discute les classes d�idéaux d�opérateurs

multilinéaires et leurs méthodes de constructions introduites par Pietsch. aussi on dé�nit

la classe d�opérateurs multilinéaires de type L(W) et des polynômes m-homogènes de type
P(W). En second lieu, on introduira la classe d�opérateurs multilinéaires de type W � L.

Dans le troisiéme chapitre et en premier lieu, on commence par la dé�ntion de l�espace

des polynômes m-homogènes de type W � P et leurs propriétés. En second, on introduira
le résultat suivant:

un polynôme homogène de degrém est faiblement compact si, et seulement si s�il se factorise

par un espace ré�exif, i.e. il existe un espace de Banach G ré�exif et u 2 B(G;Y ) et un
polynôme Q 2 P(mX ;G) tels que

P = u �Q:

En d�autre termes

Pw(mX;Y ) =W � P(mX;Y ):

5



Introduction

Enfn, on terminera ce chapitre on présentant quelques caractérisations des polynômes m-

homogénes de type W � P, en utilisant le produit tensoriel projectife et de leurs propriétés.
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Chapitre 1

Préliminaires

Tout d�abord, on va rappeler quelques résultats de base á propos les espaces de Banach

et l�ensenble compact et faiblement compact ainsi que certains théorémes dans les espaces

de Banach. Ensuite, On introduit sur les classes des opérateurs linéaires et multilinéaires

quelques notions qu�on a besoin. Ce chapitre s�inspire de nombreuses références [10], [6],

[15], [3], [5].

1.1 Notions générales

Dé�nition 1.1.1 (Espace séparé) On dit que X est un espace topologie séparé si pour

tous x; y 2 X, x 6= y , il exist V 2 V(x),W 2 V(y) tels que V \W = ;.

Ensenble compact [10] Soit X un espace topologique séparé et un sous ensemble A est dit

compact si tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous recouvrement �ni. Cela

veut dire que, A � X est compact si pour tout famille d�ouverts (Oi)i2I telle que A � [i2IOi
il exist une partie �ni J de I telle que A � [

i2J
Oi.

Proposition 1.1.1 Soient X un espace de Banach, A un sous ensemble de X.

(1)Un sous ensemble A est compact si seulement si pour toute suite de A on peut extraire

une sous suite convergente.

(2)Un sous ensemble A est relativement compact dans X si l�adérence A est compact .
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1.1. Notions générales

Proposition 1.1.2 1:Toute partie compacte d�un espace topologique séparé est fermée.

2:Toute rénion de parties compacts est une partie copmacte.

3:Toute intersection de parties compactes est une partie copmacte �ni.

Ensenble faiblement compact. SoientX un espace de Banach et A � X. On munit pour

la topologie faible de X. Alors, l�ensemble A est dit faiblement compact s�il est compact

pour la topologie faible de X.

De plus, A est relativement faiblement compact si son adérence A faiblement compact.

Corollaire 1.1.1 La boule unité de X est faiblement compacts si X est ré�exif.

Dé�nition 1.1.2 (Espace ré�éxif) [6] Soit X un espace de Banach est dit ré�exif si

l�application canonique JX : X ! X��, est bijective.

Autrement dit, X s�identi�é isométriquement à X��. X est ré�exif lorsque toute forme

linéaire continue x��sur le dual X provient d�un vecteur x de X de la façon expliquée précéde-

ment

8x� 2 X� : x��(x�) = x�:

Le théoreme suivant montre que cette propriété caractérise les espaces ré�exif.

Théorème 1.1.1 Soit X un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de X est faible-

ment compact si et seulement si X est ré�exif.

Corollaire 1.1.2 Si X est ré�exif, les convexes fermés bornés de X sont faiblement com-

pacts.

Dé�nition 1.1.3 (Espace de Banach) Soit X un espace vectoriel normé, est dit de Ba-

nach (complet), si tout suite de Couchy de X est convergente dans X. De plus tout espace

normé de dimension �nie est un espace de Banach, tout sous espace fermé d�un espace de

Banach est un espace de Banach.

Exemple 1.1.1 l�espace l1 est un espace de Banach.
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1.2. La topologie faible et ��faible

1.2 La topologie faible et ��faible

On s�intéresse essentiellement dans ce paragraphe aux topologies faible et ��faible dans
les espaces normés.

Topologie faible [6] SoitX un espace de Banach, on noteX� l�espace dual (X� = L(X;|),
où | = R ou C ).

La topologie faible, noté �(X;X�), sur un espace de BanachX est la plus petite topologie

sur X rendent continue tous les élement x� 2 X�.

Théorème 1.2.1 Les sous espaces vectoriels fermés de X sont les mêmes pour les deux

topologies (forte et faible). Il en est même plus généralement des partie fermées convexes.

Dé�nition 1.2.1 (Suite faiblement convergente) Une suite (xn)x2N � X est faible-

ment convergente vers un vecteur x si

hx�; xni
n�! hx�; xi , pourtout x� 2 X�:

Bien entendu, dans un espace de Banach, la convergente forte (en norme) implique la con-

vergente faible, car on a toujours

jhx�; xni � hx�; xnij � kx�kkxn � xk:

La réciproque n�est pas vraie en général.

Théorème 1.2.2 Si X est ré�exif, toute suite bornée dans X admet une sous suite faible-

ment convergente.

Topologie �- faible [6] La topologie �-faible, notée �(X�; X) sur un espace de Banach X

est la moins �nie rendent continue les element x 2 X

x : X� �! R : x� 7! x�(x); où x 2 X:

Notons que cette topologie est moins �ne que la topologie faible de X�.

Lemme 1.2.1 Dans un espace de Banach, toute suite faiblement convergente est bornée et

toute suite �-faiblement convergente dans X� est bornée.
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1.2. La topologie faible et ��faible

Dé�nition 1.2.2 (Prédual) L�espace de Banach X posséde un prédual s�il existe un pré-

dual s�il existe un espace de Banach G tel que X = G�. Dans le cas des espaces de Banach

qui possédent un prédual, on peut dé�nir les trois types de topologies (forte, faible et �-faible).
L�espace X�posséde l�espace X comme un prédual.

Théorème 1.2.3 (1) L�espace X est ré�exif si et seulement si son prédual est X�

(2) L�espace X est ré�exif si et seulement si la topologie faible et �-faible dans X�sont

coïncides.

Dé�nition 1.2.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. L�espace de

Banach des formes linéaires continus sur X est dit le dual topologique de X, on note par

X�. i.e., X� = L(X;Y ) il muni de la norme des opérateurs

kx�kX� = sup
kxk�1

jhx�;xij = sup
kxk=1

jhx�;xij ;

pour x� 2 X� et x 2 X on note hx�;xi = x�(x).

Exemple 1.2.1 Soit 1 < p < +1. On a (Lp)� = Lp� , avec p�est le conjugué de p

(i.e.,1
p
+ 1

p� = 1).

Dé�nition 1.2.4 (Bidual d�un espace normée) Soit X un espace normée. Le dual du

dual X�de X , s�appelle le bidual de X et on note X��. Pour tout x de X notons

JX(x) : X
� �! R

la forme linéaire sur X�dé�nie par

8x� 2 X� : JX(x)(x
�) = x�(x):

Pour tout x� 2 X�, on a

jJX(x)(x�)j = jx�(x)j � kx�kkxk;

donc JX(x) 2 X��. L�application JX 2 L(X;X��) est isométrique. Elle s�appelle l�isométrie

canonique l�application est toujours injective. En général, elle n�est pas surjective.
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1.3. Opérateurs linéaires

1.3 Opérateurs linéaires

Dé�nition 1.3.1 Soit u : X �! Y une application et X, Y deud espaces de Banach. Elle

est linéaire si

8x; y 2 X;8�; � 2 | : u(�x+ �y) = �u(x) + �u(y):

On note L(X;Y ) l�ensemble des application linéaires, on le muni de deux opérations alge-

briques suivantes

1. 8x 2 X : (u1 + u2)(x) = u1(x) + u2(x).

2. 8x 2 X; 8� 2 | : (�u) = �u(x), ( | = R ou C ) .

Dé�nition 1.3.2 (Opérateur adjoint) Soit u : X ! Y une application linéaire. L�opérateur

adjoint de u est l�unique opérateur linéaire borné u� : Y � �! X�dé�nie par

u�(y�) : X �! R;x �! u�(y�)(x) = y�(u(x)):

On note u�l�adjoint de u, on a kuk = ku�k.

Dé�nition 1.3.3 (Opérateur linéaire faiblement compact) SoientX et Y deux espace

de Banach. On dira que u : X �! Y est faiblement compact si le sous ensemble u(BX)

est relativement faiblement compact (i.e.,u(BX) est faiblement compact de Y ). On note

W(X;Y )tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de X dans Y , qui est un Banach

pour norme d�opérateurs. Si X = Y on écrit simplement W(X)

Proposition 1.3.1 [5, Proposition 4] Soit u : X ! Y un opérateur linéaire borné. Les

propriétés suivantes sont équivalentes:

a) L�opérateur u est faiblement compact.

b)Pour tout suite borné (xi)i2N dans X, la suite (u(xi))i2N admet une sous suite faiblement

convergent dans Y:

c) L�opérateur adjoint u� : Y � ! X� est faiblement compact.

d) L�opérateur u��est à valeurs dans Y , i.e.; u��(X��) � Y .

e) Il exist un espace ré�ixif G et deux opérateurs v : X ! G et w : G! Y tel que u = w�v.
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1.4. Opérateur multilinéaires

1.4 Opérateur multilinéaires

Commençons cette section par quelques préliminaires nécessaire des dé�nitions avec quelques

propriétés des opérateurs multilinéaires.

Dé�nition 1.4.1 (Opérateur multilinéaire ) [3] SoientX1; :::; Xm; Y des espaces de Ba-

nach et m 2 N.Une application T : X1� :::�Xm �! Y est dit multilinéaire (ou m-linéaire)

s�il est linéaire par rapport à chaque composante. Il est borné (continu)s�il existe une con-

stante C > 0 telle que pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm, on a

kT (x1; :::; ; xm)kY � Ckx1kX1 :::kxmkXm :

On note L(X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateursm-linéaires bornée qui est Banach dont sa

norme est la plus petite constante véri�ant l�inégalité précidente. Elle peut s�exprimer aussi

par

kTk = sup
kxjk�1;1�j�m

kT (x1; :::; ; xm)k:

Si Y = |; on écrit simplement L(X1; :::; Xm;|) = L(X1; :::; Xm).

Exemple 1.4.1

T : |� :::� | �! |

( �1; :::; �m) �! �1:::�m

T est une application multilinéaire.

Opérateur multilinéaire compacts

Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Une application T : X1 � ::: � Xm �! Y

est dit compact s�il envoie tout ensemble borné sur un ensemble relativement compact. On

note K(X1; :::; Xm;Y ) l�espace de tous les opérateurs multilinéaires compacts.

Opérateur multilinéaire faiblement compact.

Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Une application T : X1� :::�Xm �! Y est

dit faiblement compact s�il envoie tout ensemble borné sur un ensemble relativement faible-

ment compact. Autrement dit si T (BX1 � :::�BXm) est relativement faiblement compact
dans Y .

On noteW(X1; :::; Xm;Y ) l�espace de tous les opérateurs multilinéaires faiblement compacts,

c�est un espace de Banach avec la norme des opérateurs.
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1.5. Idéaux d�opérateurs multilinéaire

1.5 Idéaux d�opérateurs multilinéaire

L�idée a été inspirée de l�article de A. Pietsh intitulé "Ideals of multilinear functions"[13],

le succés de la théorie des idéaux linéaires a une in�uence considérable sur le développement

des idéaux des opérateurs multilinéaires et polynomes homogénes entres espaces de Banach.

Opérateur de rang �ni [15] Un opérateur multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) est de rang

�ni s�il est somme �nie d�opérateurs de la forme

Ty
mj=1x�j = x�1 
 :::
 x�m 
 y : (x1; :::; xm) �! x�1
�
x1
�
:::x�m (x

m) y;

où x�j 2 X�
j (1 � j � m) et y 2 Y . L�espace des opérateurs m-linéaires de rang �ni sera noté

Lf (X1; :::; Xm;Y ).

Idéal des opérateurs multilinéaires [5, Dé�nition 8]Un idéal des opérateurs multil-

inéaires(ou multi-idéal) M est une classe d�opérateurs multilinéaires bornés tels que pour

toutX1; :::; Xm et Y des espaces de Banach, les composantsM(X1; :::; Xm; Y ) = L(X1; :::; Xm; Y )\
M satisfait:

1. L�ensembleM(X1; :::; Xm; Y ) est un sous espace de L(X1; :::; Xm; Y ) qui contient les

opérateurs m-linéaires de rang fnis.

2. Propriété d�idéal : si T 2 M(X1; :::; Xm;Y ), uj 2 B (Ej;Xj) et v 2 B(Y ;F ), alors
v � T � (u1; :::; um) est dansM(E1; :::; Em;F ).

De plus, si k � kM :M�! R+ satisfait:

1. (M(X1; :::; Xm;Y ); k � kM) est un espace normé (Banach, quasi-Banach).

2. kAn : |n �! |; An(x1; :::; xm) = x1:::xmkM = 1.

3. Si T 2M(X1; :::; Xm;Y ), uj 2 B(Ej;Xj) et v 2 (Y ;F ), alors

kv � T � (u1; :::; uj)kM � kvkkTkM
mY
j=1

kujk;

alors (M; k � kM) s�appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs m-linéaires.

Exemple 1.5.1
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1.5. Idéaux d�opérateurs multilinéaire

i) L�espace L(X1; :::; Xm; Y ) est un idéal multilinéaire normé.

ii) Les opérateurs multilinéaires faiblement compacts W(X1; :::; Xm; Y ) est un idéal multi-

linéaire de Banach.

3i) Les opérateurs multilinéaires de rang �nis Lf (X1; :::; Xm;Y ) est un idéal multilinéaire

n�est pas de Banach.

A chaque opérateur multilinéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y on peut lui associer un

opérateur linéaire, appelé linéairisation de T .

Dé�nition 1.5.1 (Opérateur linéairisé) [3] Si T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) un opérateur mul-

tilinéaire. On dé�nit sa linéairisation de T , eT : X1b
�:::b
mXm �! Y dé�ni par

eT n

(
X
i=1

x1i 
 :::
 xmi ) =
nX
i=1

T (x1i ; :::x
m
i );

Cet opérateur linéaire est bien défni, car il ne dépend pas de repésentation choisie (voir[14]).

On a aussi, eT est unique et
T est borné , eT est borné

De plus,

keTk = kTk:
Dé�nition 1.5.2 (Opérateur adjoint) [3] Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach.

Pour tout opérateur multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y ), on associe l�opérateur adjoint

suivant T � : Y � �! L(X1; :::; Xm), qui est dé�nie par y� �! T � (y�) : X1� :::�Xm �! R;

par

T � (y�) (x1; :::; xm) = y�(T (x1; :::; xm)):

Opérateurs diagonaux [15] Les plongements naturels de X dans X � :::�X| {z }
m

et dans

b
m� X, notés �m et �m respectivement, sont défnis par

�m : X �! X � :::�X
x �! (x; :::; x)

,
�m : X �! b
m� X

x �! x
 :::
 x

14



1.6. Polynome homogéne de degré m

Il est claire que le diagramme suivant est commutatif

X

�m # & �m

X � :::�X| {z }
m

�!
im

b
m� X
i.e.,

im ��m = �m;

où im est l�opérateur multilinéaire canonique, de X1:::Xm dans X1b
�:::b
�Xm défni par

im(x
1; :::; xm) = x1 
 :::
 xm .

On a aussi le diagramme suivant:

X1:::Xm

im # & T

X1b
�:::b
�Xm �!eT Y

i.e.,

T = eT � im: (1.5.1)

Maintenant, on présent la dé�ntion des opérateurs multilinéaire symétrique

Dé�nition 1.5.3 (Multilinéaire symétrique) [15] SoientX, Y deux espaces de Banach.

Soit T : X � :::�X| {z }
m

�! Y un opérateur multilinéaire continue. On dit que T est symétrique

si il est invariant à toutes permutations de ses composantes, i.e.,

T � �(x1;:::;xm) = T (x�(1); :::x�(m)) = T (x1;:::;xm),

pour tout permutation �. On note Ls (mX;Y ) l�espace des opérateurs m-linéaires bornés
symétriques.

1.6 Polynome homogéne de degré m

Dé�nition 1.6.1 [1] Fixon m 2 N�. Soient X; Y deux espaces de Banach. L�application

P : X �! Y est un polynôme homogène de degré m; s�il existe un opérateur multilinéaire

15



1.6. Polynome homogéne de degré m

symétrique bP 2 L(mX ; Y ) tel que P (x) = bP (x; m:::; x). On note P(mX;Y ), l�espace des
polynômes homogènes de degré m de X dans Y . On le munit de norme suivante

kPk = sup fkP (x)k : kxk � 1g

= inf fC : kP (x)k � Ckxkm;8x 2 Xg :

Si Y = |, on écrit simplement P(mX).

Proposition 1.6.1 (formule de polarisation). Nous avons pour tout bP 2 L(mX;Y ) multi-
linéaire symétrique

bP (x1; :::; xm) = 1

m!2m

X
"i=�1
1�i�m

"1:::"mP (
mX
j=1

"jx
j);

où bP est le polynôme associe à P . De plus, P est borné sur la boule unité de X SSi bP est

borné. Les deux normes véri�ent l�inégalité suivante (cf.[12, Théoréme2:2] )

kPk � k bPk � mm

m!
kPk.

Exemple 1.6.1 L�opérateur P : X �! Y dé�ni par

P (x) =
mX
i=1

'i(x)
myi;

où 'i : X �! | est une forme linéaire et yi 2 Y (1 � i � n) est le polynôme homogène de

degré m associé à l�opérateur multilinéaire symétrique

T (x1; :::; xm) =

mX
i=1

'i(x
1):::'i(x

m)yi:

Remarque 1.6.1 La corresepondance P  ! bP établit un isomorphisme entre l�espace de

Polynômes homogènes de degré m et l�espace des opérateurs m-linéaires symétriques.

Dé�nition 1.6.2 (Produit Tensoriel) [15] Soient X1; :::; Xm des espace de Banach. On

note X1
:::
Xmle produit tensoriel algébrique de X1; :::; Xm. On dé�nit la norme projective

par

kvk� = inf
(

nX
i=1

mY
j=1

kxjik
)
,
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1.6. Polynome homogéne de degré m

où l�in�mum porte sur toutes les représentations possibles de v de la norme

v =

nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi :

Le complété de X1
:::
Xm pour cette norme sera noté X1b
�:::b
�Xm, qui s�appel le produit

tensoriel projectif des espaces X1; :::; Xm. Si X1 = ::: = Xm = X; on écrit simplement b
m� X
.

17



Chapitre 2

Polynômes m-homogènes faiblement

compacts

En premier lieu, Commençons par dé�nira les polynôme de rang fni, l�idéal des polynômes

m-homogénes, le polynôme linéarisé et le polynôme adjoint. Ensuit, on discute les classes

d�idéaux polynomials et leurs méthodes de constructions introduites par Pietsch en 1983,

on s�intéressera aux classes P(W), L(W) et la dé�nition des polynômes homogènes de degré
m faiblement compacts. En�n en donnant la dé�nition et les propriétés trés important de

la classe W � L des polynômes homogènes faiblement compacts. Pour plus de détails sur
polynômes homogènes faiblement compacts voir [5], [11], [3].

2.1 Idéal des polynômes

On commence ce paragraphe par donnée la dé�nition des idéaux des polynômes m-

homogènes. De plus l�idéal de polynômes à été étudié par plusieurs chercheurs par exemple

l�article de G. Botelho en 2006 intitulé "Ideals of polynomials generated by weakly compact

operators"[5].

Dé�nition 2.1.1 (Polynôme de rang fni) [11] Soit P 2 P(mX;Y ) un polynôme ho-
mogène de degré m. On dit que P est de rang fni s�il écrit sous la forme

Py
x� = x�m 
 y : x �! x� (x)m y;

18



2.1. Idéal des polynômes

oú x� 2 X� et y 2 Y . On note Pf (mX;Y ) l�espace des polynômiales m-homogénes de rang
fni.

Dé�nition 2.1.2 [5] Un idéal des polynômes m-homogénes Q est une sous ensemble de

tout les polynôme homogénes continus entre espaces de Banach tels que pour tout m 2 N
et pour tout X et Y deux espaces de Banach, le composants Q(mX;Y ) = P(mX;Y ) \ Q
satisfait:

1. L�ensembleQ(mX;Y ) est un sous espace linéaire de P(mX;Y ) qui contient les polynômes
m-homogénes de rang �nis.

2. Propriété d�idéal : Si P 2 Q(mX;Y ) , u 2 B(E;X) et v 2 (Y ;F ), alors v � P �
(u1; :::; um) est dans Q(mE;F ).

De plus, si k � kQ : Q �! R+ satisfait:

1. (Q(mX;Y ); k � kQ) est un espace normé (Banach) pour tout X, Y et m 2 N

2. kP n : |n �! |;P n(x) = xkQ = 1, pour tout m 2 N�

3. Si P 2 Q(mX;Y ), u 2 B(E;X) et v 2 (Y ;F ), alors

kv � P � ukQ � kvkkPkQkukm;

alors (Q; k � kQ) s�appelle idéal normé (de Banach) des polynômes.

Dé�nition 2.1.3 (Polynôme linéarisé) [3] Si P 2 P (mX;Y ), on dé�nit sa linéairisa-
tion eP : b
ms X �! Y par

eP n

(
X
i=1

xi 
 (m)::: 
 xi) =
nX
i=1

P (xi);

où : b
m� X =

(
u =

nX
i=1

xi 
 (m)::: 
 xi ; (xi)1�i�n 2 X
)
;

où �m est l�application multilinéaire canonique de X dans b
m�;sX défni par

�m(x) = x
 (m)::: 
 x .
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2.2. Polynômes homogènes faiblement compacts

Nous avons le diagramme suivant

X P�! Y

& �m " ePb
m�;sX
En d�autre termes

P = eP � �m (2.1.1)

Dé�nition 2.1.4 ( Polynôme adjoint) Soient X, Y deux espace de Banach et si P 2
P(mX;Y ). L�application P � : Y � �! P(mX) par P �(y�)(x) = y�(P (x)), est appelé l�adjoint

de P on la note P �.

Opérateur multilinéaire canonique.

Considérer l�application multilinéaire canonique

im : X � :::�X| {z }
m

�! X b
�:::b
�X| {z }
m

(x1; :::; xm) �! x1 
 :::
 xm:

Nous avons le diagramme suivant

X � :::�X| {z }
m

P�! Y

& im eP "
X b
�:::b
�X| {z }

m

P = eP � im (2.1.2)

2.2 Polynômes homogènes faiblement compacts

Dans cette section on défnit des polynômes m-homogènes faiblement compacts est une

extension naturelle de celle de cas linéaire et multilinéaire. La défnition a été introduite par

G. Botelho en 2006 [5].
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2.2. Polynômes homogènes faiblement compacts

Polynômes homogènes faiblement compacts. Soient X,Y deux espaces de Banach

et P 2 P(mX ; Y ). Le polynôme P est faiblement compact si P (Bx) est relativement

faiblement compact dans Y ( i.e., P (Bx) est faiblement compact dans Y ).

On note Pw(mX ; Y ) l�espace de tous les polynômes homogènes de degré m faiblement

compacts, c�est un espaces de Banach avec la norme de polynômes .

Proposition 2.2.1 [5, Proposition 13]Soit P 2 P (mX ; Y ) . Les propriétés suivantes sont

équivalentes .

a) Le Polynôme P est faiblement compact .

b) Pour toute suite bornée (xi)i2N de X , la suite (P (xi))i2N posséde une sous suite faible-

ment convergente .

c) L�opérateur bP est faiblement compact.

d) L�opérateur adjoint P �est faiblement compact.

e) P ��(P(mX)�) � Y .

2.2.1 Les polynômes faiblement séquentielement continus et ap-

proximables

Le sous espace de L(mX;Y ) engendré par l�applicationA (x1; :::; xm) = '1 (x1) :::'m (xm) b,

où 'j 2 X�et b, est noté par Lf (mX;Y ) les opérateurs m-linéaires de rang �ni.
Le sous espace de P(mX;Y ) engendré par l�application P (x) = ' (x)m b, où ' 2 X� et

b 2 Y , est noté par Pf (mX;Y ) dans P (mX;Y ) par PA(mX;Y ), et ce sont les approximables
polynomiales. Un polynôme P 2 P (mX;Y ) est dit séquentiellement faiblement continu,
dans des symboles P 2 Pwsc (mX;Y ), si P envoie des séquences faiblement convergentes

sur la norme séquences convergentes. Il est facile de voir que P (mX;Y ) � Pwsc (mX;Y ):
(Pour plus de détails voire [5])

Théorème 2.2.1 Soit m; n 2 N; m � n. Alors l�espace P (mX) est isomorphe à un sous
espace complémenté de P (mX).
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2.3. Polynôme de type P (W)

2.3 Polynôme de type P (W)

On commence ce paragraphe par rappelant la méthode de factorisation

2.3.1 La méthode de factorisation

Dé�nition 2.3.1 [15] Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Un m-linéaire T 2 L
(X1; :::; Xm;Y ) est de type L(I), et on écrit

T 2 L(I) (X1; :::; Xm;Y ), s�il existe des espaces de Banach G1; :::; Gmdes opérateurs

linéaires uj 2 I(Xj;Gj), j = 1:::m, et un opérateur multilinéaire borné A 2 L(G1:::Gm;Y )
tels que le diagramme suivant commute

X1 �:::� Xm T�! Y

# u1 # um A%
G1 �:::� Gm

en d�autres termes T = A � (u1; :::; um). Si I est normé on dé�nit pour tout T 2 L(I)
(X1; :::; Xm;Y )

kTkL(I) = inf kAkku1kI :::kumkI,

où l�in�mum porte sur toutes les factorisations possibles de T = A� (u1; :::; um) avec uj 2 I.

Proposition 2.3.1 [15] Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Alors,

1. L�espace L(I) est un idéal des opérateurs multilinéaires.

2. Si I est un idéal de Banach, alors
�
L(I); k:kL(I)

�
est un idéal quasi Banach des opéra-

teurs multilinéaires.

Notation 2.3.1 Soient Ij, 1 � j � m des idéaux d�opérateurs linéaires. On note L(I1; :::; Im)
l�idéal des opérateurs multilinéaires construit par la méthode de factorisation, i.e., dans la

factorisation

T = A � (u1; :::; um)

on a

uj 2 Ij(Xj;Gj); j = 1; :::;m:

Dans cette partie, nous présentons les opérateurs multilinéaires de type L (W) et les polynôme
homogéne de dégré m de type P (W) :
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2.3. Polynôme de type P (W)

2.3.2 Multilinéaire de type L (W)

Dans cette section on défnit les opérateurs multilinéaires de type L (W) .

Dé�nition 2.3.2 Soient X1; :::; Xmdes espaces de Banach, Y un espaces de Banach et un

opérateur multiliéaire A. On dit que l�opéraeur multilinéaire T : X � ::: �X �! Y est de

type L (W). On note L (W) (X1; :::; Xm;Y ) l�espace de Banach des opérateurs multilinéaire,

pour tout i = 1; :::;m on suppoera qu�il existe des espaces de Banach Ki, des opérateurs

linéaires ui 2 W(Ki;Y ) et A 2 L (X1; :::; Xm;K) tel que

T = A � (u1; :::; um):

l�espace L (W) (X1; :::; Xm;Y ) muni de la norme

kTkL(W) = inf
T=A�(u1;:::;um)

kAk
mY
i=1

kuikW :

2.3.3 Polynôme de type P (W)

Dans cette paragraphe, nous présente polynôme homogéne de dégré m de type P (W).

Dé�nition 2.3.3 Soient X, Y des espace des Banach et P 2 P (mX;Y ). On dit que P
est de type P (W) polynôme homogéne de dégré m s�il existe un espace de Banach G, un

opérateur linéaire faiblement compact u 2 W(X;G) et Q 2 P(mG;Y ) tels que

P = Q � u. (2.3.1)

En d�autre termes le diagramme suivant commute

X P�! Y

u # % Q

G

On note P (W) (mX;Y ) l�espace de Banach des polynôme homogéne de dégré m de type

P (W), muni de la norme
kPkP(W) = inf

P=Q�u
kQkkukmW :
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2.4. Opérateur multilinéaire de type W � L

Proposition 2.3.2 Soient P 2 P (mX;Y ) et son opérateur multilinéaire symétrique bP .
Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. Le polynôme P 2 P (W) (mX;Y ).

2. L�opérateur multilinéaire bP 2 L (W) (X1; :::; Xm;Y ).

Proposition 2.3.3 Soit X un espace de Banach. L�espace X est ré�exif si et seulement

si, pour tout espace de Banach Y on a

P (mX;Y ) = P (W) (mX;Y ) :

Remarque 2.3.1 Si X est ré�exif, alors P (mX;Y ) = PW (mX;Y ) pour chaque espace
Banach Y:

Si X est ré�exif, alors P (mX;Y ) = P (W) (mX;Y ) pour chaque espace Banach X:

Exemple 2.3.1 L�implication n�est pas toujours vraie, on présente un contre exmple. Soit

n 2 N et n � 2, considérons le polynôme m-homogène

P : `2 �! `1 : P ((ai)
1
i=1) = ((ai))

1
i=1 ; P 2 P (m`2; `1)

`2 est ré�exif, mais P n�est pas faiblement compact car (P (ej)) n�a pas de sous suite

faiblement convergente, (ej) est la base canonique de `p pour plus détails voirs G. Botelho

en 2006 [5].

2.4 Opérateur multilinéaire de type W � L

2.4.1 La méthode de composition

Dé�nition 2.4.1 [15] Soit I un idéal linéaire. Un opérateur multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y )

est de type I �L, et on écrit T 2 I � L(X1; :::; Xm;Y ), s�il existe un espace de Banach G,

un opérateur linéaire u 2 I(G;Y ) et opérateur multilinéaire borné A 2 L(X1; :::; Xm;G) tels

que le diagramme suivant commute

X1 �:::� Xm T�! Y

& A u "
G
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2.4. Opérateur multilinéaire de type W � L

En d�autres termes T = u � A. Si I est normé, on dé�nie pour T 2 I � L(X1; :::; Xm;Y )

kTkI�L = inf kukIkAk;

où l�in�mum porte sur toutes les factorisations possibles de T = u � A avec u 2 I .

Proposition 2.4.1 [15] Soit I un idéal d�opérateurs linéaires. Alors,

1. L�espace I � L est un idéal des opérateurs multilinéaires.

2. Si I est un idéal de Banach, alors il en est de même pour ( I �L; k � kI�L).

Proposition 2.4.2 [15] Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Pour T 2 L(X1; :::; Xm;Y )

les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L�opérateur T 2 I �L(X1; :::; Xm;Y ).

2. L�opérateur eT 2 I(X1b
�:::b
�Xm;Y ).

Preuve. Soit T = u � A avec A 2 L(X1; :::; Xm;G) et u 2 I(G;Y ) Il est clair que

u � eA = eT où eA;
eT sont les opérateurs linéarisés de A et T respectivement. Donc, (1) implique (2) par la

propriété d�idéal de I. Pour la seconde implication, d�après(1:5:1)

T = eT � im
et par (2) on a T 2 I �L(X1; :::; Xm;Y ). De plus, pour tout T 2 I �L(X1; :::; Xm;Y ) on a

kTkI�L = keTkI :
Ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.4.1 Cette technique permet de construire les espaces K(X1; :::; Xm;Y ) et W
(X1; :::; Xm;Y ). En e¤et, on peut facilement véri�er que : un opérateur multilinéaire T
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2.4. Opérateur multilinéaire de type W � L

est compact (faiblement compact) si, et seulement si, eT est compact (faiblement compact).
Dans ce cas, on écrit

K(X1; :::; Xm;Y ) = IK � L(X1; :::; Xm;Y )

W(X1; :::; Xm;Y ) = IW � L(X1; :::; Xm;Y )

où IK, IW sont les idéaux d�opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts respective-

ment, i.e., un opérateur multilinéaire T entre espaces de Banach est compact (faiblement

compact) si, et seulement si, il peut s�écrire

T = u �B

où B est un opérateur multilinéaire borné et u est un opérateur linéaire compact ( faiblement

compact).

Remarque 2.4.2 Si I1, I2sont deux idéaux de Banach et I1 � L(X1; :::; Xm;Y ) � I2 �
L(X1; :::; Xm;Y ) alors on a I1(Xj;Y ) � I2 (Xj;Y ) pour tout 1 � j � m. En particulier, si

I � L(X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y )

on a I(Xj;Y ) = L(Xj;Y ) pour tout j. La réciproque est en général fausse, pour plus de

détails voir [4, lemme 3.4] .

Nous introduisons une dé�nition similaire dans la catégorie des application multilinéaires.

Appelée idéal de composition permettant engendré par les idéaux multilinéaires à partir d�un

idéal linéaire donné.

2.4.2 Opérateur multilinéaire de type W � L

L�objectif de ce paragraphe on présente l�espace des opérateurs multilinéaires faiblement

compacts de type W � L.

Dé�nition 2.4.2 [5] Soient X1; :::; Xm; Y des espace de Banach. Soit T : X1; :::; Xm �! Y

un opérateur multilinéaire borné. On dit que T est de type W � L s�il exist un espace de
Banach G, un opérateur linéaire borné u 2 W(G; Y ) et un opérateur multilinéaire A 2
L(X1; :::; Xm;G) tel que T s�ecrit

T = u � A: (2.4.1)
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2.4. Opérateur multilinéaire de type W � L

En d�autre termes, le diagramme suivant commute

X1 �:::� Xm T�! Y

A& u "
G

On note W � L (X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs multilinéaires faiblement compacts.

On muni de la norme suivante

kTkW�L = inf
T=u�A

kukWkAk

où l�in�mum porte sur toutes les factorisations possibles de T = u � A avec u 2 W(G;Y ).
On montre que la classe W � L est coincide avec la classe des opérateurs multilinéaires
faiblement compacts. D�aprés ( 2.4.1) on aura.

kTk � kTkW�L:

Théorème 2.4.1 [5] Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) un opérateur multilinéaire. les deux pro-

priétés suivantes sont équivalentes.

i) Un opérateur multilinéaire T est faiblement compact

ii) L�opérateur T se factorise par un espace ré�exif, i.e.il exist G espace de Banach ré�exif

et A : X1�:::�Xm �! Y un opérateur multilinéaire et u 2 B(G;Y ) tels que T = u�A.

En d�autres termes

W(X1; :::; Xm;Y ) =W � L(X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. i) ) ii) : Supposons que T 2 W (X1; :::; Xm;Y ). Alors d�aprés (1:5:1)

nous avons T = eT � im, eT est faiblement compact , i.e., il se factorise par un espace

ré�exif et un espace de Banach G ré�exif, deux opérateur linéaire u 2 B(G;Y ) et w 2 L
(X1b
�:::b
�Xm;G). Nous avons

T = eT � im = v � w � im

ce qu�il con�rme que T 2 W � L (X1; :::; Xm;Y ).
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2.4. Opérateur multilinéaire de type W � L

ii) ) i) Soit T 2 W � L(X1; :::; Xm;Y ), alors se factorise par un espace ré�éxif G tel

que

T = u � A;

Nous avons dans ce cas eT = u � eA;
,i.e., eT se factorise par un espace ré�éxif, �nalement eT est faiblement compact, donc T est
faiblement compact d�aprés (1:5:1)
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Chapitre 3

Quelques caractérisations des

polynômes m-homogènes faiblement

compacts

Dans ce dernier chapitre est consacré à étudier quelques caractérisations des polynômes m-

homogènes faiblement compacts. En commence par la dé�nintion des polynômes homogènes

de type W � P et leurs propriétés.

3.1 Polynômes homogènes de type W � P

Dé�nition 3.1.1 Soit P 2 P(mX ; Y ). On dit que P est de typeW � P s�il exist un espace
de Banach G, un opérateur linéaire u 2 W(G; Y ) et polynôme Q 2 P(mX ;G) tel que

P = u �Q (3.1.1)

En d�autres termes, le diagramme suivant commute

X P�! Y

& Q " u
G
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3.1. Polynômes homogènes de type W � P

On note W � P (mX ;Y ) l�espace des polynômes homogènes de degré m de type W � P (mX
;Y ). On muni cette classe de norme suivante

kPkw�� = inf
P=u�Q

kukwkQk:

Lemme 3.1.1 [3] Soit P 2 P(mX ; Y ) et eP sa linéairisation. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes

1. Le polynôme P est faiblement compact .

2. L�opérateur linéairisé eP : b
m�;sX �! Y est faiblement compact .

En e¤et dans le théoréme suivant, on montre comme dans le cas multilinéaire que la

classe W � P coincide avec la classe des polynômes faiblement compacts.

Théorème 3.1.1 Un polynôme homogène de degré m faiblement compact si, et seulement

s�il se factorise par un espace ré�exif, i.e., il existe un espace de Banach G ré�exif et

u 2 B(G;Y ) et un polynôme Q 2 P(mX ;G) tels que P = u �Q.
En d�autre termes

Pw(mX;Y ) =W � P(mX;Y ):

Preuve. ()) Soit P 2 Pw (mX;Y ) de la proposition 2.2.1 nous avons que l�opérateur
linéaire

P � : Y � �! P(mX);

est faiblement compact et que P ��(P(mX )�) � Y . Alors

P �� : P(mX)� �! Y;

est un opérateur faiblement compact, et par la proposition 1.3.1 savoir qu�il existe un espace

ré�exif G et les opérateurs linéaires v 2 L(P(mX )�;G), u 2 L (G;Y ) tels que

P �� = uv.

Soit �m : X �! P(mX )�: Est le polynôme homogène de dégée m dé�ni par

�m(x)(P ) = P (x)
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3.1. Polynômes homogènes de type W � P

�m 2 P(mX ;P(mX)�). On donne ' 2 Y �, et x 2 X

P ��(�m(x))(') = �m(x)(P
�(')(x) = '(P (x))

Ce qui montre que P �� �m(x) = P (x) pour le chaque x 2 X. Puisque

P = P ���m(x) = uv�m:

Soient ' = v �m, P = u'. Donc P 2 W � P(mX;Y ):
(() Soit Q(mX) le dual de P(mX ) en ce qui cocerne la topologie ouvert compacte, par

Mujica [12, theorem2.4] nous avons que il existe un polynôme qm 2 P(mX ;Q(mX )), tels

que pour le chaque Y et chaque P 2 P(mX ; Y ) il existe opérateur

Tp : Q(
mX) �! Y;

tel que

P = Tpqm

D�ailleurs si P 2 Pw(mX ; Y ) par Mujica [12, proposition 3.4] il suit cela Tp est faiblement

compact. La Prposition (2.2.1)[(a)() (e)] accomplit la preuve .

Lemme 3.1.2 SiW1,W2 sont des idéaux d�opérateurs faiblement compact etW1�P(mX;Y )
� W2 � P(mX;Y ) alors on a W1(X;Y ) � W2(X;Y ) pour tout 1 � j � m.

En particulier, si W � P(mX;Y ) = P(mX;Y ) alors W1(X;Y ) = L2(X;Y ).

Proposition 3.1.1 Soient W un idéal d�opérateurs faiblement compacts et Y espace de

Banach. les propriétés suivantes sont équivalentes

a) L�opérateur identité idY 2 W (Y ;Y ).

b) Pour tout espace de Banach, on a W � P (X1; :::; Xm; Y ) = P (X1; :::; Xm; Y ).

Preuve. (a)) (b) évident.

(b)) (a) suivent de le lemme 3.1.2.
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3.2. Quelques caractérisations des polynômes m-homogènes egendrés par les opérateurs
faiblement compacts

3.2 Quelques caractérisations des polynômesm-homogènes

egendrés par les opérateurs faiblement compacts

Dans cette section, on donne quelques caractérisations des polynômes m-homogènes de

type W � P avec certains résultats.

Proposition 3.2.1 Soit P 2 P(mX ; Y ) et bP son multilinéaire symétrique. Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes

1. Le polynôme P est dans W � P(mX ; Y ).

2. L�opérateur multilinéaire bP est dans W � L(X:::X;Y ).

Preuve. (1) ) (2) : Si P 2 W � P(mX ; Y ), alors P = u � Q avec u 2 W (G;Y ) et

Q 2 P(mX ; G) ses multilinéaire symétrique bQ 2 L(mX;G). Alors
bP = u � bQ:

par conséquent bP 2 W � L(mX;Y ).
(2) ) (1) : On suppose que bP 2 W � L(mX;Y ), d�aprés (2:4:1) d�où bP = u � bQ

avec u 2 W (G;Y ) et bQ 2 L(mX ; G). Donc Q 2 P(mX ; G), d�aprés (3:1:1) alors

u �Q 2 W � P(mX ; Y ). En déduit P = u �Q 2 W � P(mX ; Y ).

Théorème 3.2.1 Soit Y un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L�espace Y est ré�exif.

2. Pour tout X espace de Banach, on a

P(mX;Y ) = Pw(mX;Y ):

Preuve. (1)) (2) : D�aprés (1), l�opérateur eP est faiblement compact. On conclut par
le lemme 3.1.1

(2) ) (1) Soit idY : Y �! Y l�identité de Y . On va montrer que idY est faiblement

compact. On �xe y0 2 BY et y�0 2 BY � tels que y�0(y0) = 1. D�aprés (2), le polynôme

P = (y�0)
m�1idY : Y �! Y
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est faiblement compact. Son multilinéaire associé bP est donné par
bP (y1; :::; ym) = idY (y

1)y�0(y
2):::y�0(y

m):

Posons v : P(m�1Y ; Y ) �! Y , dé�nie par

v ( ) =  
�
y0
�
:

Nous avons idY = v � P , avec

P : X �! P(m�1X;X)
x 7�! P (x)(y) = bP (x; y:::; y):

En e¤et, soit y 2 Y

v � P (y) = P (y)(y0)

= bP (y; y0:::; y0)
= idY (y)y

�
0(y

0):::y�0(y
0)

= y

alors, idY est composé de deux opérateurs dont P est faiblement compact. Finalement, Y

est ré�exif.

Proposition 3.2.2 Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ).

Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. L�opérateur multilinéaire T 2 W � L (X1; :::; Xm;Y )

2. L�opérateur linéairisée eT 2 W(X1b
�:::b
�Xm;Y )

Preuve. (1) ) (2) Soit T 2 W � L (X1; :::; Xm;Y ) d�aprés (2:4:1)on a T = u � A avec
A 2 L (X1; :::; Xm;G) et u 2 W(G;Y ). Pour tout xj 2 Xj , j = 1; :::;m

u � eA(x1 
 :::
 xm) = u( eA(x1 
 :::
 xm))
= u(A(x1; :::; xm))

= T (x1; :::; xm)

= eT (x1 
 :::
 xm):
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d�où eT = u � eA (A rappelez vous que les deux u et u e A sont linéaires). Donc eT 2
W(X1b
�:::b
�Xm;Y ) par la propriété d�idéale.

(2)) (1) On suppose que (2) est vraie. D�après, on ecrit

T = eT � im;
puisque eT 2 W(X1b
�:::b
�Xm;Y ) et im 2 L (X1; :::; Xm;Y ): En déduit T 2 W � L
(X1; :::; Xm;Y ).

D�après les dé�nitions 2.4.2 et 3.1.1 on obtient une autre version dé�nition des polynômes

m-homogènes de type W � P.

Dé�nition 3.2.1 Soit P 2 P(mX ; Y ). On dira que P est de type W � P s�il exist un

opérateurs m-linéaire symétrique bP de type W � L.
En d�autre termes

kPkW�P = k bPkW�L:

Théorème 3.2.2 Soit X un espace de Banach. On suppose que P 2 P(mX ; Y ). Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes .

1. Le polynome P 2 W � P(mX;Y ).

2. L�opérateur linéairisé eP 2 W �b
m�;sX;Y �.
Preuve. On suppose que P 2 W � P. Alors, d�aprés la proposition 3.2.1, alors bP est

de type W � L. d�aprés le théoreme 3.2.2, on aura

ePL 2 W �b
m� X;Y �
l�opérateur ePL est un opérateur linéairisé de bP , ainsi eP 2 W �b
m�;sX;Y �. Maintenant, on
suppose que la deuxiéme est vraie d�aprés (2:1:2), on écrit

P = eP � �m
puisque eP 2 W �b
m�;sX; Y � et �m 2 P(mX; b
m�;sX). En déduit P 2 W � P(mX;Y ).
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الملخص     

الحدود  كثیرات الھدف من ھذا العمل ھو دراسة .یةالخطغیر  لمؤثراتافي إطار نظریة  المذكرة یندرج عمل ھذه   
 ذه الفئة باستخدامخصائص ھ  وإعطاء بعضبواسطة التطبیقات الضعیفة المتراصة ولدة الم  mالمتجانسة من الدرجة

  .pietsh ل ركیبالت طریقة

     

  ،التطبیقات المتعددة الخطیة، مثالیة   mالمتجانسة من الدرجة متعددة الحدود ، بناخ فضاء :الكلمات المفتاحیة
                                                                                             .التطبیقات الضعیفة المتراصة نظریة التركیب،

                                                                                                                                                                                                                   
                                                                                                                                                                            

   ، تركیبالنظریة                                                                                 

 Résumé :  Les travaux de ce mémoire s'inscrivent dans le cadre de la théorie des 

opérateurs non linéaires. Le but de ce travail est d'étudier les polynômes m-homogènes 

engendrés par les opérateurs faiblement compacts et de donner quelques caractérisations de 
cette classe en utilisant la méthode de composition de Pietsch.  

 
 Mots clés   Espace de Banach, polynôme m-homogène, idéal des opérateurs 

multilinéaires, méthode  de compositon , opérateur faiblement compact. 

 

Abstract : The work of this memory is situated within the framework of the non-

linear operators theory. The objective  of  this work is to study m-homogeneous 

polynomials generated by  weakly compact operator and to give some characterizations  to 

this class using the composition method. 

 

Key words :   Banach space, m-homogeneous polynomials, the ideal of multilinear 

operators, the compostion method , weakly compact operator. 


	page de garde MASTER 2018-2019
	re
	Remerciements 

	Nouveau Microsoft Office Word Document (3)
	  
	بسم الله الرحمان الرحيم والصلاة والسلام على رسول الله 

	Dababenadia16.06.2019
	ملخص



