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Notations
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Application canonique.

La topologie faible.

La topologie x-faible.

Le dual topologique de X.

Ensemble des application linéaires.

Espace d’opérateurs linéaires faiblement compacts.
Boule unité fermée de ’espace X.

Espace d’opérateurs linéaires bornes.

Espace d’opérateurs m-linéaires.

Espace des formes m-linéaires bornés.

Espace de tous les opérateurs multilinéaires compacts.
Espace d’opérateurs m-linéaires bornés symétriques.
Idéal d’opérateurs multilinéaires.

Linéarisation de 'opérateur m-linéairesT'.

Espace des polynémes homogénes de degré m.
Idéal d’opérateurs linéaires faiblement compacts.
Opérateur multilinéaire symétrique.

Produit tensoriel algébrique de Xi, ..., X,,.

Le produit tensoriel projectif.

Linéarisation de polynéme P.

Opérateur adjoint de P.

Espace de tous les polynémes m-homogénes.
Espace de Banach d’opérateurs multilinéaire.
Classe d’opérateurs multilinéaires de type W o L.
Espace des polynémes homogénes

de degré m de type Wo P




Introduction

Le travail de ce mémoire de Master, s’inscrit dans le cadre de la théorie d’opérateurs
non linéaires. Son but essentiel est d’étudier les polynémes m-homogenes engendrés par
les opérateurs faiblement compacts et de donner quelques caractérisations de cette classe
en utilisant la méthode de composition de Pietsch. La naissance de la théorie des idéaux
multilinéaires était en 1983 par le mathématicien A. Pietsch, il a proposé des méthodes per-
mettant d’obtenir des idéaux multilinéaires & partir d’un idéal linéaire, a savoir les méthodes
de compositions et de factorisations, certaines classes d’opérateurs multilinéaires peuvent
étre interprétées par ces méthodes, les opérateurs faiblement compacts et compacts. On
note que tout polynome de dégré m admet un multilinéaire symétrique tel que:

P(z) = P(z, ..., z).

——

m

Depuis cette date, beaucoup de chercheurs sont intéressés par ce domaine et les idées de
Pietsch ont été généralisées aux polyndémes homogénes. Un idéal des polynémes homogénes
Q est une sous ensemble de tous les polynémes homogénes continus tels que pour tous X
et Y des espaces de Banach on a : Q("X;Y) est un sous espace linéaire de P("X;Y) qui
contient les polynémes m-homogénes de rang fini. Dans le cas multilinéaire: on factorise
les opérateurs multilinéaires en deux classe auteur d’'un seul espace de Banach réflexif, les
deux classes de ces opérateurs sera notées £ (W) et W o L. Dans les polyndmes homogénes
de dégré m, on introduit deux classes de factorisation qui seront notées P (W) et Wo P.

On dit que P est de type W o P ¢’il exist un espace de Banach G, un opérateur linéaire



u € W(G,Y) et un polynome @ € P(™X ;G) tel que le diagramme suivant commute

X P Y
NQ Tu
G

Aussi Y est réflexif si, et seulement si pour tout espace de Banach X et tout polynome
homogéne de degré m, P : X — Y, on a P = u o () avec u est faiblement compact et

Q € P(™X ;@) est un polynome.
Ce travail est divisé en trois chapitres :

Dans le chapitre 1, nous présentons tout d’abord quelques rappels et définitions essen-
tielles, ainsi que geulques propriétés. Ensuite, nous définissons les idéaux des polyndémes
homogenes multilinéaires. A la fin de ce chapitre, nous étudions quelques définitions relatives

a un idéal des polyndémes homogénes de dégré m.

L’object du chapitre 2, on étudie les polyndémes homogeénes faiblement compacts. on
commence par l'idéal des polynémes. On donnera quelques propriétés élémentaires et le
théoréme de caractérisation de cette classe, on discute les classes d’idéaux d’opérateurs
multilinéaires et leurs méthodes de constructions introduites par Pietsch. aussi on définit
la classe d’opérateurs multilinéaires de type L£(W) et des polynomes m-homogenes de type

P(W). En second lieu, on introduira la classe d’opérateurs multilinéaires de type W o L.

Dans le troisiéme chapitre et en premier lieu, on commence par la défintion de I’espace
des polynémes m-homogenes de type W o P et leurs propriétés. En second, on introduira
le résultat suivant:
un polynéme homogene de degré m est faiblement compact si, et seulement si s’il se factorise
par un espace réflexif, i.e. il existe un espace de Banach G réflexif et u € B(G;Y) et un
polynéme @ € P(™X ;G) tels que

P=uoQ.

En d’autre termes

Pu("X;Y)=WoP(™X;Y).



Introduction

Enfn, on terminera ce chapitre on présentant quelques caractérisations des polyndémes m-

homogénes de type W o P, en utilisant le produit tensoriel projectife et de leurs propriétés.



Chapitre 1
Préliminaires

Tout d’abord, on va rappeler quelques résultats de base & propos les espaces de Banach
et 'ensenble compact et faiblement compact ainsi que certains théorémes dans les espaces
de Banach. Ensuite, On introduit sur les classes des opérateurs linéaires et multilinéaires

quelques notions qu’on a besoin. Ce chapitre s’inspire de nombreuses références [10], [6],

[15], [3], [5].

1.1 Notions générales

Définition 1.1.1 (Espace séparé) On dit que X est un espace topologie séparé si pour

tous v,y € X, x £y , il exist V€ V(x),W € V(y) tels que VW = .

Ensenble compact [10] Soit X un espace topologique séparé et un sous ensemble A est dit
compact si tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous recouvrement fini. Cela
veut dire que, A C X est compact si pour tout famille d’ouverts (O;),.; telle que A C igjOi
il exist une partie fini J de I telle que A C iLGJJOi‘

Proposition 1.1.1 Soient X un espace de Banach, A un sous ensemble de X .
(1) Un sous ensemble A est compact si seulement si pour toute suite de A on peut extraire
une sous suite convergente.

(2) Un sous ensemble A est relativement compact dans X si l'adérence A est compactl.



1.1. Notions générales

Proposition 1.1.2 1.Toute partie compacte d’un espace topologique séparé est fermée.
2. Toute rénion de parties compacts est une partie copmacte.

3. Toute intersection de parties compactes est une partie copmacte fini.

Ensenble faiblement compact. Soient X un espace de Banach et A C X. On munit pour
la topologie faible de X. Alors, I'ensemble A est dit faiblement compact s’il est compact
pour la topologie faible de X.

De plus, A est relativement faiblement compact si son adérence A faiblement compact.
Corollaire 1.1.1 La boule unité de X est faiblement compacts si X est réflexif.

Définition 1.1.2 (Espace réfléxif) [6] Soit X un espace de Banach est dit réflexif si
l'application canonique Jx : X — X™**, est bijective.

Autrement dit, X s’identifié isométriquement a X**. X est réflexif lorsque toute forme
linéaire continue x** sur le dual X provient d’un vecteur x de X de la fagon expliquée précéde-

ment

Va* e X*:x™(a") = a”,
Le théoreme suivant montre que cette propriété caractérise les espaces réflexif.

Théoréme 1.1.1 Soit X un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de X est faible-

ment compact si et seulement st X est réflexif.

Corollaire 1.1.2 Si X est réflexif, les convexes fermés bornés de X sont faiblement com-

pacts.

Définition 1.1.3 (Espace de Banach) Soit X un espace vectoriel normé, est dit de Ba-
nach (complet), si tout suite de Couchy de X est convergente dans X. De plus tout espace
normé de dimension finie est un espace de Banach, tout sous espace fermé d’un espace de

Banach est un espace de Banach.

Exemple 1.1.1 [’espace l, est un espace de Banach.



1.2. La topologie faible et x—{faible

1.2 La topologie faible et x—faible

On s’intéresse essentiellement dans ce paragraphe aux topologies faible et x—faible dans
les espaces normés.
Topologie faible [6] Soit X un espace de Banach, on note X* ’espace dual ( X* = L(X, k),
otk=RouC).
La topologie faible, noté o (X, X*), sur un espace de Banach X est la plus petite topologie

sur X rendent continue tous les élement z* € X*.

Théoréme 1.2.1 Les sous espaces vectoriels fermés de X sont les mémes pour les deux

topologies (forte et faible). Il en est méme plus généralement des partie fermées convexes.

Définition 1.2.1 (Suite faiblement convergente) Une suite (,,),.y C X est faible-

ment convergente vers un vecteur x si
n
(x*,x,) — (", ), pourtout x* € X*.

Bien entendu, dans un espace de Banach, la convergente forte (en norme) implique la con-

vergente faible, car on a toujours
(2%, 2n) — (2%, 2n)| < (|27 |[[|l2n — 2]
La réciproque n’est pas vraie en général.

Théoréme 1.2.2 Si X est réflexif, toute suite bornée dans X admet une sous suite faible-

ment convergente.

Topologie *- faible [6] La topologie *-faible, notée o(X*, X) sur un espace de Banach X

est la moins finie rendent continue les element x € X
r: X" —R:z"— a2"(z); ouz e X.
Notons que cette topologie est moins fine que la topologie faible de X*.

Lemme 1.2.1 Dans un espace de Banach, toute suite faiblement convergente est bornée et

toute suite x-faiblement convergente dans X* est bornée.



1.2. La topologie faible et x—{faible

Définition 1.2.2 (Prédual) L’espace de Banach X posséde un prédual s’il existe un pré-
dual s’il existe un espace de Banach G tel que X = G*. Dans le cas des espaces de Banach
qui possédent un prédual, on peut définir les trois types de topologies (forte, faible et x-faible).

L’espace X *posséde ’espace X comme un prédual.

Théoréme 1.2.3 (1) L’espace X est réflexif si et seulement si son prédual est X*
(2) L’espace X est réflexif si et seulement si la topologie faible et *-faible dans X*sont

coincides.

Définition 1.2.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. L’espace de
Banach des formes linéaires continus sur X est dit le dual topologique de X, on note par
X*. dee, X* = L(X;Y) il muni de la norme des opérateurs
|27 x- = sup [(z";z)| = sup [(z";z)],
lzll<1 llzll=1

pour x* € X* et x € X on note (x*;x) = 2*(x).

Exemple 1.2.1 Soit 1 < p < 400. On a (L,)" = L,. , avec p*est le conjugué de p
Co1 1
(Z.e.,]—? + E = 1)

Définition 1.2.4 (Bidual d’un espace normée) Soit X un espace normée. Le dual du

dual X*de X , s’appelle le bidual de X et on note X**. Pour tout x de X notons
Jx(z): X* — R
la forme linéaire sur X*définie par
Va* € X Jx(z)(z") = 2" (x).
Pour tout x* € X*, on a
|[Jx (@) (@) = |* ()] < [l=[]]=]],

donc Jx(x) € X**. L’application Jx € L(X; X**) est isométrique. Elle s’appelle l'isométrie

canonique l’application est toujours injective. En général, elle n’est pas surjective.

10



1.3. Opérateurs linéaires

1.3 Opérateurs linéaires

Définition 1.3.1 Soit u : X — Y une application et X, Y deud espaces de Banach. Elle

est linéaire si

Vr,y € X,Va, 8 € k: u(ax + By) = au(zr) + Lu(y).

On note L(X;Y') l'ensemble des application linéaires, on le muni de deux opérations alge-

briques suivantes
1. Vo € X i (ug + ug)(x) = uy(x) + ua(z).
2.Vre X, VAek: (A\u) =X u(z), (k=R ouC ).

Définition 1.3.2 (Opérateur adjoint) Soitu : X — Y une application linéaire. L’ opérateur

adjoint de u est l'unique opérateur linéaire borné u* : Y* — X*définie par
u(y) : X — Riz — u*(y7)(2) = y* (u(x)).
On note u*l’adjoint de u, on a ||u|| = ||u*]].

Définition 1.3.3 (Opérateur linéaire faiblement compact) Soient X etY deux espace

de Banach. On dira que v : X — Y est faiblement compact si le sous ensemble u(Bx)

est relativement faiblement compact (i.e.,u(By) est faiblement compact de Y ). On note
W(X; Y )tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de X dansY , qui est un Banach

pour norme d’opérateurs. Si X =Y on écrit simplement W(X)

Proposition 1.3.1 /5, Proposition 4] Soit u : X — Y un opérateur linéaire borné. Les

propriétés suivantes sont équivalentes:
a) L’opérateur u est faiblement compact.

b) Pour tout suite borné (x;);en dans X, la suite (u(z;))ien admet une sous suite faiblement

convergent dans Y.
¢) L'opérateur adjoint u* : Y* — X* est faiblement compact.
d) L’opérateur u**est a valeurs dans 'Y, i.e.; u™*(X**) C Y.

e) Il exist un espace réflixif G et deux opérateursv : X — G etw : G — Y tel que u = wowv.

11



1.4. Opérateur multilinéaires

1.4 Opérateur multilinéaires

Commencons cette section par quelques préliminaires nécessaire des définitions avec quelques

propriétés des opérateurs multilinéaires.

Définition 1.4.1 (Opérateur multilinéaire ) /3] Soient X1, ..., X,,, Y des espaces de Ba-
nach et m € N.Une application T : X1 X ... x X,, — Y est dit multilinéaire (ou m-linéaire)
s’il est linéaire par rapport a chaque composante. Il est borné (continu)s’il existe une con-

stante C' > 0 telle que pour tout (z1,...,xmy) € X; X ... X X, 00 a

1T (1, s 2m)lly < Cllzallxylzmlx,,

On note L(X1,...,X,n;Y) Uespace des opérateursm-linéaires bornée qui est Banach dont sa
norme est la plus petite constante vérifiant l'inégalité précidente. Elle peut s’exprimer aussi
par

T = sup T (1, .y s Tm)]|-

lz;I<1,1<j<m

SiY =k, on écrit simplement L(X7,..., Xm; k) = L(Xq, ..., Xpn)-

Exemple 1.4.1

T:kx..xk — k
(A Am) — Ay
T est une application multilinéaire.
Opérateur multilinéaire compacts

Soient X1, ..., X,,,Y des espaces de Banach. Une application T": X; x ... x X,, — Y
est dit compact s’il envoie tout ensemble borné sur un ensemble relativement compact. On
note K(Xy, ..., X;n; Y) Pespace de tous les opérateurs multilinéaires compacts.

Opérateur multilinéaire faiblement compact.

Soient X7, ..., X,,,, Y des espaces de Banach. Une application 7" : X; x ... x X,;, — Y est
dit faiblement compact s’il envoie tout ensemble borné sur un ensemble relativement faible-
ment compact. Autrement dit si T'(Bx, X ... X By, ) est relativement faiblement compact
dans Y.

On note W(X4, ..., X;,,; Y') 'espace de tous les opérateurs multilinéaires faiblement compacts,

c’est un espace de Banach avec la norme des opérateurs.

12



1.5. Idéaux d’opérateurs multilinéaire

1.5 Idéaux d’opérateurs multilinéaire

L’idée a été inspirée de article de A. Pietsh intitulé "Ideals of multilinear functions"[13],
le succés de la théorie des idéaux linéaires a une influence considérable sur le développement
des idéaux des opérateurs multilinéaires et polynomes homogénes entres espaces de Banach.
Opérateur de rang fini [15] Un opérateur multilinéaire T € L( X7, ..., X,,; V) est de rang

fini s’il est somme finie d’opérateurs de la forme
Tyer o =11 @ .. @@, @y (2!, ., 2™) — a7 (¢7) .z, (™) y,

ouz; € X7 (1 <j<m)etyeY. L'espace des opérateurs m-linéaires de rang fini sera noté
Lp(Xq,.... X0 Y).

Idéal des opérateurs multilinéaires [5, Définition 8]Un idéal des opérateurs multil-
inéaires(ou multi-idéal) M est une classe d’opérateurs multilinéaires bornés tels que pour

tout X7, ..., X, et Y des espaces de Banach, les composants M (X1, ..., X;,, Y) = L(X1, ..., X, YN
M satisfait:

1. L’ensemble M(X7, ..., X,,,Y) est un sous espace de L(Xy, ..., X;n, Y) qui contient les

opérateurs m-linéaires de rang fnis.

2. Propriété d’idéal : si T € M(Xy,..., X3 Y), u; € B (E;; X;) et v € B(Y; F), alors
voT o (ug,.., uy,) est dans M(Ey, ..., E,; F).

De plus, si || - [|m : M — RT satisfait:
L. (M(X4, ..., X3 Y), || - []m) est un espace normé (Banach, quasi-Banach).
2. |[A" k" — k; A2, o ) = X1 T, = 1

3. 81T € M(Xq,..., X3 Y), uj € B(Ej; X;) et v e (Y5 F), alors
loo T o (ur, ooy ) e < [0 Tl ae] llusll,
j=1
alors (M; || - ||m) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs m-linéaires.

Exemple 1.5.1

13



1.5. Idéaux d’opérateurs multilinéaire

i) L'espace L(X1,...,Xm,Y) est un idéal multilinéaire normé.

i1) Les opérateurs multilinéaires faiblement compacts W(X1, ..., Xpn, Y)) est un idéal multi-

linéaire de Banach.

3i) Les opérateurs multilinéaires de rang finis L¢( X1, ..., X Y) est un idéal multilinéaire

n’est pas de Banach.

A chaque opérateur multilinéaire 7' : X; X ... x X,, — Y on peut lui associer un

opérateur linéaire, appelé linéairisation de 7.

Définition 1.5.1 (Opérateur linéairisé) [3]/ Si T € L(X1,..., X,n;Y) un opérateur mul-
tilinéaire. On définit sa linéairisation de T, T: X1 @ QX — Y défini par

TV(anll ®..Q0z") = iT(a:il, ),
i=1 i=1

Cet opérateur linéaire est bien défni, car il ne dépend pas de repésentation choisie (voir[14]).

On a aussi, T est unique et
T est borné < T est borné

De plus,
1Tl =71l

Définition 1.5.2 (Opérateur adjoint) /3] Soient Xy, ..., X,,,Y des espaces de Banach.
Pour tout opérateur multilinéaire T € L(X1,...,Xm;Y), on associe 'opérateur adjoint
suwant T* : Y* — L(Xq, ..., Xpm), qui est définie par y* — T* (y*) : X1 X ... X X, — R,

par

Opérateurs diagonaux [15] Les plongements naturels de X dans X x ... x X et dans
—_———

m
@TX , notés A,, et ¢,, respectivement, sont défnis par

Ap: X — Xx.xX 6p: X— & X
r— (z,.., 1) ’ rT— TR®.QT

14



1.6. Polynome homogéne de degré m

Il est claire que le diagramme suivant est commutatif

X
AV N Om
Xx..xX — o X
ie.,
im © Ay = O,

ou i, est 'opérateur multilinéaire canonique, de X;...X,, dans X1®,...®,X,, défni par
im(zt, . o™ =t ® . @™,
On a aussi le diagramme suivant:

X1..Xm

i | \T

Xi®p. @ Xy — Y
T

ie.,

T=Toip,. (1.5.1)

Maintenant, on présent la défintion des opérateurs multilinéaire symétrique

Définition 1.5.3 (Multilinéaire symétrique) [15/ Soient X, Y deux espaces de Banach.

SoitT : X x ... x X — Y un opérateur multilinéaire continue. On dit que T est symétrique
—_——

m
st il est invariant o toutes permutations de ses composantes, i.e.,
Too(ri, Tm) =T (Toq), - Tom)) = T (21, .Tn),

pour tout permutation o. On note Ls ("X;Y) Uespace des opérateurs m-linéaires bornés

SYmeEtTriques.

1.6 Polynome homogéne de degré m

Définition 1.6.1 [1] Fizon m € N*. Soient X,Y deuz espaces de Banach. L’application

P: X — Y est un polynome homogéne de degré m, s’il existe un opérateur multilinéaire
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1.6. Polynome homogéne de degré m

symétrique P € L(MX ;Y) tel que P(x) = ﬁ(a:,m,:p) On note P("™X;Y), lespace des

polynomes homogénes de degré m de X dans Y. On le munit de norme suivante

1Pl = sup{|P()]:|lz]| <1}
= inf{C: ||P(x)| < C||z||™,Vz € X}.

SiY =k, on écrit simplement P(™X).

Proposition 1.6.1 (formule de polarisation). Nous avons pour tout Pe L(MX;Y) multi-

linéaire symétrique

. 1 ~
P(l‘l, 7$m) = W Z <C:1...‘C:mP(Z‘(':J'm])7

g;=%F1 J=1
1<i<m

ot P est le polynome associe o P. De plus, P est borné sur la boule unité de X SSt P est

borné. Les deux normes vérifient l'inégalité suivante (cf.[12, Théoréme2.2] )
~ m™
1P < 11 < 2P
m!

Exemple 1.6.1 L’opérateur P: X — Y défini par

m

P(z) = ¢ix)"ys,

i=1
ot p; : X — k est une forme linéaire et y; € Y (1 < i < n) est le polynéme homogéne de

degré m associé a l'opérateur multilinéaire symétrique
T(‘Tlv (s xm) = ngl((pl)spl(xm)yz
i=1

Remarque 1.6.1 La corresepondance P «—— P établit un 1somorphisme entre [’espace de

Polynomes homogénes de degré m et l’espace des opérateurs m-linéaires symétriques.

Définition 1.6.2 (Produit Tensoriel) [15] Soient X, ..., X,, des espace de Banach. On
note X1®...0X,,le produit tensoriel algébrique de X1, ..., X,,. On définit la norme projective

par

Joll, = int {iﬁuxz u} |

i=1j=1
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1.6. Polynome homogéne de degré m

ot linfimum porte sur toutes les représentations possibles de v de la norme
n
V= E T ®.. Q.
i=1

Le complété de X1 Q... X,, pour cette norme sera noté X, &x...0:Xm, qui s appel le produit

tensoriel projectif des espaces X1, ..., X,,. St X1 = ... = X,,, = X, on écrit simplement @?X

17



Chapitre 2

Polynémes m-homogeénes faiblement

compacts

En premier lieu, Commencons par définira les polynéme de rang fni, ’idéal des polynémes
m-homogénes, le polynéme linéarisé et le polynéme adjoint. Ensuit, on discute les classes
d’idéaux polynomials et leurs méthodes de constructions introduites par Pietsch en 1983,
on s’intéressera aux classes P(W), L(W) et la définition des polynémes homogenes de degré
m faiblement compacts. Enfin en donnant la définition et les propriétés trés important de
la classe W o L des polynémes homogeénes faiblement compacts. Pour plus de détails sur

polynomes homogenes faiblement compacts voir [5], [11], [3].

2.1 Idéal des polynémes

On commence ce paragraphe par donnée la définition des idéaux des polyndémes m-
homogenes. De plus 'idéal de polynomes a été étudié par plusieurs chercheurs par exemple
Particle de G. Botelho en 2006 intitulé "Ideals of polynomials generated by weakly compact

operators"[5].

Définition 2.1.1 (Polynéme de rang fni) [11] Soit P € P(™X;Y) un polynéme ho-

mogeéne de degré m. On dit que P est de rang fni s’il écrit sous la forme

Piger =2 @y x — " (2)"y,
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2.1. Idéal des polynémes

ot x* € X* etyeY. On note Pr("X;Y) Uespace des polyndomiales m-homogénes de rang

fnai.

Définition 2.1.2 [5] Un idéal des polynomes m-homogénes Q est une sous ensemble de
tout les polynéme homogénes continus entre espaces de Banach tels que pour tout m € N
et pour tout X et Y deux espaces de Banach, le composants Q("X;Y) = P("X;Y)N Q

satisfait:

1. L’ensemble Q("X;Y) est un sous espace linéaire de P("X;Y') qui contient les polynomes

m-homogénes de rang finis.

2. Propriété d’idéal : Si P € Q("X;Y) , u € B(E;X) etv € (Y;F), alorsvo P o
(U1, ..., Uy,) est dans Q("E; F).

De plus, si || - || : @ — R™ satisfait:
1. (Q(MX;Y),|-|le) est un espace normé (Banach) pour tout X, Y et m € N
2. [|P" k" — k; P"(x) = z||g = 1, pour tout m € N*
3. SiPeQ("X;Y),ueB(E;X)etve (Y;F),alors
lvoPoulg <|lufl[[Plloffu]™,
alors (Q; || - ||o) s’appelle idéal normé (de Banach) des polynomes.

Définition 2.1.3 (Polynoéme linéarisé) [3/ Si P € P ("X;Y), on définit sa linéairisa-
tion P : &, X — Y par

ou :
@TX = {u = Zx@ ® (m) K x; , (wi)lgign € X} )

=1

ot 0,, est Uapplication multilinéaire canonique de X dans ®T,5X défni par

) =22 ™.
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2.2. Polynémes homogénes faiblement compacts

Nous avons le diagramme suivant

X P Y
ﬁ
NOm TP
R s X
En d’autre termes
P=Pob, (2.1.1)

Définition 2.1.4 ( Polynéme adjoint) Soient X, Y deux espace de Banach et si P €
P(mX;Y). Lapplication P* : Y* — P("X) par P*(y*)(z) = y*(P(x)), est appelé l’adjoint
de P on la note P*.

Opérateur multilinéaire canonique.

Considérer 'application multilinéaire canonique

i XXX X — X®..8,X

(!, ..., 2™) — '®.. @™

Nous avons le diagramme suivant

X x..xX P Y
—_— —
N im P1
X@y..0, X
———
P=Poi, (2.1.2)

2.2 Polynétmes homogénes faiblement compacts

Dans cette section on défnit des polynémes m-homogénes faiblement compacts est une
extension naturelle de celle de cas linéaire et multilinéaire. La défnition a été introduite par

G. Botelho en 2006 [5].
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2.2. Polynémes homogénes faiblement compacts

Polynémes homogénes faiblement compacts. Soient X,Y deux espaces de Banach
et P € P(™X ;Y). Le polynbme P est faiblement compact si P(B,) est relativement
faiblement compact dans Y ( i.e., P(B,) est faiblement compact dans Y).

On note P,("X ; Y) l'espace de tous les polynomes homogenes de degré m faiblement

compacts, c’est un espaces de Banach avec la norme de polynoémes .

Proposition 2.2.1 /5, Proposition 13]Soit P € P ("X ;Y) . Les propriétés suivantes sont

équivalentes .

a) Le Polynéme P est faiblement compact .

b) Pour toute suite bornée (z;);en de X , la suite (P (x;))ien posséde une sous suite faible-

ment convergente .
¢) L’opérateur P est faiblement compact.

d) L’opérateur adjoint P*est faiblement compact.

¢) P*(P("X)") C Y.

2.2.1 Les polyndmes faiblement séquentielement continus et ap-

proximables

Le sous espace de L("X; Y') engendré par 'application A (21, ..., 2p) = ¢1 (1) ...0,, (Tm) b,
ot ¢; € X*et b, est noté par L;("X;Y) les opérateurs m-linéaires de rang fini.
Le sous espace de P(™X;Y) engendré par I'application P (z) = ¢ (z)™b, o ¢ € X* et
b e Y, est noté par Py("X;Y) dans P ("X;Y) par P4(™X;Y), et ce sont les approximables
polynomiales. Un polynome P € P ("X;Y) est dit séquentiellement faiblement continu,
dans des symboles P € P, ("X;Y), si P envoie des séquences faiblement convergentes
sur la norme séquences convergentes. Il est facile de voir que P ("X;Y) C Py (MX;Y).

(Pour plus de détails voire [5])

Théoréme 2.2.1 Soit m, n € N, m < n. Alors l'espace P (™X) est isomorphe & un sous

espace complémenté de P ("™ X).
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2.3. Polynome de type P (W)

2.3 Polynome de type P (W)

On commence ce paragraphe par rappelant la méthode de factorisation

2.3.1 La méthode de factorisation

Définition 2.3.1 [15] Soit T un idéal des opérateurs linéaires. Un m-linéaire T € L
(X1, ..., Xon; Y) est de type L(T), et on écrit
T € L(Z) (Xy,.... X\n;Y), sl existe des espaces de Banach Gy, ..., G, des opérateurs
linéaires u; € I(X;;G;), j = 1..m, et un opérateur multilinéaire borné A € L(G;...G;Y)
tels que le diagramme suivant commute
X, x.x X, 2 Y
| w Lum A
G x.x G,
en d’autres termes T = Ao (uy,...,uy). Si T est normé on définit pour tout T € L(T)
(X1, X3 Y)
1Tl 2y = inf | Allllullz-..[[tm .
ou Uinfimum porte sur toutes les factorisations possibles de T'= Ao (uq, ..., uy,) avec u; € Z.
Proposition 2.3.1 [15] Soit T un idéal des opérateurs linéaires. Alors,
1. L’espace £(Z) est un idéal des opérateurs multilinéaires.
2. SiZ est un idéal de Banach, alors (£(Z); ||.||z(z)) est un idéal quasi Banach des opéra-
teurs multilinéaires.

Notation 2.3.1 SoientZ;, 1 < j < m des idéaux d’opérateurs linéaires. On note L(Z4, ..., L)
l’idéal des opérateurs multilinéaires construit par la méthode de factorisation, i.e., dans la
factorisation
T = Ao (up,.., up)
on a
uj € T;(X;;Gy), j=1,...,m.
Dans cette partie, nous présentons les opérateurs multilinéaires de type L (W) et les polynome

homogéne de dégré m de type P (W) .
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2.3. Polynome de type P (W)

2.3.2 Multilinéaire de type L (W)

Dans cette section on défnit les opérateurs multilinéaires de type £ (V) .

Définition 2.3.2 Soient X1, ..., X,,des espaces de Banach, Y un espaces de Banach et un
opérateur multiliéaire A. On dit que lopéraeur multilinéaire T : X X ... x X — Y est de
type L(W). On note L (W) (X1, ..., X;n; Y) Uespace de Banach des opérateurs multilinéaire,
pour tout 1 = 1,...,m on suppoera qu’il existe des espaces de Banach K;, des opérateurs

linéaires u; € W(K;Y) et A€ L (Xy,..., Xpn; K) tel que
T = Ao (ug, ..., Up).

Vespace L (W) (X1, ..., Xpn; Y) muni de la norme
T = inf A -
Tl =, _ ot JAIT Tl

2.3.3 Polynome de type P (W)

Dans cette paragraphe, nous présente polynome homogéne de dégré m de type P (W).

Définition 2.3.3 Soient X, Y des espace des Banach et P € P (™X;Y). On dit que P

est de type P (W) polynome homogéne de dégré m s’il existe un espace de Banach G, un

opérateur linéaire faiblement compact u € W(X;G) et Q € P("G;Y) tels que
P=Qou. (2.3.1)

En d’autre termes le diagramme suivant commute

X P Y
ul /Q
G

On note P (W) (™X;Y) l’espace de Banach des polynéme homogéne de dégré m de type

P (W), muni de la norme

IPllpovy = int IQNull
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2.4. Opérateur multilinéaire de type YW o L

Proposition 2.3.2 Soient P € P("X;Y) et son opérateur multilinéaire symétrique p.

Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. Le polynome P € P (W) ("X;Y).
2. Lopérateur multilinéaire P € £L (W) (X1, ..., Xpm; Y).

Proposition 2.3.3 Soit X un espace de Banach. L’espace X est réflexif si et seulement

si, pour tout espace de Banach'Y on a
P("X;Y) =P W) ("X;Y).

Remarque 2.3.1 Si X est réflexif, alors P("X;Y) = Pw ("X;Y) pour chaque espace
Banach Y.
Si X est réflexif, alors P ("X;Y) =P (W) ("X;Y) pour chaque espace Banach X.

Exemple 2.3.1 L’ implication n’est pas toujours vraie, on présente un contre exmple. Soit

n € N et n > 2, considérons le polynome m-homogéne
Pily — b2 P((a:)2,) = (@)2,, P € P ("l )

ly est réflexif, mais P n'est pas faiblement compact car (P (ej)) n'a pas de sous suite
faiblement convergente, (e;) est la base canonique de ¢, pour plus détails voirs G. Botelho

en 2006 [5].

2.4 Opérateur multilinéaire de type Wo L

2.4.1 La méthode de composition

Définition 2.4.1 [15] Soit T un idéal linéaire. Un opérateur multilinéaire T € L( X1, ..., Xpm;Y)
est de type T oL, et on écrit T € T o L(X7,...,X;Y), s'il existe un espace de Banach G,
un opérateur linéaire u € I(G;Y') et opérateur multilinéaire borné A € L( X7, ..., Xin; G) tels

que le diagramme suivant commute

X, x..x X, Z) Y

NA u
G
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2.4. Opérateur multilinéaire de type YW o L

En d’autres termes T = wuo A. Si L est normé, on définie pour T € T o L(X1,..., X;;Y)
[T zoc = inf [[ullz[[Af,
ot l'infimum porte sur toutes les factorisations possibles de T =uo A avecu € T .
Proposition 2.4.1 [15] Soit T un idéal d’opérateurs linéaires. Alors,
1. L’espace T o L est un idéal des opérateurs multilinéaires.
2. Si T est un idéal de Banach, alors il en est de méme pour ( Z oL;|| - ||lzoz)-

Proposition 2.4.2 [15] Soit T un idéal des opérateurs linéaires. PourT € L( X1, ..., X;n;Y)

les propriétés suivantes sont équivalentes
1. L'opérateur T € T oL(Xy,..., X;n; Y).
2. L’opérateur T e I(X1<§>7r...(§>7er; Y).
Preuve. Soit T'=uo0 A avec A € L(X1,...,X;n;G) et u € Z(G;Y) 1l est clair que

uoA=Tou A,

T sont les opérateurs linéarisés de A et T respectivement. Donc, (1) implique (2) par la

propriété d’idéal de Z. Pour la seconde implication, d’apres(1.5.1)
T="Toip,
et par (2) ona T € Z oL(X7, ..., X;; Y). De plus, pour tout T' € Z oL(X7,..., X,,;Y) on a
ITllzoc = |1 Tllz-
Ce qui termine la démonstration. m

Remarque 2.4.1 Cette technique permet de construire les espaces K(X1, ..., X;n; Y) et W

(X1, ..., X3 Y). En effet, on peut facilement vérifier que : un opérateur multilinéaire T
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2.4. Opérateur multilinéaire de type YW o L

est compact (faiblement compact) si, et seulement si, T est compact (faiblement compact).
Dans ce cas, on écrit

KX, .. X0 Y) = IxoL(Xy,....Xm;Y)

WXy, .. X Y) = ZpwoL(Xq, ..., X3 Y)
ol Ixc, Iy sont les idéaux d’opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts respective-

ment, i.e., un opérateur multilinéaire T' entre espaces de Banach est compact (faiblement

compact) si, et seulement si, il peut s’écrire
T=uoB

ot B est un opérateur multilinéaire borné et u est un opérateur linéaire compact ( faiblement

compact).

Remarque 2.4.2 Si 7;, Zysont deux idéaur de Banach et Iy o L(Xq, ..., X, Y) C Iy o
L(X1,.... X Y) alors on a Ty (X;;Y) C Iy (X;;Y) pour tout 1 < j < m. En particulier, si

ToL(X1, s X3 Y) = L(X1, ., Xy} Y)

on a Z(X;;Y) = L(X;;Y) pour tout j. La réciproque est en général fausse, pour plus de
détails voir [4, lemme 3.4] .

Nous introduisons une définition similaire dans la catégorie des application multilinéaires.
Appelée idéal de composition permettant engendré par les idéaux multilinéaires a partir d’un

idéal linéaire donné.

2.4.2 Opérateur multilinéaire de type Wo L

L’objectif de ce paragraphe on présente ’espace des opérateurs multilinéaires faiblement

compacts de type Wo L.

Définition 2.4.2 [5] Soient X, ..., X,,,Y des espace de Banach. Soit T : X1,..., X,, — Y
un opérateur multilinéaire borné. On dit que T est de type W o L s’il exist un espace de
Banach G, un opérateur linéaire borné uw € W(G,Y) et un opérateur multilinéaire A €
L(X1, ..., X;n; G) tel que T s’ecrit

T=uoA. (2.4.1)
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2.4. Opérateur multilinéaire de type YW o L

En d’autre termes, le diagramme suivant commute
)

X1 xX.x X, Z) Y

AN u
G

On note Wo L (Xq,..., X;n; Y) Uespace des opérateurs multilinéaires faiblement compacts.

On muni de la norme suivante
ITlhwoc = _inf [lulwl|A]

ot linfimum porte sur toutes les factorisations possibles de T = uo A avec u € W(G;Y).
On montre que la classe YW o L est coincide avec la classe des opérateurs multilinéaires

faiblement compacts. D’aprés ( 2.4.1) on aura.
1] < [Tl wor-

Théoréme 2.4.1 [5] Soit T € L (X1,..., X;n;Y) un opérateur multilinéaire. les deux pro-

priétés suivantes sont équivalentes.

i) Un opérateur multilinéaire T est faiblement compact

i1) L’opérateur T se factorise par un espace réflexif, i.e.il exist G espace de Banach réflexif

et A: Xy x..xX,, — Y un opérateur multilinéaire et u € B(G;Y") tels que T = uoA.
En d’autres termes
WXy, ., X3 Y)=Wo L(Xy,..., X0} Y).

Preuve. i) = ii) : Supposons que 7' € W (Xy,...,X,,;Y). Alors d’aprés (1.5.1)
nous avons T = T o T, T est faiblement compact , i.e., il se factorise par un espace
réflexif et un espace de Banach G réflexif, deux opérateur linéaire u € B(G;Y) et w € L

(X1®W...<§A§>WXm;G). Nous avons
T:foz’m:vowoz'm

ce quil confirme que T' € Wo L (X, ..., X,,;Y).
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2.4. Opérateur multilinéaire de type YW o L

i1) = i) Soit T' € Wo L(Xy, ..., X;;Y), alors se factorise par un espace réfléxif G tel

que

T=uoA,

Nous avons dans ce cas

T=uoA

Y

Ji.e., T se factorise par un espace réfléxif, finalement T est faiblement compact, donc T est

faiblement compact d’aprés (1.5.1) =
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Chapitre 3

Quelques caractérisations des
polyndémes m-homogeénes faiblement

compacts

Dans ce dernier chapitre est consacré & étudier quelques caractérisations des polynomes m-
homogeénes faiblement compacts. En commence par la définintion des polynémes homogénes

de type W o P et leurs propriétés.

3.1 Polyndémes homogénes de type VW o P

Définition 3.1.1 Soit P € P(™X ;Y). On dit que P est de type W o P s’il exist un espace
de Banach G, un opérateur linéaire u € W(G,Y) et polynome () € P("X ;G) tel que

P=uoQ (3.1.1)

En d’autres termes, le diagramme suivant commute

X P Y
NQ Tu
G
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3.1. Polynémes homogénes de type WW o P

On note Wo P ("X ;Y) Uespace des polynémes homogénes de degré m de type W o P ("X

;Y). On muni cette classe de norme suivante
1Pllcy = in [l ]Q1]

Lemme 3.1.1 [3] Soit P € P("X ;Y) et P sa linéairisation. Les deuz propriétés suivantes

sont équivalentes

1. Le polynome P est faiblement compact .
2. L’opérateur linéairisé P ®7:,5X — Y est faiblement compact .

En effet dans le théoréme suivant, on montre comme dans le cas multilinéaire que la

classe W o P coincide avec la classe des polyndémes faiblement compacts.

Théoréme 3.1.1 Un polynome homogéne de degré m faiblement compact si, et seulement
s’il se factorise par un espace réflexif, i.e., il existe un espace de Banach G réflexif et
u € B(G;Y) et un polynéome @ € P(MX ;G) tels que P =wuoQ.

En d’autre termes

Preuve. (=) Soit P € P, (™X;Y) de la proposition 2.2.1 nous avons que l'opérateur
linéaire
P Y — P(MX),
est faiblement compact et que P**(P(™X )*) CY. Alors

est un opérateur faiblement compact, et par la proposition 1.3.1 savoir qu’il existe un espace

réflexif G et les opérateurs linéaires v € L(P(™X )*;G), u € L(G;Y) tels que
P = .

Soit d,, : X — P(™X )*. Est le polynéme homogene de dégée m défini par



3.1. Polynémes homogénes de type WW o P

Om € P(MX ,P(™X)*). On donne p € Y* et z € X
P (0m(2))(9) = 0m(2)(P*(p)(2) = o(P(x))
Ce qui montre que P** §,,(x) = P(z) pour le chaque x € X. Puisque
P = P"6,,(z) = uwvd,y,.

Soient ¢ = v §,,, P =ug. Donc P € Wo P("™X;Y).

(<) Soit Q(™X) le dual de P(™X ) en ce qui cocerne la topologie ouvert compacte, par
Mujica [12, theorem2.4] nous avons que il existe un polynéme ¢,, € P("X ,Q("X )), tels
que pour le chaque Y et chaque P € P("X ; Y) il existe opérateur

T,:QMX) —Y,

tel que
P=T,qn

D’ailleurs si P € P, (™X ; Y) par Mujica [12, proposition 3.4] il suit cela T}, est faiblement

compact. La Prposition (2.2.1)[(a) <= (e)] accomplit la preuve . =

Lemme 3.1.2 Si W, W, sont des idéaux d’opérateurs faiblement compact et WoP("X;Y)
CWhoP("X;Y) alors on a Wi(X;Y) CWh(X;Y) pour tout 1 < j < m.
En particulier, si Wo P("X;Y) =P("X;Y) alors Wi (X;Y) = Lo( X Y).

Proposition 3.1.1 Soient W un idéal d’opérateurs faiblement compacts et Y espace de

Banach. les propriétés suivantes sont équivalentes
a) L’opérateur identité idy € W (Y;Y).
b) Pour tout espace de Banach, on a Wo P (X1,.... X, Y) =P (X1, ..., Xpn, Y).

Preuve. (a) = (b) évident.

(b) = (a) suivent de le lemme 3.1.2. m
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3.2. Quelques caractérisations des polynémes m-homogénes egendrés par les opérateurs
faiblement compacts

3.2 Quelques caractérisations des polynémes m-homogénes

egendrés par les opérateurs faiblement compacts

Dans cette section, on donne quelques caractérisations des polynomes m-homogeénes de

type W o P avec certains résultats.

Proposition 3.2.1 Soit P € P("X ;YY) et P son multilinéaire symétrique. Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes
1. Le polynéme P est dans Wo P(™X ;Y).
2. L’opérateur multilinéaire P est dans W o L(X.X;Y).

Preuve. (1) = (2): SiPe WoP(™X ;Y),alors P=wuo @ avec u € W(G;Y) et
Q € P("™X ; G) ses multilinéaire symétrique @ € L(X;G). Alors

~ ~

P=uwuo

par conséquent PeWo L(MX;Y).

(2) = (1) : On suppose que P € Wo L(™X;Y), daprés (2.4.1) dot P = uo Q
avec u € W(G;Y) et Q € L(™X ; G). Donc Q € P(™X ; G), daprés (3.1.1) alors
uo@Q eWoP("X ;Y). Endéduit P=uoQ e WoP("X ;Y). m

Théoréme 3.2.1 Soit Y un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. L’espace Y est réflexif.

2. Pour tout X espace de Banach, on a

PMX;Y)=P,("X;Y).

Preuve. (1) = (2) : D’aprés (1), opérateur P est faiblement compact. On conclut par
le lemme 3.1.1
(2) = (1) Soit idy : Y — Y lidentité de Y. On va montrer que idy est faiblement

compact. On fixe y° € By et y} € By~ tels que y;(y°) = 1. D’aprés (2), le polynome

P=(y)" lidy : Y — Y
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est faiblement compact. Son multilinéaire associé P est donné par

Pyt o y™) = idy (4 g (42)-- s (™).

Posons v : P(™7Y ; Y) — Y, définie par

Nous avons idy = v o P, avec

ol
<
I
b
;
>
x

En effet, soit y € Y

= P(y,4°...,9°)
= idy (»)ye (W°)--u5(y°)
=y

alors, idy est composé de deux opérateurs dont P est faiblement compact. Finalement, Y

est réflexif. m

Proposition 3.2.2 Soient X, ..., X,, des espaces de Banach. Soit T € L (Xi,..., X;n;Y).

Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. L’opérateur multilinéaire T € Wo L (X1,..., X;n; Y)
2. L’opérateur linéairisée T e W(XJX\)W...@WXm; Y)

Preuve. (1) = (2) Soit T € Wo L (X1,...,X;n; Y) d’aprés (2.4.1)on a T = u o A avec
Ae L (Xy,.... Xpn;G) et ue W(G;Y). Pourtout z; € X, j=1,....m

uog($1®...®$m) = u(A(z1 ® ... xp))
= u(A(zy,...,zp))
= T(x1, ..., Tm)

= T ®..0xy,).

33



3.2. Quelques caractérisations des polynémes m-homogénes egendrés par les opérateurs
faiblement compacts

dott T = uo A (A rappelez vous que les deux u et u e A sont linéaires). Donc T €
W(X1®... 0, Xm; Y) par la propriété d’idéale.

(2) = (1) On suppose que (2) est vraie. D’apres, on ecrit
T=To T,

puisque T ¢ W(X1®,r...<§>,er;Y) et i, € L (Xq,.., Xpn;Y). En déduit T € Wo L
(X1, X3 Y). m
D’apres les définitions 2.4.2 et 3.1.1 on obtient une autre version définition des polynémes

m-homogeénes de type W o P.

Définition 3.2.1 Soit P € P("X ; Y). On dira que P est de type W o P s’il exist un
opérateurs m-linéaire symétrique P de type Wo L.
En d’autre termes

IPllwop = | Plwoc-

Théoréme 3.2.2 Soit X un espace de Banach. On suppose que P € P("X ;Y). Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes .
1. Le polynome P € WoP("X;Y).
2. Lopérateur linéairisé P € W (@:SX; Y).

Preuve. On suppose que P € Wo P. Alors, d’aprés la proposition 3.2.1, alors P est
de type W o L. d’aprés le théoreme 3.2.2, on aura

ﬁL EW(@?X,Y)

I’opérateur ﬁL est un opérateur linéairisé de ]3, ainsi P € W (@:SX , Y). Maintenant, on

suppose que la deuxiéme est vraie d’aprés (2.1.2), on écrit

P= Pod,

puisque P € W (&, X, Y) et 6, € P("X; &, ,X). En déduit P € WoP("X;Y). m
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Res UME : 1.cs travaux de ce mémoire s'inscrivent dans le cadre de la théorie des

opérateurs non linéaires. Le but de ce travail est d'étudier les polyndmes m-homogenes

engendrés par les opérateurs faiblement compacts et de donner quelques caractérisations de
cette classe en utilisant la méthode de composition de Pietsch.

Mots cles Espace de Banach, polyndme m-homogeéne, idéal des opérateurs
multilinéaires, méthode de compositon , opérateur faiblement compact.

Abst ract :The work of this memory is situated within the framework of the non-

linear operators theory. The objective of this work is to study m-homogeneous

polynomials generated by weakly compact operator and to give some characterizations to
this class using the composition method.

Key words : Banach space, m-homogeneous polynomials, the ideal of multilinear
operators, the compostion method , weakly compact operator.
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