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Notations

A Opérateur compact.

I Opérateur identité.

H Espace de Hilbert.

k Constante de Lipschitz.

[a, b] Intervalle réel.

C ([a, b]) L’espace des fonctions continues sur l’intervalle [a, b].

B La boule ouvert.

B (0, 1) La boule unité.

Bn La boule unité fermée de Rn.

ϕ Fonction inconnue.

K (x, y) Noyau de l’intégrale.

Kn (x, y) Noyau itéré d’ordre n donné par Kn(x, y) =
∫ x
y
K(x, z)Kn−1(z, y)dz.

EILV Équations intégrales linéaire de Volterra.

EINLV Équations intégrales non linéaire de Volterra.

ii



Table des matières

Introduction 1

1 Rappels et Notions Fondamentales 3

1.1 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Opérateur compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Opérateur contractant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Équations intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Quelques résultats sur la théorie du point fixe 13

2.1 Théorème du point fixe de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Théorème du point fixe de Brouwer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Théorème du point fixe de Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Théorème du point fixe de Schaefer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5 Théorème du point fixe de Krasnoselski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Applications 25

3.1 Équations intégrales linéaires de Volterra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.1.1 Existence et unicité de la solution de EILV . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2 Équations intégrales non linéaires de Volterra . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2.1 Existence et unicité de la solution de EINLV . . . . . . . . . . . . . . 28

Conclusion générale 31

Bibliographie 33

iii



Introduction

En mathématiques, pour une application f d’un ensemble E dans lui-même, un élément

x de E est un point fixe de f si f (x) = x.

Il existe plusieurs théorèmes permettant de déterminer qu’une application satisfaisante

à certains critères possède un point fixe. Le plus connu est le suivant :

Le théorème de l’application contractante prouvé par Banach en 1922 dit qu’une contrac-

tion d’un espace métrique complet dans lui-même admet un point fixe unique. De plus, il

fournit un algorithme d’approximation du point fixe comme limite d’une suite itérée. Mais

d’une part, montrer que la fonction est contractante peut entraîner de laborieux calculs,

d’autre part, les conditions sur la fonction et l’espace étudiés restreignent le nombre de cas

auxquels on peut appliquer le théorème.

Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous

sa forme la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité de l’application d’un

intervalle fermé borné dans lui-même. Et de façon plus générale, l’application continue doit

être définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-même.

Le théorème du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théorème

du point fixe de Brouwer et affi rme qu’une application continue sur un convexe compact

admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Il n’est donc pas nécessaire

d’établir des estimées sur la fonction, mais simplement sa continuité.

Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas qu’avec le théorème de Banach

(par exemple, l’identité).

Le théorème de Schaefer fut d’abord démontré par Schauder dans des cas particuliers,

comme celui des espaces de Banach. Ce théorème est particulièrement utile pour prouver

l’existence des solutions des équations aux dérivées partielles non linéaires.

1



Introduction

En 1955, et pour la première fois, Krasnoselski a élaboré son théorème du point fixe

qui affi rme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme

d’une somme de deux applications dont l’une est compact et l’autre contractante admet

un point fixe. Ce théorème est très effi cace dans la résolution des équations différentielles

non linéaires, il apporte des réponses aux problèmes d’existence et d’unicité.

Dans cette mémoire, on étudie quelques théorèmes du point fixe et quelques applications

sur les équations intégrales de Volterra, où on va démontrer l’existence et l’unicité de la

solution.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré d’une part, à quelques notions et définitions des l’espaces

fonctionnels, et d’autre part, les théories des opérateurs compacts et contractants et on va

traiter l’introduction à la théorie des équations intégrales.

Le deuxième chapitre présente quelques théorèmes du point fixe de Banach, Brouwer,

Schauder, Schaefer et de Krasnoselski .

Le troisième chapitre, on va montrer l’existence et l’unicité des solutions des équations

intégrales linéaires et non linéaires de Volterra par l’application des théorèmes du point fixe

dans l’espaces des fonctions continues.
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Chapitre 1

Rappels et Notions Fondamentales

Ce chapitre est présenter quelques définitions des espaces fonctionnels, la théorie des

opérateurs compacts, contractants et après les équations intégrales.

Les équations intégrales jouent un rôle très important dans l’analyse fonctionnelle, ainsi

que dans la résolution des problèmes de la physique. Et les principaux fondateurs de

la théorie d’équations intégrales sont Vito Volterra (1860,1940) ainsi que Ivar Fredholm

(1866-1927).

En 1887, Volterra a établi la méthode de résolution des équations intégrales par les

noyaux itérés. En outre, il a étendu la théorie d’équations intégrales aux équations intégro-

différentielles et aux équations intégrales singulières.

Fredholm a étudie la méthode pour résoudre l’équations intégrales de deuxième espèce.

La théorie des équations intégrales intervient dans plusieurs domines des mathématiques,

beaucoup de problèmes dans le domaine des équations différentielles ordinaires et partielles,

la physique mathématique et les problèmes de contacts peut être formulée comme une

équation intégrale.
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1.1. Espaces fonctionnels

1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.1 (Espace métrique)

Une espace métrique (E, d) est un ensemble E muni d’une application

d : E × E → R,

appelée distance ou métrique, qui satisfait les propriétés suivantes:

• ∀x, y ∈ E, d(x, y) ≥ 0 et d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

• d(x, y) = d(y, x) (symétrie),

• ∀x, y, z ∈ E, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 (Espace métrique complet)

On dit que l’espace métrique (E, d) est complet si toute suite de Cauchy converge.

Définition 1.1.3 (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K, E est dit espace vectoriel normé s’il est muni

d’une norme, c’est à dire d’une fonction ‖.‖ définie sur E à valeurs dans R, telle que

• ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0,

• ‖λx‖ = |λ|‖x‖ ∀ x ∈ E, ∀λ ∈ K (homogénéité),

• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).

Proposition 1.1.1

Les espaces vectoriels normés de dimension finie sur K = R ou C sont des Banach.

Définition 1.1.4 (Convexités)

Soit E un espace vectoriel et G ⊂ E, (G 6= ∅) est convexe si seulement si ∀x, y ∈ G,

∀λ ∈ [0, 1]. On a

λx+ (1− λ)y ∈ G.
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1.2. Opérateur compact

1.2 Opérateur compact

Définition 1.2.1 (Relativement compact)

A(G) est relativement compact signifie A(G) est compact, A(G)est la fermeture de A(G).

Définition 1.2.2 (Totalement borné)

Soit G un sous ensemble de l’espace normé E. On dit que G est un ensemble totalement

borné si pour tous ε > 0, il existe un nombre fini des éléments ϕ1, ϕ2, ..., ϕn dans G, tel que

G ⊂
n⋃
j=1

B(ϕj, ε).

Définition 1.2.3 (ε− réseau)
Soit {ϕ1, ϕ2, ..., ϕn} ensemble des éléments finies de l’espace normé E. On dit que ε-réseau
de G (G ⊂ E).

∀ψ ∈ G, ∃ ϕj tel que
‖ψ − ϕj‖ < ε.

Définition 1.2.4 (Opérateur compact)

Soient E et F deux espaces normés et l’opérateur

A : E −→ F,

est linéaire. On dit que A est un opérateur compact si l’image par A de tout sous ensemble

borné de E est relativement compact dans F .

Théorème 1.2.1

Tout opérateur compact est continue.

Preuve.

Comme A est compact, alors A(B(0, 1)) est compact donc A(B(0, 1)) est borné, tel que

B(0, 1) est la boule unité de l’espace E.

Alors,

‖Aϕ‖ ≤ C, ∀ϕ ∈ B(0, 1) =⇒ ‖Aϕ‖ ≤ C ‖ϕ‖

d’où la continuité de A.
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1.2. Opérateur compact

Théorème 1.2.2

Soient E et F deux espaces normés et l’opérateur

A : E → F,

est compact alors, pour toute suite bornée {ϕn} ⊂ E, on peut extraire de la suite {Aϕn} ⊂ F

une sous suite {Aϕnk} ⊂ F qui converge dans F .

Preuve.

Soit {ϕn} une suite bornée dans E, comme A est compact alors, {Aϕn} est relativement
compact dans F . Cette propriété nous donne que {Aϕn} contient une sous suite convergente
dans F .

Inversement, prenons un sous-ensemble borné dans E, et soit {ψn} une suite dans A(G).

Alors, il existe une suite bornée {ϕn} dans G, telle que

ψn = Aϕn.

Par hypothèse Aϕn = ψn contient une sous suite convergente
{
ψnk
}
dans F .

Donc, A(G) est relativement compact, car pour toute suite bornée {ψn} dans A(G) il

existe une sous-suite convergente
{
ψnk
}
dans F . Autrement dit, pour toute ensemble borné

G ⊂ E, l’ensemble A(G) est relativement compact dans F , d’où A est compact.

Théorème 1.2.3

Une combinaison linéaire A = αA1 + βA2 des deux opérateurs compacts A1et A2 est un

opérateur compact, pour tous les scalaires α et β.

Preuve.

Soit {ϕn} une suite bornée de E, et soit {Aϕn} une suite dans F , alors

Aϕn(x) = αA1ϕn(x) + βA2ϕn(x), avec ϕn ∈ E, n ∈ N.

Comme A1 et A2 sont compacts, on peut extraire de la suite {A1ϕn} une sous suite
convergente de même de la suite {A2ϕn} une sous suite convergente qui donne par leurs
somme une sous suite de {Aϕn}convergente, donc A est compact.
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1.2. Opérateur compact

Théorème 1.2.4

Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l’un des deux opérateurs A

ou B est compact.

Preuve.

Soit {ϕn} une suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné, la suite Bϕn(x) est

aussi bornée, et de la compacité de l’opérateur A, il existe une sous suite de A(Bϕn(x)) qui

converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autre part, si B est compact, on peut extraire de la suite Bϕn(x) une sous suite con-

vergente Bϕn(k)(x), et de la continuité de l’opérateur A car il est borné la suite A(Bϕn(k)(x))

converge, ce qui implique que l’opérateur AB est compact.

Théorème 1.2.5

Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit {An} une suite d’opérateurs
compacts de E dans F , convergente en norme vers l’opérateur linéaire A de E dans F , i.e.

‖An − A‖ → 0, n→∞.

A est compact.

Définition 1.2.5 (Opérateur de rang fini)

L’opérateur linéaire A de l’espace normé E dans l’espace normé F est de rang fini si la

dimension de l’image de A est finie.

Résultat immédiat

Si la dimension de F est finie, alors l’opérateur A est de dimension finie.

Théorème 1.2.6 (Rang de dimension finie)

Soit A un opérateur borné de E dans F . Si le rang de A est de dimension finie;

dimA(E) <∞, alors l’opérateur A est compact.

Preuve.

Comme A est borné, il transforme tout ensemble borné G ⊂ E on un ensemble borné

A(G), et l’ensemble borné dans un espace de dimension finie est relativement compact, d’où

A est compact.
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1.3. Opérateur contractant

Théorème 1.2.7 (Domaine de dimension finie)

Soit A un opérateur borné de E dans F avec le domaine E est de dimension finie;

dimE <∞, alors l’opérateur A est compact.

Théorème 1.2.8

L’opérateur identique I d’un espace normé E dans lui même est compact si et seulement si

E est de dimension finie.

Proposition 1.2.1

La boule unité B (0, 1)de l’espace normé E n’est pas compact si E est de dimension infinie.

Théorème 1.2.9 (Arzela-Ascoli)

Soit l’ensemble G ⊂ C(K) est relativement compact si et seulement si

• bornée, i.e. s’il existe une constante M telle que

|ϕ(x)| ≤M ∀x ∈ K et ∀ϕ ∈ G.

• équicontinu, i.e. ∀ε > 0, ∃δ > 0 telle que ∀ϕ ∈ G, nous avons

|ϕ(x)− ϕ(y)| < ε ∀x, y ∈ K et |x− y| < δ.

1.3 Opérateur contractant

Théorème 1.3.1 (Théorème de l’application contractante)

Soit (E, d) un espace métrique complet et l’application

T : E → E.

On dit que T est une application lipschitzienne s’il existe une constante positive k ≥ 0 telle

que l’on ait, pour tout couple d’éléments x, y de E, l’inégalité:

d(T (x), T (y)) ≤ k(d(x, y)).

• Si k = 1, k est appelé non expansive.

• Si k < 1, k est appelé contraction.
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1.4. Équations intégrales

Définition 1.3.1

Soit H est un espace de Hilbert et T un opérateur borné, l’opérateur T est dit opérateur

contractant s’il existe une constante k telle que

∀ϕ1, ϕ2 ∈ H et 0 ≤ k < 1,

‖Tϕ1 − Tϕ2‖ ≤ k‖ϕ1 − ϕ2‖.

1.4 Équations intégrales

a- Introduction à la théorie des équations intégrales

Définition 1.4.1

On appelle équation intégrale toute équation de la forme∫
E

K(x, y, ϕ(y))dy = λϕ(x) + f(x), x ∈ E (1.4.1)

où :

E espace mesuré,

x et y des points de E,

f(x) une fonction mesurable donnée sur E,

λ un scalaire donné qui peut être réel ou complexe,

K(x, y, ϕ(y)) une fonction mesurable E × E appelée noyau de l’équation intégrale.

Avec toutes ces données, notre problème est de chercher la fonction ϕ qui satisfait l’équation

(1.4.1).

Remarque 1.4.1

i ) Si K(x, y, ϕ(y)) = K(x, y)ϕ(y), l’équation (1.4.1) devient

f(x) =

∫
E

K(x, y)ϕ(y)dy − λϕ(x)

est dite équation intégrale linéaire.

Sinon, l’équation (1.4.1)est dite équation intégrale non linéaire.
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1.4. Équations intégrales

ii ) Le type le plus général d’une équation intégrale est

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫
E

K(x, y, ϕ(y))dy

tel que la fonction h(x) détermine le type de l’équation.

iii ) Notons que l’équation peut être écrite sous forme d’opérateur

Tϕ = λϕ+ f,

où l’opérateur T s’écrit comme

Tϕ(x) =

∫
E

K(x, y, ϕ(y))dy.

Définition 1.4.2

On dit qu’une équation intégrale est singulière si l’une ou les deux limites d’intégration sont

infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des limites de l’intégration.

b- Classification des équations intégrales

1- Équations intégrales linéaires

Les équations intégrales linéaires sont classées par :

i ) Équation intégrale de Fredholm

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm toute équation intégrale à limites

constantes et à une inconnue ϕ(x) de la forme

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy, (1.1)

où f(x), K(x, y) sont des fonctions connues et λ est un paramètre non nul, réel ou complexe.

La fonction h(x) détermine le type de l’équation intégrale.

1. On appelle équation intégrale de Fredholm de premier espèce, si h(x) = 0.

L’équation (1.1) devient:

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy = 0.
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1.4. Équations intégrales

2. On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espèce, si h(x) = c (constante).

L’équation (1.1) devient:

cϕ(x) = f(x) +

∫ b

a

K(x, y)ϕ(y)dy.

3. Si h(x) 6= 0, on appelle (1.1) équation intégrale de Fredholm de troisième espèce.

ii ) Équation intégrale de Volterra

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra toute équation inégrale de la forme

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, y)ϕ(y)dy. (1.2)

telle que la fonction h(x) détermine le type de l’équation intégrale.

Remarque 1.4.2

Si l’un des deux limites d’intégration d’équation intégrale de Fredholm est variable, l’équation

devient une équation de Volterra.

2- Équations intégrales non linéaires

Les équations intégrales non linéaires sont classées par :

i ) Équation intégrale de Fredholm

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm est une équation de la forme

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, y, ϕ(y))dy. (2.1)

1. L’équation intégrale de Fredholm de premier espèce si h(x) = 0, est de la forme

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, y, ϕ(y))dy = 0.

2. L’équation intégrale de Fredholm de second espèce si h(x) = c (constante), est de la

forme

c ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, y, ϕ(y))dy.

3. Et de troisième espèce. si h(x) 6= 0.
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1.4. Équations intégrales

ii ) Équation intégrale de Volterra

L’équation intégrale non linéaire de Volterra est une équation de la forme

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, y, ϕ(y))dy. (2.2)

Et,

1. L’équation intégrale de Volterra de première espèce si h(x) = 0, est de par la forme

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, y, ϕ(y))dy = 0.

2. L’équation intégrale de Volterra de second espèce si h(x) = c (constante), est de la

forme

c ϕ(x) = f(x) +

∫ x

a

K(x, y, ϕ(y))dy.

3. Si h(x) 6= 0, L’équation (2.2) est appelée équation intégrale de Volterra de troisième

espèce.

Remarque 1.4.3

L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équation intégrale de Fredholm, il

suffi t de prendre le noyau K(x, y) = 0 pour x < y.

Remarque 1.4.4

• Si f(x) = 0, l’équation intégrale est une équation intégrale homogène.

• Sinon, cette équation est dite équation intégrale non homogène.
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Chapitre 2

Quelques résultats sur la théorie du

point fixe

En analyse, le théorème de point fixe est une résultat qui permet d’affi rmer qu’une

fonction f admet sous certaines conditions un point fixe.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques théorèmes du point fixe

Théorème du point fixe de Banach (Banach-Picard) donne un critère général dans les

espaces métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une fonction tende vers

un point fixe. Très différent, le théorème du point fixe de Brouwer n’est pas constructif, il

garantit l’existence d’un point fixe d’une fonction continue. Et aprés le théorème du point

fixe de Schauder est une prolongation du théorème du point fixe de Brouwer aux espaces

de vecteur topolgique, qui peuvent être de dimension infinie. Une conséquence, appelée le

théorème du point fixe de Schaefer, celui le théorème du point fixe de Krasnoselski est toute

application de la forme T + A, où T une contraction et A est compact.

13



2.1. Théorème du point fixe de Banach

Définition 2.0.1

Soit f : I → R une fonction continue sur I.

On dit que α est un point fixe de f, alors que f (α) = α.

En d’autre terme, les points fixes de f sont les solutions lorsqu’elles existent de l’équation

f (x) = x.

2.1 Théorème du point fixe de Banach

Ce théorème est dit principe de l’application contractante, il est la base de la théorie

du point fixe. Ce principe garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace métrique complet dans lui-même.

Théorème 2.1.1 (Banach)

Soient (E, d) un espace métrique complet et l’application

T : E → E,

est contractante. Alors, T admet un unique point fixe x ∈ E.
De plus, pour tout point initial x0 ∈ E, la suite (xn)n∈N,

xn+1 = T (xn),

converge vers le point fixe x (c.-à-d. lim
n→+∞

xn = x).

Preuve.

On montre d’abord l’unicité d’un point fixe, puis son existence.

L’unicité:

Supposons qu’il existe x, y ∈ E, x 6= y, tels qu’on ait T (x) = x et T (y) = y.

Alors on a
d(x, y) = d(T (x), T (y))

≤ kd(x, y),

ce qui implique que

d(x, y) = 0 i.e. x = y (puisque T application contractante et k < 1)
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2.1. Théorème du point fixe de Banach

L’existence:

Soit y ∈ E un point arbitraire dans E. Considérons la suite {xn}∞n=1 donnée par x0 = y

xn+1 = T (xn), n ≥ 1

On doit prouver que (xn) est une suite de Cauchy dans E.

Pour p < q on utilise l’inégalité triangulaire

d(xp, xq) ≤ d(xp, xp+1) + d(xp+1, xp+2) + . . .+ d(xq−1, xq)

puisque T est une contraction, on a

d(xn, xn+1) = d(T (xn−1), T (xn))

≤ kd(xn−1, xn), pour n ≥ 1

En répétant cette inégalité, on obtient:

d(xp, xq) ≤ (kp + kp+1 + · · ·+ kq−1)d(x0, x1)

≤ kp(1 + k + · · ·+ kq−p−1)d(x0, x1)

≤ kp

(1−k)d(x0, x1).

On déduit que (xn)n∈N est de Cauchy dans E qui est complet, donc (xn)n∈N converge

vers x dans E.

Par ailleurs puisque T est continue, on a

x = lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

T (xn−1) = T ( lim
n→+∞

xn−1) = T (x)

donc x est un point fixe de T (i.e. T (x) = x).

Remarque 2.1.1

• Supposons que l’application T admet un point fixe dans E, alors l’application T p, p ∈ N
admet le même point fixe.

• Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction) mais l’une
de ces itérées T p est une contraction, alors T admet encore un seul point fixe.

En effet, soit x l’unique point fixe de T p. On a

T p (T (x)) = T (T p (x)) = T (x) ,

15



2.1. Théorème du point fixe de Banach

ce qui convient à dire que T (x) est aussi un point fixe de T p et grâce à l’unicité T (x) = x.

Donc ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l’unicité du point

fixe.

• Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout l’espace E mais juste dans le voisinage
d’un point donné. Dans ce cas on a le corollaire suivant:

Corollaire 2.1.1

Soit (E, d) un espace métrique complet et l’application

T : B(x0, r)→ E,

est contractante telle que

d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y), ∀x, y ∈ B(x0, r) et k < 1,

avec

B(x0, r) = {x ∈ E, d(x, x0) < r}, où x0 ∈ E et r > 0,

en plus, on suppose que

d(T (x0), x0) < (1− k)r,

alors T possède un unique point fixe x ∈ B(x0, r).

Preuve.

On choisit ε < r de telle sorte que

d(T (x0) , x0) ≤ (1− k)ε < (1− k)r

Soit x ∈ D, avec
D = {x / d(x, x0) ≤ ε}.

Alors
d(T (x) , x0) ≤ d(T (x) , T (x0)) + d(T (x0) , x0)

≤ kd(x, x0) + (1− k)ε = ε,

d’où

T : D → D,

de plus, D est complet.

Appliquons le théorème de Banach, il en résulte que T admet un point fixe.
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2.2. Théorème du point fixe de Brouwer

Théorème 2.1.2

Soit H est un espace de Hilbert et A un opérateur borné dans H avec la propriété suivante

‖Aϕ− Aψ‖ ≤ k ‖ϕ− ψ‖

alors l’équation suivante

ϕ− λAϕ = f

admet une solution unique pour toute f ∈ H à condition que |λ| est petit.

La signification du théorème de point fixe de Banach

L’application de ce théorème nous donne des résultats qui sont d’une importance fonda-

mentale dans l’analyse non linéaire. Comme

• Existence de la solution.

• Unicité de la solution.

• Stabilité de la solution sous une petite perturbation de l’équation.

• Existence de la convergence des méthodes d’approximation.

• Stabilité des méthodes d’approximation.

2.2 Théorème du point fixe de Brouwer

Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il existe

plusieurs formes du théorème et le plus simple est donnée sous la forme suivante :

Théorème 2.2.1 (Brouwer)

Dans le plan

Toute application T continue du disque fermé dans lui- même admet au moins un point fixe.

Il est possible de généraliser à toute dimension finie.

Dans un espace Euclidien

Toute application continue d’une boule fermée d’un espace euclidien dans elle-même admet

un point fixe.

17



2.3. Théorème du point fixe de Schauder

Il peut encore être un peu plus général

Convexe compact

Soit G une partie non vide convexe et compact de Rn. Toute application continue

T : G→ G,

admet un point fixe.

Remarque 2.2.1

• Il est important de voir que l’unicité n’est pas assurée par le théorème de Brouwer du fait
que chaque point de G est un point fixe de l’application identité.

• Nous allons donner le résultat de Brouwer qu’on aura besoin dans la démonstration de
théorème de Schauder.

Définition 2.2.1

On dit qu’un espace topologique à la propriété du point fixe si toute application continue

T : E −→ E,

possède un point fixe. On note par Bn la boule unité ferme de Rn.

On a le résultat suivant:

Théorème 2.2.2

La boule Bn a la propriété du point fixe pour tout n ∈ N.

2.3 Théorème du point fixe de Schauder

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour montrer l’existence d’un

point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.

Théorème 2.3.1 (Schauder)

Soit G un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace de Banach E et supposons

T : G→ G,

une application continue. Alors T admet un point fixe.
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2.3. Théorème du point fixe de Schauder

Preuve.

Soit l’application

T : G→ G,

est continue. Comme G est compact, T est uniformément continue.

Donc,

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que ∀x, y ∈ G, on a

‖T (x)− T (y)‖ ≤ ε tel que ‖x− y‖ ≤ δ.

De plus, il existe un ensemble fini des points {x1, x2, . . . ., xn} ⊂ G tel que les boules

ouvertes de rayon δ et des centres x
j
recouvrent de G, i.e.

G ⊂ ∪
1≤j≤n

B(xj, δ).

Si on désigne L par

L = V ect(T (xj))1≤j≤n,

alors L est de dimension finie, et

G∗ = G ∩ L

est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 ≤ j ≤ n, on définit la fonction continue

ψj : E → R,

par

ψj(x) =

 0, si ‖x− xj‖ ≥ δ

1− ‖x−xj‖
δ

, sinon

et on voit que ψj est strictement positive sur B (xj, δ) et nulle dehors.

On a donc,
n∑
j=1

ψj(x) > 0, ∀x ∈ G.

Donc, on peut définir sur G les fonctions continues positives ϕj par

ϕj(x) =
ψj(x)
n∑
k=1

ψk(x)

,
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2.3. Théorème du point fixe de Schauder

pour lesquelles on a
n∑
j=1

ϕj(x) = 1, pour tout x ∈ G.

On pose alors, pour x ∈ G.

f(x) =

n∑
j=1

ϕj(x)T (xj).

La fonction f est continue (car f est la somme des fonctions continues) et prend ses

valeurs dans G∗ (car f(x) est un barycentre des T (xj)).

Donc, si on prend la restriction

f|G∗ : G∗ → G∗,

par le théorème 2.2.1, f possède un point fixe y ∈ G∗.
De plus:

T (y)− y = T (y)− f(y)

=
n∑
j=1

ϕj(y)T (y)−
n∑
j=1

ϕj(y)T (xj)

=
n∑
j=1

ϕj(y)(T (y)− T (xj)).

Or si ϕj(y) 6= 0, alors

‖y − xj‖ < δ, et ‖T (y)− T (xj)‖ < ε.

Donc, on a

‖ϕj(y)(T (y)− T (xj))‖ ≤ εϕj(y), ∀j

et donc

‖T (y)− y‖ ≤ ‖
n∑
j=1

ϕj(y)(T (y)− T (xj))‖

≤
n∑
j=1

εϕj(y) = ε.

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point ym ∈ G tel que

‖T (ym)− ym‖ < 2−m.
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2.3. Théorème du point fixe de Schauder

Et puisque G est compact, de la suite (ym)m∈Z on peut extraire une sous suite (ymK
)

qui converge vers un point y∗ ∈ G. Alors T étant continue, la suite (T (ymK
)) converge vers

T (y∗) et on conclut que

T (y∗) = y∗,

i.e. y∗ est un point fixe de T sur G.

Remarquons ce théorème ne dit rien sur l’unicité de point fixe et qu’en général l’unicité

n’a pas lieu (penser à l’application identité).

De plus, le fait que l’application T envoie l’ensemble G dans lui-même.

Dans le cas particulier où E = R, on retrouve un résultat élémentaire qui dit qu’une

fonction continue de R dans R qui envoi un intervalle compact [a, b] dans lui-même admet

un point fixe dans cet intervalle.

Notons que ce résultat se démontre en appliquant le théorème intermédiaires à la fonction

x→ f(x)− x,

ce qui correspond tout à fait à l’esprit des méthodes, plus générales de degré topologique.

Théorème 2.3.2

Soit G un sous-ensemble convexe, fermée, bornée, non vide d’un espace de Banach E.

T : G→ G,

est une application continue et T (G) relativement compact. Alors, T admet au moins un

point fixe.

Théorème 2.3.3

Soit B une boule ouverte d’un espace de Banach E et l’application

T : B → B,

est compact et continu, alors T admet un point fixe.

21



2.4. Théorème du point fixe de Schaefer

2.4 Théorème du point fixe de Schaefer

Ce théorème est particulièrement utile pour prouver l’existence de solutions d’équations

aux dérivées partielles non linéaires.

Théorème 2.4.1 (Schaefer)

Soit E un espace de Banach et l’opérateur

T : E → E,

est complètement continu (i.e. T est un opérateur continu et compact). Alors

i ) l’équation opérateur x = λTx admet une solution pour λ = 1.

Ou bien,

ii ) l’ensemble S = {x ∈ E : x = λTx, λ ∈]0, 1[} est non borné.

2.5 Théorème du point fixe de Krasnoselski

Nous donnons un théorème d’existence du point fixe concernant les applications de la

forme T + A, où T une contraction et A est compact.

Théorème 2.5.1 (Krasnoselski)

Soit E un espace de Banach et G un ensemble non vide de E, fermé, borné et convexe.

T , A deux applications de G dans E telles que:

• T est une contraction,
• A est compact et continue.

Tx+ Ay ∈ G, ∀x, y ∈ G.

Alors, il existe x ∈ G tel que

Tx+ Ax = x.
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2.5. Théorème du point fixe de Krasnoselski

Preuve.

Soit y fixé dans G et comme T est une application contraction, l’équation

x = Tx+ Ay,

admet une solution unique x dans G.

On définit l’application

L : G → G

y → Ly = x,

alors,

Ly = TLy + Ay. (2.5.1.1)

On a LG ⊂ G.

On montre que L est compact et continue.

I D’après le théorème de Schauder, qu’il existe y ∈ G tel que

Ly = y,

d’où

Ty + Ay = y.

Soit yn un point arbitraire de G, alors l’équation (2.5.1.1) devient

Lyn = TLyn + Ayn,

alors,

Ly − Lyn = TLy − TLyn + Ay − Ayn,

et

‖Ly − Lyn‖ ≤ ‖TLy − TLyn‖+ ‖Ay − Ayn‖

puisque T est une contraction on a

‖Ly − Lyn‖ ≤ k‖Ly − Lyn‖+ ‖Ay − Ayn‖
≤ 1

(1−k)‖Ay − Ayn‖.
(2.5.1.2)

D’où la continuité de L.
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2.5. Théorème du point fixe de Krasnoselski

I Il reste à montrer que LG est relativement compact.

En effet, comme AG est relativement compact,

∀ε > 0, ∃(1− k)ε− réseau Ay1, . . . Ayn,

c.-à-d. les boules

B(Ayk, (1− k)ε), (1 ≤ k ≤ n)

telle que

AG ⊂ ∪nk=1B(Ayk, (1− k)ε).

Alors, de (2.5.1.2) Ly1, . . . Lyn est un ε− réseau de LG.
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Chapitre 3

Applications

Ce chapitre représente le but de ce mémoire, où on va montrer l’existence et l’unicité

de la solution de l’équation intégrale linéaire et non linéaire de Volterra par l’utilisation de

quelques théorèmes du point fixe.
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3.1. Équations intégrales linéaires de Volterra

3.1 Équations intégrales linéaires de Volterra

3.1.1 Existence et unicité de la solution de EILV

Théorème 3.1.1

Soit K(x, y) est une fonction continue pour x, y ∈ [a, b], alors l’équation de Volterra

ϕ(x)− λ
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a ≤ x ≤ b (3.1.1.1)

admet une solution unique ϕ(x) pour toute f dans L2([a, b]) et λ dans R.

Preuve.

Pour l’équation intégrale de Volterra nous considérons l’opérateur

Tϕ(x) = f(x) + λAϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, y)ϕ(y)dy

avec

Aϕ(x) =

∫ x

a

K(x, y)ϕ(y)dy

et nous essayons de prouver que l’opérateur T n est une contraction pour un certain n ∈ N,
donc Tϕ admet un point fixe, qui doit être une solution de l’équation (3.1.1.1)

Tϕ = f + λAϕ

T 2ϕ = T (f + λAϕ) = f + λA(f + λAϕ) = f + λAf + λ2A2ϕ

. .

. .

. .

. .

. .

T nϕ = f + λAf + λ2A2f + ...+ λn−1An−1f + λnAnϕ

d’autre part

‖T nϕ2 − T nϕ1‖ = ‖λnAnϕ2 − λnAnϕ1‖
= |λ|n

∥∥∫ x
a
Kn(x, y)(ϕ2(y)− ϕ1(y))dy

∥∥
26



3.1. Équations intégrales linéaires de Volterra

Rappelons que les Kn(x, y) sont les noyaux itérés d’ordre n définis par la relation de

récurrence suivante

K1(x, y) = K(x, y),

Kn(x, y) =
∫ x
y
K(x, z)Kn−1(z, y)dz.

Puisque on a par hypothèse

|K(x, y)| ≤M

alors

|Kn(x, y)| ≤ Mn(x− y)n−1

(n− 1)!
, a ≤ y ≤ x ≤ b. (3.1.1.2)

• Pour n = 1 l’expression (3.1.1.2) est évidente.

• Supposons qu’elle est vraie pour m ∈ N,

|Km(x, y)| ≤ Mm(x− y)m−1

(m− 1)!
,

alors,

|Km+1(x, y)| =
∣∣∣∫ xy K(x, z)Km(z, y)dz

∣∣∣
≤
∫ x
y
|K(x, z)Km(z, y)| dz

≤ Mm+1

(m−1)!
∫ x
y

(x− z)m−1dz

≤ Mm+1

m!
(x− y)m

tel que

‖T nϕ2 − T nϕ1‖ ≤
|λ|nMn

(n− 1)!
‖ϕ2 − ϕ1‖

pour n ∈ N assez grand on obtient
|λ|nMn

(n− 1)!
< 1

ainsi que l’opérateur T n est contractant ce qui implique que T admet un point fixe, on écrit

Tϕ = ϕ⇔ ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, y)ϕ(y)dy
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3.2. Équations intégrales non linéaires de Volterra

3.2 Équations intégrales non linéaires de Volterra

3.2.1 Existence et unicité de la solution de EINLV

Théorème 3.2.1

On considère l’équation intégrale non linéaire suivante

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, y, ϕ(y))dy, 0 ≤ x ≤ L. (3.2.1)

Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

i ) f : [0, L] −→ R, est continue.

ii ) K : [0, L]× [0, L] −→ R, est une fonction continue et Lipschitzienne

|K(x, y, ϕ1)−K(x, y, ϕ2)| ≤ k |ϕ1 − ϕ2| ,

tel que x, y ∈ [0, L] et ϕ1, ϕ2 ∈ R.
Alors, l’équation (3.2.1) admet une solution unique ϕ ∈ C ([0, L]).

Preuve.

Soit E est l’espace de Banach de C ([0, L]) muni de la norme

|g| = max
0≤x≤L

|g (x)| exp (−kx)

cette norme est équivalente à la norme sup.

En effet

exp (−kx) ‖g‖ ≤ |g| ≤ ‖g‖

de plus elle est complète.

On définit

T : E −→ E,

par

Tϕ (x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, y, ϕ(y))dy

A fin de prouver que l’équation (3.2.1) admet une solution, il faut montrer que T admet

un point fixe.
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3.2. Équations intégrales non linéaires de Volterra

En effet T est contractante c.-à-d.

Tϕ = ϕ,

alors

|Tϕ1 (x)− Tϕ2 (x)| ≤ max
0≤x≤L

exp(−kx)
∫ x
0
|K(x, y, ϕ1(y))−K(x, y, ϕ2(y))| dy

≤ k max
0≤x≤L

exp(−kx)
∫ x
0
|ϕ1(y)− ϕ2(y)| dy

= k max
0≤x≤L

exp(−kx)
∫ x
0

exp(−ky) exp(ky) |ϕ1(y)− ϕ2(y)| dy

≤ k |ϕ1 − ϕ2| max
0≤x≤L

exp(−kx)
∫ x
0

exp(ky)dy

= k |ϕ1 − ϕ2| max
0≤x≤L

exp(−kx) exp(kx)−1
k

≤ (1− exp(−kT )) |ϕ1 − ϕ2|

Puisque

(1− exp(−kt)) < 1,

alors T est contractante, d’après le principe de Banach T admet un point fixe unique ϕ.

De plus la suite {ϕn} définie ci-dessus converge uniformément vers le point fixe ϕ
pour la norme |g| ainsi que pour la norme sup ‖g‖ .

Théorème 3.2.2

Soit l’équation intégrale suivante

ϕ(x) = f(x) +

x∫
a

K(x, y, ϕ(y))dy. a ≤ x ≤ b (3.2.2)

Telle que K : [a, b]× [a, b]→ R une fonction continue vérifie les conditions suivantes:

1. K(x, y, 0) = 0, ∀x, y ∈ [a, b]

2. ∂K(x,y,z)
∂z

<
∣∣∣1−‖f‖b−a

∣∣∣
alors pour tout f ∈ C([a, b]) telle que ‖f‖ < 1 l’équation (3.2.2) admet une solution

unique ϕ ∈ C ([a, b]) .
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3.2. Équations intégrales non linéaires de Volterra

Preuve.

On va montrer que T (B(0, 1)) ⊂ B(0, 1). i.e. pour si

‖ϕ‖ ≤ 1, alors ‖Tϕ‖ ≤ 1.

En effet
‖Tϕ‖ =

∥∥f(x) +
∫ x
a
K(x, y, ϕ(y))dy

∥∥
≤ ‖f(x)‖+

∥∥∫ x
a
K(x, y, ϕ(y))dy

∥∥
≤ ‖f(x)‖+

∫ x
a
|K(x, y, ϕ(y))| dy

≤ ‖f(x)‖+
∫ x
a
|K(x, y, ϕ(y))−K(x, y, 0)| dy

≤ ‖f(x)‖+
∫ x
a

∣∣∣(ϕ− 0)∂K(x,y,ϕ(y))
∂ϕ

∣∣∣ dy
< ‖f(x)‖+ ‖ϕ‖ 1−‖f(x)‖

b−a (b− a) < 1

D’après le Théorème Schauder, T admet un point fixe, d’où l’équation admet une solution

unique.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire on a étudié la théorie du point fixe en particulier le théorème de

Krasnoselski, ou l’idée est trouver le point fixe pour la somme de deux opérateurs l’un

contractant et l’autre compact.

On a commencé par une introduction sur les notions fondamentales d’analyse fonc-

tionnelle avec les propriétés des opérateurs compacts et leur relations avec les équations

intégrales en particulier celle de Volterra.

Après le deuxième chapitre présente quelques résultats de la théorie du point fixe tels

que les théorèmes de Banach, Brouwer, Schauder, Schaefer et Krasnoselski; pour le premier

l’opérateur contractant admet un point fixe, le second est l’image d’une doit être dans

le même boule, le troisième est doit envoyer le compact convexe dans lui-même, pour le

quatrième l’opérateur compact a deux possibilités l’ensemble admet un point fixe ou il est

non borné enfin le cinquième est la somme d’une opérateur contractant et un compact.

Et enfin dans le troisième chapitre nous avons appliquées les théorèmes du point fixe sur

les équations intégrales de Volterra, pour démontrer l’existence des solutions des équations

integrales de Volterra.
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