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Nomenclature

A Aire de la section, (m?)

a Diffusivité thermique, (m?2/s)

C Chaleur spécifique, (j/kg°c)

C(i,) Capacité thermique volumétrique, (J/(m3°c))

Edeg Energie générée a l'intérieur du solide, (W)

Eii Energie emmagasinée, (W)

h Coefficient de convection, (W/m2°c)

K Conductivité thermique, (W/m°c)
Longueur du cylindre, (m)

N Nombre de mailles

qc Flux de chaleur par convection, (W)

qr Flux de chaleur par rayonnement, (W)

gx Flux de chaleur suivant l'axe (x), (W)

qy Flux de chaleur suivant l'axe (y), (W)

qz Flux de chaleur suivant l'axe (z), (W)

q Flux de chaleur généré par une source de chaleur, (w/m3)

Ri Rayon, (m)

T Température, (°c ou °k)

t Temps, ()

Th Température ambiante, (°c ou °k)

Tf Température d'un fluide, (°c ou °k)

Tr Température de rayonnement, (°c ou °k)

Ts Température de la surface, (°c ou °k)

Vv Volume, (m3)

Ax Le pas en espace suivant, (x) (m)

Ay Le pas en espace suivant, (y) (m)

Az Le pas en espace suivant, (z) (m)

P Epaisseur, (m)

p Densité du corps, (kg/m3)

€ Facteur d'émission de la surface

€ Erreur relative

o Constante de Stéphan-Boltzman, (kcal/hm?)

Vi



At

XY,z

Coefficient de relaxation
Le pas en temps, (S)
Coordonnées spatiales

Vi
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Introduction

Aujourd’hui on assiste a une demande trés importante et généralisée, provenant
de tous les secteurs industriels, de la qualité qui est un facteur vital pour les
entreprises confrontées a la concurrence. Devant cette réalité 1’assurance qualité s’est
implantée dans les entreprises sous la forme d’une organisation visant a repartir et a
minimiser les facteurs de non qualité. Les matériaux composés ont un intérét
important pour l'industrie et la connaissance de leurs caractéristiques est plus
qu’indispensable. Souvent, une anomalie interne dans leurs structures modifie
fortement leurs propriétés physiques. Le calcul thermique est capable de révéler la
présence d'un défaut sur et/ou I'intérieur de la paroi de ces matériaux. Pour détecter
un défaut, on a souvent recours aux methodes de contrdle non destructif, qui consiste
a analyser les diverses structures par I’étude de leurs réponses aux excitations
thermiques, et établir des relations entre ces réponses et les imperfections qu’elles

contiennent.

Le transfert thermique est la science qui tente a prédire le transfert d'énergie entre les
molécules ou les particules de la matiére a différentes tempeératures. Le but est
d'expliquer la maniére et de predire le taux d'échange de la chaleur sous certaines
conditions spécifiques. Il complémente les deux premiers principes de la
thermodynamique par des lois expérimentales additionnels afin d'établir les

proportions de transfert d'énergie.

Le transfert de chaleur peut étre défini comme étant la transmission de 1’énergie d’une
région a une autre une fois la différence de température entre elles établi. Il est régi
par une combinaison de lois physiques et de relations empiriques déduites de
I'expérimentation. Dans la littérature relative a cette discipline, on reconnait
généralement trois modes distincts de transmission de la chaleur : la conduction, la

convection et le rayonnement.

Pour résoudre la plupart des problémes de transfert de chaleur, que pose la
technologie actuelle les équations différentielles relatives a la conductivité thermique,
la plus utilisée est la méthode des différences finies. Ses différentes versions ont été
élaborées des les années1930, mais leur vaste expansion ne date que de I’apparition
des ordinateurs. Ces derniéres années le progres extraordinaire des ordinateurs a

rendu méme la méthode des différences finies comparable a celle des éléments finis.

Xi



En résolvant numériqguement les problemes par la méthode aux différences, il est
impossible d’obtenir la solution pour tous les points d’un certain domaine de I’espace.
Elle ne peut étre qu’approchée, et ceci encore seulement pour un ensemble fini des

points (noeuds) appelé maillage

L’objectif premier de ce travail est de modéliser le phénomeéne de conduction
thermique en deux dimensions par D’application de la méthode des résistances

thermiques et juger sa validité.
Notre travail est réparti comme suit :

Le premier chapitre résume une recherche bibliographique sur trois modes
distincts de transmission de la chaleur en général. Dans le deuxiéme, nous proposons
la solution numérique par la méthode des différences finies. Le troisiéme chapitre est
réservé a la Résolution numérique de 1’équation de la chaleur. Enfin, le quatriéme

chapitre est consacré sur la simulation ses résultats et discussions.
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Chapitre I:

Equations de base de transfert

thermique



I-1 Définition

Le transfert de chaleur est une science, qui étudie la facon de propagation thermique
d’une région a une autre, sous I’influence d’une différence de température. Elle a
subit une étude intensive pour satisfaire les exigences des autres technologies
nucléaires, solaires...etc.

Le transfert thermique a lieu sous trois formes : Conduction, Convection et Radiation,

avec le transfert conjuguée.

a- Conduction thermique

Ce mode d’échange s’applique a un milieu immobile, c’est a dire dans la pratique, a
des milieux solides. La convection, liée au mouvement de fluides a I’échelle
macroscopique, est un mode de transfert plus rapide que la conduction. C’est
pourquoi méme si la conduction existe aussi dans les fluides, on de s’intéressera a ce
phénomeéne que dans les seuls cas ou le mouvement du fluide est impossible (couche
limite au voisinage d’un corps solide, fluide enfermé dans les petits pores d’un solide,

etc.)

b- Convection thermique .

C’est le transfert de chaleur entre un solide et un fluide, 1’énergie étant transmise par

déplacement du fluide. Ce mécanisme de transfert est régi par la loi de Newton. [1]

Mouvement de
fluide force
induit ParAT

Fig .1.1 Schéma du transfert de chaleur par convection.



La convection est le mécanisme le plus important de transfert de chaleur entre une

surface solide et un fluide. Deux types de convection sont généralement distingués :

R

«» Convection naturelle
% Convection forcée

L X4

c- Le rayonnement

Le rayonnement thermique est un phénomene se caractérisant par un échange
d’énergie ¢lectromagnétique, sans que le milieu intermédiaire ne participe
nécessairement a cet échange. Par exemple, le rayonnement solaire est capable
d'échauffer la terre bien que le milieu traverse soit & une temperature plus basse que la
terre. [2]

Combinaison des différents modes de transfert

Il nous classe separément dans les trois modeles de base de echangeurs de chaleur. En
fait, quels sont les différents modeles Scientifiquement lié: transmission et
rayonnement dans le cas de matériaux magnétiques irréguliers (verres, Plastique,

........ ) ou encore conduction, convection et rayonnement dans les liquides

| -2 Equations du transfert thermique

Toute étude technique significative exige une réponse chiffrée. Pour réaliser une telle
étude des problemes de transmission de chaleur, on doit examiner les lois physiques

et les relations régissant les différents mécanismes de I'écoulement de chaleur. [3]

a-Conduction

C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans déplacement de
matiere, sous l'influence d’une différence de température. La propagation de la
chaleur par conduction a I’intérieur d’un corps s’effectue selon deux mécanismes
distincts : une transmission par les vibrations des atomes ou molécules et une
transmission par les électrons libres.

La théorie de la conduction repose sur I’hypothese de Fourier :

La densité de flux est proportionnelle au gradient de température :



¢ Flux de chaleur transmis par conduction

A Conductivité thermique du milieu
x Variable d’espace dans la direction du flux

S Aire de la section de passage du flux de chaleur

(W)

(W m-1 °C-1)
(m)

(m2)

T; T,>T, T,

Fig. 1.2 Schéma du transfert de chaleur conductif

On trouvera dans le tableau 1.1 les valeurs de la conductivité thermique A de certains

matériaux parmi les plus courants. Un tableau plus complet est donné en annexe

All



Tableau I:

Conductivité thermique de certains matériaux

Matériau A (Wm'.°Ch) || Matériau A (Wm'. ec™h
Argent 419 Platre 0.48
Cuivre 386 Amiante 0.16
Aluminium 204 Bois (feuillu-résineux) 0.12-023
Acier doux 45 Liége 0,044-0,049
Acter mox 15 Laine de roche 0,038-0,041
Glace 1,88 Laine de verre 0,035-0,051
Béton 1.4 Polystyrene expanse 0,036-0,047
Brique terre cuite 1.1 Polyuréthane (mousse) 0,030-0,045
Verre 1.0 Polystyréne extrudé 0,028
Eau 0,60 Aar 0,026

a- Convection

C’est le transfert de chaleur entre un solide et un fluide, ’énergie étant transmise par

déplacement du fluide.

Ce mécanisme de transfert est régi par la loi de Newton :

Fluidea T..

S

A

Fig. 1.3 Schéma du transfert de chaleur convectif

Avec :

¢ Flux de chaleur transmis par convection

h Coefficient de transfert de chaleur par convection

Tp Température de surface du solide

Too Température du fluide loin de la surface du solide

S Aire de la surface de contact solide/fluide

(W)

°C)
(°C)
(m2)

(W m-2 °C-1)

Remarque : La valeur du coefficient de transfert de chaleur par convection h est

fonction de la nature du fluide, de sa température, de sa vitesse et des caractéristiques

géométriques de la surface de contact solide/fluide




b- Rayonnement

C’est un transfert d’énergie ¢lectromagnétique entre deux surfaces (méme dans le
vide). Dans les problémes de conduction, on prend en compte le rayonnement entre
un solide et le milieu environnant et dans ce cas nous avons la relation [3] :

Milieu environnant a Too

P [ R
] 9=o0e, S(T* T, )
5
Fig. 1.4 Schema du transfert de chaleur radiatif
Avec :
¢ Flux de chaleur transmis par rayonnement (W)
o Constante de Stefan (5,67.10-8 W m-2 K-4)

ep Facteur d’émission de la surface

Tp Température de la surface (K)
Too Température du milieu environnant la surface  (K)
S Aire de la surface (m2)

c- Rayonnement

C’est un transfert d’énergie électromagnétique entre deux surfaces (méme dans le
vide).
Dans les problémes de conduction, on prend en compte le rayonnement entre un
solide et le milieu environnant et dans ce cas nous
avons la relation :

Milieu environnant
()] aT.

v oty
S

Fig. 1.5 Schéma du transfert de chaleur radiatif

Avec :



¢ Flux de chaleur transmis par rayonnement (W)

o Constante de Stefan (5,67.10-8 W m-2 K-
4)

ep Facteur d’émission de la surface

Tp Température de la surface (K)

Too Température du milieu environnant la surface (K)

S Aire de la surface (m2)

d- Flux de chaleur lié a un débit massique

Lorsqu’un débit massique m& de matiere entre dans le systéme a la température T1 et
en ressort & la température T2, on doit considérer dans le bilan (1.5) un flux de
chaleur entrant correspondant[3] :

Pe =mcy (T} —T)

Avec :
Qe Flux de chaleur entrant dans le systeme (W)
m& Débit massique (kg.s-1)
c Chaleur spécifique (J.kg-1.K-1)
T1, T2 Températures d’entrée et de sortie (K)

e- Stockage d’énergie

Le stockage d’énergie dans un corps correspond a une augmentation de son énergie
interne au cours du temps d’ou (a pression constante et en ’absence de changement

d’état) :

@, —pVe

Avec :
st Flux de chaleur stocké (W)



p  Masse volumique (kg m-3)

V  Volume (m3)

C  Chaleur spécifique (J kg-1°C-1)
T  Température (°C)

t  Temps (s)

Le produit pVc est appelé la capacitance thermique du corps

g-Génération d’énergie

Elle intervient lorsqu’une autre forme d’énergie (chimique, électrique, mécanique,

nucléaire) est convertie en énergie thermique. On peut I’écrire sous la forme :

¢, =qV
Avec :
¢g Flux d’énergie thermique générée (W)
g& Densité volumique d’énergie générée (W m-3)
V  Volume (m3) [3]

I-3 Etablissement de I'équation différentielle

Avant d'entreprendre I'étude de problémes particuliers, nous établirons

I'équation différentielle définissant la répartition de la température dans un corps,
puis en utilisant certaines hypothéses, nous transformerons cette équation apres

I'ont simplifié afin de mettre en forme les formes utilisées dans les cas qui font l'objet

de cette étude.



Jz+ A -

s

Gy+ A .‘/

.
Fig.. 1.6 Schéma indiquant les notions pour I'établissement de I'équation
différentielle[4]
Considérons un petit parallélépipede, découpé dans un corps de coté dx, dy, dz.
L'equation définissant la répartition de température s'obtient en décrivant le

principe de la conservation de I'énergie pour I'élément considére pendant un temps dit.

Le bilan des énergies s'écrit littéralement, sous la forme:

Chaleur  degagée Chaleur Chaleur due a la
Chaleur qui dans la masse par qui  sort variation de
entre pendant dt  + des sources internes = pendant + ['énergie  interne
pendant dt dt pendant dt

Ein + Edeg = Esort + Eei

(0, +a, +q. Wt +q(d d,d.)dt =g + @y + Q.o Wit +C.0dT (dxdyd)

Ou:
dt: est la variation du temps

gx, qy, qz: flux de chaleur qui entrent comme indiqué sur la fig. 1-2



gx+dx, qy+dy, qz+dz: flux de chaleur qui sortent des faces comme indiqué sur la
figure.

c: chaleur spécifique du matériau

p: densité du corps

T: est la fonction de x, y, z et du temps t; T=f(x, y, z, t)

La quantité de chaleur qui entre dans la direction x est:

(. 8T %
q;==‘-— = (1. 9)
cx )
Celle qui sort s'écrit:
Tsae = [_;({_T+f_- - ﬁ'i—r }5-@; (1. 10)
cx oxl cx
De méme pour les directions y et z:
¢ -q.. =2 k— |dxn’1d‘ (1. 12)
: T oavl C
q.—q... :-§-\k ‘dxdmd~ (I 13)

En substituant ces relations dans I'équation de conservation d'énergie, et en divisant

chaque terme par dxdydz, on obtient I'équation:

i;c_

cxl ox !

(1 14)
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En supposant que c et p sont indépendantes de la température et que k est le méme

dans les trois directions x, y, z.

Cette équation s'écrit:

- - -3 -~
R (1. 15)
e e ==k act

Cette €quation est dit I’équation générale de conduction.

k

Ou: HZE , la diffusivité thermique en (m#h) du matériau.

Si le systeme ne contient aucune source de chaleur, I'équation ci-dessus est
réduit a I'équation de FOURIER:

(1. 16)

Dans le cas du régime permanent et en présence de source de chaleur, elle
devient I'equation de POISSON:

2 2 ~2
R A A 1. 17)

X 1

Ty
iy

iy

Et pour le régime permanent en l'absence de source de chaleur, la répartition
des températures doit satisfaire I'équation de LAPLACE:

-2 -2 -
i{+i{+ifzo (L 18)
cx CI"L‘_ o7

10



L'équation genérale de conduction dans un systéme de coordonnées cylindriques
s'écrit:

1¢T

&'t 1ér 1 @&t ér
)

(L. 19)

"

q_
ot rar et &' k adt

Fig. 1-7 Systeme de coordonnées cylindriques [5]

L'équation genérale de conduction dans un systéeme de coordonnées sphérique s'écrit:

-7

1
-2 (?T}Jrgi. -
rér siny |

. oT | 1 e'r 1T
| sinp == |+ L9 (1. 20)
Sw ! risinfwéd? k aér

11



-
-

CTrw, )

Fig. 1-8 Systeme de coordonnées sphériques

I-4 Conditions aux limites

La solution analytique d'un probleme de conduction en régime permanent s'exprime
par une certaine fonction T(X, y, z,t) représentant la température qui devra satisfaire a
I'équation différentielle propre du probléme. Cette équation différentielle ne fait
qu'exprimer comment les variations de température se font dans l'espace et le temps,
mais pour que le phénomene soit décrit completement, il faut que la solution trouvée

satisfait aussi aux conditions aux limites (spatiales et temporelles).

a- Conditions initiales

Elles expriment dans les problémes en régime non-permanent, la distribution
spatiale des températures a un instant donné, le plus souvent pris comme origine de
temps:

T(x,y,2,0)= f(x,y,2) at=0 (1. 21)
b- Conditions aux limites spatiales

Elles expriment comment, a partir de l'instant zéro, variant sur les frontiéres du

corps étudié, la température ou sa dérivée, ou encore une combinaison des deux.

12



b-1 Condition de Dirichlet ou du premier type

La distribution de la température a la surface frontiere considérée est donnée en

fonction du temps et pour tous les points de la surface:

T'=fi(x.v.z.1) (I. 21)

Souvent, on aura affaire a l'un des cas particuliers, ou la température en surface

ne dépend que de la position du point:

I'=fi(x.v.2) (I. 22)

Ou du temps seulement, ou cette température est constante dans le temps et

uniforme sur la surface, c'est-a-dire une constante dans le sens mathématique du mot.

b-2 Condition de Neumann ou du deuxiéme type

On impose la densité de flux a la surface, pour tous les points de la surface et en

fonction du temps:

4o kL fayz) (I.23)
A cx i

b-3 Condition de Fourier ou du troisieme type

On impose au fluide ambiant une température T trés loin et en outre un
coefficient de convection h pour I'échange entre la paroi (x=L par exemple) et le
fluide.

La condition s'exprimera par:
cT ~
k—(L.t)= h[T(L.t) - T, (1)] (L. 24)
cx

Souvent, la température Ts de la surface n'est pas connue et comme h dépend de Ts,
Too | la vitesse,.....etc., on aura fréquemment recours aux approximations

successives.

13



La formule la plus générale de la conduction de FOURIER sur la frontiére s'écrit:

W(T) +k;—i: —hT, = £,(x.7.2.1) (I 25)

-

oT . . i
Ou —— estladérivee effectuee le long de la normale exterieure a la surface.
CH
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Chapitre 11 :

Méthodes numeriques



Lorsque la résolution analytique d'un systéme d'équations différentielles devient

difficile, les méthodes numériques et analogiques fournissent les réponses nécessaires.

Maintenant, deux approches numériques principales sont utilisées dans la résolution
équations différentielles partielles dans le transfert de chaleur; la méthode des
différences finies (MDF) et la méthode des éléments finis (FEM). Chaque méthodea
ses avantages qui dépendent de la nature du probleme physique a résoudre. La
méthode des différences finies est facile a formuler, peut étre facilement étendue a
des problémes bidimensionnels et tridimensionnels. De plus avec l'arrivée des

techniques de maillage automatique, le MDF est devenu comparable au MEF.

Dans ce chapitre, nous allons concentrer notre attention sur la solution numérique via
la méthode de différence finie, un outil extrémement utilisé dans le transfert thermique
pour résoudre des problémes de régimes et de variables permanentsdans des corps de

géométrie individuelle ou complexes avec des conditions non simples.

Les équations peuvent étre obtenues a partir des différences finies avec l'utilisation du
concept de résistance thermique. La méthode qui utilise ce concept peut avoir des
avantages, par exemple pour faciliter la généralisation a des systémes tridimensionnels

spatiaux, ou lorsque les propriétés thermiques sont variables (1, 2, 13).

I1-1.Méthode des différences finies

La méthode de différence finie est la procédure numeérique la plus ancienne et était la
premiére qui a été utilisée pour résoudre des problemes thermiques. 1l est de diviser le
volume d'espace dans lequel la solution est recherchée sur un réseau de points
spaciente régulierement ou irrégulierement a ce qu'on appelle maille. La solution au
probleme est calculée a chaque point du réseau. L'approche est dans le remplacement
de chaque dérivé de I'équation POISSON/LAPLACE de péche par expression aux
différences finies, dans laquelle la valeur de linconnu exprime a un point

correspondant a sa valeur aux points adjacents. (fig. 11-1).
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"Eso % -—- . nJ. > x 1 0 2
Z s : o ® o
o A x A x
> <
Fig. 11.1.(a) Barre unidimensionnelle Fig. 11.1.(b) Modeéle de différences
divisée en éléments de différences finies finiespour un systéme

unidimensionnel

L’équilibre thermique permet d’écrire en 3-D : (Fig. I-2)

E—Lj.f(—ﬂ.ﬂk+E+1.jj(—ﬂ.j.k+ﬂAj—1.k—Ti.j.k +T'rlj+l.fr—Tyrlj.k+ﬂj.p’(—1—T'i.j.k+ﬂ.j.k+l—ﬂ4.k_0 (I1. 1)
R(i-1,7.k) R(i+1,7,k) R.(i,j—1.k) R(i,j+1.,k) RAi,j.k—1) R-(i,j.k+1)

E,j,k; Tz’,j-l,!\'; T.i,j+],k; Ti-l,j,k» Tf-’-],j,k; Ti, j -1 el Ti,j,k+] : sont des températures des noeuds

(1.j.k)., (1j-1L.k), (1i.j+1Lk), (i-1.1.k), (i+1.j.k), (i.j.k-1) et (i,j,k+1])

Rx(i-1,j,K) et Ry(i+1,j,k): sont des résistances thermiques selon 'axe x.
Ry(i,j-1,K) et Rx(i,j+1,k): sont des résistances thermiques selon I'axe y

.Ry(i,J,k-1) et R,(i,j,k+1): sont des résistances thermiques selon l'axe z.

L'équation (I1. 1) représente le cas en trois dimensions, mais est adaptable aux
géométries monoet bi-dimensionnelles.

I1-1-a- Discrétisation de I'equation différentielle de la chaleur

Considérons un solide a trois dimensions (sans source de chaleur ) et dont la
température T(X, y, z) satisfait I'équation de LAPLACE.

o oT orT
“+ + =0 II. 2)
ot ot ozt (

16



Considérons un nceud intérieur P(X, y, z) entouré par les points 1, 2, 3, 4, 5¢et 6

dont les coordonnées sont indiquées sur la figure suivante:

y (X, y+a, 7) ]
X !
y +(?5< V] z-a)

(x-a.ly, ) S

; ® Oy ! ® (xta,y, z)

J , 1
6 "
]y, 21 =
P

Fig. II. 2 Maillage de différences finies en trois dimensions

Exprimons au moyen de développement de Taylor les températures Ty et Tz enfonction
de To.

oT a’ [0°T a (0T
L=T+al—| +——| +—| =5 | tom
ox), 2 \ox , 31 ox ,

or\  a* (0T o (0T
L=T+al—| ——|—| +—| = | +-m
pr 2 | oOx 3o
P P

En ajoutant membre & membre, on trouve:

2

z+n:2n+#{i§J+0mﬂ (II. 3)
p

A

En négligeant les termes d'ordre a* (a* est trés petit du fait que le nombre denceuds est

suffisamment grand), on aura:

(I 4)

2

)

a

.

(ﬁT]_n+g—m;
)
D

17



De méme, on peut écrire un développement en série de Taylor pour T2 et T4:

0°T T, +71, -2T
(c ] ==t 2 (1. 5)
oy” a
v P
Et méme chose pour T5 et T6:
~2
o'T T, +1, - 2T,
2]
P

D'apreés les relations ci-dessus, on peut tirer facilement I'expression de TO en

fonction des températures avoisinantes et ce selon le cas:

Cas unidimensionnel:

r, =ittt (L. 7)
2
Cas bi-dimensionnel:
Tr+7,+7T,+T
T, = L 2 3 4 (IL. 8)
4
Cas tri-dimensionnel:
I +7,+7T.+7T, +7T. +T
TO — 1 2 3 4 5 6 (II 9)

6

Ainsi I'approximation par des différences finies de I'équation (1. 2) devient:

]11'+1.j.fr + T;—l.j.k - 2Ti.j.k n I;.;H.k + T;.j—].i‘( - 2Tf.f.k " Tf.f.,m + Tr’.j.k—] - 2T;.j_k ~0
(Ax)* (Ay)* (Az)*

Si AX=Ay = Az, alors

Tivd, jk +Ti1, jk T Ti, j+1k +Ti, j-1k +Ti, jk+1 +Ti, jk-1 —6Tj, jk =0

18



1
Si, on tient compte d'une source de chaleur, on ajoute le terme % dans I'équation
générale et on obtient:

THLJ.A— + zfl.jjr - ZTi.j.k n Ti._m.f\- + Tf._H.fc _ZTJ'._;J.- Tf.j.irﬂ + Tz.jjffl - 22;.;1— +g -0
(Ax)® (An)* (Az)® k
Et pour Ax= Ay= Az,
I;’+l,jj' + T;’—l,;ﬁ + T;'J+1,A— + T;J—l,i— + Ilj,k+1 + Tf,;?k—1 + % (A)‘)Z B 61}71,;: =0

I1-2. Conduction de Chaleur en 2-Dimensions

11-2-1. Méthodes Numériques en Régime Permanent

Les equations qui gouvernent le phénomeéne de conduction bidimensionnel enrégime
permanent pour T(X, y) sont :

Systeme sans source de chaleur (LAPLACE):

62T+62T =0 (II. 10)
Ox2 Oz )
Systeme avec source de chaleur :
0T, 0T 4 L 11)
o2 O ko '

Ici g (W/md) est le flux apporté par une source de chaleur.

19



11-2-1-1. Maillage Numérique

~,) i
— :.
+
~

[} — ?'Q__JJ ij| i+1]

X
Fig. II-3 Représentation 2D d'un modele simulé par la méthode des différences finies.

11-2-1-2. Bilan thermique

D'apres la figure ci-apres en régime stationnaire sans source de chaleur, en reposant
sur la loi des noeuds (KIRTCHOFF): la somme des courants vers un noeud est nulle.

Par analogie, et pour un systéeme bi-dimensionnel, on écrit:

G0 ¥ G20 T930 T 440 =0 (IL. 12)

—k(m;) . —k(m;) - —k(le) o — k(L. Ax)"C 1T =0 (IL 13)

410 4

Fig. I1.4. Schéma de discrétisation avec la méthode des différences finies.
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11-2-1-3. Concept de résistance thermique

Jusqu'a présent, nous montrons comment les troubles de la ligne peuvent étre résolus a
approcher des différences finies dans des équations différentielles. Une équation est
formulée pour chaque nceud et I'ensemble d'équations libérées pour des températures
dans tout le corps. Lors de la formulation des équations, nous avons également pu
utiliser un concept de résistance pour écrire la transmission thermique entre les nceuds
(1). Il prend notre noeud d'intéréts avec (i) Nous nous sommes souscrits et cohérents
avec l'indice (j), nous avons la situation générale d'un nceud pilote, qui est indiqué sur
la figure suivante. Dans I'état d'équilibre, la vie nette devraitétre nulle sur le neeud (1),
ou [2];

T -T
qi+z I 1=0 (IL. 14)

Ce qui permet d’écrire :
q, + Z(TJ. /R;)
T - ;
’ > (/Ry)
j

(II. 15)

Ou q; représente le flux apporté a I'élément de volume en (i) par une source de

chaleur interne, ou par des mécanismes autre que la conduction et la convection

(cesdeux derniers étant représentés par des resistances R;)).
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Rij représente une résistance thermique entre deux neouds:

S.

Soit par conduction R, =—"
k.A;

Soit par convection R, = 1
h;. A4

J;; - est la distance franchie par la conduction entre les nceuds i et

Ajj: est la surface normale a &ij, c'est-a-dire aux lignes de flux conductif ou convectif.

L'équation (11.14) ne fait que traduire thermiquement la loi des nceuds intérieurs:

Ii-To -1 , -To , T:=To , , _
R R Rk "R +qo=0 (II. 16)

Rx_ Ar — ﬂx . ﬂ v AJ

A EA S RTRAD A

Ax :distance entre deux nceuds selon l'axe x.

Ay :distance entre deux nceuds selon l'axe y.
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Position du neeud

Equation nodale & résistance thermique

associee
Neeud Int
8) Newud Interne Giay=Ty  Toy=Ty , Ta=Tiy , Tiyn=Ty _
z‘,&ﬂ Ri(i-1,)) R(i+l,)) Ri(i,j=1) Ru(i,j+1)
] I J A} avece
=117 ) gl j
Y ¢ R(i— 1;)—/,(A 0 RGHL ’)_m 4
o ; Ay
1, k=
? Ri(i, j— l)_kA [ . Ra(i, ,H—l)—kA ]

Ax Ax

Az=1 (I’épaisseur selon (z) égale a I’'unité)

b) Neud avec condition de
convection en surface

T;—l.j— ij ];.j—l— ij ];.j+1—];.j ‘ (T'f-'_];.j)=
R(i-1,/) Ru(i,j-1) " Ru(i,j+1) " Re(i+1,))

avece ;
RGHLD =7 ROLD= 40
o Ay
Ri(i, j+l)y=—— . R:(i,j-1)=
AX | kml
2 2
Loy=Ly  Ly=Fy  To=Ty | (T=T)
; R:(i-1,j) Re(i,j-1) R.(i, ]+l) R«(i+1,)
1
T avec .
R(i+l, ;)—} ol R jD=) 2
Doy . Ay
Ri(i=1,)=—25— ; Ru(i,j-1)=
k%.l k%.l

23




Table I1. 1 (Suite)

d) Neeud sur un coin interne Tos—Toy . Try—Tos . Tua—Tos . Tori—To,
_ R(i-1,/) " Re(i+1,7) Ru(i,j—=1) " Ri(i,j+1)
i _,iﬂ’ |

IA}' S M (A
)G VR N 2 B .

— avec ;

h, ch A Ax . . Ax

| g R(i-1, ) Ay Re(i+1, )= k"—\;l

Ax

R, j+ly= o s R j-l= 22

kAY ]

2

e) Neeud sur une surface isolée (h=0) T ,~T., T,a—T, Ta-T.,

R(i-1.7) Ru(i.j-1) RuG,j+l)

- avec ;
3 R(i-1./)= kﬁ;l L R+, =0
Jj-1
R.(i, ]+l)— , Ro(i, j—1)=
kT.l kﬂzx 1

11-2-2. Les Méthodes Numeériques en Régime Variable

(Instationnaire)

Du point de vue mathématique, il s'agit des méthodes numériques utilisées dans les
équations derivées partielles paraboliques, dans lesquelles sur la ligne, le temps
alimente également les dimensions spatiales (1).

Le concept général de la méthode numérique appliquée aux problemes d'instations est
identique a celui que nous avons déja trouvé pour les problemes fixes:diviser les
maticres dans les régions du centre de laquelle on place un nceud; performer pour
chacun des nceuds une évaluation une évaluation Pour chacun des nceuds thermiques
lorsque la température du neeud a considéré celle de ses voisins et des propriétés
thermiques du matériau. Au cas ou il s'agit d'un terme capacitif qui représente
l'augmentation de I'énergie interne pendant un intervalle de temps.

Les équations qui régissent le phénomene de la ligne bidimensionnelle dans lerégime
variable pour T (X, y, t) sont les suivantes
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Systéme sans source de chaleur :

o1 o , .
et =é5’—{ L 17)

Systéme avec source de chaleur :

c*r o T -
9_10T
ox?  oy? +k a ot (IL. 18)

Ici;

g (W/m?3) : est le flux apporté par une source de chaleur.

Est a=§ m’/s) la diffusivité thermique, (k) est le coefficient de conductivité
thermique, (0) est la masse volumique et (c) est la chaleur spécifique.

La variable temporelle est, de méme que les variables spatiales, discrétisée en
différences finies. La figure (11. 5) montre la relation température-temps d’un nceud (n).

\E}‘ —Ar
\z:;

\ Tir+ie
At | At ~——

- L k-
Y Eal ) Fal

Tu(t)

t-At  t 1t AL Temp

Fig. Il. 6 L histoire température-temps d 'un point nodale

La dérivée premiere de la température par rapport au temps est discrétisee

ainsi :

=] ATt 1
(g:ﬂ . T; (IL. 19)

La variable temps est discrétisée en des différences finies progressives.

Et par conséquent I’équation (II. 18) peut étre discrétisée, ainsi :

Eil.j,kJrE;f—l,j,k*zz,fj,k . Efj+1,k+fr'—1,k*21;fj_k 9 1 Iy -I

ij ij.k ijk
(Ax)2 (Ay)2 ko« f_\}f (1. 20)
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Ce schéma est dit explicite (EFTCS), ou :

1 1 1 1 1 1
LAy +15, 20 T +1 210

ij+ Lj—
T

q
(Ax)- (Ay)2 s

(1L 21)

Le schéma ci-dessus est dit implicite (IFTCS).
Notre but est d’écrire nos équations en utilisant le concept de résistance thermique ce

qui nous meéne a réécrire 1’équation (II. 14) comme suit [2] :

}}p+l _I;p+l Tpﬂ —T‘p
i+ =C; = I II.22 a
0T I, ( )

On remarque que les termes de gauche sont les mémes que ceux de I’équation (1. 14).

Il faut noter que Ci: est la capacité thermique représentant I’augmentation
d’énergie interne d’un neeud pendant un intervalle de temps At [1].

Ci=p.CAVi ; AV; :estl’élément de volume.

p= densité
Vi=volume

P pVi= masse
Noeud (i) \. c= chaleur spécifique
AT= changement de
température

Fig. Il. 7 Le changement en énergie interne d’un élément de volume entourantun neeud
pendant un intervalle de temps AT [24].

Le changement en énergie interne d’un élément de volume d’un nceud pendantun

intervalle de temps est donné par la relation suivante :

AU =pVicAT =pVie(Ti=T#) (11, 22 b)

Les résistances thermiques pour différentes géométries et conditions aux limites sont

données au tableau (I1. 1).
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I11-3. Conduction de Chaleur en 3-Dimensions

Les équations qui gouvernent le phénoméne de conduction tridimensionnel enrégime
variable pour T(x, y, z, t) sont :

Systéme sans source de chaleur :

ol o' T 45
P, el

— = I1. 23
oxt oy* 0z% adt ( )
Systeme avec source de chaleur :
T 0T o 12
o e rd=10f (IL 24)

T T T —
v 0z2 k act

Ici g (W/md) est le flux apporté par une source de chaleur azﬁ (m"/s) est la capacité

thermique volumétrique.

11-3-1. Maillage numérique

Fig. 11-8 Représentation 3D d'un modele simulé par la méthode des différences finies.
11-3- 2. Résistances thermiques

L'élément volumique (x, y, z) est coupé en un réseau de mailles dans I'espace,ou
chaque nceud a six résistances thermiques, deux selon chaque axe.
Soit P(i, j, k) le nceud d'intérét.
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Rx(i-1, j, k) : est la résistance thermique selon (x) entre les nceuds (i, j, K) et (i-1, j, k)
Rx(i+1, j, K) : est la résistance thermique selon (x) entre les nceuds (i, j, k) et (i+1, j, k)

Méme chose pour les autres axes ;
Ry(i, j-1, k) et Ry(i, j+1, k) sont des résistances thermiques selon I'axe y.

R.(i, J, k-1) et Ry(i, j, k+1) sont des résistances thermiques selon I'axe z.

Fig. I1. 9 Volume d'élément de résistance en 3-D [2].
On appelle :
T(i, j, k): température au nceud P(i, j, k)
R(i, j, k): Résistance thermique du nceud P(i, j, k)

Ti,jhf, k

Fig. I1. 10 Résistances thermiques reliées au neeud (i, j, k).

En appliquant la loi des bilans thermiques ou 1’équation des nceuds (I1. 18), on
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peut donner I’expression de résistance thermique du neeud (i, |, K) et les nceuds du

voisinage.

Tableau I1. 2 Les résistances thermiques pour neeuds internes dans différent

systemes de coordonnées

Coordonneées Coordonneées Coordonnées
Cartésiennes Cylindriques Sphériques
Nomenclature X1 1 i
Et indices V] 6,] 0,]
ok ok 0,k
Elément de AxAyAz ImArAGAZ TasInPArAOA @
volume AV
R(i+1jk) Ax Ar Ar
AyAz Ik (A1 2)AOAZ ke (rn+Ar/2)PsIgAOA P )
Ry(i-1,j,k) Ax Ar Ar
AyAz k (m—Ar/2)AOAz .k (i +Ar2)’sIngAOA P ko
Ry(ij+1k) Ay mAG Afsing
AYAZ k ArAzk ArAgk
Ry(ij-1k) Ay 1mAG Afsig
AYAZ k ArAzk ArAgk
R.ijk+1) Az Az Ag
AxAy.Je mAOAT K sin(g+Ad/2)ArAOk
R-zijk+1) Az Az Ag
AxAy rmAGAT K sin(g+Ag/2)ArAOk

Les équations indiquées dans le tableau ci-dessus sont valables pour tous les naeuds

internes. Pour les nceuds frontaliers, les équations sont modifiees comme le cas

échéant. Considérez les cas les plus pratiques:
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1/ Neeud avec condition de convection en surface

i1 i 1 _ i1 i )=Ax
Re(i+1.j.k) A R:(i—-1.7.k) Ay Az
N (i1 e QY
Ry(i,j+1.k)= A Ry(i.j 1-1\)*]{ Av o
> 2"
R-(i.j.lc+1)= R:1.].k—1)=
i ;7 Ay k Aj‘.gy

Fig. I1l. 11 Neeud avec condition de convection en surface

2/ Neeud sur une surface isolée

( 1.]]“) ] A_. Rr(H-l j ]\)
R, j+1.k)= Ay . R, j-1.h)=
V )
]1£AZ LM A-
2 2
R{i,jkt)m—8— © R(i.jk1)=—
’132Jk Ay f\%m
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Fig. Il. 12 Neeud sur une surface isolée




3/ Neeud sur un coin extérieur avec condition de convection en

surface
S s 1 . 1 )= Ax

Rx(z+l,],l‘)—h£x, R(i-1,j.k) 7](£AZ
2 2 2°2

ot e 1 B

R, j+Lk) e . R, j-1.h)= H‘ e
2°2 2°2

R(i.jJe+])= - Re(ijfe—1)—1

(2.74+1) ];A_} (7] hﬁ’v
2°2 2

Fig. II. 13 Neeud sur un coin extérieur avec conditionde convection en surface

4/ Neeud sur une arréte externe avec condition de convection en
surface

R(i-1.j.k)= . R(i+l,jk)—1
k ) Az hAy_
2 2
N | Cpioq LAY
Rv(f_._j‘l‘ljt)—hﬂx - . R} (I‘] 1,]’1)— L_A,\‘ A~
2 2"
R(i,j.k+1)= - Re(i,7.k—1)=
(.Jk+)= A A} (1.j.k=1)= - g
272 22

Fig. Il. 14 Noeud sur une arréte externe avec condition de convection en surface
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5/ Neeud sur une arréte interne avec condition de convection en

surface
S i 1. =
R(i+1,j.k) A R(i-1,j.k)= kAvA‘
2
4A1 . 4A1’
R jHLR =510 At BUTLR =570 A
R:(i.j k+])= A: . R(i,jk 1)— Az

Fig. 1. 15 Neeud sur une arréte interne avec conditionde convection en surface

6/ Neeud sur un coin interne

Ri+1, k) = }, - RGL = R
o AV oL 4.&1"
Rl b= & - RO

o 4AZ
RGO A3 100 ay © RO ”‘;m Ay
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Fig. Il. 16 Neeud sur un coin interne




7/ Neeud sur un coin interne avec condition de convection en
surface

R(i+l. k)= AM R(i-1 j’)_

k- }'.A:-

2 2

L 4AY N
Rl(? J+l A)_m R}'(L‘]—l,]f):ﬁ \
R(G.ik1)=—A . R(iik-1)= e
(7., );QA_J (7.J. )mi
272 2 z&)

X

Fig. II. 17 Neeud sue un coin interne avec

conditionde convection en surface

11-3- 3. Bilans thermiques

Un équilibre thermique est calculé pour chaque nceud. Le flux thermique totalau
neceud (i, j, K) depuis les six nceuds du voisinage est Qijx (W) :
Qi.ix=Rx(i-1, J,K).(Ti-1,ix =Tiik) HRx(I+1, j,K).(Tisr, ik =Tijk)+
Ry(i, J=1,K).(Ti-t, jx =Ti, i)+ Ry (i, j+1,K).( Ti jax =T, jk )+
Ra(i, J,k =1).( Ti, jik-1=Ti, ik )+ Re(i, j,k+21).(Ti,jk+1=Ti, jx) (1. 25)
ou:
Qiik=Qi-1, jk+0i+1, jk +0i, -1k +0i, jr1k +qi, jk-1+i, jk-1 (1. 26)
Le changement d'énergie d'un nceud est de variations telles que celles relatives aux
sources de chaleur ou a d'autres mécanismes. Ce changement est effectué en ajoutant

ou en soustraits dans la variable. Qi j x comme le terme g-.AXAyAz .

Un autre avantage de l'introduction de (Qi, j k) est que moins de données doivent

étre attribuées a la mémoire de l'ordinateur.
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I1-4. Conduction de chaleur en coordonnées cylindriques

L’¢quation genérale de la conduction dans un systeme de

coordonnéescylindriques est :

o’T 1o 1
2

o°'T o°T ¢q 10T
— t——+ 3 =—
ar” For oy

—+ +==—— I1. 28
e¢’> &> k a ( )

11-4. 1 Maillage en coordonnées cylindriques

Dans cette étude, nous nous concentrerons sur des systemes symétriques del'axe
et, par conséquent, un processus thermique radial et vertical, rotatif et symétrique est
pris en compte par l'axe (z). La température le long du rayon r et dans la distance

verticale z dans le temps t est notée par T (r, z, t).

Dans la direction radiale, la radio R est divisée en intervalles d'épaisseur Ar et dans
ladirection verticale la distance z est divisée en intervalles d'épaisseu Az .

Dans le sens radiale, ona :

1 =rint+Ar ; ri =li.1+Ar - fex=ri +nAr

| il Ar | cesas |

Y

Fig. Il. 18 Maillage en sens radiale
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Dans la direction verticale (z), le maillage peut étre conduit comme étant en 2-D:

:J\

Fig. Il. 19 Maillage en coordonnées cylindriques (r, z)

Pour le cas des cylindres court et pleins et si le probleme admet une conversionen 2-D,

le maillage le plus utilisé est celuien (r,¢).

m, jt1

Fig. 11. 20 Maillage en coordonnées cylindriques (r, ¢) [17].
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I1-4. 2. Résistances thermiques en coordonnées cylindriques

La résistance thermique selon (=) est donnée par :

R.(i.j- 1)—2;”,‘ >y =R:(i,j+1)

La résistance thermique selon (7) est donnée par :

i-1)j 1fj il il
=y e
RAi— 1])_ In-d% Az
i A R ?Lj_]
R(i+l, j)* ,;_thEl A A

Fig. Il. 21 Reésistances thermiques autours du naeud (i, j)

11-4. 3. Flux thermiques en coordonnées cylindriques

Sur la base du paragraphe précédent, on peut écrire :

AT (Tu—]ﬁ]) 22k Az{T,;-Ti.f)

i1 = I1. 29)
e R(i-1,j) S S In-Le (
2mk Az Ria Ria
= AT (Ta-T) 271'.?{13.&‘.(??,;—1—1?,;) (IL. 30)
T RG, ) Az Az .
2wl Ar

L’équation d’équilibre thermique devient pour le cas général :

(Gt G G i1+ )A=C 2 Ar Az (T4 =10) (IL. 31)
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11-5. Les méthodes de résolution des systemes d'équations algébriques

Par conséquent, le probléme est discrétement dans un systeme d'équations pouvant
étre résolues numériquement. Le succés considérable de cette méthode a largement
répondu et joue toujours un réle important dans lequel I'analyse numérique est, en fait,
avec sa simplicité, en particulier pour la conception du maillage et la vitesse de
résolution du systeme d'équations. Il existe plusieurs méthodes de résolution
numérique des systéemes d'équations. Le choix du processus du systeme d'équation a
traiter dépend de la structure de la matrice et de la taille du probleme.

Il existe deux méthodes numériques:

Méthode directe: qui se définit sous la forme d'‘équation de récurrence et conduit a la

solution en un nombre fini d'étapes.

Méthode indirecte (itérative): qui évalue la solution exacte du probléme par

approximations successives de celle-ci.

11-2 Comparaison des différentes méthodes

Les deux facteurs de comparaison a considérer lorsqu'ils ont le choix entre
plusieurs méthodes pour résoudre un systeme d'équations sont la quantité de mémoire
occupée et le calcul du temps de l'ordinateur.

Les méthodes directes de solution d'un systeme de N équations linéaires, avec
une largeur de bande de la matrice de (2n+1) exigent au moins N(2n+1) emplacements

de mémoire tandis que le temps de calcul est en gros égal a N.n2,

Les méthodes indirectes (répétées) ont besoin d'un principal espace mémoire,
car elles ne participent pas uniquement aux coefficients non nuls des matrices. Ils sont
particulierement indiqués lorsque les équations sont non linéaires ou lorsque I'espace

mémoire est fortement limité.
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A la fin, les évaluations lorsqu'elles sont meilleures ou meilleures ou des
méthodes sont les meilleures, dépendent non seulement des caractéristiques
intrinséques du probléme étudié, mais également des possibilités de l'ordinateur utilisé.
C'est pourquoi ces appréciations peuvent varier rapidement avec le temps.

Jusqu'a récemment, la position généralement acceptée était la suivante, N désigne le
nombre d'équations de systéme: - les méthodes directes sont les plus appropriées pour les

petites valeurs et une matrice (qui est formée par des coefficients denses) (c'est-a-dire qu'il a

peu d'éléments zéro) .

- Les méthodes indirectes sont plus appropriées pour les grandes valeurs et une

matrice dispersée (c'est-a-dire qu'ils ont de nombreux éléments zéro).

- La préférence est administrée a des méthodes indirectes pour de trés grandes
valeurs de N et aussi pour les grandes valeurs de N avec des matrices dispersees mais
non diagonales.

Les problemes conducteurs ne correspondent pas normalement a de telles matrices (tri-
diagonale).

11-3 Méthode de Gauss-Seidel:

Parmi les méthodes itératives, qu'on va utiliser pour résoudre un systéme d'égquation
linéaires la méthode de GAUSS-SEIDEL, qui ne differe pas beaucoup des autres
méthodes, que par I'emploi immédiat de X(k) qui fait de nouvelles estimations

X&+D 3 I'itération (k+1).
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11-3-1 Algorithme de Gauss-Seidel

Algorithme de Gauss-Seidel pour la résolution d'un systeme d'équations
linéaires AX =B

0/ Etant données A4, B, x” , .65 K I

i=1 h
b—Zayxﬁ“U— Zayxf,-k)

1/ xF= =1 Jeitl > K=1 ... .. .. Kmax
dii

2/ Arréter S1 ‘xfm) —xf“‘ <&

{\.!(HU _ *\'i(k)

Ou < g,
L(k+1) <
J

11-3-2 Conditions de convergence
On montre que pour qu'il y ait convergence de cette méethode, il faut et il suffit

que la matrice soit diagonale strictement dominante.

n

>

=

L'algorithme de GAUSS-SEIDEL est comme suit:

a..

n

a (iz), =1, n

]

1. Reésoudre chaque équation pour I'inconnu diagonal principal.

2. Faites une estimation initiale pour tous les inconnus.

3. Les calculs commencent avec I'usage de I'estimation initiale pour calculer une

premiére approximation pour chacun des inconnus diagonaux principaux.

4. Dans chaque calcul, les valeurs les plus récentes (avant derniere itération) sont

utilisées pour déterminer les valeurs dans la derniére itération. Et le calcul

itératif se poursuit de cette maniére.

5. La procédure est continuée jusqu'a un critére de la convergence spécifié est

satisfait pour tous les inconnus.
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Le cas général de N équation, la ( k+1)*™® itération peut étre écrite

. i-1 N '
,_T,ﬁk“’zi{di > a, T Zaﬁrj@} pour i=1, N (1L 32)
Ay Ji=1

j=i+l
I11-4 Méthode de relaxation

Cette méthode de répétition dans les mémes avantages que la méthode Gauss-Seidel,
mais converge plus rapidement. Pour cela introduisons le paramétre w # 0.
Dans cette méthode, la procédure itérative s’écrite:

T&_ 4, | ferme a droite de Gauss-Seidel | . (1-).T® pouri=1, N (IL. 32)
' équation (II. 32) | J

Ici, ® est le parametre de relaxation.

Il est clair que, le cas =1 correspond a I’itération de Gauss-Seidel. Le choix
dece parameétre influe sur la vitesse de convergence, mais la détermination de sa valeur
optimale est difficile. Une expérience en numérique est nécessaire pour choisir la
valeur de ® pour un probleme donné. Le choix optimal de o permet de réduire
nettement le temps de calcul surtout dans le cas d’un grand nombre d’équations [17].
Si o< 1, on détermine la méthode de sous-relaxation.

Si > 1, on détermine la méthode de sur-relaxation.

I1-4-1 Conditions de convergence

On cherche les limites de o entre lesquelles on est sure de la convergence de la
méthode. On étudiera brievement 3 cas :
1°/ Cas d’une matrice quelconque
Théoreme : On montre que pour toute matrice A une condition
nécessaire deconvergence est que : 0 < ® <2.
2°/ Cas d’une matrice a diagonale dominante

Théoreme : Une condition suffisante de convergence est que A soit a diagonale

dominante avec : 0 < ® <1.
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3°/ Cas d’une matrice symétrique définie positive
Théoréme : Pour une matrice symétrique, définie positive la méthode de

relaxation estconvergente si est seulement si: 0 < ® <2.

I1-4-2 Critéres d’arréts des itérations de Gauss-Seidel et de
Relaxation

Il est rappelé que la méthode Gauss-Seidel e de est un cas particulier de la méthode
de relaxation w=1. On arréte le calcul itératif si I’'une des conditions suivantes est

vérifiée.

1°/

x FrD xf“l«: £,

x;ik +1) x{_(k)

2°/ <&  pour i=In

x}-(k“ ) ‘

11-4 Avantages des méthodes numériques
1- Faible colt

2- Rapidité de calcul

3- Information compléte

4- En calcul numérique, les conditions réelles peuvent étre simulées
facilement, eton a pas besoin d'avoir recours a des prototypes a
petites échelles.

5- Simulation des conditions idéales.
11-5 Désavantages des methodes numeriques
1- Si les résultats qu'on veut obtenir sont limités, les calculs colteront plus chers
que I'expérimentation, il est difficile d'obtenir une solution numérique pour des
géométries complexes, des non linéarités, des pertes, des variations sensibles de
propriétés des fluides.....

2- Quand un probleme mathématique admet plus d'une solution, ce n'est pas facile de

déterminer la valeur réelle.
3- L'inexistence d'équations mathématiques adéquates pour la description des
phénomenes (tels que les écoulement turbulents complexes ou certains

écoulements non Newtoniens, ............. ).
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Chapitre 111 :

Résolution numérique de I’équation de

la chaleur



Dans le présent chapitre, on va discrétiser les equations différentielles de la chaleur et
les conditions aux limites associées, vu au chapitre précédent par la méthode des

différences finies en un systeme d'équations algébriques et ce pour faciliter leurs

résolution.
I11- 1 Cas bidimensionnel

I11-1-1 Régime permanent

De I'équation (I1. 11) comme suit :
T +T.,, T .,-2T,.+T, _
Lj Lt J TR qk -0 (IIL 1)

o°’T o°T q I;‘-L,f_ i
sH—+—= , + ,
o’ @tk (Ax)” (Ay)°
avec :
e 1o Ax " _
R«(i-1.j) Ay R(i+l, j)=—— Ic&v

Ri(i.j- 1)_ﬁcm1 Ri(i, J+1}—JLMl

Fig. III. 1 Résistances thermiques entourant un nceud

On appelle :
T(i, j) : température au noeud P(i, j)

R(i, j) : résistance thermique du noeud P(i, j)
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Avec :

. 1 .
R(G.j)=— : 1 1 (II1. 3)

Ri-1.j) R(i+l.j) Ru(ijd) Ry(i.j+1)

I11-1-1-1 Equation des noeuds intérieurs et aux frontieres
a) Noeuds internes

Equations aux différences finies pour les nceuds du domaine Elle peut étre obtenue en
écrivant I'équation de la résistance thermique d'un ¢lément Le volume (A x, A y) et

I'épaisseur de l'unité entourant le nceud P (i, j) (figure I11.1).

E—l.j— iLj I;+1.j—j;.v.r’ : E.j—l—j;.j . E.;’+1—E._}'
R(i-1.7) R(i+l.j) Ry(i.j-1) Ru(i.j+l)

+qr=

Cette formule exprime que la somme algébrique des densités des flux traversant la
limite de cet élément et de la puissance due aux sources internes est nulle De

I’équation précédente, on tire :

qr"['i j) : I;—I._r' E+1.j '?;._r'—l ; il;.,r'+1
T - ' R:(i-1.j) Ru«(i+l.j) Ry(ij-1) Ry(i.j+1)
T 1 . 1 .1 1 (T 4)
R(i-1.j) R.(i+l.j) Ry(ij-1) Ry(i.j+l)
Ou: g"(i, j) (W/m3) est le flux fourni par une source de chaleur

b- Conditions aux limites

Le tableau suivant regroupe les différentes équations d’un noeud soumis a des

conditions aux limites variables

b-1 Température imposee
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Cette condition n’introduit pas d'équations supplémentaires, il suffit de reporter dans
le systeme des équations relatives aux noeuds internes, les valeurs des températures

imposees aux noeuds appartenant a la frontiére.

b-2 Conditions aux limites diverses

a) Noeud Interne

I:'r—l.j—:‘.'—:".j | I;+1.J'—I;.j | I;:j—l—j_:".j | I;:j—l—:‘.r:'r.j _
R(i-1.j) R(i+l.j) Ru(i.j-1) Ry(ij+1)

avec .
J)_A:». 7 - Rl ﬂ_m 1
Ay Ay
Ry(i.j—-1)=——7— Al - . Ry(i. _j'+])_£‘i 1

Az=1 (I’épaisseur selon (z) égale a I’unité)

Ay
Ay
Température recherchée :
j"(." T I: -1.j | I:'+1_,l I;.j—l | I:'_,l+1
T _ R:(i-1.j) Ru(i+l, _}) Ry(i.j-1) Ry(i.j+1)
. I 1 1 1

+ +
R.(i-1.j) R:(i+l.j) Ry(i.j—1) Ry(i.j+1)
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b) Noeud avec condition de convection en surface

E—IJ_T_}+T_}I_TJ+TJ1_TJ+(T:° !J}
R:(i—1.j7) R(i.j—1) Ry(i.j+1) Rx(i+l, ;}

avec ;

. - 1 oA Ax
R:(i+l.j) = !r_\. 1 Rx(i l.j)———ﬂ_&.l
. Av B Ay
R}:(L‘}_Fl)_ﬁ_;ﬁ__‘t‘] . R}(? 1)_;{__\_1;‘
3
Température recherchée :
q(i.j) i, _ Is 1 , Ty
7o R(-l)) R(i+l. D Rij-1) Rili.j+1)
M 1 1 1 1

R(i-1.7) Re41.)) RoGj1) Ro(i.j+1)

¢) Noeud sur un coin externe

TIJ—:JIITJI—TJII;: EJ (T )
R(i-1.j) Ry(i,j—1) Ry(i,j+1) RT(HI j)

avec :

R(i+l. j)=—2— : R/(i.j+])=

h.Av.1 h i

. oA Ax . Ay
R(i-1.)=—35— ¢ R j-)=—1
k=1 k-
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Température recherchée :

T 1.j | T:c }:J_l Tcx:
R.(i-1.j) Ru(i+l j) R,(i. Jr—l) Ry(i.j+1)
| . 1 . | . |
R«(i-1.j) R«(i+l.j) R,(i.j-1) Ry(i.j+l)

q(i.J)
E:j:

d) Noeud sur un coin interne

Tiaj~Tij . Tty—Tos . Tija=Toy . Tiji=Tis | igl |
R(i-1.7) Re(i+l.)) Ry(ij-1) Ry(i.j+1) L Iﬁu-
illi W gl j
—o—¢
A e A FHE-17, )0
i
Ax
“«—>
avec ;
i1 =AY _ . pis] =—Ar . A1
Re(i-1.J) A R:(i+1.j) A-ﬂ":"l . Re(d) ;.ﬂn‘
2 2
Ay Ay 1
Ry(i.j+1)= AT . Ry(i.j-1)= AT, R:(j) Ax
27 2
Température recherchée
T, T, T . T .
0] Pt T A A O yrm
;oo Re(i-1.j) Ru(i+l.j) Ry(ij-1l) Ry(ij+l)
H 1 L ]. L ]. L ]. 1 Jh..rﬁ:ll 1 f}'iﬁ'ﬁ

R(i-1.j) R(i+l.j) RG.j-1) Ryij+l) 2 = 2
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e) Noeud sur une surface isolée (h=0)

F—I:J'—E.J'+ﬁ_j—1—1}:;'+I_i:.j+1—fr':j_
Rei-1.7) Ry(i.j-1) Ry(i.j+1)

avec ; i-11j
C Pia] Tl Av
Rx(i— lﬁ—j,(_& 1" R(i+1. j)== L
«—>
Ry(i. jH )J=——— Ay : Ry(ij—-1)= Ay
FAL ] Ai‘-‘ 1
Température Recherchée
1 T I .
t'j"(?j, i—1,j e ij-1 . i, j+l

Re(i-1.j)  Ry(i.j-1) Ry(i.j+)
1)) RGJ1) Rt

E;.j:

I11-2 Régime non-permanent

L'équation genérale de la de la chaleur en régime variable s'écrit:

7

- GT 9" _1éT
oxt eyl k aot

I11-2-1 Méthode explicite (FTCS)

En terme de résistances thermiques 1’équation s’écrit :

q(i.j) Lh,—T5 Ty =T | Tia— Ty ,1:3_1 =T ¢, j]TH-""‘—T,’J,
Re(i-1.7) Re(i+l1.j) Rx(!j—l) Ri(i.j+1) At
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avec .

C(i,j): capacité thermique (J/m3K).

La capacité thermique du noeud (i,j) est égale a : Ci, jAXAy par unité de longueur
perpendiculaire au plan (X, y).

De I’équation (III. 5), on peut tirer I’expression finale de la nouvelle température

d’un noeud (i, J) en temps (t+At).

j;:r?ﬂlzj;-,f C( (q? 1J+{1;I 1.;+{1I:|_; 1+qU+l q (? __jl'jl-) kIII 6:'

En terme de résistances thermiques, s’écrit ;

et [ oy Tl Tl Tl oo Gl
& {TU ;) () RT( 1.7 Rx(r+lj) R1Uj 1) R ;+1}J At M

Ou:

AL ( Tr—l J | T+1 4 | I!r 1 | I—I‘,J‘l‘l +
C(z S| T R R ) R D) Rt

At ( 1 1 1 e
[1 Ca)\RG-L)) R(G+L)) Ro(ij1) RGij +1))] (1L 7)

L’avantage de cette technique est que chaque équation ne contient qu’une seule

inconnue, par contre n’importe quelle valeur du parameétre M ;

= ﬂf ( ]. ]_ 1 1

111-2-2 Méthode implicite (IFTCS)
En terme de résistances thermiques 1’équation (11.20), s’écrit :

. Tr_l.’_l".r.r_j':'.rj.ﬁ.r TI‘ .:-.r_j';‘r +Ar 1:?}_.’_'{:_1"5 At i':I:I_.Ji? Tr A J'J'rj.j.r I"_r
"\ 1. f f I
TRy TR T RGD R )

(I11. 9)



et par conséquent la nouvelle température au temps (t+ At)est donnée par :

q-(i,j)+ v , Ly . e : i () T
T e R‘{I -1 j} R—‘{I+] _,i"} Rv(! _Jil'—]) -R.}(I _.H']} At iJ
’ 1 1 1 1 CG.))

R+{i— ]_;} Ru(i+1 _;) Ri(i, _j'—]} Ri(i.j+1) At

Comme le montre cette équation, la méthode implicite est stable pour toute valeur
du parameétre M.

I11- 2 Cas tri-dimensionnel

2-1 Nouvelles tempeératures
1/pour les Noeuds internes

A partir de la relation (I11. 9) . On remarque que cette formulation peut étre

généralisée facilement a un probleme multidimensionnel.

|‘+_"|.r I—H_‘-J‘ Tt+at_Tit

J ! — i i
7+ =G (IIL. 11)

On peut donc déduire I’expression donnant la température d’un noeud sous

plusieurs conditions aux limites.

G+ STy Ry WG AT T
Trae— i . enrégime transitoire (II1. 12)

> (VRy HCil At
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Les résistances thermiques entourant un nceud internes sont tirées du table (II. 2) ;

Ay Ay
Ry(i.j+l1. ;‘j_j”j,_ 13_ . Ry(ij-l. A}_R,ﬁ. s
R jI D=5 Rl j kD)= A

Fig. III. 2 Neeud interne

I11- 2-1 Nouvelles températures

I11- 2- 1- a. Régime permanent

D’apres I’équation (II. 15), la température recherchée d’un noeud interne est

Généralement donnée par :
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(i' .1”’) T -1,k : j;+l,j,k . I;,j—l,k . j;,j+l,k . I;,}',k—l : j;,j,k+l
OO R G B RGHIH RGj1B) RGj+E) R F1) Re(i.j ki)

L= 1 N . 1 1
R(i-1.jk)  R(i+1.j.K) " R j-1.k) " Ryl j+HL.K) Re(i.jh—1) " Re(i. jh+1)
(I1L. 13)

I11- 2- 1- b. Régime non-permanent

La nouvelle température pour un nceud interne est déduite de 1’équation générale (III.
11);
¢ B Wi, K I T | Topy | Lo\ CG .}k)T
RGLIA RGHIH BT RHR) Rk D) RjkD A

T
’ 1 1 1 1 1 1 GGk

RG-LB) RGHIE RG-LH RGAD RGjFD) RO A
(II1. 14)

1/ Noeud avec condition de convection en surface

R (i+l j.k)= v Ri-l j k) =2
(1 +1.7.5) hAv.Az (1.7, Mﬂ
s Ay B Ay
RJ'(L‘HLRJ_;—MK s R(ij lﬁ}—kﬂﬂ
>
R-(i. ;R-I—IJZL . Re(ijk-1)=—2B
KAy FAX Ay

h. I

Fig. I11. 3 Noeud avec condition de convection en surface
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2/ Noeud sur une surface isolée

iR AY L pt i
Rdi—-1.j.k) Ay A - R{i+1. j.o)=r
Ry(i.j+1 F():ﬁ'— Ry(i.j—1 F(J:L

FEX A FEE A
R-(i.jJ+)=—42 Jk—1)=
k%“.ﬂg' ;{"5'1‘ Av

Fig. 111. 4 Noeud sur une surface isolée

3/ Noeud sur un coin extérieur avec condition de convection en surface

Ri(i+1. j.f()——; e Rx(i—1. jh——k Av Az
2 2 22
RGjARN—L . R j—1I=—
- ’ ;*’_‘ﬂ Az I{—.ﬂn L\._
22 2°2

Reiidl)=—A2 - R(ijh—1)—1
(7.j.fc+1) ] (7.j.k-1) A
2 2

2 2
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Fig. I11. 5 Noeud sur un coin extérieur avec condition
de convection en surface

4/ Noeud sur une arréte externe avec condition de convection en
surface

Rr(f—l-.f.ﬁthf—f‘; R(i+1. j )= ﬂl.
koA Az

- : oo AV
R jHl=—L— . R j-1h=—
h%.,ﬁ: ﬁr%.ﬂ:

R, i) =—AZ - R(i =142
(I / } R_ﬂ.ﬁ[ 'jﬂ (F / J I{...-ﬂﬂ. -rj’ﬂ
272 272

i - - e

Fig. I11. 6 Noeud sur une arréte externe avec condition
de convection en surface
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5/ Noeud sur une arréte interne avec condition de convection en surface

_ o 1 - Ruli—l. i =
Ri(i+1.j.k) A A Ri(i-1.7.k) Ay AZ
2
Ry j L R=g o BET1= ¢
A A
R:(i, MHJ_R"'E‘ Ay » Rl gk ])_,{*ﬂa Av

Fig. I11. 7 Noeud sur une arréte interne avec condition
de convection en surface

6/ Noeud sur un coin interne

R(+1.JR =5 - R(1jR= 30

kA 3 LAVAZ
. Ay 4 Av
Ry(i.j+l.h)=——— Ay As D Ryl j— 11{'3'——#&1_.&__
i AAZ __ A
R(i.j.k+1) IFAYAY - R:(i.j.k—1)= TAx.Ay
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Fig. I11. 8 Noeud sur un coin interne

7/ Noeud sur un coin interne avec condition de convection en surface

Re(i+1.jh)=—BAY . R(i-1.jh)=—2X

Ay Av
PN i . HAY
R‘(I‘jﬂ‘h_—j_hmﬂ; : Rui. l.kj——jﬁ_m_lﬂ__
Rei k)= — . R(ijh-1)=—A
pAx AV A AY
272 7

Fig. 111. 9 Noeud sur un coin interne avec condition de convection en surface
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Chapitre 1V :

Résultats et discussions



Introduction

Les outils de simulation numérique occupent une place prépondérante dans les études
en physique du batiment. La démarche de conception optimale qui résulte de
I’épuisement des ressources énergétiques et du souci de préservation de
I'environnement, n'a fait qu'amplifier leur utilisation.

La simulation se définit comme [I’utilisation ou la résolution de modéles
correspondant a un systéeme donné pour étudier le comportement de ce dernier dans
un contexte précis. Elle est la suite logique de la modélisation qui est la premiére
approche d'une simulation.

De nombreux codes de simulation numérique en mecanique des fluides reposent sur
cette méthode : Fluent, StarCD, CFX, FineTurbo......

IV- 1 Simulation

Les étapes nécessaires pour réussir une simulation d'un probleme en mécanique des
fluides al'aide du code Fluent est:
Choix du solveur

Choix du modéle de turbulence

Définition des caractéristiques du fluide

Operating conditions

Conditions aux limites

Choix des critéres de convergence

Initialisation des calculs

Sauvegardes

Lancement de la simulation
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IVV- 2 codes de simulation

IVV-2.1 gambit

Le logiciel commercial Gambit est un pré processeur intégré dédié a la
conception
géométrique et a la construction et génération du maillage approprié en plusieurs
options du
2D et du 3D des configurations a étudiées et a analysées en CFD (computation fluide
Dynamiques). Les options de génération de maillage de GAMBIT offrent une
flexibilité de choix. La géométrie peut étre décomposé en plusieurs parties pour
générer un maillage structure, sinon GAMBIT génere automatique un maillage non
structure adapté au type de géométrie construite. Les défauts sont détectés a 1’aide de
son interface comportant plusieurs fenétres d’outils de création, génération,

vérification du maillage du modéle étudi€ et I’incorporation des conditions aux limites

Construction d’un maillage

Pour construire un maillage, il est bon de suivre la démarche suivante:

- définir la géometrie.

- réaliser le maillage.

- définir les parameétres des zones de calcul.

La géométrie comprend les positions physiques de points caractéristiques définissent
la zone que I'on a a mailler: coordonnées spatiales des quatre sommets d'un carré; du
point de départ et du point d'arrivée d'une ligne; du centre et de I'ouverture angulaire
d'un arc de cercle. Il faut pouvoir représenter la zone a étudier par un ensemble de
figures géomeétriques simples raccordées les unes aux autres. Pour des maillages
structurés, on peut faire la liaison entre la géométrie et le maillage, Aussi, avant de
réaliser le maillage, il faut spécifier par écrit d’une part la géométrie adoptée pour
définir la zone a mailler, d’autre part les numéros des mailles correspondant aux
points caractéristiques de la géométrie. Un noeud pourra alors étre repéré par ces

coordonnées physiques x et y ou indices | et J.
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Par ailleurs, il peut étre avantageux de définir des points intermédiaires qui ne sont
pas indispensables a la définition de la géométrie mais qui permettent de délimiter les
zones dans lesquelles les mailles seront adaptées pour raffiner le maillage prés des
parois par exemple ou bien pour épouser au mieux la forme des obstacles, parois ou

autres...

Notice d’utilisation de gambit

Ce logiciel est utilis¢ pour définir et créer le modele d’étude (surface ou volume) et de
le mailler suivant le bon vouloir de I'utilisateur. Les différentes étapes d‘utilisation de

GAMBIT sont définies dans la notice suivante.

| —
[® 2@ |
o lolololzl

fi b

Gy By
82, 6x Rabx

Global Control

sowve FER|GHIH| e
%/ ®| @7 o]
A= Y

Fig. IV. 1 Vue globale Apres avoir lanceé le logiciel

Astuce La premiere chose a faire quand on entre sur Gambit est de nommer le
systéme qu'on va construire de telle maniére de ne pas le perdre bétement.
L'utilisation de Gambit est simple : principalement il faut prendre les menus en haut a
droite et effectuer les taches en partant du menu de gauche pour aller jusqu'a celui de

droite (ou normalement on doit avoir fini notre maillage).
Important Avant méme de créer la géomeétrie il faut choisir le type de solver ; c'est-a-

dire le type de logiciel (ici fluent) qu'on va utiliser par la suite (choisir la bonne

version du logiciel dans notre cas choisir Fluent 5/6)

58



Opération
@ | @ | @ i
. A
Geometrie Maillage Zones Outils
R P EEEE EYE N B RE

= Création Point * Maillage Ligne ®= Conditions aux ||® Systéme de
= Création Ligne = Maillage Face limites coordonnées
* (Création Face

s Création Volume *  Maillage Volume = Typesde * Turbo
*  Création Groupe * Maillage Groupe matériaux " Nettoyage de
réation p - géomeétrie
= Plug-in

=  Fonction des tailles

Fig. IV.2 Menu principale de Gambit.

1V- 2.2 Fluent

La simulation en Mécanique des Fluides Numérique (Computational Fluid Dynamics
: CFD), est utilisée pour la modélisation, la visualisation et I’analyse des écoulements
fluides et transferts thermiques. Elle permet aux utilisateurs d’optimiser les
performances des nouveaux concepts, tout en réduisant le cycle de commercialisation,
les risques associés et les codts.

Depuis plus de 10 ans, Fluent, leader mondial en Simulation numérique des
¢coulements Fluides logiciels et services. S’emploie a offrir la solution de simulation
la plus adaptée, que ce soit pour I’ensemble de I’industrie, la recherche ou la
formation des ingénieurs de demain. Cette solution passe par des services d’assistance
technique, d’études a fagon, et par des formations personnalisées.

Le siege du groupe Fluent est situé a Lebanon, New Hampshire, USA, et compte des
filiales en Belgique, Angleterre, France, Allemagne, Inde, Italie, Japon et Suede. Ses

logiciels sont aussi vendus a travers le monde grace a des joint-ventures, des
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partenariats et des distributeurs en Corée, Australie, Brésil, Chine, Taiwan,
République Tchéque, Moyen Orient et dans la plupart des pays européens.

1V- 2.3 Notice d’utilisation de fluent :

Fluent est un code CFD commercial trés utilisé dans 1’industrie. I1 permet de
résoudre les écoulements fluides (champs de vitesses, de température...), c’est la
raison pour laquelle on la choisi pour réalisé notre simulation.

Ensuite I’utilisation de Fluent est simple, il suffit de suivre I’ordre des menus en
partant de la gauche pour aller vers la droite. Le premier menu que nous allons étudier
est le menu GRID. La premiére chose a faire est d’utiliser I’option check afin de
vérifier si le maillage importé comporte des anomalies comme des problemes de
jointure entre les différentes surfaces du maillage. Pour choisir ’échelle d’étude du
maillage et par conséquent refléchir en nombres adimensionnels, il faut utiliser
I’option scale (choix est tres important car souvent suivant les dimensions du
domaine, les phénomenes mis en jeu ne sont pas les méme).

Remarque : il est possible de vérifier tout de suite la forme de la grille en cliquant sur
DISPLAY et ensuite sur grid. On peut de cette facon vérifier que la géométrie
correspond bien a ce que I’on veut.

Le second menu que 1’on va utiliser est le menu DEFINE. La démarche a
suivre est de partir des options du haut du menu secondaire et de descendre au fur et a
mesure. Nous trouvons donc I’option Models qui se décompose aussi en un autre
menu. solver permet de choisir le type de solver que I’on souhaite utiliser (implicite,
explicite, stationnaire, 2D...). viscous permet de choisir le mode¢le de turbulence que
I’on va prendre pour résoudre le probleme (laminaire, k-¢, k-, LES...). Energy
permet de choisir si oui ou non on doit faire intervenir 1’équation de 1’énergie dans la
résolution du systéme (des qu’un gradient de température intervient dans les
phénomenes il faut utiliser cette équation pour d’une part observer une solution
réaliste mais aussi souvent pour faciliter la convergence).
Dans le menu Models radiation qui sont a utiliser en fonction de 1’énoncé du
probleme. Vient ensuite le sous menu Matériels qui permet de choisir le fluide gravity
et entrer la valeur voulue de la gravité. On peut aussi entrer, et cela est souhaitable, la

valeur initiale de la densité et lui donner une valeur sous Fluent (ceci montre que
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méme si I’on a fait une erreur de condition sous Gambit, on peut encore tout modifier
sous Fluent).

Pour une entrée de fluide, on fixe la vitesse ainsi que le niveau de turbulence ; pour un
mur on peut fixer soit un flux constant, soit une température constante et bien d’autres
possibilités (telles que la rugosité du mur par exemple).

Maintenant que la géométrie est en place, nous pouvons paramétrer et initialiser le
solver de Fluent dans le menu suivant : le menu SOLVE. Le premier sous-menu est le
menu Control qui comprend tout d’abord I’option solution. C’est grace a cette option
que I’on va pouvoir entrer les différents facteurs de sous-relaxation du systéme :
pression, température etc....Ces facteurs peuvent étre modifi¢ au cours de la
résolution. Leur principal intérét est de forcer la solution a convergé : en les baissant,
on diminue la vitesse de convergence mais on I’améliore (encore que ces
constatations soient valables en générales, mais pas nécessairement dans tous les cas).
Dans ce menu, on peut a la fagon de discrétiser chaque variable (pression,
moment...). d’autre sous-menu de SOLVE est Initialise. Ce menu permet de fixer les
conditions initiales du systéme d’itérations que 1’on veut faire pour résoudre le
systeme et aussi la valeur limite des résidus que 1’on veut se fixer.

Une fois que I’on estime que la convergence est atteinte, on peut visualiser les
résultats grace au post-traitement de Fluent. Principalement, on utilise le menu
DISPLAY et les sous-menus contours et velocity vectors. Dans le premier, on
observe les variations des variables (vitesse, température...) avec les iso-surfaces.
Dans le second, les valeurs sont traduites par des vecteurs ; ceci est surtout utile pour
la visualisation des vecteurs vitesses. 1l est également possible dans ces menus
d’observer les résultats sur les faces de la géométrie et pour les vecteurs de faire des
projections.

Pour visualiser des zones précises du maillage (lignes, plans...), le menu SURFACE
permet de créer des lignes ou de plans dans la géométrie a partir de points. Ensuite on
peut pour les plans, les choisir pour visualiser les contours ou les vecteurs, et pour les
lignes, on utilise le menu PLOT, qui offre la possibilité de faire des graphes en 2D de
toutes les variables sur les lignes créées par 1’utilisateur. Pour exporter des images, on
peut, soit faire une copie d’écran (de loin le plus simple), soit cliquer dans FILE,
hardcopy et choisir TIFF pour créer une image Tiff de la fenétre actuellement

affichée (I’utilisateur peut choisir diverse options comme couleur ou noir et blanc...)
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IV-3 DESCRIPTION DU PROBLEME

Nous étudierons numériquement la convection naturelle dans une plaque rectangulaire
de
longueur L = 0:20m et largeur h = 0:125m

L ]
0,000 0,090 () l—‘ =
M

0,045

Fig. IV. 3: Entrée et le sortir de la chaleur dans le plaque

A: entre a gauche (T (0; y) = 373:15_K)

B: sortie a droite (T (0:20; y) = 293:15_K)
C: Entrer du haut (T (x; 0:125) = 293:15 K)
D: Entrer du bas (T (x; 0) = 293:15_K)

E: la plaque
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IV- 4 Maillage

La seule maniere d'établir I'indépendance des solutions du maillage est de faire
plusieurs maillages pour voir s'il y a des différences majeures dans les résultats
obtenus. Pour ce faire, plusieurs maillages sont faits afin de chercher la limite de
I'indépendance de la solution par rapport au raffinement du maillage. Apres chaque
simulation, on contrdle I'un des parametres qui nous intéresse le plus, la vitesse par
exemple. Donc,le maillage utilisé est raffiné avec un nombre des noeuds variable de
33785 ..

=
0,000 0,100 frmi l—* -
e

0,050

Fig. IV. 4: le maillage

Les résultats obtenus pour :

Température
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Fig. IV. 5. contours de temperature total

Température Total
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Fig. IV. 6: contours de température static

Température static
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Fig. IV. 7: energy total

Energy total
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Fig. IV. 8: histograme de température total
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Histogramme de température

10.00
8.00
6.00
4.00 -
2.00

0.00 - = T x T 1 T x T 5 T T 1
25000 30000 35000 40000 45000 80000 S50.00 60000

Static Temperature (k)

Fig. IV..9: histograme de temperature static

IVV.5 Conclusion

Dons ce chapitre nous avons présenté les codes de simulation GAMBIT et FLUENT

et la résultat de simulation obtenue
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Perspectives

Pour les travaux futurs, on suggere le proposition suivantes :
_ Une étude tridimensionnelle expérimentale et numérique de ce phénomene, avec
changement de métal d’aluminium a’n de réaliser une comparéson générale entre la

condactivité sur les différent métaux.
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Conclusion geneérale



Conclusion générale

On a obtenu une solution numérique d’un probléme thermophysique trés général
englobant un grand nombre de cas de conduction de la chaleur. Appliquant la
méthode des volumes finis, on a intégré une équation de conduction thermique.

Des conditions aux limites homogénes et une condition initiale exprimant la non
uniformité spatiale de la température sont appliquées a différentes géométries.

En utilisant une approche généralisée, on a mis au point un modele mathématique
pour la détermination du champ de tempeérature en régime stationnaire et de la durée
de refroidissement (ou de chauffage) de corps de diverse configuration. L’étude porte
sur le corps bidimensionnel classiques (plaque finie). (Comme il est accepté dans la
théorie de transfert thermique, le corps ayant un champ de température
bidimensionnel.).

Le résultat obtenu montre la distribution des températures initiale et la température de
la plaque sont considérées comme des fonctions arbitraires de la variable d’espace et
du temps. On a proposé un algorithme effectif destiné a un logiciel de simulation
numérique Fluent. Le modéle est également applicable a d’autres processus de
transfert, on conclure que grace a I’approche de la méthode des volumes finie, le code
de calcule peut donne des résultats fiables avec la possibilité de faire des changements

rapides a fin d’entamiez notre but.
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ANNEX

Architecture de logiciel

Comme tout logiciel de CFD, il est composé de trois éléments :

le préprocesseur, le solveur et le postprocesseur.

La définition du probléme a résoudre s'effectue a I'aide du préprocesseur GAMBIT. il
permet de représenter la géométrie du systeme, de définir le type de conditions limites
aux frontieres du domaine, de spécifier le type de matériau (fluide ou solide). Il
fournit aussi la possibilité de discrétiser le domaine.

Le solveur permet de définir numériquement les conditions opératoires (gravité,
pression) dans lesquelles est effectuée la simulation, ainsi que la spécification des
conditions aux limites. Enfin, il permet de choisir le processus itératif, en proposant
notamment plusieurs schémas numériques pour la discrétisation spatiale et temporelle,
et pour le couplage de la vitesse et de la pression. Il offre également une interface
permettant de contréler a tout moment I'état d'avancement des calculs.

Le postprocesseur est I'élement qui permet de visualiser la géométrie et le maillage du
domaine, mais surtout d'afficher les résultats obtenus. Il est ainsi possible de
visualiser les champs du vecteur de vitesse, les champs de pression, de turbulence
ainsi que toutes les autres grandeurs calculées sur un segment, une section du domaine
ou sur tout le volume. Il offre aussi la possibilité de tracer des courbes et de visualiser

les lignes de courant ou la trajectoire de particules [14].

Préprocesseur GAMBIT:

C'est un préprocesseur intégré pour I'analyse en CFD (Computationnal Fluid
Dynamics). Il peut étre utilisé pour construire une géométrie et lui générer un
maillage. Eventuellement,une géométrie d'un autre logiciel de CAO peut étre
importée dans ce préprocesseur. Les options de génération de maillage de gambit
offrent une flexibilité de choix. On peut décomposer la géométrie en plusieurs parties
pour générer un maillage structuré. Sinon, gambit généere automatiquement un

maillage non structuré adapté au type de géomeétrie construite.



Avec les outils de Vvérification du maillage, les défauts sont facilement détectés [14].

Procédure de Résolution:

Créer la Géométrie dans GAMBIT
Etape 1:

e Choix du solveur

Préciser que le maillage a étre créé est destiné a étre utilisé avec FLUENT 6:
Menu > Solver> FLUENT 5/6

e Création des points

Geometry Command Button ﬂl> Vertex Command Button > Create

Vertex LICréer le premier point (0,0,0)

Suite a x:, entrez la valeur 0. Suite a y:, entrez la valeur 0. Suite a z:, entrez la valeur
O(ces valeur doivent étre par défaut). Cliquez sur Apply. Cela crée le point (0,0,0) qui
est affiché dans la fenétre graphique.

Répétez ce processus pour créer les points restants.
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Figure A.1 : Création des points



e Création des lignes

=

> Edge Command Button LY |> Create

Geometry Command Button
Edge -

Sélectionnez deux points en maintenant enfoncée la touche Shift et en
cliquant sur les points. Comme chaque point est choisi, il apparaitra en rouge
dans la fenétre graphique.Ensuite, relachez la touche Shift et cliquez sur
Apply dans la partie Créer Straight Edge fenétre pour créer cette ligne.

Répétez ce processus pour créer les lignes restantes
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Figure A.2 : Création des ligne

e Création les faces

Geometry Command Button EL Face Command Button

On a trois faces : absorbeur, isolant et la face intermédiaire (air) Pour former une
face de l'absorbeur, nous avons besoin pour sélectionner les lignes qui entourent ce
domaine. Cela peut se faire en maintenant la touche Shift, en cliquant sur chaque ligne
(notez que la ligne actuellement sélectionnée apparait en rouge), puis relacher la
touche Shift apres touts les lignes ont été sélectionnées et cliquez sur Apply.Répétez

ce processus pour créer les faces restantes [14].
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Figure A.3 : Création des faces

Etape 2 :
Maillage géométrie dans GAMBIT

Mesh Command Button @I > Edge Command Button

il

Sélectionnez les lignes verticales, sélectionnez Interval count dans la liste découlant

> Mesh Edges

qui dit Interval Size du maillage des bords de fenétres, entre les nombres des noeuds

pour l'intervalle compter et cliquez sur Apply. Répétez le méme processus pour les
lignes horizontales.
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Figure A.4 : Maillage des parois

e Maillage des surfaces
Mesh Command Button @l > Face Command Button S Mesh Faces AI

Sélectionnez la premiére surface et cliquez sur Apply. Répétez le méme processus

pour les autres surfaces
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Figure A.5 : Maillage des surfaces



Etape 3 :
les conditions aux limites dans GAMBIT

Zones Command Button @I > Specify Boundary Types Command Button EI
Sélectionnez la ligne gauche (entré de fluide). Ecrire a coté de Nom:, entrer Pour le
type: sélectionnez Mass_Flow_Inlet. Cliquez sur Apply. Répétez le méme processus

pour les autres lignes.
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Figure A.6: les conditions aux limites

Exporter le maillage et sauvegarder le fichier

Une fois que la géomeétrie a été créée, que les conditions aux limites ont été définies, il
faut exporter le maillage, en point .msh (mesh = maillage en anglais) pour que Fluent
soit capable de le lire et de l'utiliser.

On peut ensuite fermer Gambit et lancer Fluent.

File> Export> Mesh
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Figure A.7 : Exporter le maillage

Code FLUENT :

Fluent est un programme informatique congu pour la simulation des écoulements de
fluide et du transfert de chaleur dans des géométries complexes. Il présente une
grande flexibilité d'adaptation avec n'importe quel type de maillage. 1l permet le
raffinement du maillage en fonction des conditions aux limites, des dimensions et
méme des résultats deja obtenus. Cela est tres utile dans les régions a gradients
importants (couches limites, couches a cisaillement libre).

Fluent est écrit en langage C. il emploie toute la flexibilité et la puissance qu'offre ce
langage. Il a une architecture serveur client nécessaire au calcul paralléle sur plusieurs
machines.

Fluent dispose d‘un outil de graphisme pour l'affichage des résultats et leur
exploitation.

On peut aussi exporter les résultats vers un autre logiciel de graphisme

Etape 4 :
Mise en place probléme dans FLUENT :

e Démarrerla version 2ddp de FLUENT

e Lire le fichier echangeur.msh



File> Read > Case

e Veérifier maillage
Grid > Check

e ContrOler la taille
Grid > Info > Size

o Vérifier unité
Grid > Scale

e Afficher le maillage

Display > Grid

Figure A.8: Affichage du maillage

e Préciser le solutionneur de propriétes
Define > Models > Solver
Pour notre cas, c'est un solveur découplé avec une formulation implicite pour un cas
2D et un écoulement stationnaire et une vitesse absolue, valider en cliquant sur OK.
D'autres équations peuvent étre rajoutées selon les phénoménes étudiés (transfert

dechaleur, com- bustion, multi phases ...).
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Figure A.9 : Définition du modéle.

Define > Models > Energy

Formulation de I'équation d'énergie.

Energy EJ

Energy
¥ Energy Equation

0] 4 | Can[:t:l| Ht:lp|

Figure A.10: Définie équation d'énergie

A flux laminaire est l'option par défaut. Nous n'avons donc pas besoin de changer

quoi que ce soit dans ce menu. Cliquez sur Cancel.



Yiscous Model
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" k-omega [2 eqn]

" Reynolds Stress [5 eqn]
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Figure A.11 :Définition le model d'écoulement
e Définir les propriétés des matériaux

Define > Materials...

C'est le choix du fluide ou solide utilisé avec l'introduction des données concernant les

propriétés physiques.

taterials @
Name Material Type Order Materials By
lair Iﬂuid j @ Name
~ o
Chemical Formula Fluent Fluid Material Chemical Formula
‘ |ﬂi' j Fluent Database...
. UserDefined Database...
Properties
Density (kg/m3) ‘cunslanl j J
1225
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[1006..43
Thermal Conductivity (w/m-K) wcunslanl j ;
|o. 0212
Viscosity [kg/m-s) ‘cunslant j
[1.7804e-05
El
Change{Create ‘ Delete | Close ‘ Help ‘

Figure A.12: Définition des propriétés des matériaux

e Définir les conditions aux limites:

Define > Boundary Conditions...



Les conditions aux limites pour chaque frontiére seront definies avec la fenétre
Boundary condition, aprées avoir sélectionné chaque fois, la frontiére concernée et

faire rentrer les conditions aux limites de cette derniére ensuite valider.
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Figure A.13: Définition des conditions aux limites

Etape 5 : solution

Solve > Controls > Solution...

On doit choir les équations a résoudre, les schémas de discrétisation, les facteurs de
sous relaxations, les criteres de convergence et les algorithmes pour le couplage

pression-vitesse.

Solution Controls

E]il Under-Relaxation Factors

-

Equations

- Pressure [g_3
Density |4
Body Forces |4
Momentum |[g_7
=

. Discretization

Pressure-Velocity Coupling

SIMPLE ;] Pressure ]Standard j =
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Energy |First Order Upwind l]

|

0K Defaultl Cancel J Help




Figure A.14: Control la solution
Solve > Initialize > Initialize...

Initialiser le champ d'écoulement pour la valeur a I'entrée :

Solution Initialization

X
Compute From

Reference Frame :
[ |« Retative to Coll Zone

| " Absolute
Initial Yalues
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Figure A.15 : Initialisation la vitesse et la température a l'entrée

Solve > Monitors > Residual...

Faire activer l'option plot dans la fenétre residual monitor. Lancement des itérations

jusqu'a la convergence (Solve > Iterate...), enregistrer les résultats pour entamer en
suite la phase sortie graphique



B Residual Monitors

¥ Print Iterations 11933 a
v Plot | EJ

Options Storage Plotting .
Window [g i]
Normalization lterations |41 pae ii

[T Mormalize ¥ Scale Axes... J Curves_..l

Convergence Criterion

Jahsulute L]

Check Absolute
Hesidual Monitor Convergence Criteria
continuity v v 1e-06
x-velocity v v 1e-06
y-velocity v v 1e-06
[energy v v |‘:IM|;TE16
OK | Plot | Renorm | Cancel

Help |

Figure A.15 : Initialisation la vitesse et la température & l.entrée

Solve > Monitors > Residual...
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Figure A.17: Tracé des courbes des résidus cas simple
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Figure A.18 : Trace des courbes des résidus cas avec ailettes.



Résumeé :

L’objectif principal de cette étude est focalisé sur I’application de la méthode des
résistances thermiques, sous exploitée en thermique en la modélisation de la
conduction de chaleur a 2-D.

Ce travail présente une étude détaillée sur le concept de résistance thermique peu
connu en calcul conductif a plusieurs dimensions.

La méthode numérique choisie pour la discrétisation des EDP est celle des différences
finies. Le systéme d’équations algébriques qui en découlent est résolu ensuite par la
meéthode de Gauss-Seidel et de relaxation.

Le second objectif de ce travail est d'établir un ensembles de programmes de calcul
numérique simulant le phénoméne et servant & determiner la distribution de
température et le flux thermique pour des corps a géométrie multidimensionnelle (2-
D) soumises a des conditions aux limites diverses et ce en régimes permanent et
variable.

Mots clés : Conduction thermique, flux, simulation, différences finies, maillage,
Gauss-Seidel, température.
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Abstract :

The main objective of this study is focused on the application of the thermal
resistance method, underexploited in thermics in the modeling of 2-D heat
conduction.

This work presents a detailed study on the concept of thermal resistance little known
in conductive calculation with several dimensions.

The numerical method chosen for the discretization of the PDEs is that of finite
differences. The resulting system of algebraic equations is then solved by the Gauss-
Seidel and relaxation method.

The second objective of this work is to establish a set of numerical calculation
programs simulating the phenomenon and serving to determine the temperature
distribution and the thermal flux for bodies with multidimensional geometry (2-D)
subjected to various boundary conditions and this in permanent and variable regimes.
Keywords: Thermal conduction, flux, simulation, finite differences, mesh, Gauss-
Seidel, temperature.
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