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NOTATION

symbole signification

dx Mesure de Lebesgue de dimension N.

LP(2) Espace de Lebesgue.

D(Q2) Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2,
a Support compact dans €.

Whr(Q) Espace de Sobolev.

WyP(Q) La fermeture de D(Q2) dans W'?(Q), c-a-d : WWLP(Q)

C () Espace des fonctions continues sur (2.

ut = max{u,0}

u~ = mazx{—u,0} p.p. Presque partout tous les points.

J'(u) Dérivée au sens de Fréchet.

J(u) Dérivée au sens de Gateaux.

5.c.% Semi continue inférieurement.

f.s.ca Faiblement semi continue inférieurement.

u Fonction mesurable définie de €2 dans R.

Du=Vu= (g—;‘l, %, e %) Gradient de u.

Au Laplacien de u.

A, = div(|Vul|’~* Vu) P Laplacien de w.

0N La Frontiére de €.

CH(X,R) L’ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue.

CE(Q) Fonctions de classe K dans ).

C0 Espace de Hélder.

C>(Q) Fonctions indéfiniment différentiables dans §2.

Ce(Q) =D(Q) Fonctions de C*°(2) a Support compact.

H71(Q) Espace dual de H} ().

E’ Est le dual topologique de E ou I'espace des formes

linéaires et continues sur F.
R Ensemblg des réels.



Espace euclidien de dimension N.

Ensemble des entiers naturels.

Ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue.
La frontiére de 2.

Conjugué de Holder de p, p = z% sip>letp =cosip=1.
Np_

L’exposant se Sobolev telle que : p* = Np-

Support des fonctions.

u € L*(Q) et Vu € L*(Q).

O

E s’injecte continiment dans F'.

E s’injecte d’une maniére compacte dans F'.
Converge faiblement.

Converge fortement.

Est la produit scalaire.

Faiblement séquentiellement continue.



INTORDUCTION

Les opérateurs elliptiques interviennent dans plusieurs problémes d’équations aux dérivées
partielles modélisant des phénoménes physiques bien connus comme la diffusion de la chaleurs,
la propagation des ondes, I’écoulement des fluides...etc. L’existence des valeurs propres des
ces opérateurs joue un role important dans 1’étude de ces équations et notamment dans
la construction et la régularité des solutions, ’existence des sous et sur solutions. Dans ce
mémoire, on s’intéresse a étude d’existence des valeurs et vecteurs propres des opérateurs
compacts auto adjoint et ses propriétés essentielles, et en particulier on s’intéresse a ’étude
bien précis de la premiére valeur propre. Nous avons divisé ce travail en trois chapitres comme
suit :

Le premier chapitre est est un rappel sur 'analyse fonctionnelle, principalement espaces
de Banach, espaces de Lebesgue L et espaces de Sobolev et certaines propriétés de base de
ces espaces, présentés sans démonstration. Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude de
la théorie des opérateurs compacts et auto-adjoints et compacts, commencant par le célébre
théoréme de Lax-Milgram suivi par les propriétés essentielles de ces opérateur concernant le
spectre d'un opérateur compact auto-adjoint, I'existence d’une base hilbertienne formé des
vecteurs propres de ces opérateurs...etc.

Dans troisiéme chapitre, on donne quelques applications aux problémes elliptiques aux
valeurs propres, faisant des opérateurs bien connus comme l'opérateur de Laplace et des
opérateurs uniformément elliptique.

—Au = M dans ) Lw =) v dans €
u=0 sur of ’ w=0 sur 0N

ol
n

Lu=— Z (a7 Upi) 2js le cas symétrique,

,j=1



n n
Lu = Z (a Ui )z, + Z blug; + cu, le cas non symétrique.
ij=1 i=1
L’objective de ce chapitres est de montrer que la premiére valeur propre de ces opérateurs
est toujours réelle et simple ainsi la fonction propre associée est de signe constante et si les
opérateurs elliptiques sont symétriques alors toutes les valeurs propres sont réelles.



CHAPITRE 1

RAPPEL SUR QUELQUES ESPACES
FONCTIONNELLE

1.1 Préliminaires

Définition 1.1 Soit X un espace vectoriel normé. Une forme linéaire continue sur X est
une application linéaire continue de X dans R. L’ensemble des formes linéaire et continues
définie un espace vectoriel qui s’appelle l'espace dual de X et noté X'

Remarque 1.1 L’espace dual X' muni de la norme suivante :

Ifllx = sup |(f,z)], VfeX'

zeX,||lz)|<1
est un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 Soit X un espace de Banach. On dit qu’une suite (x,)neny C X converge
faiblement vers x, si pour tout f € X'

(fsxn) — (f, 7).
et on écrit x,, > x

Définition 1.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.
— On dit que E s’injecte de maniére continue dans F' si E C F' et linjection canonique
7 E — F est continue : c-a-d,

de>0:|jz||p < cllz|z, Vo e E.

et on note £ — F



— On dit que E s’injecte de maniére compacte dans F', St E C F et linjection j : E — F
est compact c’est a dire toute suite bornée dans E admet une sous-suite convergente
dans F' et on le note par E —. F.

1.2 Espaces de Lebesgue

Définition 1.4 (L’espace LP) Soit Q2 un ouvert de R™ et p un nombre réel supérieur ou égal
a 1. On définit lespace de Lebesgque LP(SY) par :

P(Q) = {f Q>R mesurable, (/Q \f(x)\pdx) < oo},

Définition 1.5 (L’espace L>) On défini l’espace L>=(2) par :
L=(Q)={f: Q= R, f est mesurable,3c > 0 tellque |f(z)| <c ppxe Q}.

Remarque 1.2 — L’espace LP munit de la norme suivante :

il = 11, = ( / |f<x>|pdx)’° P>

est un espace vectoriel normé. Quand p = 2, cette norme provient d’un produit sca-
laire :

(f.9)12(Q) = / F(2)g(x)d.

— L™(Q) est un espace normé avec la norme :
[/l = inf {c € R, |f(z)| < ¢ pp.surQ}.

Théoréme 1.1 o L’espace (LP(2), ||.||.») est un espace de Banach pour 1 < p < co.
o L’espace (LP(S2), ||.||;») est un espace de séparable pour 1 < p < oo.
o L’espace (LP(Q2),||.||») est un espace de réflexif pour 1 < p < oo.

Notation 1.1 Soit 1 < p < 0o, on désigne par p' l'exposant conjugué de p défini par :
Sip=1 on note p’ = 400

Sip =400 on note p =1

Sil<p<+o0 onnotep’:pL1 et on a

10



1.3 Espaces de Sobolev

1.3.1 Définitions

Soit € un ouvert de RY on note par D(£2) I'espace des fonctions de classe C*™ et & support
compact inclus dans € .

Définition 1.6 1. Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev WHP(Q) est définie par :

0
WP (Q) = {u e LP(QY), pour tout i =1,--- N, au € LP(Q)}
X
ot % est la dérivée au sens faible par rapport a x; de u et elle est définie comme
sutvant 9 9
u ' 4
v D(Q) : dr = — d
v € D(Q) Q&Cigox /Quaxix

En particulier, pour p = 2,0on note
HY(Q) = W2(Q).
Pour u € W'?(Q), on note

3u_ el Yu— ou Ou ou
8%1‘—gZ e u = 9y omy’ T s )

2. Plus général, l’espace de Sobolev W™P(Q), avec m € N*, est définie par :

WmP(Q) = {u € LP(Q) : D € LP(Q2), Ya € N", |a| < m}.

0%y
80‘1~-~8a”

o, D% = . En particulier, pour p = 2,on note

H™(Q) = W™(Q).
Remarque 1.3 L’espace WHP(Q) est une espace vectoriel normé avec les deux normes équi-
valentes suivants :

[ullwio = llull oo + [ Vull 1o -

e = lullhs + ||Vu||’2p]%> L’espace H' est une espace de Hilbert avec le produit sca-

latre suivant
(u,v) 1 = / uvdx + / Vu.Voudz.
0 Q
est la norme associée :
2 2 \1
[ull g = (lullzz + 1Vul[z2)=.

11



Proposition 1.1 .
— L’espace WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
— L’espace W'P(Q) est réflexif pour 1 < p < oo et Séparable pour 1 < p < oo.
— L’espace H'(Q)) est un espace de Hilbert.

1.3.2 Injections de Sobolev

Notation 1.2 Si1 < p < n < o0, l'exposante de Sobolev est définie par :

* np
= o
Ou
111
i
Théoréme 1.2 (Injection Continue) Soit 1 < p < oo, on suppose que S est un ouvert de

classe C*, borné, ou bien ) = R?
— Si 1 <p<n, alors WP (Q) — LP"(Q).
— Sip=mn, alors WP(Q) < LI(Q), V q € [1, +0o0.
— Sip>n, alors W(Q) < L>=(Q).

Théoréme 1.3 (Rellich-Kondrachov) (Injection Compact) On suppose que 2 borné de
classe C'. On a

— Si1<p<mn, alors WH(Q) <. L1(Q), Vq € [1,p*[.

— Sip=mn, alors W"P(Q) <. L1(Q), Vq € [1, +o0.

— Sip>n, alors WHP(Q) <, C(Q).

1.3.3 L’espace W,”(Q)

Définition 1.7 Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W, P(Q) Uadhérence de D(Q) dans
WP (), c-a-d :
wyr(@ =@ .
Ou de maniére équivalente :
WP (Q) = {fueW™(Q), u=0 sur 0Q (ou sens de trace)}.

On note
Hy () = Wy (),
Hy(Q) ={feL*Q);D*feL*Q;u=0 sur 0Q}.

L’espace HY(Q) est muni de la norme induite par WHP(Q2), espace H}(Q) est muni du produit
scalaire induit par H*(£2)

12



Proposition 1.2 L’espace Wol’p(ﬂ) est un espace de Banach séparable,il est de plus réflexif
pour 1 < p < oco. L'espace HL(Q) est un espace de Hilbert Séparable.
Le résultat suivante fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans [’espace

Wy (9Q).

Définition 1.8 On définit Uespace W=7 (Q) comme Uespace dual de W, (Q) autrement dit
un élément fdeW =1 (Q) est une forme linéaire continue sur WyP(Q) et on note par (,)le
crochet de dualité entre W=5P' (Q)et W, P(Q), et rappelons que

oo = s 0 ap (h)

vewr@) 1Wlwie@  Iollyrog,,

et
11
(f:0) < Wfllw -1 @ llvlhyre(q) pour toutv € Wy*(Q)

1.4  Quelques résultats utiles sur les problémes aux li-
mites

Soit L un opérateur elliptique de la forme suivante

n

Lu = Z (a“ugs)wj + i b'ug; + cu

ij=1 i=1
On suppose que 'opérateur L est uniformément elliptique, c’est a dire
30>0:> a968 > 01, VE= (&, &) ERT (1.1)

ij=1

1.4.1 Principe de maximum

Théoréme 1.4 (Principe du maximum faible) Supposons u € C?(Q) N C(Q) et

¢ >0 dans Q
1. Si
Lu <0 dans 2
alors
maxu > —maxu’ (1.2)
Q a0

ot ut = max{u,0}

13



2. De méme si

Lu > 0 dans 2
alors
minu > —maxu~ (1.3)
Q 09
ot u~ = max{—u,0}.

Remarque 1.4 Donc en particulier, si Lu = 0 dans ) ,alors

max |u| = max |u| (1.4)
Q o

Lemme 1.1 (Lemme de Hopf) Supposons que u € C*(Q)NC(Q) et
c=0 sur}

Supposons aussi
Lu<0 sur

et il existe xy € 02 tel que
u(zog) > u(z) Vo el
Supposons que §2 satisfait la condition de la boule intérieur en xqy, c’est a dire il existe une
boule B C ) telle que xq € OB. Alors
ou
ov

ou v est le vecteur normal unitaire et extérieur de B en xg.
Si de plus ¢ > 0 sur Q, alors on a le méme conclusion si u(xy) > 0.

(1’0) >0

Théoréme 1.5 (Principe du maximum fort) Supposons u € C*(Q) N C(Q) et
c > 0 dans €}

1. Si
Lu <0 dans 2

et st u atteint son mazimum dans ) alors elle est constante.

2. De méme st
Lu >0 dans Q

et st u atteint son minimum dans €2 alors elle est constante.

14



1.4.2 Reégularité des solutions faible

On définit maintenant la notion d’une solution faible du probléme suivant

Lu=f dans Q,
u=20 sur of.

Définition 1.9 On dit que u € H}(Q) est une solution faible du probleme auz limites ci-
dessus i

a(u,v) = (f.0), Vo € HY(S) (15)
ol
a(u,v) = (Lu,v) = / (Z a7 UV, + Zb"umvxi + cuv) dz,
Q \y4j=1 i=1

()= [ foda

. Cette équation s’appelle formulation variationnelle associée au probleme précédent.
Théoréme 1.6 Supposons que
a? € CHQ), b ee L) (i,j=1,---,n) (1.6)

et
fel*(9) (1.7)

On suppose que u € HY(Q) est une solution faible du probleme

i S 1s)
ou O est de classe C*. Alors uw € H*(Q) , et on a l'estimation suivante
lullzz@ < C (Ifllz2 + llullz2e)
ot constante C' > 0 est une constante dépends seulement de f et les coefficients de L.
Théoréme 1.7 Soit m € N et supposons que
a’. b’ ce C™MQ (i, j=1,--+,n) (1.9)
et
feLm™Q). (1.10)
On suppose que u € H} () est une solution faible de probléeme
Lumg s a

ot O est C™ 2. Alors uw € H™2(Q) et on a l'estimation suivante

[ullrmrz@ < C (1 f @ + lull2)

ot constante C' > 0 est une constante dépends seulement de f et les coefficients de L.

15



1.5 Quelques inégalités utiles

On donne quelques inégalités utiles que seront utilisé dans ce mémoire

Proposition 1.3 (Inégalité de Cachy-Schwartz) Soit H un espace de Hilbert. Alors ,pour
tout x,y € H, on a

[z o) < Nl lllyll (1.12)

Proposition 1.4 (Inégalité de Holder) Soient f € LP(Q) etg € LP (Q) oup,p’ € [1, +00]
tels que ]l] + 1% =1. Alors fg € L*(Q) et on a l'inégalité suivant :

19l dz < [ flle@ 19l v o) (1.13)

1 1
Proposition 1.5 (Inégalité de Young ) Soient p,p’ > 1 tels que — + — = 1. Alors pour
p D
tout a,b € R"
P blP’
P

1.14
P jd (1.14)

1 1
Proposition 1.6 (Inégalité de Young avec epsilon) Soient p,p’ > 0 tels que —+— =1
p p

on a

Ve > 0,3¢ > 0,ab < |al? + c[b| (1.15)
et pour tout a,b € R".

Proposition 1.7 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un domaine (ouvert connexe) borné de
RN tel que O) est de classe C' et 1 < p < co. Alors ,il existe une constante C > 0 telle que

HUHL:D(Q) < CHVuHLp(Q),Vu € Wol’p(Q). (1.16)

16



CHAPITRE 2

THEORIE DES OPERATEURS
AUTO-ADJOINTS ET COMPACTS

2.1 Théoréme de Lax-Milgram

Nous commencgons par rappeler ce célébre théoréme d’analyse fonctionnelle :

Théoréme 2.1 (de Riesz-Fréchet) Soit H un espace de Hilbert réel (ou complexe) muni
du produit scalaire (-,-) et soit H' son dual topologique. Pour toute forme linéaire continue
g € H', il existe un unique vecteur f € H tel que :

(g,v) =(fiv) YveH
De plus, on a l’égalité des normes :

11l = llgllar

o || fllu = +/(f, f) est la norme hilbertienne et ||g||ur = supy,,,=1 [(g,v)| est la norme duale.

On démonter le résultat suivant :

Théoréme 2.2 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert. Supposons que
B:HxH-—>R

est une application bilinéaire (forme bilinéaire), vérifiant les deux conditions suivantes
i) a est continue, c’est a dire :

Jar >0+ Ja(u, v)| < afjullf|v]].

17



i) a est coercive (ou elliptique) sur H, c’est a dire
38> 0:a(u,u) > Bllul*
Soit f : H — R une forme linéaire continue. Alors il existe un élément unique u € H tel que
a(u,v) = (f,v), Yo e H (2.1)

Preuve. Pour tout élément fixé u € H, l'application v +— a(u,v) est une forme linéaire
continue sur H, D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique w € H
tel que a(u,v) = (u,v) (v € H). Notons Au = w alors,

a(u,v) = (Au,v), Yv € H. (2.2)

Donc 'application A : H — H, qui & u associe Au est bien définie. En plus elle est linéaire
et continue. En effet, pour A\, u € R et uy,us € H, on a

(A(Auy + pug),v) = a(Aug + pug),v) par (2.2)
= Aa(uy,v) + pa(uz, v)
= A(Auq,v) + p(Aug,v) de nouveau par(2.2)
= (AMuy + pAug,v)

Cette égalité est obtenu pour tout v € H, d’ou A(Auj + puz) = AAuy + pAus. Pour la
continuité, on a

lAu* = (Au, Au) = a(u, Au) < aljul[| Aul|.

Par conséquent ||Aul|| < afjul|, pour tout u € H. d’ott A est continue. Maintenant, on montre
que A est bijective. On commence par 'injectivité. Comme A est linéaire, il suffit de montrer
que si Au =0 alors u =0. On a

Bllull® < a(u, u) = (Au,u) < || Aul|Ju],

d’ou Blu|| < [JAul|, il vient que si Au = 0 alors u = 0.

Montrons que A est surjective c’est & dire I'image de A : Im(A) = H. On montre d’abord
que I'm(A) est fermé et puis on montre qu'il est dense dans H. Soit (u,), une suite dans H
telle que (Au,,), converge vers w € H, alors pour tout p,q € N, on a

Bllup — uqH2 < a(up — g, up — ug) = (A(up — ug), up — ug) < [[Au, — Aug||[|uy — ugll-

D'ou ||u, —uy|| < 5||Au, — Auy||. Comme (Auy,),, est convergente, on en déduit que (uy,), est

1
5l
de Cauchy. D’ou la suite (u,,), converge vers un élément v € H. On a par continuité de A,

o e
lAu — w] = Tim [|A(u— )| < lim (ou— ul]) =0,

18



d’ott Au = w et donc w € Im(A).

On montre que Im(A) est dense dans H. Soit v € (Im(A))*. Alors (Av,v) = 0, ce qui
implique que §||v]|? < a(v,v) = (Av,v) = 0 et donc v = 0. Il vient que (Im(A))*+ = {0}.
Donc I'm(A) est dense dans H. L’image de A est fermé et dense dans H, d’ou Im(A) = H
et la surjectivité de A.

Ensuite, d’apreés le théoréme de Riesz, il existe un élément unique w € H tel que

(f,v) = (w,v), Yv € H.

Grace a la bijectivité de A en en déduit qu’il existe un élément unique u € H tel que Au = w
et par conséquent
a(u,v) = (Au,v) = (w,v) = (f,v), Yv € H.

Ce qui termine la preuve. m
Remarque 2.1 Si la forme bilinéaire B est symétrique, c’est a dire si
a(u,v) = a(v,),

pour tout u,v € H alors on peux simplifier la prevve du théoreme de Lax-Milgram en tenant
compte que a(-,-) définie un nouveau produit scalaire sur H et le théoréme de Riesz implique
le résultat.

2.2 Opérateurs compacts

Soient E et F' deux espaces de Banach. Z(F, F) est I'espace des opérateurs linéaires
continues de F dans F
Z(F) est I'espace des opérateurs linéaires continues de E dans F

Définition 2.1 On dit qu’un opérateur T' € L (E, F') est compact si T(Bg) est relativement
compact pour la topologie forte. c’est a dire toute suite bornée (x,), de E,on peut extraire

une sous suit (Tr,)n tels que la suit image (T'xy,) est convergent dans F. On désigne par
H(E, F) l'ensemble des opérateurs compacts et on pose A (E) = ¥ (E, E).

Théoréme 2.3 L’ensemble & (E, F) est un sous-espace vectoriel fermé deZ (E, F) (pour la
norme |||lz.r) )

Définition 2.2 On dit qu’un opérateurT € L(E,F) est de rang fini si dim R(T) < oo. 1l
est clair qu’un opérateur continu de rang fini est compact.

Corollaire :Soit (7},) une suite d’opérateurs continus de rangs finis de E dans F' et soit
T e Z(EF) tels que [|T, = T|| #Er — 0. Alors T € # (E, F)

19



2.3 Spectre d’un opérateur compact

Définition 2.3 Soit T : E — F un opérateur linéaire. Le noyau de T, noté N(T), est
I’ensemble des vecteurs u tels que Tu = 0. C’est a dire :

N({T)={ue E:T(u) =0}

Définition 2.4 Soit T € £ (F).
e [L’ensemble résolvant de T est défini par

p(T) ={N € R; (T — \) est bijectif deE surE}
o Le spectre o(T) est le complémentaire de [’ensemble résolvant :
o(T) = R\p(T)
e On dit que X\ est valeur propre de T si
N(T = AI) # {0}

et on note VP(T) l’ensemble des valeurs propres de T', N(T — XI) est l’espace propre
associ€ a A et ses élément s’appellent vecteurs propres associés a A.
Il est important de retenir que si X € p(T) alors (T — X )~' € Z(F)

2.4 Décomposition spectrale des opérateurs autoadjoints
compacts

Définition 2.5 Soient H un espace de Hilbert muni de produit scalaire (.,.), et T : H — H
un opérateur. On identifie H avec H'. L’adjoint de T'noté T*, est un opérateur défini par

T":H —H
(T'u,v) = (u, T"v) pourtout u,v € H.

Remarque 2.2 [ est facile de voir que
1. SiT e L(H) alors T* € ZL(H).
2. SiTex(H) alors T* € # (H).
Définition 2.6 On dit qu’un opérateur T' € L (H) est autoadjoint (ou symétrique) si T* =

T, c’est-d-dire
(Tu,v) = (u, Tv) Yu,v € H
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Proposition 2.1 Soit T € Z(H) un opérateur autoadjoint. On pose

m= inf (Tu,u) e¢ M= sup (Tu,u)
ueH |ul=1 ueH,|ul=1

Alors o(T) C [m,M], m € o(T) et M € o(T).
Preuve. Soit A > M ; montrons que A € (7). On a
(Tu,u) < Mu* Yu e H,
et par conséquent
(A — Tu,u) > (A= M)|u|* = a|u|* Yu € H, avec a > 0.
Appliquant le théoréme de Lax-Milgram on voit que AI — T est bijectif.

Montrons que M € o(T). La forme a(u,v) = (Mu — Tu,v) est bilinéaire, symétrique et
a(v,v) > 0,Yv € H. Appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme a(u,v) il vient

=

|Mm — Tu,| < (Mu — Tu,u)%(Mv —Tv,v)2, Yu,v € H.
D’ou il résulte en particulier que
|Mu — Tu| < C(Mu— Tu,u)? Yu € H. (2.3)

Soit (u,) une suite telle que : |u,| = 1 et (Tup,u,) — M. Grace a (2.3) on voit que
|Mu,, — Tu,| — 0, et donc M € o(T) (car si M € p(T), alors

Uy, = (MI —T) Y (Mu,, — Tu,) — 0)

Les propriétés de m s’obtiennent en remplagant 7" par —7.
|

Corollaire 2.1 .
Soit T € L(H) un opérateur autoadjoint tel que o(T) = {0}. Alors T = 0.

Preuve. D’apreés la proposition on sait que
(Tu,u) =0 Yue H
Il en résulte que
2(Tu,v) = (T(u+v),u+v) — (Tu,u) — (Tv,v) =0 Yu,v € H.
DoncT'=0. m
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Lemme 2.1 Soit (\,), une suite de réels tous distincts telle que \,, — X et \,, € o(T")/{0},Vn
alors A = 0. Autrement dit, tous les points de o(T)/{0} sont isolés.

Preuve. On sait que A\, € VP(T), soit e, # 0 tels que (T'— (\,))(e,) = 0 soit (E,,) I'espace
vectoriel engendré par ey, eq,...e, montrons que E, C E,,; pour tout n. Il suffit de vérifier
que, pour tout n, les vecteurs eq, eq,...e,, en sont linéairement indépendants. Raisonnons par
récurrence sur n. Admettons le résultat a I'ordre n et supposons que e, = 22:1 a;e; alors

n n
Tepi1 =D g A€ = 3 Qidnt16€

Par suite a;(A; — A\yp1) = 0 pour tout ¢ = 1,2,...n et donc o; = 0 pour tout i = 1,2..n
et c’est une contradiction. Donc FE,, C FE,;; pour tout n. D’autre part, il est clair que
(T'— \)E, C E,_1. Appliquant le lemme de Riesz on construit une suite (u,), tels Que
Up € Ey, |lun|| =1 et dist (u,, Ep,—q) > 3 pour n > 2.

soient 2 < m < n de sort que F,,_1 C F,, C E,_1 C E, on a

| D — Tum || = | <T“n;3n“n> — (T“m;:”“m) Uy — Uy || > dist(un, By > 3

Si A\, — A # 0 on aboutit & une contradiction puisque (T'u,) admet une sous-suite conver-
gente.
]

Définition 2.7 On appelle base Hilbertienne (ou simplement base s’il n’y a pas de confusion
possible une suite (ey,), d’éléments de H tels que

1. |en| =1 Vn,(em,e,) =0Vm,n,m#n
2. L’espace vectoriel engendré par les (e,,n € N) est dense dans H.

si (e,) est une base Hilbertienne alors tout u € H s’écrit
(0.9] o0
u= Z(u, en)en avec |ul* = Z |(u, en)?
n=1 n=1

Inversement étant donnée une suite (o) € 1%,alors la sériedy - | ane, converge vers un élé-
ment noté u; on a

oo
u, e, =« et |ul®> = a?
(an) n || n

n=1

Théoréme 2.4 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Preuve. La preuve procéde en plusieurs étapes :

1. Séparabilité implique I'existence d’un ensemble dense dénombrable. Par hypotheése, il
existe un sous-ensemble dénombrable D = {z,},en C H tel que D = H.
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2. Construction par le procédé de Gram-Schmidt : Appliquons le procédé d’orthonorma-
lisation de Gram-Schmidt & D :

— Posons e; = A m si 1 # 0 (sinon on passe au premier z,, non nul)
2]

— Pour n > 2, nissons récursivement :

n—1
fn =Tn — Z<xm€k> k

k=1

puis normalisons :
fn .
en=-—— si f,#0
Al "

(sinon on omet e,,)
Ce procédé construit une famille orthonormale (e, )ner (ou I C N).

3. Totalité de la famille orthonormée Montrons que span{e, },er = H :
— Tout o € H peut étre approché par des éléments de D (par densité).
— Chaque élément de D est dans span{e, },c; par construction
— Donc span{e, }ner est dense dans H

4. Conclusion La famille (e,)ner ainsi construite est :
— Orthonormale (par construction)
— Totale (d’aprés 'argument de densité).

C’est donc bien une base hilbertienne de H. m

Théoréme 2.5 On suppose que H est séparable. Soit 'T" un opérateur autoadjoint et compact
sur H. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

Preuve. Soit (\,)n>1) la suite des valeurs propres distinctes de 7', excepté 0 ; on note Ay = 0.
On pose Ey = N(T') et E,, = N(T — X\, I); rappelons que

0<dim Ey < oo et que 0 < dim E, < oco.

Montrons d’abord que H est somme Hilbertienne des (£,), >0 :

1. Les (E,)n>o sont deux a deux orthogonaux. En effet si u € E,, et v € E,, avec m #n

alors
Tu = M\,u, Tv=A\v
et
(Tu,v) = Ap(u,v) = (u, Tv) = A\, (u, v).
Donc

(u,v) =0
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2. Soit F' Iespace vectoriel engendré par les (E,),~o. Vérifions que F' est dense dans H.
Il est clair que T(F)N F. 1l s’en suit que T(F+)F+; en effet siu € F- et v € F, alors
(Tu,v) = (u,Tv) = 0. L'opérateur Ty = Tr1 est autoadjoint compact. D’autre part
o(Ty) = 0; en effet si

A€ a(To)\0, alors A\ € VP(Ty)

et donc il existe u € F*, u # 0 tel que Tou = Au. Par conséquent \ est I'une des
valeurs propres A, de T' et u € F+ N E,,. Donc u = 0, et c’est une contradiction.
Il résulte du corollaire VI. 10 que Ty = 0; par suite

FrC N(T)CF et F:-=0.

Donc F' est dense dans H. Enfin on choisit dans chaque E,, une base Hilbertienne. La
réunion de ces bases est une base Hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T'.
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS AUX PROBLEMES AUX
LIMITES

3.1 Opérateur de Laplacien

3.1.1 Position du probléme

Soit © un ouvert borné et régulier de R™. On considére le probléme & valeurs propres
suivant

—Au = A u dans (),
(P3) { wu=0 sur Of.

Définition 3.1 On dit que uw € H}(Q) est une solution faible du probléme auz limites (Py)
51

a(u,v) = (Mu,v), Yo e H)(Q) (3.1)

ot a(u,v) = [, Vu.Vodz, (Au,v) = X [quvde . Cette équation s’appelle formulation va-
riationnelle associée au probleme On définie Uopérateur T = (—A)™" : L2(Q) — L*(Q) qui
a f associe Tf := u la solution faible du probléeme

—Au=f dans €,
(P) { u=0 sur Of.

Définition 3.2 Si u est une solution faible non nulle du probléme (Py),alors A s’appelle
valeur propre de l'opérateur de Laplace et u s’appelle fonction propre associé a la valeur \.
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3.1.2 Résolution du probléme P,
On applique le théoréme [2.5] On a les propriétés suivants concernant l'opérateur 7'.

Proposition 3.1 T est bien défini, linéaire, continue et auto-adjoint

Preuve.

1. Montrons que T est bien définie. Soit f € L*(2). Alors T'f := u satisfaite la formula-
tion variationnelle suivante :

/ Vu.Vudr = / fodz, Yov e H(Q). (3.2)
Q Q
La forme bilinéaire associé¢ est définie sur H} par
a(u,v) = / Vu.Vodx
Q

On a a est continue car d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz
la(u,v)| < ||U||H3(Q)||U||H3(Q)
Et on a a est coercive, car
a(u,u) = ||U||§{3(Q)-

Et on a la forme linéaire v — [ fvdz est continue car
Donc d’aprés le théoréme ,la formulation faible (3.2]) admet une solution unique
u=Tf€ H}Q).Dou T est bien défini
2. Montrons que T est linéaire, continue et symétrique.
— La linéarité : T(af + Bg) = aT(f) + BT(g9) Va,B € R, ¥V f,g € L3(Q) on pose

w =T(af + Bg)
—Aw =af + g dans
w=0 sur 0

on pose u =T(f),v ="T(g) dou
—Au=f dans ()
u=0 sur O

—Av =g dans (2
v=0 sur 0N

par addition :

—aAu — fAv = af + g dans
u=0,v=0 sur 0N
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donc :
—A(oau+ pv) = af + g dans
u=0,v=0 sur 0N

par unicité de la solution w = au+ pv =T (af + Bg) = aT(f) + 51(g)
— La symétrie : Soient f,g € L?(Q). On pose T'f =u et Tg =v. D’ou

/QVU.V(;de:/Qfgbdx, /QVU.ngdx:/Qggbdx, Vo € HL(Q).

En remplacant ¢ par v et v dans les deux équations, on obtient

/fvdm:/gudx
Q Q

ce qui implique (T'f, ) = (f,T'g)
— La continuité : On multiplie I’équation de (P) par u et on intégre par parties on
obtient en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et de Poincaré :

IT 1301y = /Q [Vul*dz = /qudx < [ fllez@llullz@) < Clf 2@ llull 1o

(3.3)
et par conséquent

ITfllz2) < el Tfllai) < Cllfllz2@)-

Donc T est continue.

Proposition 3.2 T est est compact

Preuve. Soit (f,), une suite bornée dans L*(Q). D’apreés Uinégalité (3.3), (T'f,.), est bornée
dans H}(Q) et grace a l'injection compacte de l'espace de Sobolev HJ(f2) dans L?(f2), on
peut extraire une sous suite convergente dans L?*(€2). Donc T est compact. =

Maintenant on est prét de démontrer le résultat principale de ce chapitre

Théoréme 3.1 1. Le probleme (Py) admet une suite croissante des valeurs propre et
fonctions propres (An, ©n)nen: -

2. La premiére valeur propre Ay est strictement positive et simple et elle caractérisée par :

' Il o
A= inf (34)
wemb (Mo} [lullZz g

De plus, les fonctions propres associées sont de signe constantes.
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Preuve.

1. Comme T est compacts, symétriques,alors d’aprés le théoréme il admet une suite
positive et décroissant des valeurs propres {p }72; telle que pp — 0. On note par wy,
la fonction propre associée a iy, i.e. Twy = \ywy. C’est a dire

(Py) —A(ppwy) = wy, dans Q
A u=0 sur 0N

Ce qui implique wy, est solution faible de (P, ) avec g := l%k — 400.

2. La preuve de simplicité et la positivité de la premiére fonction propres se démontre
dans le cas générale dans le théoréme ci-dessous. Soit u € H} (). Alors

oo
U= E QpWy,.
n=0

00 00
lull2i0) = 3 @2llwnl2eey = > a2
n=0 n=0

00 [e's) 00
laliy ey = 3 02 llwnllZioy = D 020 = 00 > 02 = Mfjul3aq)
n=0 n=0 n=0

et donc 5 9
v ome hye Jolme
wemy@\0} [ullF2iq) = llwillagq
D’ou 9
e it Ml

ue H} (2)\{0} ||“”%2(Q) .

3.2 Opérateur elliptique symétrique

3.2.1 Position du probléme

Soit 2 un ouvert borné et régulier de R™. On considére le probléme & valeurs propres
suivant

(Py) { Lw = A Aw dans (Q,

w=0 sur Of. (3.5)
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Pour simplifier, nous considérons maintenant un opérateur elliptique ayant la forme de

divergence
n

Lu=—) (a"u)q (3.6)
ij=1

oua € C>®U),(i,j =1, - ,n)Nous supposons que la condition d’ellipticité uniforme habi-
tuelle est vérifiée et comme d’habitude. Supposons

av =a’ (i,j=1,---,n) (3.7)
L’opérateur L est donc symétrique, et en particulier la forme bilinéaire associée a(, )est donné
par

a(v,u) = Z A3jUg Uy, Yu,v € Hy()).

1,j=1

Cette forme bilinéaire est continue et coercive sur Hg ().

3.2.2 Résolution du probléme P,
On définit Popérateur S : L*(Q) — L*(Q) par Sf = u, ou u est 'unique solution faible
du probléme
Lu= f dans £,
(P2) { w=0 sur ON. (3.8)
C’est a dire
a(u,v) = (f,v) = / fudz, Yo € Hy(Q)
Q
Alors, on a les propriétés suivantes

Proposition 3.3 S est bien défini, linéaire, continue et symétrique.

Preuve. On montre juste que S est symétrique. La preuve des autres propriétés est similaire
avec la preuve proposition [3.1} Soient f,g € L*(U). Alors Sf = u signifie que u € H}(Q2) est
la solution faible de

Lu= f dans (),
{ u=0 sur O0S2. (3.9)
et de méme Sg = u signifie que v € H} () résulte
Lv =g dans (,
{ v=0 sur Of. (3.10)

au sens faible. Ainsi

(51.9) = (u,9) = alv, u),
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et
(f,Sg) = (f,v) = a(u,v).

Puisque a(u,v) = a(v,u), on voit (Sf,g) = (f,Sg) pour tout f,g € L*(2) Donc S est
symétrique Notez également

(Sf.f) = (u,f) = au,u) > 0 (f € L*(Q))

]
Proposition 3.4 S est est compact

Preuve. Soit (f,), une suite bornée dans L*(Q). (Sf,), est bornée dans H}(Q) et grace a
I'injection compacte de I'espace de Sobolev H}(Q) dans L%*()), on peut extraire une sous
suite convergente dans L?*(€2). Donc S est compact. m

Concernant les valeurs propres, on a

Théoréme 3.2 1. Chaque valeur propre de L est réelle

2. De plus, si l’on répéte chaque valeur propre en fonction de sa multiplicité (finie),on a
o= {2,

ou
O< A <A< A3

et
A, — 00 comme k — oo

3. Enfin, il existe une base orthonormée {wy};—, de L*(Q)ou wy, € H{(Q) est une fonc-
tion propre correspondant a A

(3.11)

Lwy, = Mywy,  dans)
w, =0 sur 0f)

pour k ={1,2,---}.

Preuve.

1. On considérons l'opérateur S défini ci-dessus (S = L™1). D’aprés la proposition [3.3| et
, S est un opérateur linéaire, continu, compact et symétrique de L?(Q) sur lui méme.
Par conséquent, la théorie des opérateurs compacts et symétriques (voir Théorémes
, implique que toutes les valeurs propres de S sont réelles, positives, et qu’il
existe des fonctions propres correspondantes qui constituent une base orthonormale
de L*(U). Mais observons aussi que pour n # 0 on a Sw = nw SSI Lw = Aw pour
A= %, Ce qui finit la preuve.
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]
Nous examinons ensuite plus attentivement la premiéere valeur propre A\, de L.

Théoréme 3.3 1. Nous avons
A = min{a(u,u)|u € Hy(U), |lull] =1} (3.12)

2. De plus, le minimum ci dessus est atteint pour une fonction wy positive dans U qui

résout \ p
Lwy = Mw; dans U
{ w; =0 sur U (3.13)
3. Enfin, siu € H}(U) est une solution faible de
Lu=XMu dans U
{ u=0 sur OU (3.14)

Alors u est un multiple de w,

Remarque 3.1 1. L’assertion (1)et (3) dit que la valeur propre principale Ay est simple.
En particulier
O< A <A< A3
2. L’expression|3.19 est la forme de Rayleigh et est équivalente a ’énoncé
a(u,u
A = min #
u€ Hy (u)uz0 ||u||L2(U)

Preuve.
1. D’aprés de on trouve :

a(wy, wy) = )\k||wk||%2 = M (3.15)

et
a(wk,wl) = )\k(wk,wl) = O, (316)

pour k,l =1,2,--- [k #1.

2. comme {w32,} est une base orthonormée de L?(Q), si u € Hj (Q)et ||ulz2(2) =1 on
peut ecrire

u=Y_ dywy, (3.17)
k=1

pour dj, = (u, wy)r2(0) la série convergeant en L*(Q) in outre

D d = ullfaq = 1. (3.18)
k=1
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Wi
3. De plus, d’apres|3.15|et [3.16|, nous voyons que {—f } est un ensemble orthonormal de
A ket

Wi ©
HL(Q), doté du nouveau produit interne a(, ). Nous affirmons en outre qu’il {— }

)‘13 k=1
s’agit en fait d’une base orthonormée de H}(f2), avec ce nouveau produit sclaire. Pour
s’en rendre compte, il suffit de vérifier que

a(wg,u) =0 (k=1,2,--+)
implique u = 0. Mais cette affirmation est clairement vraie, puisque les identitée .
a(wg,u) = M\g(wg,u) =0 (E=1,2,--)
force u = 0, car {wy} = 1 est une base de L*(Q2) Par conséquent

U = anwf

k:

K\)

1

pour 7 = a(u, w—f) la série convergeant dans Hj(£2).Mais alors selon [3.17| n, = dp)\?
A

et la série [3.17] converge en fait aussi dans H3(2)

4. Ainsi[3.15] et [3.17] impliquent

a(u,u) = Z X, > A by(9).

k=1

Comme ’égalité est vraie pour u = w; nous obtenons la formule [3.7]

5. nous affirmons ensuite que si u € Hj(U) et ||ul| 2y = 1 alors u est une solution faible
de

Lw1 = )\1?1)1 dans Q,
{ w; =0 sur 01, (3.19)
ne serait -ce que si
a(u,u) = Aq. (3.20)

évidemment implique d’un autre coté ,supposons que (3.21) soit valide. alors
en écrivant dy, = (u, wg)comme ci-dessus, nous avons

ZdQ)\l—)\l—au u ZdQ)\k,

k=1

ainsi

f: (e — A1)d} =0,
k=1
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consequently
dp, = (u,wk) =0 st \p > A

puisque A; a une multiplicité finie ,il s’ensuit que

Z (u, wy,)w (3.21)
k=1

pour certains m ou Lwy = A\jwgdonc
Z w, wg) Lwy = Lu (3.22)
k=1

cela prouve(10)

. Nous montrerons ensuite que si u € HJ () une solution faible de u # 0 alors soit

u>0 dansS) (3.23)

ou sinon
u<0 dans) (3.24)

pour voir cela, supposons que ||ul|z2 = 1 et notons

a+p=1

= [wan, 5= [ @

de plus, on a u® € H}(Q) avec

pour

Vot — Vu p.p. sur {u>0}
Y00 pop.osur {u <0}

_ 0 p.p. sur {u>0}
Vu =
—Vu p.p. sur {u<0}
On a a(u™,u~) = 0 par conséquent
A o= a(u,u) = a(ut,u™) =alu",u")
> Mllutl|Ze + A flu |z
= (a+B)A =M\
Mais alors nous voyons que 'inégalité ci-dessus doit en fait étre une égalité, et donc

a(u®,u®) = Mllu 72, alu”, u”) = Mflu” |z,
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Par conséquent, d’aprés 1’étape 5, on a

Lut = \ut dans
{ ut=0 sur 0N (3.25)
. A d Q
Lu™ = \u~ dans
{ u =0 sur 0N (3.26)

au sens faible

. Ensuite, puisque les coefficients a“sont réguliers . on déduit de que ut € C*(Q)
et Lut = Mu™ dans Q la fonction u™ est donc une supersolution. Ainsi le principe
du maximum fort implique soit u™ > 0 dans €, soit ut = 0 dans). Des arguments

similaires s’appliquent & u ,et donc (3.23) et (3.24) sont valables
. Supposons enfin que u et u sont deux solutions faibles non triviales dg3.19 au vu des

étapes 6 et 7 ci-dessus
/ udx # 0
U

et donc il existe une constante réelle x telle que

/ uytdr =0 (3.27)
U

mais puisque u,u est aussi une solution faible de Jles étapes 6 est 7 et 1'égalité
impliquent © = yu dans €2 la valeur propre \; est simple

3.3 Opérateur elliptiques non symétriques

Dans cette section, on étudier un probléme aux valeurs propre avec un opérateur non
symétrique. L’hypothése de la symétrie est nécessaire pour que les valeurs propres d'un
opérateur linéaire soient réelles. Cependant, la premiére valeur propre reste réelle et simple
avec certains type des opérateurs linéaire non symétrique, comme on le verra avec I'opérateur
ci-dessous.

3.3.1 Position du probléme

On considére le probléme suivant :

Lu =M dans
(@) { u=0 sur o)
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Considérons maintenant un opérateur elliptique L sous la forme de non-divergence ou €2 est
ouvert, borné, connexe et réguliére, A > 0 et L est un opérateur non symétrique linéaire
défini par

n n
Lu = Z (aijum)xj + Z bl + cu
ij=1 i=1
Supposons pour simplifier que a, b,c € C*(Q) N L>=(Q), on suppose aussi a” = a’*(i,j =
1,2,---,n) et

b; >0,, Vi=1,..,n, c>0 dans Q.
On suppose que l'opérateur L est uniformément elliptique, c’est a dire
30>0:> a968 > 01, VE= (&, &) ERT (3.28)
ij=1

On définit maintenant la notion d’une solution faible du probléme (Q))

Définition 3.3 On dit que u € H} () est une solution faible du probléeme auz limites (Qy)
s%

a(u,v) = (Mu,v), Yo € H(Q) (3.29)

ol

a(u,v) = (Lu,v) = / (Z A Uyv; + Zbiumvxi + cuv> dz, (3.30)
@ i=1

3,j=1

(Au,v) :/)\uvdx.
Q

Cette équation s’appelle formulation variationnelle associée au probléeme .

3.3.2 Résolution du probléme

On s’intéresse a 'existence de la premiére valeur propre et la fonction propre associée
pour l'opérateur L. On commence par démontrer les résultats suivants

Lemme 3.1 Soient f € L*(Q2), b;,c >0, pour tout i = 1,--- ,n. Alors le probleme

{Lu:f dans €2

u=0 sur 0N (3.31)

admet une solution faible unique dans H}(Q)

Preuve. On va applique le theorem La- Milgram sur la Forme variationnelle associée au
probléme [3.31] :

a(u,v) = (f,v) = / fudz, Yo € Hy(Q)
Q
ou a est défini par [3.30
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— Continuité de a : On a

la(u,v)| < /szijuwivxj\dx—i—/QZ|biuxiv
i=1

dx+/ |cuv|dx
ij=1 Q

S el [ [VullVelde+ 3 ¥l [ [Vulolds
=1

,j=1

IN

el / ulfolda

Pour majorer le premier terme a gauche, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

/Q Vul[Veldz < C gy o0l .

Pour le deuxiéme et le troisiéme termes, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz et
Poincaré :

/Q 1Vl oldz < Cllullm e vl < Collullma ol

/QIUIIUIdx < Cillull 2@ llvl 2@ < Csllullg o llvll g o)-
D’ou
la(u, v)| < <01 D la oo + Co > 16 |l + Cs\ICIILoo(m) wll a2 o 1ol 52 @)
Q=1 i=1

= 04”“”}13(9)”””1{3(9)

Ce qui donne la continuité de a.
— Coercivité de a Pour montrer la coercivité de a, on utilise la condition d’ellipticité

(28). On a
0/ Vul*dz < /Zaij(x)umiumjdx
Q Q;

2,j=1
= a(u,u)—/Zbiumudx—/cﬁdx
Q5 Q
< a(u, u)

Ce qui donne la coercivité de a. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme
(3-31), admet une solution faible unique dans Hj((2).
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Pour la preuve du résultat principal, on a besoin de ces résultats concernant 1’existence
des point fixe.

Théoréme 3.4 (de point fixe de Schauder) Soient X un espace de Banach, K C X un
compact et convexe et supposons également que

A: K- K
est continue. Alors A a un point fire dans K

Théoréme 3.5 (de point fixe de Schaefer) Soit A : X — X un opérateur linéaire et
compact. Supposons que l’ensemble

S={ueX,INe[0,1].u= I A(u)}
est borné. Alors A admet un point fize

Preuve.

1. On choisit une constante M assez grand tel que
llu|| < M siu= AA(u) pourcertains 0 < A <1 (3.32)

On définit alors
(3.33)

Au) :{ A(u) si [|A(u)]| <M

MA(u .
||A<zf) )| sil|A(u)|| > M

Observons que A : B(0,M) — B(0,M). Maintenant, on note par K enveloppe
convexe fermé de A(B(0,M)). Alors puisque A et donc A sont des applications
compact, K est application compact, alors K est un sous-ensemble compact de X.
Deplus A: K — K

2. En utilisant le théoréme du point fixe de Schauder [3.4] nous déduisons I'existence d’un
point u € K tel que

Alu) =u (3.34)

Nous affirmons maintenant en plus que u est un point fixe de A. Sinon, d’apreés (3.33))
et (3.34), nous aurions

[AGu)]| > M
et

u=ANA(u) pour A= (3.35)

M <1
[A)]
Mais |Ju| = ||A(u)|| = M, qui est une contradiction avec (3.32) et (3.35)).
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Maintenant, on démontre le résultat principale de ce paragraphe :

Théoréme 3.6 (Valeur propre principale) 1. Il existe une wvaleur propre réelle A\
pour l'opérateur L, prise avec des conditions aux limites nulles. De plus, si X € C est
une autre valeur propre, nous avons

Re(/\) Z )\1

2. 1l existe une fonction propre correspondante wq, qui est positive dans u .
3. La valeur propre A\i est simple ;autrement dit, si u est une solution de (1),alors u est
un multiple de wy .
Preuve. La preuve se décompose en plusieurs étapes
1. Soit m = 3 + [%].0n considére l'espace X = H™(Q) N Hy(Q) D’aprés le théoreme
d’injection de Sobolev (voir théoréme On a
X — €*(Q)
On défini maintenant 'opérateur
A X — X
Af = wu

ot u est 'unique solution faible du probléme (3.31])
D’aprés le lemme [3.1] précédente A est bien défini

2. Montrons que A est compact
Soit (f,)n une suite bornée dans X
D’aprés le théoréme de régularité des probléme aux limites [1.7], on a u,, = Af, €
H™2(Q) N H(Q),et comme H™2 <, H™, alors on peut extraire une sous suite de
(uy)n, converge dans H™ et dense dans X
D’ott A est compact.

3. On définit maintenant
C ={ue€ X|u>0dans Q}

D’apres le principe de maximum [I.5) on asi f € X et f >0 alors
u=Af>0 et ue X. Donc

AC—C
Soit w € C' avec w # 0. D’aprés le principe de Maximum [I.5] et le lemme de Hopf
On a
ov
v >0 dans 2 et 9 < 0 sur 0OS (3.36)
v
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pour v = Aw Rappelons que w = 0 sur 0Q2,D’apreés ,il existe > 0 t.q

pv > w dans € (3.37)
Fixons € > 0,7 > 0 .On considére I’équation

u=nA(u+ cw) (3.38)
. On montrons que si u satisfait ,alors
n < .

Soit u la solution de (ref26) et u € C, alors

A 029
et rappelons que v = Aw d’ou
{ —du =w dans 2,
v=0 sur Of.
d’ot 5 1 N
(T o0

de (3.39)et( [3.40) on remarque que
—o0u > —0(enw)
d’apreés le principe de maximum faible 1.5

U > Enu > Qew
W

D’autre part —du > nu = n(—3dA(u))
Donc par le principe de maximum on a

u > nA(u) > nﬂsw > (Q)st
M H
En repetant ce procedure on obtient
u > (Q)kgw, Vk e N*
]

D’ot si n > p alors, en passont a la limite quand k& — +oo ,on obtient u = +o00
contradiction donc

n<p
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5. On définit ’ensemble suivant
Se={ueC,0<n<ep:u=nAlu+cw)}
On montre que S, est borné¢ dans X On pose A = %,Bu = 2uA(u + ew) D’ot
u=nA(u+ ew) < u= \Bu
et S ={ueC,3X\e€[0,1], u= ABu}

Si S. est borné alors d’aprés le théoréme de point fixe de Schaefer [3.5] opérateur
B admet un point fixe u C-a-d v = Bu. D’ot u = 2uA(u + ew) contradiction avec
I’étape précédent, donc I'ensemble S, n’est pas borné.

6. Comme S. n’est pas borné alors il existe une suite (7., v.) telle que

0<n<2u

1
ve € C et ||ve||x > B

Ve = N A(ve + ew)

On pose u. = —%— Alors, on a
llvellx

{ [Juel] = 1
0<n. <2
D’ot il existe une sous suite notée encore (7., u.)-tq :
{us = u dans Xn. —n dans R
Comme A est compact et u. = n.A(u. + pw) alors pour une sous suite
U —> u dans X

rt on a ||ul|x =1 alors u # 0, et comme u. € C et u. > 0 d’ot u = limu. > 0 Donc

ueC

Rappelons que u. = n-A(u. + cw)
En passant a la limite quand € — 0 on obtient u = nAu
Par conséquent

{—=Aw = \w; dans Quw; =0 sur 09

ou wy = u,A\; =n > 0 Donc A\; = 7 est une valeur propre pour 'opérateur L et elle
est strictement positive car w; = u > 0 sur €2 et w; est une fonction propre associée,
et d’aprés le lemme de Hopf on a w; > 0 dans € et % <0 sur 09

Soit maintenant A € Cune valeur propre de L c-a-d

{Lu=Xu dans Xu=0 sur 0Q
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7. Considérons une fonction réguliere w : Q@ — R avec w >0 surf) . On pose v = =
Alors W =2 =1Ly =LL(vw) =Lv—cv— 23 a%w,v,, + L Lw
w w w w T k1 w

L
Ao = ko + 22
w

ot kv = =3 a9v,,,, + > Vv, b =bDon
Lw
kv+(— —XNv =0 dans Q (3.41)
w
En prenant le conjugué, on obtient
kv +(— — N0 =0 3.42
Ut (o= Ao (3.42)

un calcul simple donner

K(|v]*) = k(vv) = ©Kv+vKD —2 Z vy, Uy,
ij=1
< vKv+vKv (3.43)
Motons que grace a ellipticité de 'opérateur L, on a

n n

Y a"68 = a¥ (Re§iRe&; + Im&Img;) >0, V&= (&1, ,&,) €C" (3.44)

ij=1 ij=1
En additionnant (3.41)), (3.42)), on obtient
Lw

UKv+vKT — 2(ReA — — )vo =0 (3.45)
w

Déou par (5.23).
L
K(Ju[?) < 2(Re\ — %”)W =0 (3.46)

Pour 0 < ¢ < 1,0n pose w = w; °.Alors
_l-e

e(l—¢) ij 1-
Lw " Lw + F Z a? (wy) g, (W1)e; +ecwy™*

Z (]_ — 5))\111)

Par conséquent
= K(Jv]?) < 2(Re(\) — (1 —e)\)|v]* dans Q
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D’ot,si Rel < (1 — e)A,alors k(Jv[?) <0 dans Q
Comme v = 0 sur 9§2,d’apres le principe de maximum v = = = 0 dans @ .D’ot
u=0 dans 08t donc A\ ne peut pas etre une valeur propre

ce que implique que Re\ > A\q, pour tout valeurs propre complexe.

8. Il reste & montrer que la valeur propre \; est simple. Soit u une fonction propre associée
a Ap. i.e solution du probléme

(3.47)

Lu = Mu dans
u = 0 dans 002

Comme Reu et I'mu sot solution de (3.47]), on peut supposer que u est réelle. D’aprés
I’étape 6, on peux supposer que v > 0 dans ). Maintenant, on pose

X :=sup{p > 0:w; — pu >0 sur Q}. (3.48)
Alors 0 < x < +00. On pose v = w; — xu. D’ott v > 0 dans Q et

{Lv = Mv dans (3.49)

v = 0 dans OS2

Maintenant, si v n’est pas identiquement nulle, alors le principe de maximum forte et
le lemme de Hopf impliquent

v > 0 dans (2, @<Osurﬁﬂ
ov

D’ot pour € > 0 assez petit, on a

v —eu > 0 dans SQ.

et donc
wy — (x +e)u >0 sur Q

1
qui contredit avec ([3.48]). Donc v = 0 sur Q. D’ott v = —w;. Dot A\; est simple. =
X
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Résumé : L'existence des valeurs propres des opérateurs elliptiques joue un

réle important dans |I'étude des équations aux dérivées partielles et notamment
dans la construction et la régularité des solutions, I'existence des sous et sur
solutions. Dans ce mémoire, on s'intéresse a étude d'existence des valeurs et
vecteurs propres des opérateurs compacts auto adjoints et ses propriétés
essentielles, et en particulier on s'intéresse a I'étude bien précis de la premiere
valeur propre. Ensuite on applique ces résultats aux opérateurs elliptiques qui
s’'interviennent dans les équations aux dérivées partielles.

Mots clés : Opérateurs compacts, autoadjoints, adjoint, valeurs propres,
fonctions propres, premiére valeur propre, opérateurs elliptiques.
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