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NOTATIONS
C([a, b] ,R) L’espace des fonctions réelles continues sur [a, b] .

kerT Le noyau de T, kerT = {ϕ | Tϕ = 0} .
ImT L’image de T, ImT = {ψ | ψ = Tϕ}
PS l’opérateur de projection sur un sous-espace fermé S d’un espace de Hilbert H

L(E,F ) L’ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F.

K(E,F ) L’ensemble des opérateurs linéaires compacts de E dans F.

I L’opérateur identique

GL(E) L’ensemble des éléments inversibles

ρ(T ) Ensemble résolvant de T .

Rλ(T ) L’opérateur résolvante de T .

σ(T ) Le spectre de T

σp(T ) Le spectre ponctuel de T

σc(T ) Le spectre continu de T .

σr(T ) Le spectre résiduel de T.
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Introduction

La théorie spectrale est un domaine des mathématiques dont les premiers résultats apparti-

ennent à l’algèbre linéaire. Dans ce cadre, la théorie spectrale établit notamment l’existence

d’une base orthonormale de vecteurs propres pour tout endomorphisme symétrique sur

un espace vectoriel complexe de dimension finie. Lorsque l’on se pose la question d’une

généralisation de ce résultat au cas d’un espace de dimension infinie, il devient nécessaire de

considérer la topologie induite par le produit scalaire et l’on entre dans le cadre de l’analyse

fonctionnelle.

Dans ce mémoire, on généralise en dimension infinie la notion de valeur propre et on

en étudie les propriétés dans le cadre des espaces de Banach et de Hilbert. Notons de plus

que l’on obtient une généralisation importante du théorème de diagonalisation des matrices

hermitiennes au cas d’opérateurs particuliers appelés opérateurs auto-adjoint compacts.

Notre mémoire est composée de trois chapitres qui sont les suivants:

Dans le première chapitre,nous définissons brièvement dans ce chapitre les notions de

base liées aux espaces de Banach et de Hilbert. Nous exposons notamment les résultats

élémentaires sur les opérateurs linéaires bornés , notamment l’opérateurs de projection et

auto-adjoint .

Dans le deuxième chapitre, on donne la définition et les propriétés élémentaires des

opérateurs compacts sur les espaces de Banach et de Hilbert, où nous avons d’abord mis en

définition d’ensemble compact et relativement compact, comme je l’ai mentionné le théorème

d’Arzela-Ascoli, et donné quelques exemples: opérateurs de rang finie, opérateurs de Hilbert-

Schmidt.

Finalement, le troisième chapitre examine la thérorie spectrale des opérateur compacts sur

des espaces Hilbert, définition et exemples et propriétés. En particulier, examine la thérorie
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Introduction

spectrale des opérateurs auto-adjoints et que les propriétés de diagonalisation des opéra-

teurs compacts auto-adjoints sont des « passages à la limite » des résultats correspondant

en dimension finie.
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Définitions (Rappels)

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle norme sur l’espace E toute

application notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans R+ ,vérifiant pour tout x, y dans E et λ

dans K

i) ‖x‖ = 0 si seulement si x = 0

ii) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖(homogènéité )
iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire)

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé

Exemple 1.1.1

Soit C([a, b] ,R), l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] à valeurs réelles. Pour

tout f ∈ C([a, b] ,R), on pose

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)| et ‖f‖1 =

b∫
a

|f(x)| dx

Les applications ‖.‖1 et ‖.‖∞ sont des normes sur C([a, b] ,R)
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1.1. Définitions (Rappels)

Définition 1.1.2 (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach pour la métrique associé

à la norme donné par

d(x, y) = ‖x− y‖ , pour tout x, y ∈ E

Exemple 1.1.2

(C([a, b] ,R), ‖.‖∞) est un espace de Banach.

Théorème 1.1.1

Tout espace normé (E, ‖.‖) de dimension finie est complet.

Proposition 1.1.1

Tout espace Banach (E, ‖.‖) est fermé.

1.1.2 Espace de Hilbert

Produits scalaires et notion d’espace de Hilbert

Définition 1.1.3

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel H une fonction 〈x, y〉, définie sur H×H
dans K = R ou C, possédant les propriétés suivantes:

pour tout x, y et z dans H, et le scalaire λ appartient à K

.〈x, y〉 ≥ 0

.〈x, y〉 = 0⇒ x = 0

.〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉

.〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉

.〈x, y〉 = 〈y, x〉

Définition 1.1.4

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien ou un espace

préhibertien.

Remarque 1.1.1

Un produit scalaire sur H définit une norme sur H par la formule suivante

‖x‖ =
√
〈x, x〉
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1.1. Définitions (Rappels)

Définition 1.1.5 (Espace de Hilbert)

On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien H complet au sens de la métrique

associée à la norme induite par le produit scalaire .

Exemple 1.1.3

Les espaces suivants sont des espaces de Hilbert

1. L’espace euclidien Cn = {x = (x1, ..., xn), xi ∈ C, i = 1, ..., n} ,muni de produit scalaire

〈x, y〉 =
n∑
j=1

xjyj

2. L’espace L2 ([−1, 1]) muni de produit scalaire

〈f, g〉 =

+1∫
−1

f(x)g(x)dx , f, g ∈ L2 ([−1, 1])

3. L’espace de suites `2(N) =

{
x = (xk)k∈N ,

∑
k∈N

|xk|2 <∞
}
muni du produit scalaire

〈x, y〉 =
∞∑
j=1

xjyj.

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Cauchy-Scwartz)

H un espace euclidien,on a

∀x, y ∈ H, |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Définition 1.1.6 (Orthogonalite)

On dit que deux vecteurs x et y d’un espace euclidien sont orthogonaux si 〈x, y〉 = 0 et on

écrit x ⊥ y.Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien H. L’orthogonal de A dans

H est

A⊥ = {x ∈ H, 〈x, y〉 = 0, ∀y ∈ A}

A⊥ est un sous-espace fermé de H et A⊥ = A
⊥
.
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1.1. Définitions (Rappels)

Partie dense

Définition 1.1.7

Une partie G de H est dite dense dans H si

∀h ∈ H,∀ε > 0,∃g ∈ G , ‖g − h‖ < ε

ou de maniére équivalente si tout h de H est limite d’une suite d’éléments gn de G

‖gn − h‖ → 0.

Base hilbertienne

La notion de base hilbertienne généralise en dimension infinie la notion de base orthonormée.

Définition 1.1.8

Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de H, si elle existe une famille

(ei)1≤i≤N , i ∈ N où 1 ≤ N ≤ +∞,telle que

〈ei, ej〉 = δij , H = V ect{ei, 1 ≤ i ≤ N, i ∈ N}

Un espace de Hilbert admettant une base Hilbertienne est dit séparable.

Dans un espace de Hilbert séparable H avec une base Hilbertienne (ei)1≤i≤N , tout élément

x se développe de façon unique sous la forme

x =
N∑
i=1

〈x, ei〉 ei .

Si N = +∞, la série converge dans H, c’est-à-dire ici qu’on a l’égalité (dite de Parseval):

‖x‖2 =

∞∑
i=1

|〈x, ei〉|2 .

Théorème 1.1.3

Tout espace de Hilbert séparable H de dimension infinie est isométrique à `2(N).

Théorème 1.1.4

Soit F un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. Alors on a la décomposition orthog-

onale

H = F ⊕ F⊥.
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1.2. Opérateurs linéaire bornés

Proposition 1.1.2

Soit F un sous-espace d’un espace de Hilbert H. Alors

i) (F⊥)⊥ coïncide avec l’adhérence F de F dans H.

ii) F est dense dans H si et seulement si F⊥ = {0} .

Convergence faible

Définition 1.1.9

Soit H un espace de Hilbert, x ∈ H et (xn)n∈N une suite dans H. On dit que la suite (xn)

converge faiblement vers x si

∀y ∈ H, 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 , lorsque n→ +∞

Si H est de dimension finie, alors la convergence au sens faible est équivalente à la conver-

gence au sens fort. En dimension infinie, les deux notions sont différentes.

Théorème 1.1.5

De toute suite bornée de H on peut extraire une sous-suite faiblement convergente.

1.2 Opérateurs linéaire bornés

L’étude des opérateurs linéaires bornés occupe une partie importante en analyse hilberti-

enne. Dans ce chapitre on donne les propriétés générales des opérateurs linéaires continus

dans un espace de Banach.

Définition 1.2.1 (opérateur linéaire)

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur T défini sur E dans F et dite linéaire ,s’il

vérifie les conditions suivantes :

pour tout x, y dans E ,α et βdans R ou C

i) Tx ∈ F.
ii) T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

Définition 1.2.2

Soit T un opérateur linéaire de E dans F . Le noyau kerT et l’image ImT de T sont définis
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1.2. Opérateurs linéaire bornés

par

kerT = {x ∈ E | Tx = 0} , ImT = {y ∈ F | ∃x ∈ E telque Tx = y} .

1.2.1 Opérateurs continus

Définition 1.2.3

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur T défini sur un sous ensemble G ⊂ E

dans F est dit continu au point x0 de G si, on a la propriété suivante:

Pour toute suite xn de G converge vers x0, la suite T (xn) converge vers T (x0) c’est à

dire

lim
n→∞

T (xn) = T ( lim
n→∞

xn) = T (x0).

1.2.2 Opérateurs borné

Définition 1.2.4

Un opérateur linéaire T défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante positive

C > 0, telle que

‖Tx‖F ≤ C ‖x‖E ,∀ x ∈ E. (1.1)

La plus petite des constantes C vérifant la relation (1.1) est appelée norme de T notée

‖T‖ et donnée par

‖T‖ = sup
x 6=0

‖Tx‖F
‖x‖E

= sup
‖x‖E=1

‖Tx‖F = sup
‖x‖E≤1

‖Tx‖F

Exemple 1.2.1

Soit E = C([a, b],R) muni de la norme du supremum ‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|. On définit T

sur E par

Tkf(x) =

b∫
a

k(x, y)f(y)dy

où k : [a, b] × [a, b] → R est une fonction continue. L’opérateur Tk est appelé opérateur

intégral . Tk est un opérateur linéaire continu de E dans E , et

‖Tk‖ = sup
x∈[a,b]


b∫

a

|k(x, y)| dy

 .
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1.2. Opérateurs linéaire bornés

Exemple 1.2.2

Soit (λn) une suite bornée de nombres complexes et soit Tλ l’opérateur de multiplication dans

`2 (N), pour x = (xn) ∈ `2 (N), Tλx = λnxn. Tλ est un opérateur linéaires borné et

‖Tλ‖ = sup
n∈N
|λn| .

Proposition 1.2.1

Si E est de dimension finie alors toute opérateurs linéaire de E dans F est borné (et ceci

ne dépend pas des choix des normes sur E et F ).

Remarque 1.2.1

On note L(E,F ) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F et L(E) l’ensemble

des opérateurs linéaires bornés de E dans E.

Proposition 1.2.2

La norme ‖T‖ = sup ‖Tx‖F sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur continu.

Proposition 1.2.3

Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F )deux espaces normés . L’application définie pour tout T ∈ L(E,F )

par

‖T‖F = sup
x 6=0

‖Tx‖F
‖x‖E

est une norme sur L(E,F ).

Théorème 1.2.1

Soit H un espace de Hilbert. Si T ∈ L(H), alors on a

‖T‖ = sup {| 〈Tx, y〉 ||x, y ∈ H, ‖x‖ = ‖y‖ = 1} .

Proposition 1.2.4

Si T, S ∈ L(E,F ) et λ ∈ C on a
1. ‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖ .
2. ‖λT‖ = |λ| ‖T‖ .
3. ‖TS‖ ≤ ‖T‖ ‖S‖ et ‖T n‖ ≤ ‖T‖n avec n ∈ N.
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1.2. Opérateurs linéaire bornés

Théorème 1.2.2

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si F est un espace de Banach, L(E,F ) est

un espace de Banach.

Démonstration.

Soit {Tn} une suite de Cauchy d’éléments de L(E,F )

∀ε > 0,∃Nε,∀p, q ≥ Nε, ‖Tp − Tq‖ < ε

alors, pour tout x ∈ E, on a

‖Tpx− Tqx‖ ≤ ‖Tp − Tq‖ ‖x‖ < ε ‖x‖

D’où, on tire que {Tn(x)} est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach F , alors {Tn(x)}
converge dans F vers un opérateur T (x) Passons à la limite des deux membres, on obtient

lim
p→∞
‖Tpx− Tqx‖ = ‖Tx− Tqx‖ < ε ‖x‖ ,∀q ≥ Nε

d’où l’opérateur A(x) = Tx − Tqx est borné donc continu de E dans F , il est un élément

de L(E,F ) , c’est à dire

‖Tx− Tqx‖ ≤ ‖T − Tq‖ ‖x‖

Notons que ‖T − Tq‖est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants
vérifant l’inégalité. D’où la relation

‖T − Tq‖ < ε

ce qui prouve la convergence de la suite Tq vers T dans L(E,F ), l’opérateur T est un élément

de L(E,F ) comme différence de deux opérateurs continus Tx = Ax− Tqx.

Exemple 1.2.3

L’espace des fonctionnelles linéaires continues E∗ = L(E,K) (E∗ Le dual topologique de

E) est un espace de Banach.
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1.2. Opérateurs linéaire bornés

1.2.3 Notions de base sur les opérateurs dans les espaces de Hilbert

Sur l’espace L(H), on dispose de trois types de convergence .

Définition 1.2.5

On considère une suite {Tn}n∈N dans L(H) et T ∈ L(H). On dit que

1. {Tn}converge vers T en norme si

‖Tn − T‖ → 0, lorsque n→ +∞

2. Tn converge fortement vers T si pour tout x ∈ H, on a

Tnx→ Tx, lorsque n→ +∞

3. Tn converge faiblement vers T si pour tous x, y ∈ H, on a

〈Tnx, y〉 → 〈x, y〉 , lorsque n→ +∞

Remarque 1.2.2

Les implications suivantes sont évidentes : Tn converge vers T en norme =⇒ Tn converge

fortement vers T =⇒ Tn converge faiblement vers T . Si dimH < +∞, on a équivalence,
sinon, les réciproques sont fausses.

Opérateur adjoint

Théorème 1.2.3 (représentation de Riesz)

Soit φ : H → C une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y ∈ H tel que

pour tout x ∈ H , φ (x) = 〈x, y〉 .

En outre, nous avons ‖φ‖ = ‖y‖.

Définition 1.2.6

Soit H un espace de Hilbert et soit T ∈ L(H), alors il éxiste un opérateur linéaire borné

noté T ∗ défini de H dans H par

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 , pour tout x et y ∈ H

est dit opérateur ajoint de T . De plus T ∗ vérifier ‖T ∗‖ = ‖T‖ et ‖T ∗T‖ = ‖T‖2 .

11



1.2. Opérateurs linéaire bornés

Exemple 1.2.4 (Opérateur shift)

Considérons les opérateurs de décalage à droite et à gauche sur `2(N), agissant sur un vecteur

x = (x1, x2, ...) par

S(x) = (0, x1, x2, x3, ..)

T (x) = (x2, x3, x4, ...)

donc T = S∗. En effet,

〈x, Sy〉 = x2y1 + x3y2 + x4y3 + ... = 〈Tx, y〉

Opérateur autoadjoint, normal, unitaire,positif

Définition 1.2.7

Soit H un espace de Hilbert et T définie de H dans lui même, Alors

1. T auto-adjoint si T ∗ = T.

2. T est normal s’il commute avec son adjoint TT ∗ = T ∗T.

3. T unitaire si TT ∗ = T ∗T = I.

4. T positif (notation : T ≥ 0) si T est autoadjoint et si pour tout x ∈ H, 〈Tx, y〉 ≥ 0.

Opérateur de projection

Définition 1.2.8

Soit F un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. L’opérateur P sur H définie par

Px = y , pour x = y + z , y ∈ F, et z ∈ F⊥

est appelé l’opérateur de projection sur F . Le vecteur y est appelé la projection de x sur F .

L’opérateur de projection sur un sous-espace F est souvent notée par PF .

Exemple 1.2.5

Soit S un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, et soit {ei}i≥1 un système orthonormé

complet en S. Ensuite, l’opérateur de projection PS peut être défini par

PSx =
∞∑
n=1

〈x, en〉 en.
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Chapitre 2

Opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert, on peut distinguer une classe

importante d’opérateurs, dont les propriétés sont les plus proches de celles des opérateurs

linéaires dans un espace de dimension finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés

encore opérateurs complètement continus.

2.1 Ensembles compacts

Définition 2.1.1

Soit E un espace normé. Un sous-ensemble G est dit compact si de tout recrouvrement

ouvert de G on peut extraire un sous recouvrement finie

∀Vj, j ∈ J (ouverts) tels que, G ⊂ ∪
j∈J
Vj , ∃ Vj(k), j(k) = 1, 2, ..., n

tel que G ⊂
n
∪
k=1

Vj(k)

Définition 2.1.2

Un ensemble G est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans G

contient une sous suite converge vers un élément dans G.

Théorème 2.1.1

Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement s’il est séquentiellement

compact.
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2.2. Ensembles relativement compacts

Proposition 2.1.1

Soit E un espace métrique et F un sous-ensemble de E. Les propriétés suivantes sont

équivalentes

a) Le sous-ensemble F est compact

b) Le sous-ensemble F est complet et pour tout ε > 0, il existe un nombre fini d’éléments

de F , {x1, x2, ..., xn} , tels que
F ⊂

n
∪
j=1
B (xj, ε)

où B (xj, ε) est la boule ouverte de centre xj et de rayon ε.

La propriété b) exprime le fait que tout élément x de F est à une distance inférieure à

ε d’au moins un élément parmi {x1, x2, ..., xn}.

Proposition 2.1.2

Dans un espace normé de dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties

fermées et bornées. Mais dans les espaces normés de dimension infini , la situation est plus

compliquée.

2.2 Ensembles relativement compacts

Définition 2.2.1

Un ensemble G dans un espace normé E est dit relativement compact si la fermeture G est

compact.

Proposition 2.2.1

Soit E un espace métrique. Un sous-ensemble G de E est compact si toute suite (xn)n∈N

d’éléments de G, contient une sous-suite
(
xn(k)

)
k∈N convergente dans E.

Remarque 2.2.1

La différence avec la notion d’ensemble compact est donc que la limite de la suite n’appartient

pas nécessairement à G.

Théorème 2.2.1

Tout ensemble borné et de dimension finie d’un espace normé est relativement compact.
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2.3. Compacité dans C(Ω)

2.3 Compacité dans C(Ω)

Théorème 2.3.1 (Arzela-Ascoli)

Une sous-ensemble G ⊂ C(Ω) est relativement compact dans C(Ω) si et seulement si les

deux conditions suivantes sont vérifiées :

G bornée:

Il existe M > 0, |ϕ(x)| ≤M , ∀x ∈ Ω et ∀ ϕ ∈ G
G équicontinue :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x, y ∈ Ω, |x− y| < δ =⇒ |ϕ(x)− ϕ(y)| < ε,∀ϕ ∈ G

où C(Ω) l’espace des fonctions continues sur le compact Ω ⊂ Rn muni de la norme

‖ϕ‖∞ = max
x∈K
|ϕ(x)| .

2.4 Opérateur compact

Définition 2.4.1

On dit qu’un opérateur T ∈ L(E,F ) est compact s’il envoi tout ensemble bornée G dans

E à un ensemble relativement compact T (G) dans F.Autrement dit, la fermeture T (G) est

compacte.

Définition 2.4.2 (critère de compacité)

Un opérateur linéair T définie E → F est dit compact si et seulement si pour toute suite

(ϕn)n∈N bornée de E, (Tϕn)n∈N contient une sous- suite (Tϕn(k))k∈N converge de F.

Remarque 2.4.1

L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F est noté K(E,F ).

Lorsque E = F , on note simplement K(E,E) = K(E).

Remarque 2.4.2

L’opérateur null est un opérateur compact dans tout espace normé E.
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2.4. Opérateur compact

Exemple 2.4.1

Soit y et z éléments fixes d’un espace de Hilbert H. Définir

Tx = 〈x, y〉 z

Soit (xn) une suite bornée, tel que ‖xn‖ ≤M pour M > 0 et tout n ∈ N. On a

|〈xn, y〉| ≤ ‖xn‖ ‖y‖ ≤M ‖y‖

La suite 〈xn, y〉 contient une suite convergente 〈xpn , y〉. Désignons la limite de cette suite
par α. Alors

Txpn = 〈xpn , y〉 z → αz lorsque n→∞.

Par conséquent, T est un opérateur compact.

Proposition 2.4.1

Si E ou F sont de dimension finie,on a K(E,F ) = L(E,F ).

Proposition 2.4.2

Soient T ∈ L(E,F ) et S ∈ L(F,G)

i) Si T et S sont compacts ,alors la combinaison linéaire A = αT + βS est un opérateur

compact.

ii) Si S ou T est compact alors ST est compact.

Démonstration.

i) Soit (ϕn)n∈N suite bornée de E, et {Aϕn}n∈N suite de F alors

Aϕn(x) = αTϕn(x) + βSϕn(x) , avec ϕn ∈ E, n ∈ N

T et S étant compacts on peut extraire{Tϕn} et de {Sϕn} deux sous-suite convergente
qui donne par leur sommes une sous-suite convergente de Aϕn. Donc A compact.

ii) Si T ∈ K(E,F ). Alors, pour toute suite bornée (xn)n∈N de E, la suite (Txn)n∈N

admet une sous-suite (Txϕ(n))n∈N qui converge vers un point y ∈ F . Puisque S est

continu,(Txϕ(n))n∈N converge vers Sy ∈ G. Donc ST ∈ K(E,G).
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2.4. Opérateur compact

- Si S ∈ K(F,G). Alors, pour toute suite (xn)n∈N d’éléments de E bornée par une

constante M , la suite (Txn)n∈N est une suite bornée dans F . En effet, pour tout n ∈ N, on
a

‖Txn‖ ≤ ‖T‖ ‖xn‖E ≤M ‖T‖

Comme S ∈ K(F,G) ,la suite ((Txn))n∈N admet une sous-suite (Txϕ(n))n∈N qui converge

vers un point z ∈ G. Donc ST ∈ K(E,G).

Théorème 2.4.1

Si f est une fonction continue de R+ dans R+ telle que f(0) = 0 , et si T est compact, alors

f(T ) est compact .

Proposition 2.4.3

Soit T ∈ L(E) un opérateur positif. Si T est compact, alors
√
T est compact.

Démonstration.

On prend la fonction :

f : R+ −→ R+

x 7−→
√
x

On a la fonction f est continue de R+ dans R+ avec f(0) =
√

0 = 0 et comme T est compact

alors, d’après le théorème précédent f(T ) =
√
T est compact.

Théorème 2.4.2

L’ensemble K(E,F ) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E,F ). En particulier K(E,F )

est un espace de Banach sur K.

Démonstration.

Il est clair que la somme de deux opérateurs compacts est un opérateur compact. Supposant

que Tn ∈ K(E,F ), T ∈ L(E,F ) et‖Tn − T‖ → 0. Montrons que T ∈ K(E,F ). Comme

F est complet il suffi t de vérifier que, pour tout ε > 0,T (BE) peut être recouvert par un

nombre fini de boules B(xj, ε) dans F . On fixe n tel que ‖Tn − T‖ < ε
3
Comme Tn(BE) est

relativement compact, et il existe donc {x1, x2, ..., xk} dans tels queB(0, 1)

Tn(BE) ⊂
k
∪
j=1
B(Tnxj,

ε

3
)
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2.4. Opérateur compact

on en déduit que, pour tout x ∈ B(0, 1)

‖Tx− Txj‖ ≤ ‖Tx− Tnx‖+ ‖Tnx− Tnxj‖+ ‖Tnxj − Txj‖ < ε

T (BE) ⊂
k
∪
j=1
B(Txj, ε).

Théorème 2.4.3 (et exemple fondamental)

Tout opérateur linéaire borné de rang fini (dimT (E) <∞) est compact.

Démonstration.

Soit T un opérateur de rang fini et soit F = ImT . Soit {xn}n∈N une suite bornée dans H, la
suite {Txn}n∈N, par continuité de T , est bornée dans F qui est de dimension finie, d’après

le théorème 2.2.1 elle est donc relativement compacte.

Exemple 2.4.2

Soient E := Lp(]0, 1[,R)et T l’opérateur défini sur E par

∀f ∈ E, Tf(x) =

1∫
0

xy(1− xy)f(y)dy,∀x ∈ [0, 1]

Alors, T est à valeurs dans F := R2 [X] (espace des polynômes à coeffi cients réels de degré

inférieur ou égal à 2). Comme F est de dimension finie, l’opérateur T est de rang fini.

Proposition 2.4.4

Soit T ∈ L(E,F ) avec E de dimension finie . Alors T compact.

En effet, puisque dimT (E) ≤ dimE <∞ , et d’après le théorème 2.4.3. T est compact.

Exemple 2.4.3

Soit F un sous-espace de dimension finie d’un espace de Hilbert H. L’opérateur de projection

PF est un opérateur compact.

Proposition 2.4.5

Soit E et F deux espaces de Banach et T ∈ K(E,F ) alors si (xn)est une suite de E

convergente faiblement vers x, alors Txn converge fortement dans F vers Tx.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.

Supposons d’abord que T soit compact. Soit xn ∈ E une suite faiblement convergente vers

x ∈ E . Un opérateur compact étant continu, donc faiblement continu, on a T (xn)→ T (x).

Mais toute suite faiblement convergente est bornée, donc (T (xn))n∈N admet une sous-suite

fortement convergente. La limite de cette sous-suite ne peut être que T (x).

Remarquons par ailleurs que (xn)n∈N est bornée car faiblement convergente,donc, en

vertu de la compacité de T , la suite (T (xn))n∈N est à valeurs dans un compact.

Comme elle admet T (x) pour unique valeur d’adhérence, on en déduit que la suite toute

entière converge fortement vers T (x).

Corollaire 2.4.1

Soit (ek)k∈N, une suite orthonormée dans E. Si T ∈ K(E) , alors lim
k→∞
‖Tek‖ = 0.

Démonstration.

Pour tout x ∈ E, la série
∑

k
|〈x, ek〉|2 est convergente et son terme général 〈x, ek〉 tend vers

0 lorsque k tend vers l’infini. Cela traduit le fait que la suite (ek) est faiblement convergente

vers 0, la proposition précédentepermet de conclure.

Corollaire 2.4.2

Soit {An}n∈N une suite dans L(H) qui converge faiblement vers A ∈ L(H). Soit T ∈ K(H),

alors TAn converge vers TA fortement.

Démonstration.

Est une conséquence immédiate de la proposition 2.4.5.

Théorème 2.4.4

Soit E et F deux espaces de Banach et soit Tn suite des opérateurs compacts de E dans F

convergente en norme vers l’operateur linéaire T de E dans F

lim
n→∞

‖Tn − T‖ = 0.

Alors T est un opérateur étant compact.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.

On utilise un procédé diagonal,soit {ϕn}n∈N une suite bornée dans E, l’opérateur T1 compact

on peut extraire de la suite {T1ϕn} une sous-suite convergente, soit {ϕ1
n} une sous-suite de

{ϕn}, tel que {T1ϕ
1
n} soit convergente De le même facon,on peut extraire de la suite {T2ϕ

1
n}

une sous-suite convergente, car T2 est compact, soit {ϕ2
n} une sous-suite de {ϕ1

n} , tel que
la suite {T2ϕ

2
n} soit convergente.

Remarquons la suite, {T1ϕ
2
n} est une sous-suite de la suite convergente {T1ϕ

1
n} qui à

sontour convergente. En raisonnont de la même facon, pou les opérateurs T1, T2, ..., Tp, ...,

on détermine les suites {ϕ1
n} , {ϕ2

n} , ..., {ϕpn} , ..., il est à remarquer que la suite {ϕpn} est une
sous-suite de toutes les suites qui lui précident et que les suites {Tkϕpn} sont convergente
pou k = 1, 2, ...p, comme F est complet , pou la compacité de T il suffi t démontrer que la

suite {Tkϕpn} est une suite de cauchy, alors

‖Tϕpn − Tϕqn‖ = ‖Tϕpn + Tnϕ
p
n − Tnϕpn + Tnϕ

q
n − Tnϕqn − Tϕqn‖

≤ ‖Tϕpn − Tnϕpn‖+ ‖Tϕqn − Tnϕqn‖+ ‖Tnϕpn − Tnϕqn‖

soit ‖ϕn‖ ≤ M , choisissons n de sorte que l’on a ‖T − Tn‖ <
ε

3M
, ensuite choisissons N ,

tel que pour tout les p > N et q > N , on a la relation ‖Tnϕpn − Tnϕqn‖ <
ε

3
, car la suites

{Tkϕpn} est convergente. Dans ces conditions,on aura pou tout p et q suffi samment grands

‖Tϕpn − Tϕqn‖ ≤ ‖Tϕpn − Tnϕpn‖+ ‖Tϕqn − Tnϕqn‖+ ‖Tnϕpn − Tnϕqn‖

< ‖T − Tn‖ ‖ϕpn‖+ ‖T − Tn‖ ‖ϕqn‖+
ε

3

<
εM

3M
+
εM

3M
+
ε

3
< ε.

Exemple 2.4.4

Soient H un espace de Hilbert séparable et (en) une base hilbertienne de H. Soit (λn)n∈N

une suite bornée dans C alors l’opérateur de multiplication par λn défini par

Tλen = λnen

T est compact si et seulement si limn→+∞ λn = 0.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.

Soit Pn l’opérateur de projection orthogonale sur le sous espace engendré par {e1, e2, ..., en}.
L’opérateur PnTλ est un opérateur de rang fini et on a

(Tλ − PnTλ) ej =

 λjej si j ≥ n+ 1

0 si j ≤ n

et par suite ‖Tλ − PnTλ‖ = sup
j>n
|λj|. Si la suite (λn) tend vers zéro quand n tend vers

l’infini, on en déduit que l’opérateur Tλ est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini, donc

compact (d’après le théorème 2.4.3).

Inversement, si Tλ est compact, le corollaire 2.4.1 assure que

lim
n→∞

‖Tλen‖ = 0 = lim
n→∞

|λn| .

ce qui termine la preuve.

Exemple 2.4.5

Soit T l’opérateur défini de `2 (N) dans `2 (N) par

Tx =
ζj
j
, où x =

(
ζj
)
∈ `2 (N) , pour j = 1, 2, ...

On démontre la compacité de T . Soit x =
(
ζj
)
∈ `2 (N) et Tn : `2 (N)→ `2 (N) défini par

Tnx =

(
ζ1,

ζ2

2
, ...,

ζn
n
, 0, 0, ...

)
.

Tn est linéaire et bornée, et est compact (le théorème 2.4.3).

‖(Tn − T )x‖2 =
∞∑

j=n+1

∣∣∣∣ζjj
∣∣∣∣2 ≤ 1

(n+ 1)2

∞∑
j=n+1

∣∣ζj∣∣2 =
1

(n+ 1)2 ‖x‖
2 .

Prendre le supremum sur tous les x de norme 1, on obtient

‖Tn − T‖ ≤
1

(n+ 1)2 .

D’où Tn → T , d’après le théorème précident T est compact.

La réciproque de le théorème précedent est fausse en général mais si F est un espace de

Hilbert, on a le résultat suivant.
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2.4. Opérateur compact

Théorème 2.4.5

Soient H un espace de Hilbert et T ∈ K(E,H). Alors, il existe une suite (Tn)n∈N de

L(E,H), d’opérateurs de rang fini, qui converge vers T dans L(E,H).

Démonstration.

Soit n ∈ N∗ fixé, puisque T (BE) est un compact de H, il existe kn ∈ N∗ et y1, ..., ykn ∈ H
tels que

T (BE) ⊂
kn∪
i=1
B

(
yi,

1

n+ 1

)
(2.1)

où B(y, r) := {x ∈ H | |x− y| < r}. Or Ln := V ect {y1, ..., ykn} est un espace vectoriel de
dimension finie, donc un fermé de l’espace de Hilbert H, d’où H = Ln⊕L⊥n . Soit Pn ∈ L(H)

la projection orthogonale de H sur Ln . Alors Tn := PnT ∈ L(E,H) est un opérateur de

rang fini puisque

dim(Im(Tn)) = dim(Im(PnT )) ≤ dim(Im(Ln)) ≤ kn.

Enfin, pour x ∈ BE , d’après (2.1), il existe i0 ∈ {1, ..., kn} tel que

‖Tx− yi0‖ <
1

n+ 1

Mais yi0 ∈ Ln et PnTx est la projection orthogonale de Tx sur Ln donc

‖Tx− PnTx‖ = dis(Tx, Ln) ≤ ‖Tx− yi0‖ <
1

n+ 1

Finalement , on obtient

∀x ∈ BE, ‖Tx− Tnx‖ <
1

n+ 1
,

Il suit ‖T − Tn‖ <
1

n+ 1
., où Tn suite d’opérateurs de rang fini qui convergent en norme

vers T .

Lemme 2.4.1 (Riesz)

Soit E un espace vectoriel normé et soit G ⊂ E un sous-espace fermé tel que G 6= E. Alors

il existe un élément ϕ ∈ E avec ‖ϕ‖ = 1, tel que pour tout ψ ∈ G

‖ϕ− ψ‖ ≥ α, avec 0 < α < 1.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.

En effet, soit f ∈ E, tel que f /∈ G, Alors on a

inf
h∈G
‖f − h‖ = β > 0

choisissons un élément g ∈ G, tel que

α ≤ ‖f − g‖ ≤ β

α

soit ϕ le vecteur donné par

ϕ =
f − g
‖f − g‖

alors

‖ϕ‖ = 1

De plus on a

‖ϕ− ψ‖ =
1

‖f − g‖ ‖f − {g + ‖f − g‖ψ}‖

≥ β

‖f − g‖ ≥ α , (g + ‖f − g‖ψ) ∈ G.

Théorème 2.4.6 (de Riesz)

Soit E un espace vectoriel normé. Alors, l’opérateur identique I est compacte si et seulement

si E est de dimension finie.

Démonstration.

Soit ϕ1un élément de E , tel que ‖ϕ1‖ = 1, alors G1 = V ect {ϕ1} est un sous-espace fermé de
E car G1 est de dimension finie, d’aprés le lemme Riez, il existe ϕ2 ∈ E tel que ‖ϕ2‖ = 1,et

‖ϕ1 − ϕ2‖ ≥ 1
2
, prenons une deuxième fois le sous-espace fermé G2 = V ect {ϕ1, ϕ2}, alors

il existe ϕ3 ∈ E avec ‖ϕ3‖ = 1, ‖ϕ1 − ϕ3‖ ≥ 1
2
et ‖ϕ2 − ϕ3‖ ≥ 1

2
. On répète la même

procédure jusqu’à l’obtention des suite {ϕn} vérifiant ‖ϕn‖ = 1, et ‖ϕn − ϕm‖ ≥ 1
2
pour

tout n 6= m. Il est remarque que cette suite {ϕn}est barnée mais elle ne contient acune sous
suite convergente. Ce qui implique que l’opérateur Iϕn = ϕn est pas compact.

Et on a déjà démontré que si E est de dimension finie tout opérateur linéaire borné de

E dans lui méme est compact, alors l’identique est compact.
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2.4. Opérateur compact

Corollaire 2.4.3

La boule unité B(0, 1) dans un espace de dimension infini n’est pas compact.

En effet, si E est de dimension infini, l’identique I n’est pas compact d’après le théorème

précident. Donc I (B(0, 1)) n’est pas relativement compact implique I (B(0, 1)) = B(0, 1)

n’est pas compact.

L’intérêt de la convergence faible réside dans la remarque suivante, que nous admettrons.

Remarque 2.4.3

Soit H un espace de Hilbert. La boule unité de H est faiblement compacte. De manière

équivalente, de toute suite bornée de H , on peut extraire une sous-suite qui converge faible-

ment dans H .

Corollaire 2.4.4

Dans un espace normé de dimension infinie, si un opérateur compact est inversible, alors

son inverse n’est pas borné.

Démonstration.

Si T est compact et inversible, T−1 ne peut pas être borné si non, TT−1serait compact, ce

qui exige que E soit de dimension finie.

Théorème 2.4.7

Tout opérateur compact est borné. la réciproque est fousse.

Démonstration.

Soit T un opérateur compact dans E. L’image de la boule unité de E est un ensemble

relativement compact, donc borné. Il existe, alors, une constante M > 0, telle que

‖Ty‖ ≤M, ∀y ∈ E , ‖y‖ ≤ 1

On en déduit que

‖Tx‖ ≤M ‖x‖ ,∀x ∈ E

L’opérateur T est donc continu et sa norme est majorée parM. Réciproquement l’opérateur

identique I de E dans E est bornée mais n’est pas compact car I(B(0, 1)) = B(0, 1), n’est

pas relativement compacte sauf si E est de dimension finie.
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2.4. Opérateur compact

Proposition 2.4.6

Soit T ∈ L(H). Alors T est compact si est seulement si T ∗est compact.

Démonstration.

Première implication T compact =⇒ T ∗ est compact.

Soit ψn une suite bornée de H, alors il existe constanteM > 0, telle que ‖ψn‖ ≤M,∀n ∈
N, l’opérateur T étant compact et T ∗ est bornée, alors TT ∗est compacte. D’où l’existence

d’une suite ψnk de ψn telle que TT ∗
(
ψnk
)
soit convergente dans H∥∥∥T ∗ψnp − T ∗ψnq∥∥∥2

=
∥∥∥T ∗(ψnp − ψnq)∥∥∥2

=
〈
T ∗(ψnp − ψnq), T

∗(ψnp − ψnq)
〉

=
〈
TT ∗(ψnp − ψnq), ψnp − ψnq

〉
=

〈
TT ∗ψnp − TT

∗ψnq , ψnp − ψnq
〉

≤
∥∥∥TT ∗ψnp − TT ∗ψnq∥∥∥∥∥∥ψnp − ψnq∥∥∥

≤ 2Mε

Ce qui montre que la suite T ∗
(
ψnk
)
est de cauchy dans H, D’ou la convergence de cette

T ∗
(
ψnk
)
suite dans H. Pour la deuxième implication ,la même démonstation pour (1) où

T ∗est compact.

Théorème 2.4.8

L’opérateur intégral T de C(Ω) dans C(Ω) définie par

(Tϕ)(x) =

∫
Ω

k(x, t)ϕ(t)dt

où k(x, t) la fonction noyau est une fonction continue sur Ω×Ω. T est un opérateur compact.

Démonstration.

Soit G un ensemble bornée dans C(Ω) alors,on a ‖ϕ‖ ≤M pour tout ϕ ∈ G .
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2.4. Opérateur compact

Pour démontre que T (G) est relativement compact en utilise le théorème d’Arzela-Ascoli,

de plus

|(Tϕ)(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

k(x, t)ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

t∈G
|ϕ(t)|

∫
Ω

|k(x, t)| dt

≤Mmax
x,t
|k(x, t)| |Ω|

cela veut dire que T (G) est bornée.

L’opérateur k est uniformement continu sur le compact Ω× Ω, d ’où

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀x, y, z ∈ Ω, |x− y| < δ ⇒ |k(x, z)− k(y, z)| < ε

M |Ω|

d’où

|(Tϕ)(x)− (Tϕ)(y)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

k(x, z)− k(y, z)ϕ(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
Ω

|k(x, z)− k(y, z)| |ϕ(z)| dz

< M
ε

M |Ω| |Ω| < ε ,∀ϕ ∈ G et x, y ∈ Ω avec |x− y| < δ

Ceci exprime que T (G) équicontinue.

D’aprés le théorème d’Arzela-Ascoli T (G) est relativement compact, alors T est compact.

Exemple 2.4.6

L’opérateur T de Volterra (primitive s’annulant en 0) défini sur E = C([0, 1],R) est com-

pact.

∀f ∈ E, (Tf)(x) =

x∫
0

f(t)dt ,∀x ∈ [0, 1]

En effet, on va utiliser le théorème d’Ascoli avec Ω = [0, 1].
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2.4. Opérateur compact

Soit G un ensemle bornnée dans E,pour tout f ∈ G ,‖f‖∞ ≤M , alors

‖Tf‖∞ = sup
x∈[0,1]

|(Tf)(x)|

≤ sup
x∈[0,1]

|f(t)|
x∫

0

dt

≤ ‖f‖∞ ≤M <∞

Donc T (G) est bornnée.

Soit ϕ ∈ E , et x, y ∈ [0, 1] tel que y > x ,

∀ε > 0, ∃ δ > 0,∀ x, y, z ∈ [0, 1], |x− y| < δ

alors

|Tf(x)− Tf(y)| =

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

f(t)dt−
y∫

0

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ |y − x| ‖f‖∞
≤ |y − x|M

On opse M =
ε

|y − x| , x 6= y . Alors que

|Tf(x)− Tf(y)| < ε

Ce qui montre que T (G) est bien équicontinue, d’où le résultat.

Définition 2.4.3 (Noyau faiblement singulier)

On appelle noyau faiblement singulier la fonction k continue sur Ω×Ω ⊂ Rn×Rn sauf peut
être aux points x = t et telle que,

∀ x, t ∈ Ω, x 6= t,∃ M > 0, |k(x, t)| < M

|x− t|n−α
, 0 < α < n.

Proposition 2.4.7

L’opérateur intégral T de C(Ω)dans C(Ω) à noyau faiblement singulier est un opérateur

compact.
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2.5. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

2.5 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Définition 2.5.1

Soit H un espace de Hilbert séparable,et soit (ek) une base hilbertienne de H. Un opérateur

linéaire T : H → H est un opérateur de Hilbert-Schmidt si
∞∑
k=1

‖Tek‖2 <∞

Le réel

‖T‖HS =

( ∞∑
k=1

‖Tek‖2

) 1
2

est appelé la norme de Hilbert-Schmidt de T.

Notons que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est borné et on a l’inégalité ‖T‖ ≤ ‖T‖HS.

Proposition 2.5.1

Tout opérateur de Hilbert-Schmidt T est compact.

Démonstration.

Soit (en) une base hilbertienne de H et soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. Pour

tout n, on désigne par Pn l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace engendré

par {e1, e2, ..., en} L’opérateur Tn = PnT est de rang fini égal à n et on a

(T − Tn) ej =

 0 , si j ≤ n ;

Tej , si j ≥ n+ 1.

Il en résulte que

‖T − Tn‖2 ≤ ‖T − Tn‖2
HS =

∞∑
j=n+1

‖Tej‖2 .

Le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini, puisque c’est

le reste d’une série convergente. L’opérateur T est donc limite d’une suite d’opérateurs de

rang fini. il est donc compact.

Exemple 2.5.1

Considérons l’opérateur intégral T : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) défini par

(Tf)(x) :=

1∫
0

k(x, t)f(t)dt
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2.5. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

avec un noyau k(x, t) ∈ L2([0, 1]2). Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et

‖T‖HS = ‖k‖2

Réciproquement tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L2(Ω) se représente de manière unique

à l’aide d’une fonction K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω).

Démonstration.

Nous allons voir l’intégrale dans la définition de T , comme le produit scalaire de f avec le

noyau k. Plus précisément, considérons la fonction kx(t) = k(x, t), Alors

(Tf)(x) = 〈kx, f〉 pour tout x ∈ [0, 1] .

Fixons une base orthonormée (ek) de L2([0, 1]). Alors

‖T‖2
HS =

∑
k

‖Tek‖2
2 =

∑
k

1∫
0

|Tek(x)|2 dx =
∑
k

1∫
0

|〈kx, ek〉|2 dx

=

1∫
0

∑
k

|〈kx, ek〉|2 dx (par le théorème de convergence monotone)

=

1∫
0

‖kx‖2 dx (par l’identité de Parseval)

= ‖k‖2
2 (Par définition de kt et le théorème de Fubini)
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Chapitre 3

Théorie spectrale des opérateurs

compacts

Dans ce chapitre, on définit les notions du spectre et de valeurs propres des opérateurs sur

des espaces vectoriels et on en donne les propriétés élémentaires. Le cadre est celui des

espaces de Hilbert.

3.1 Inversibilité d’un opérateur

Dans cette section, on regroupe certains résultats sur les opérateurs inversibles. En partic-

ulier, on donne une caractérisation de l’inversibilité d’un opérateur qui s’avérera très utile

pour la suite.

Dans tout ce section, on désigne par (E, ‖.‖) un espace de Banach sur K := R ou C.

Définition 3.1.1

On rappelle qu’un opérateur T ∈ L(E) est dit inversible s’il admet un inverse dans L(E)

i.e.il existe S ∈ L(E) tel que ST = TS = I , S est appelée l’inverse de T et est désignée

par T−1.

On note GL(E) l’ensemble des opérateurs T ∈ L(E) inversibles.

Remarque 3.1.1

L’inverse d’un opérateur borné n’est pas forcément borné.
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3.1. Inversibilité d’un opérateur

Exemple 3.1.1

Soit H = `2. L’opérateur T défini par

T (x1, x2, ...) =
(
x1,

x2
2
, ...,

xn
n
, ...
)
.

T est bornné , car

‖T (x1, x2, ...)‖ =

√√√√∑
i≥1

|xi|2

i2
= ‖(x1, x2, ...)‖

T est inversible , et son inverse donné par

T−1 (x1, x2, ...) = (x1, 2x2, ..., nxn, ...) .

Cependant T−1 est non borné.En effet, si (en)n∈N est la suite définié par

en = (xn1 , x
n
2 , ...) avec xni =

 1 si i = n

0 sinon

On a ‖en‖ = 1 , et ‖T−1en‖ = n . Donc T−1 n’est pas bornné.

Notons que la somme de deux opérateurs inversibles n’est pas nécessairement inversibles:

(I + (−I)) .

Proposition 3.1.1

Si T et S inversibles, alors le produit TS est inversible et l’on a

(TS)−1 = S−1T−1.

Théorème 3.1.1

Si E de dimension fini n. Un opérateur T est inversible si et seulement si (ker(T ) = {0}).

Démonstration.

Si T est inversible et Tx = 0, alors

x = T−1Tx = T−10 = 0.

Supposons maintenant que Tx = 0 implique x = 0. Si Tx1 = Tx2 , alors T (x1 − x2) = 0 et

ainsi x1 − x2 = 0. Par conséquent x1 = x2 , alors T est inversible.

31



3.1. Inversibilité d’un opérateur

Théorème 3.1.2 (de l’application ouverte)

Soient E et F deux Banach et T un opérateur borné et surjectif de E sur F . Alors il existe

une constante α > 0 telle que

BF (0, α) ⊂ T (BE(0, 1)).

Théorème 3.1.3 (Théorème des opérateurs inverses)

Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire continue et bijectif de

E sur F . Alors T−1 est continue de F dans E.

Démonstration.

C’est une conséquence directe du théorème de l’application ouverte.Comme T est bijective,

T est l’application inverse de T−1. Dire que T est ouverte revient alors à dire que l’image

inverse par T−1 de tout ouvert de E est un ouvert de F .C’est-à-dire que T−1 est continu.

Proposition 3.1.2

Soient (F, ‖.‖F ) est un espace de Banach sur K et T ∈ L(E,F ). Alors, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. T est injectif et Im(T ) est fermé dans F.

2. Il existe c > 0 telle que, pour tout x ∈ E, ‖Tx‖F ≥ c ‖x‖E .
3. il n’existe pas de suite (xn) dans E telle que ‖xn‖ = 1 et lim

n→∞
‖T (xn)‖ = 0.

Corollaire 3.1.1

Soient (F, ‖.‖F ) un espace de Banach sur K et T ∈ L(E,F ). Alors, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1. Im(T ) = F et il existe C > 0 telle que, pour tout x ∈ E,‖Tx‖F ≥ C ‖x‖E.
2. T est inversible.

Démonstration.

Si 1.a lieu, d’après le Corollaire précedent, T est injectif et Im(T ) est fermé dans F .

Alors, Im(T ) = Im(T ) = F , donc T est surjectif et, par suite, inversible. Réciproquement,

si 2. a lieu, on a F = Im(T ) ⊂ Im(T ) ⊂ F . Donc Im(T ) = Im(T ) = F , ce qui donne le

résultat d’après le Corollaire précedent.
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3.1. Inversibilité d’un opérateur

Théorème 3.1.4 (Série de Neumann)

Soit E un espace de Banach et soit T ∈ L(E), avec ‖T‖ < |λ|. Alors Tλ = T − λI admet
un opérateur inverse borné donné par la série

(T − λI)−1 = −
∞∑
k=0

T k

λk+1

De plus ∥∥(T − λI)−1
∥∥ ≤ 1

|λ| − ‖T‖ .

Démonstration.

De la relation
∥∥T
λ

∥∥ < 1,on a la convergence absolue

∞∑
k=0

∥∥∥∥T kλk
∥∥∥∥ ≤ ∞∑

k=0

∥∥∥∥Tλ
∥∥∥∥k <∞.

Donc, puisque l’espace L(E) est complet, alors il existe un opérateur linéaire borné B dans

E, tel que

B =
∞∑
k=0

T k

λk

D’ailleurs

(T − λI)B (T − λI)B = (T − λI)

( ∞∑
k=0

Tk

λk

)
=
∞∑
k=0

(T − λI) Tk

λk

=
∞∑
k=0

Tk+1−λTk
λk

=
∞

λ
∑
k=0

(
Tk+1

λk+1
− T k

λk

)
= −λI

ainsi que

(T − λI)−1 = −B
λ

= −
∞∑
k=0

T k

λk

Pour démontre la deuxième relation, on observe que

‖Tλ‖ ‖Tλ‖ ≤
1

|λ|

∞∑
k=0

∥∥∥Tk
λk

∥∥∥
=

1

|λ|
1

1−
∥∥T
λ

∥∥ =
1

|λ| − ‖T‖
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Proposition 3.1.3

L’ensemble GL(E) des éléments inversibles (opérateurs bijectifs) de L(E) est un ouvert et

l’application T 7−→ T−1 est continu.

3.2 Spectre d’un opérateur borné

La notion de spectre a déjà été rencontrée à propos des matrices. Etant donné A ∈Mn(C),

le spectre de A est l’ensemble des valeurs propres de A , i.e.l’ensemble des λ ∈ C tels que
det(A− λI) = 0, ce qui signifie que A− λI n’est pas un isomorphisme de Cn.On va définir
de façon tout-à-fait analogue le spectre d’un opérateur borné sur un espace de Hilbert, mais

en dimension infinie on va voir qu’on peut distinguer plusieurs types d’éléments du spectre

et que les valeurs propres ne sont pas les seuls types de valeurs spectrales.

Valeur propre et vecteur propre

Définition 3.2.1

Soit A une matrice carrée un espace vectoriel complexe E. Un nombre complexe λ est appelé

Une valeur propre de s’il y a un vecteur non nul u ∈ E tel que

Au = λu

Chaque vecteur u satisfaisant Au = λu est appelé un vecteur propre de A correspondant

à la λ valeur propre.

Proposition 3.2.1

Un scalaire λ est une valeur propre de A si, et seulement si, il est une racine du polynôme

caractéristique de A :

pA(λ) = det(A− λI) = 0
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

La chaîne des implications suivantes aide à comprendre ceci :

λ estune valeur propre de A

⇐⇒ il existe u 6= 0 avec Au = Au

⇐⇒ il existe u 6= 0 avec (A− λI)u 6= 0

⇐⇒ (A− λI) est singulier(qui est,non inversible)

⇐⇒ det(A− λI) = 0

Définition 3.2.2 (Ensemble résolvant, résolvante)

Soit T ∈ L(H), on appelle ensemble résolvant de T l’ensemble

ρ(T ) = {λ ∈ K | (T − λI) inversible} .

L’opérateur (T − λI)−1est appelé la résolvante de T en λ et noté Rλ(T ).

Remarque 3.2.1

D’après le théorème 3.1.3. (T −λI) inversible équivalent que (T −λI) bijective, alors ρ(T )

définie aussi comme

ρ(T ) = {λ ∈ K | (T − λI) bijective} .

Proposition 3.2.2

Soit T ∈ L(H)

1. Si |λ| > ‖T‖ alors λ ∈ ρ(T ), et (T − λI)−1 ∈ L(H).

2. ρ(T ) est un ouvert non vide de K.

Démonstration.

1. Si |λ| > ‖T‖ alors λ 6= 0 et
∥∥λ−1T

∥∥ < 1 donc, d’après le théorème 3.1.4 ,
(
λ−1T − I

)
est inversible, i.e. λ ∈ ρ(T ).

2. D’après le 1, ρ(T ) est non vide. Soit ϕ l’application définie de K dans L(H) par

∀λ ∈ K, ϕ(λ) := T − λI

alors, ρ(T ) = ϕ−1(GL(H)). De plus, pour tous λ, µ ∈ K , on a

‖ϕ(λ)− ϕ(µ)‖ = ‖(λ− µ)I‖ ≤ |λ− µ| .
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Donc ϕ est continue. Or, d’après la proposition 3.1.3 , GL(H) est un ouvert de L(H).

Ainsi ρ(T ) = ϕ−1(GL(H)) est un ouvert de K.

Définition 3.2.3 (Rappels)

Soient E un espace de Banach complexe et U un ouvert de C. Rappelons qu’une application

f : U → E est analytique complexe si pour tout z0 ∈ U ,il existe r > 0et une suite (cn)n∈N

dans E tels que B(z0, r) ⊂ U et la série entière
∑
n∈N

(z − z0)ncn converge normalement sur

B(z0, r),de somme égale à f(z), pour tout z ∈ B(z0, r) Une telle suite (cn)n∈N est alors

unique. Une application analytique complexe est en particulier continue

Théorème 3.2.1 (de Liouville)

Si f : C→ E est une application analytique complexe bornée, alors f est constante.

Proposition 3.2.3 (Identité de la résolvante)

T ∈ L(H) et λ, µ ∈ ρ(T ). Alors, on a

Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ = (λ− µ)RµRλ.

De plus, l’application λ 7−→ Rλ est dérivable sur ρ(T ) et sa dérivée est donnée par

dRλ

dλ
= −R2

λ.

Proposition 3.2.4

Soit T ∈ L(H). L’application λ 7−→ Rλ := Rλ(T ) est analytique sur ρ(T ). Plus précisément,

si λ0 ∈ ρ(T ), alors D(λ0, ‖λ0‖−1) ⊂ ρ(T ), et pour tout λ ∈ D(λ0, ‖λ0‖−1)

Rλ =
∑
n≥0

(−1)nRn+1
λ (λ− λ0)n.

Définition 3.2.4 (Spectre)

Soit T ∈ L(H), on appelle spectre de T et on note σ(T ) le complémentaire dans K de ρ(T ).

Le spectre de T est donc l’ensemble

σ(T ) = K\ρ(T ) = {λ ∈ K | (T − λI) n’est pas inversible}
= {λ ∈ K | (T − λI) n’est pas bijective}

Un élément de σ(T ) est une valeur spectrale de T .
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Cette propriété peut être réalisée de trois façons différentes, ce qui correspond à trois

type de spectres distincts:

1. Le spectre ponctuel: noté σp(T ), est l’ensemble des valeurs propres de T , (V p(T ))est

donné par

σp(T ) = V p(T ) = {λ ∈ K | (T − λI) n’est pas injective}
= {λ ∈ K | ker(T − λI) 6= {0}}

2. Le spectre continu : σc(T ), est l’ensemble

σc(T ) =
{
λ ∈ K | ker(T − λI) = {0} , Im(T − λI) 6= H, Im(T − λI) = H

}
3. Le spectre résiduel: σr(T ), est l’ensemble

σr(T ) =
{
λ ∈ K | ker(T − λI) = {0} , Im(T − λI) 6= H, Im(T − λI) 6= H

}
Le spectre σ(T ) est la réunion disjointe de σp(T ), σc(T ) et σr(T ) alors

σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T )

et la figure suivante, montrant ces trois morceaux disjoints. Le point spectre, σp(T ), est

représenté en pointillés. Le spectre continu est σc(T ) (représenté en tiret) ,et le La dernière

classe est le spectre résiduel est σr(T ).

FIGURE : parties disjointes du spectre
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Corollaire 3.2.1

Soit T ∈ L(H). Alors

σ(T ) 6= ∅.

Démonstration.

Supposons le contraire σ(T ) = ∅, R(λ) est une fonction entière avec R(λ) →
|λ|→∞

0, donc

R(λ) = 0 par le théorème de Liouville. ce qui est absurde.

Remarque 3.2.2

Si H est de dimension finie n, chaque opérateur linéaire T sur H peut être représenté par

une matrice carrée A, et que l’opérateur linéaire T − λI est inversible précisément lorsque
la matrice A − λI est inversible. Les valeurs spectrales de T sont donc les valeurs propres
de T , et aussi les valeurs propres de la matrice A de T dans n’importe quelle base de H.

Ce sont les (n en comptant avec multiplicité) racines complexes du polynôme caractéristique

det(T − λI) = det(A − λIn). La multiplicité d’une valeur spectrale de T est inférieure ou

égale à la multiplicité de la racine correspondante du polynôme caractéristique de T ,avec

égalité si T est diagonalisable.

Proposition 3.2.5

1) Pour tout λ dans C, on a

σ(T + λI) = λ+ σ(T )

2) Pour tout λ dans C\ {0}, on a

σ(λT ) = λσ(T )

Exemple 3.2.1

1.Il est clair que σ(I) = σp(I) = {1}. Car il (I − λI) = (1− λ) I est inversible si

(1− λ) 6= 0.

2. De même, si µ ∈ K, alors σ(µI) = {µ} .
3. Si H 6= {0} ,et si T est l’opérateur nul, alors σ(T ) = σp(T ) = {0} ,et σr(T ) = ∅.
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Proposition 3.2.6

Le spectre σ(T ) est un ensemble compact et

σ(T ) ⊆ [−‖T‖ ,+ ‖T‖] .

Démonstration.

Comme ρ(T ) est un ensemble ouvert, alors σ(T ) = K\ρ(T ) est fermé. De plus, soit λ ∈ C
tel que |λ| > ‖T‖. Alors T − λI = −λ(I − 1

λ
T ) et

∥∥ 1
λ
T
∥∥ < 1. Donc T − λI ∈ GL(H) et

T − λI est aussi inversible. Donc λ /∈ σ(T ). Donc σ(T ) ⊂ D(0, ‖T‖) et σ(T ) est borné.

C’est donc un fermé borné de K, donc un compact de K , et σ(T ) ⊆ D(0, ‖T‖).

Exemple 3.2.2

Considérons l’opérateur(multiplication) T : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) définie par

∀ t ∈ [0, 1] , (Tf)(t) = tf(t)

On a ‖T‖ = 1, et donc

σ(T ) ⊆ {λ ∈ C | |λ| ≤ 1} = [0, 1] .

En effet, comme (T − λI) f(t) = (t− λ) f(t), nous avons Si λ /∈ [0, 1], la fonction

x 7−→ (x− λ)−1

est bornée sur l’intervalle [0, 1] et l’opérateur de multiplication par cette fonction est borné,c’est

l’inverse de T − λI. Donc σ(T ) ⊂ [0, 1]. Inversement ,si λ ∈ [0, 1] , alors
1

t− λ /∈ L2([0, 1])

en raison de la singularité non-intégrable en t = 1. D’où T − λI n’est pas inversible (à

y(t) = 1). D’autre part, la relation Tf − λf = 0 implique que f est nulle sauf éventuelle-

ment au point λ , l’opérateur T n’admet donc pas de valeur propre (σp(T ) = ∅). Enfin, pour
tout λ ∈ [0, 1], l’opérateur T − λI n’est pas surjectif, puisque l’unique solution de l’équation
Tf − λf = 1 est la fonction (x − λ)−1 /∈ L2([0, 1]). L’image de (T − λI) est dense dans

L2([0, 1]),tel que ∀ f ∈ L2([0, 1])

fn(x) =

 f(x) si |x− λ| ≥ 1
n

0 si |x− λ| < 1
n
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Alors fn → f dans L2([0, 1]) et fn ∈ Im (T − λI), d ’où (x − λ)−1fn(x) ∈ L2([0, 1]). Alors

pour tout λ ∈ [0, 1], λ ∈ σc(T ). En conclusion

σ(T ) = [0, 1] , σp(T ) = ∅ , σc(T ) = [0, 1] , σr(T ) = ∅.

Exemple 3.2.3 (Opérateur diagonal sur `2(N))

Soit (λn)n∈N une suite dans C\ {0} telle que lim
n→+∞

λn → 0. On définit l’opérateur T sur `2

par

(Txn)n∈N = (λnxn)n∈N .

Comme (T − λI)x = (λk − λ)xk , nous avons (T − λI)−1 =

(
yk

λk − λ

)
k∈N
. Il en résulte

que (T − λI)−1 est un opérateur borné si et seulement si λ n’est pas dans l’adhérence de

{λk}k∈N , qui n’est autre que {λk}k∈N∪{0} .Tous les λk sont clairement des valeurs propres
de T comme Tek = λkek pour la base canonique (ek) de `2 Mais 0 n’est pas valeur propre

car T est injective (comme tous les λk 6= 0). Notre conclusion est la suivante :

σ(T ) = {λk}k∈N ∪ {0} , σp(T ) = {λk}k∈N .

Théorème 3.2.2

Soit T ∈ L(H) , et soit S un opérateur inversible dans L(H), alors

σ(T ) = σ(S−1TS).

Démonstration.

Si T−λI est invertible, avec inverse V , puis S−1TS−λI = S−1 (T − λI)S, a inverse S−1V S.

Inversement, si S−1 (T − λI)S est invertible, puis appliquer la première part, nous voyons

que S [S−1 (T − λI)S]S−1 = T − λ est invertible. Alors

S−1 (T − λI)S = S−1TS − λI

ce qui achève la démonstration.

Théorème 3.2.3

Soit T ∈ L(H) et soit p un polynôme de degré n à coeffi cients complexes, p(x) :=
n∑
k=0

akx
k .

Alors

1) le spectre de p(T ) est σ (p(T )) = p(σ(T )) = {p(λ) | λ ∈ σ(T )} .
2) Si T est inversible, alors σ(T−1) = [σ(T )]−1 =

{
1
λ
| λ ∈ σ(T )

}
.
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Démonstration.

1) Soient T ∈ L(H) et p ∈ K[X]. Alors, on peut définir l’opérateur P (T ) ∈ L(H) de la

manière suivante :

p(T ) =

n∑
k=0

akT
k, avec n ∈ N et a0, a1, ..., an ∈ K.

Montrons tout d’abord que p(σ(T )) ⊂ σ(p(T )). Soit λ ∈ σ(T ). Puisque λ est racine de

p(x)− p(λ) donc il existe q ∈ K[X] tel que

p(x)− q(λ) = (x− λ)q(x)

d’où

p(T )− p(λ)I = (T − λI)q(T ) = q(T )(T − λI)

Puisque T − λI n’est pas inversible, p(T )− p(λ)I ne l’est pas, et p(λ) ∈ σ(p(T )), montrant

que p(σ(T )) ⊂ σ(p(T )).

Montrons ensuite que σ(p(T )) ⊂ p(σ(T )). Si P est identiquement nul, l’inclusion est

travialement vérifiée, soient µ ∈ σ(p(T )) et λ1 , ..., λn les n racines complexes du polynôme

p− µ, puisque
p(x)− µ = α(x− λ1)...(x− λn)

où α 6= 0. Alors on obtient

p(T )− µI = α(T − λ1I)...(T − λnI)

Si aucun λj n’est dans le spectre de T , le second membre est inversible, et µ ∈ σ(p(T )).

Donc il existe j0 ∈ {1, ..., n} tel que (T − λj0I) n’est pas inversible, d’où λj0 ∈ σ(T ). De

plus, on a p(λj0) = µ. Donc µ ∈ σ(p(T )), prouvant que

σ(p(T )) ⊂ p(σ(T )).

2) Soit λ ∈ σ(T−1) Comme T−1 est inversible, nécessairement λ 6= 0.Comme (T−1 − λI)

est non inversible et comme T−1 − λI = λT−1
(
T − 1

λ
I
)
.L’opérateur

(
1
λ
I − T

)
est non

inversible, i.e.
(

1
λ
∈ σ(T )

)
. On pose 1

λ
= µ ∈ σ(T ),implique λ ∈ [σ(T )]−1. On a donc montré

que

σ(T−1) ⊂ [σ(T )]−1 .
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

En échangeant le rôle de T et T−1on obtient l’inclusion réciproque [σ(T )]−1 ⊂ σ(T−1),ce

qui achève la preuve de la première assertion.

Exemple 3.2.4

Pour la dexième propriété on a les examples suivante:

Soit T ∈ L(H) qui satisfait T 2 = T . Cela implique que σ(T ) ⊆ {0, 1}. Pour voir que cela
découle directement du théorème précedent , soit p(z) = z2 − z, implique que P (T ) = 0, et

donc σ(P (T )) = {0} Nous devons alors P (λ) = 0 pour tout λ ∈ σ(T ), alors σ(T ) = {0, 1} .

Remarque 3.2.3

Soit E := R2et T ∈ L(H). La rotation d’angle
π

2
. Alors, T est l’endomorphisme dont la

matrice associée dans la base canonique de E := R2 est donnée par

J =

 0 1

−1 0


On a J2 = −I donc σ(T 2) = σp(T

2) = V p(J2) = {−1} .
D’autre part, le polynôme caractéristique de J est x2 + 1, d’où

σ(T ) = σp(T ) = V p(J) = ∅

car K = R . On note p(x) = x2 ∈ R[X]. Alors, on obtient

p(σ(T )) = p(∅) = ∅  σ(p(T )) = {−1}

Autrement dit, si K 6= C l’égalité du Théorème de l’image spectrale (σ (p(T )) = p(σ(T )))

peut ne pas avoir lieu.

Rayon spectral

Définition 3.2.5

Soit T ∈ L(H).On définit le rayon spectral r(T ) de T par

r(T ) := sup {|λ| : λ ∈ σ(T )} .

Si σ(T ) = ∅, par convention, on pose r(T ) = 0, mais que r(T ) = 0 ne signifie pas néces-

sairement T = 0.
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Remarque 3.2.4

Soit T ∈ L(H), alors r(T ) ∈ [0, ‖T‖] , i.e r(T ) ≤ ‖T‖. Car, on a σ(T ) ⊂ D(0, ‖T‖). La
définition est plus précise : D(0, r(T )) est le plus petit disque fermé, centré en 0, contenant

σ(T ).

Proposition 3.2.7 (Formule du rayon spectral)

Soit T ∈ L(H). Alors

r(T ) := lim
n→∞

‖T n‖
1
n .

La suite
(
‖T n‖

1
n

)
n∈N
converge dans R+ et on a

lim
n→∞

‖T n‖
1
n ≤ inf

n≥1
‖T n‖

1
n ≤ ‖T‖ .

3.3 Théorie spectrale des opérateurs compacts sur les

espaces de Hilbert

Cette théorie est pour l’essentiel la création du mathématicien hongrois F.Riesz, aux alen-

tours de 1910. Le théorème de Riesz (qui affi rme que si E est un espace vectoriel normé,

alors BE est compacte si et seulement si E est de dimension finie) est l’un des points clés

de cette théorie.

3.3.1 Spectre d’un opérateur compact

Théorème 3.3.1 (Alternative de Fredholm)

L’Alternative de Fredholm est un théorème qui caractérise l’existence et l’unicité de la solu-

tion d’un problème linéaire perturbé et compact. Soit H un espace de Hilbert si T ∈ K(H),

alors pour tout λ ∈ C
i) ker(I − T ) est de dimension finie.

ii) Im(I − T ) est fermé.

iii) ker(I − T ) = {0} ⇔ Im(I − T ) = H.

Remarque 3.3.1

La propriété iii) est familière en dimension finie. Si dimH < ∞, un opérateur linéaire
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de H dans lui-même est injectif si et seulement s’il est surjectif. Par contre en dimension

infinie un opérateur borné peut être injectif sans être surjectif et inversement: par exemple

Ie shift à droite (resp. à gauche) dans `2. La conclusion iii) exprime donc une propriété

remarquable des opérateurs de la forme (I − T ) avec T ∈ K(H).

Démonstration.

Voir la page[60].

On a maintenant une description précise du spectre d’un opérateur compact dans un

espace de Hilbert.

Théorème 3.3.2 (Riesz-Schauder)

Soit T ∈ K(H) et dimH = +∞. Alors, on a
a) 0 ∈ σ(T )

b) σ(T )\ {0} = σp(T )\ {0}, et les sous-espaces propres associés ker (T − λI) est de

dimension finie.

c) l’une des situations suivantes:

- ou bien σ(T ) = {0},
- ou bien σ(T )\ {0} est fini,
- ou bien σ(T )\ {0} est une suite qui tend vers 0.

Démonstration.

a) Si 0 /∈ σ(T ) cela signifie que T est bijectif et donc I = TT−1 est compact. Donc H est

de dimension finie et une contradiction. Donc 0 ∈ σ(T ).

b) Soit λ ∈ σ(T ), λ 6= 0. Montrons que λ ∈ σp(T ). Raisonnons par l’absurde

et supposons que ker
(
λ−1T − I

)
= {0}, d’aprés l’alterantive de Fredholm on sait que

Im
(
λ−1T − I

)
= H, et donc λ ∈ ρ(T ). Ce qui est absurde. En déduit que λ ∈ σ(T )

et λ 6= 0. impliquent λ ∈ σp (T ). Pour démontre que dim(ker (T − λI)) < +∞, supposons
que ker (T − λI) soit de dimension infinie, alors on peut trouver {en}n∈N une suite ortho-
normale dans ker (T − λI), i.e. on a Ten = λen , mais {en}n est bornée (‖en‖ = 1) et λ 6= 0,

donc {Ten}n n’admet pas de sous-suite de Cauchy, ‖Ten − Tem‖ = |λ| ‖en − em‖ = |λ|
√

2

ce qui contredit la compacité de T .

Pour la suite de la démonstration on aura besoin du
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3.3. Théorie spectrale des opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

Lemme 3.3.1

Soient T ∈ K(H) et (λn)n≥1 une suite de réels tous distincts telle que λn ∈ σ(T )\ {0}

lim
n→+∞

λn = λ

et

λn ∈ {σ(T )\0} ,∀n ∈ N∗

Alors λ = 0.

Démonstration.

On sait que λn ∈ VP (T ); soit en 6= 0 tel que (T − λnI)en = 0. Soit En l’espace vectoriel

engendré par [e1, e2, ...en] Montrons que En & En+1 pour tout n. II suffl t de vérifler

que, pour tout n, les vecteurs e1, e2, ...en sont linéairement indépendants. Raisonnons par

récurrence sur n. Admettons Ie résultat à l’ordre n et supposons que

en+1 =
n∑
i=1

αiei.

Alors

Ten+1 =
n∑
i=1

αiλiei =
n∑
i=1

αiλn+1ei

Par suite αi(λi − λn+1) = 0 pour tout i = 1, 2, ...n et donc αi = 0 pour tout i = 1, 2, ...n.

Ce qui est absurde. Donc En & En+1 pour tout n.

D’autre part, il est clair que (T − λnI)En ⊂ En−1. Appliquant le lemme de Riesz

2.4.1 on construit une suite (un)n≥1 telle que un ∈ En,‖un‖ = 1 et dis(un, En−1) ≥ 1

2
pour

n ≥ 2.

Soient 2 ≤ m ≤ n de sorte que

En−1 ⊂ En ⊂ En−1 ⊂ En.

On a∥∥∥∥Tunλn
− Tum

λm

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(Tun − λnun)

λn
− (Tum − λmum)

λm
+ un − um

∥∥∥∥ ≥ dis(un, En−1) ≥ 1

2
.

Si λn → λ 6= 0 on aboutit à une contradiction puisque (Tun) admet une sous-suite conver-

gente.
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3.3. Théorie spectrale des opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

c) Pour tout entier n ≥ 1, l’ensemble

σ(T ) ∩
{
λ ∈ C, |λ| ≥ 1

n

}
est vide ou fini. Lorsque σ(T )\ {0} contient une infinité de points distincts on peut donc
les ranger en une suite qui tend vers 0. En effet ,soient λ0, ..., λn0 ses éléments classés de la

façon suivante :

|λ0| ≥ ··· ≥ |λn0|

De même, l’ensemble

Λn =

{
λ ∈ σ(T ),

1

n+ 1
≤ |λ| < 1

n

}
est fini. On pose Λn = {λn0+1, ..., λn1} où les λi sont classés de la façon suivante

1

n+ 1
≤ |λn1| ≤ ... ≤ |λn0+1| <

1

n
≤ |λn0| ≤ ··· ≤ |λ0|

En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de σ(T )\ {0} en une suite
(λn) ∈ N qui décroît, en module, vers 0.

Corollaire 3.3.1

Soit T ∈ K(H) , alors le spectre de T est au plus dénombrable. Chaque point du spectre est

isolé, à l’exception possible de 0.

Démonstration.

Puisque σ(T ) est compact, il suffi t de montrer que tout λ ∈ σ(T )\ {0} est isolé. Or, si un tel
λ n’est pas isolé, il existerait une suite (λk), d’éléments dans σ(T ) non nuls et distincts deux

à deux, qui convergerait vers . Comme σ(T )\ {0} = σp(T )\ {0} , les λk sont des valeurs
propres et le théorème 3.3.2 dit que nécessairement (λk) converge vers 0, ce qui contredit

l’hypothèse λ 6= 0.

Remarque 3.3.2

0 peut être valeur propre de T mais pas nécessairement.

Exemple 3.3.1

Étant donnée une suite (αn) qui tend vers 0 on peut construire un opérateur compact T tel

que σ(T ) = (αn) ∪ {0}. Il suffi t de considérer dans E = `2 l’opérateur

T : u = (un) 7−→ Tu = (αnun).
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Noter que T est compact car il existe une suite (Tn) d’opérateurs de rangs finis telle que

‖Tn − T‖ → 0. Sur cet exemple on voit aussi que 0 peut appartenir, ou ne pas appartenir

à σp(T ),de plus, si 0 ∈ σp(T ) il peut arriver que l’espace propre associé, i.e. ker(T ) soit de

dimension infinie.

Exemple 3.3.2

Soient E := C([0, 1],R) et T l’opérateur de Volterra défini définit sur E par

∀f ∈ E, (Tf)(x) =

x∫
0

f(t)dt ,∀x ∈ [0, 1].

Alors, on a ker (T ) = {0} et Im (T ) = {g ∈ C([0, 1],R) | g(0) = 0}. En particulier, T
est injectif donc 0 /∈ σp(T ) = V p(T ) mais non surjectif donc 0 ∈ σ(T ).

Définition 3.3.1 (valeur propre approché)

λ est un valeur propre approché de T s’il existe une suite des fonctions ψn ∈ H, telles que
‖ψn‖ = 1 pour tout n, et

‖Txn − λxn‖ → 0 , lorsque n→∞

Définition 3.3.2 (valeur propre approché)

Soient H un espace de Hillbert , T ∈ L(H). λ est un valeur propre approché de T s’il existe

une suite des fonctions xn ∈ H, telles que ‖xn‖ = 1 pour tout n, et

‖Txn − λxn‖ → 0 , lorsque n→∞

Exemple 3.3.3

Soit S le shift à droite sur `2(N); on sait que le spectre de S est égal au disque unité fermé,

sa frontière est donc le cercle unité . Soit λ de module 1 un point quelconque de ∂σ(T ) ; on

considère pour tout n ≥ 1 le vecteur xn telle que ‖xn‖ = 1 de `2(N)

xn = n
−1
2

(
1, λ−1, λ−2, ..., λ−n+1, 0, ...

)
et on note que ‖Sxn − λxn‖ ≤ 2n

−1
2 → 0, ce qui donne des presque vecteurs propres pour la

valeur |λ| ≤ 1.
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Théorème 3.3.3

Si T ∈ K(H), alors chaque approximative non nulle valeur propre de T est une valeur

propre.

Démonstration.

Soit (xn) une suite de vecteurs de telle que ‖xn‖ = 1 pou tout n ∈ N,et ‖Txn − λxn‖ → 0

lorsque n → +∞, pour λ 6= 0. Puisque T est compact, il existe une suite (xpn) de (xn) tel

que Txpn → y orsque n→ +∞ , pour y ∈ H, alors

‖y − λxpn‖ ≤ ‖y − Txpn‖+ ‖Txpn − λxpn‖ → 0, lorsque n→∞.

Puisque λ 6= 0, on a xpn →
y

λ
Si nous laissons u =

y

λ
, alors

‖Tu− λu‖ ≤ ‖Tu− Txpn‖+ ‖Txpn − y‖ → 0, lorsque n→∞.

Ainsi, Tu = λu.

3.4 Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

Dans cette section, on s’intéresse aux opérateurs dits auto-adjoints dont on étudie les pro-

priétés spectrales et pour lesquels on définit un calcul fonctionnel continu. Le cadre est celui

des espaces de Hilbert.

3.4.1 Spectre d’un opérateur adjoint

Théorème 3.4.1

Soit T ∈ L(H). Alors, on a

a) ker(T ) = (Im(T ∗))⊥ , Im(T ∗) = (kerT )⊥ .

b) ker(T ∗) = {0} si est seulement si Im(T ) = H.

Proposition 3.4.1

Soit T ∈ L(H). Alors

1. ρ(T ∗) =
{
λ ∈ K, λ ∈ ρ(T )

}
et σ(T ∗) = σ(T ) =

{
λ, λ ∈ σ(T )

}
.

2. Pour tout λ ∈ ρ(T ∗), Rλ(T
∗) = (Rλ(T ))∗ .

3. λ ∈ σr(T ) =⇒ λ ∈ σp(T ∗).
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Démonstration.

1. On a l’équivalence (T ∗ − λI) est inversible si et seulement si (T ∗ − λI)∗ est inversible or

(T ∗ − λI)∗ =
(
T − λI

)
donc

ρ(T ∗) = {λ ∈ K | (T ∗ − λI) inversible} =
{
λ ∈ K | (T − λI) inversible

}
=

{
λ ∈ K | λ ∈ ρ(T )

}
.

De plus, σ(T ∗) = K\ρ(T ∗), ce qui donne le résultat

σ(T ∗) =
{
λ | λ ∈ σ(T )

}
2. Si λ ∈ ρ(T ∗) alors

Rλ(T
∗) = (T ∗ − λI)−1 =

(
(T − λI)∗

)−1

=
(
(T − λI)−1

)∗
= (Rλ(T ))∗

3. Soit λ ∈ σr(T ) =
{
λ ∈ C | ker(T − λI) = {0} , Im(T − λI) 6= H, Im(T − λI) 6= H

}
,

d’après le théorème précedent Im(T − λI) 6= H ⇐⇒ ker((T−λI)∗) 6= {0}, et (T−λI)∗ =

T ∗ − λI, implique λ ∈ σp(T ∗).

3.4.2 Spectre d’un opérateur auto-adjoint

Dans cette section, on s’intéresse aux opérateurs dits auto-adjoints dont on étudie les pro-

priétés spectrales et pour lesquels on définit un calcul fonctionnel continu. Le cadre est celui

des espaces de Hilbert.

Définition 3.4.1

Soit T ∈ L(H). On dit que T est auto-adjoint si T ∗ = T c’est à dire:

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 , ∀ x, y ∈ H.

Lemme 3.4.1

Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur auto-adjoint dans L(H). On sait que

‖T‖ = sup
‖x‖=1

|〈Tx, x〉| .
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Proposition 3.4.2

Soit T ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf
x∈H
‖x‖=1

〈Tx, x〉 et M = sup
x∈H
‖x‖=1

〈Tx, x〉 .

Alors

σ(T ) ⊂ [m,M ], m ∈ σ(T ) et M ∈ σ(T )

Remarque 3.4.1

Soit T ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint tel que

σ(T ) = {0} , alors T = 0.

Démonstration.

D’après la proposition précedent on sait que

〈Tx, x〉 = 0 ,∀x ∈ H.

Il en résulte que

2 〈Tx, y〉 = 〈T (x+ y) , x+ y〉 − 〈Tx, x〉 − 〈Ty, y〉 = 0 ,∀x, y ∈ H

Donc T = 0.

Proposition 3.4.3

Soit T ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors,

1. σ(T ) ⊂ R.
2. σr(T ) = ∅.
3. Si λ, µ ∈ σp(T ), λ 6= µ, alors ker(T −λI) ⊥ ker(T −µI), i.e. les sous-espaces propres

de T sont orthogonaux deux à deux.

Démonstration.

1. Commençons par montrer que σp(T ) ⊂ R. Soit λ ∈ σp(T ) et x ∈ H, x 6= 0 tel que

Tx = λx, alors

〈Tx, x〉 = λ 〈x, x〉 = 〈x, Tx〉 = λ 〈x, x〉
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d’où
(
λ− λ

)
‖x‖2 = 0 et ‖x‖ 6= 0, d’où λ ∈ R.

La proposition 3.4.1 implique que σr(T ) = ∅, en effet, soit λ ∈ σr(T ), alors

λ ∈ σp(T ∗) = σp(T ) ⊂ R.

On a donc λ ∈ R et λ ∈ σp(T ), ce qui est absurde car σr(T ) et σp(T ) sont disjoints. Donc

σr(T ) = ∅. Montrons maintenant que σc(T ) ⊂ R. Soit λ = α + iβ avec β 6= 0. On suppose

que λ ∈ σc(T ). Alors (T − λI) est injective et son image est dense mais distincte de H.On

va montrer qu’en fait Im(T − λI) est fermée dans H, ce qui contredit les hypothèses. Pour

cela, on commence par montrer une inégalité qu’on utilisera ensuite pour conclure. Soit

x ∈ H,

‖(T − λ)x‖2 = 〈(T − (α + iβ))x, (T − (α + iβ))x〉

= ‖(T − α)x‖2 + ‖βx‖2 + 2< 〈iβx, (T − α)x〉

or,

〈iβx, (T − α)x〉 = i 〈βx, (T − α)x〉 =
(
iαβ ‖x‖2 − iβ 〈x, Tx〉

)
∈ iR

d’où

‖(T − λ)x‖2 = ‖(T − α)x‖2 + ‖βx‖2 ≥ β2 ‖x‖2 . (3.1)

Considérons xn une suite de Cauchy dans Im(T − λI), soit x sa limite dans H. Pour

chaque n, il existe yn ∈ H tel que xn = (T − λI)yn , et en utilisant (3.1) on a

‖xm − xn‖2 = ‖(T − λ)(ym − yn)‖2 ≥ β2 ‖ym − yn‖2

Il suit que {yn}nest une suite de Cauchy, elle est donc convergente, soit y sa limite, par
continuité de (T − λI), il suit x = (T − λI)y ∈ Im(T − λI). D’où le résultat. L’hypothèse

λ ∈ C\R est donc incompatible avec λ ∈ σc(T ), i.e. σc(T ) ⊂ R.
3. Si x ∈ ker(T − λI) et y ∈ ker(T − µI), alors

Tx = λx et Ty = µy

Comme T = T ∗ et µ ∈ R , on obtient

(λ− µ) 〈x, y〉 = 〈λx, y〉 − 〈x, µy〉 = 〈Tx, y〉 − 〈x, Ty〉 = 0,

d’où 〈x, y〉 = 0 car λ 6= µ. Autrement dit, ker(T − λI) ⊥ ker(T − µI).
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Théorème 3.4.2

Soit T ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors

r(T ) = ‖T‖ .

Démonstration.

Le théorème est évidemment vrai pour T = 0. Soit T nul, T opérateur bornée, auto-adjoint

sur un espace de Hilbert H. Compte tenu de la remarque 3.2.4. r(T ) ≤ ‖T‖ , il Suffi t de
montrer qu’il existe λ ∈ σ(T ) tel que |λ| = ‖T‖.Alors,le lemme 3.4.1,‖T‖ = sup

‖x‖=1

|〈Tx, x〉|,

Il existe une suite xn ∈ H tel que ‖xn‖ = 1 et |〈Txn, xn〉| → ‖T‖, lorsque n → +∞. Sans
perte de généralité, on peut supposer que 〈Txn, xn〉 → λ où |λ| = ‖T‖. Pour tout n ∈ N ,
on a

‖Txn − λxn‖2 = ‖Txn‖2−2λ 〈Txn, xn〉+λ2 ‖xn‖2 ≤ ‖Txn‖2−2λ 〈Txn, xn〉+λ2 = 2λ (λ− 〈Txn, xn〉)

Ainsi,

Txn − λxn → 0 , lorsque n→∞. (3.2)

Maintenant, supposons que λ ∈ ρ(T ). Alors, de (3.2) et la continuité des (T − λI)−1,

nous obtenons

1 = ‖xn‖ =
∥∥(T − λI)−1(T − λI)xn

∥∥→ 0 , lorsque n →∞

Cette contradiction montre que λ ∈ σ(T ).

3.4.3 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com-

pacts

Un résultat classique d’algèbre linéaire affi rme qu’en dimension finie tout opérateur auto-

adjoint est diagonalisable dans une base orthonormée. Le but de cette section est de

généraliser ce résultat en dimension infinie mais, pour ce faire, il est nécessaire d’ajouter

une hypothèse de compacité et donc de considérer des opérateurs auto-adjoints compacts.Le

cadre est celui des espaces de Hilbert.
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Théorème 3.4.3

Si T est un opérateur compact auto-adjoint, alors il admet une valeur propre λ telle que

|λ| = ‖T‖ .

Démonstration.

Si T = 0, 0 est valeur propre de T et ‖T‖ = 0. Supposons T 6= 0. Alors, d’après la

démonstration du théorème 3.4.2, il existe une suite (xn)n∈N de vecteurs unitaires

Txn − λxn → 0, lorsque n→∞. (3.3)

La compacité de T , implique la suite (xn)n∈N admet une sous-suite (xnk)k∈N convergente.

puisque T 6= 0, il résulte de (3.3) que xnk → u pour u ∈ H. on pose que ‖u‖ = 1, comme

‖xnk‖ = 1 pou tout n ∈ N. Enfin, à partir de la continuité de T et (3.2), nous obtenons
Tu = λu . Donc λ ∈ σp(T ).

Théorème 3.4.4

L’espaces propres correspondant à des valeurs propres non nulles d’un opérateur auto-adjoint

compact sont de dimension finie.

Démonstration.

Soit λ 6= 0 ait une valeur propre d’un opérateur T auto-adjoint compact, et soit Eλ soit

l’espace propre correspondant à λ. Supposons Eλ est de dimension infini. Soit {x1, x2,x3, ...}
est une base orthonormée de Eλ. Alors Txn → 0 lorsque n → ∞, puisque la suite (xn) est

faiblement convergente à 0. Mais cela est impossible, parce que Txn = λxn pour tout n ∈ N
et λ 6= 0.

Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie, dit H = Cn. Il est connu de l’algèbre linéaire

que les vecteurs propres d’un opérateur auto-adjoint sur H forment une base orthogonale

de H. Les théorèmes suivants généralisent ce résultat à des espaces de dimension infini.

Définition 3.4.2

Deux opérateurs T1, T2 dans L(H) sont dits semblables s’il existe S inversible dans L(H)

tel que

S−1T1S = T2.
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Théorème 3.4.5 (réduction des matrices hermitiennes)

Soit A ∈ M(n × n,C) telle que A = A∗, alors il existe U ∈ M(n × n,C), U unitaire telle

que U−1AU soit diagonale réelle.

Théorème 3.4.6 (Hilbert-Schmidt)

Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit T ∈ K(H) un opérateur auto-adjoint.

Alors il existe une famille orthonormale dénombrable dans H, {en}0≤n<N+1 , N ∈ N∪{+∞},
constituée de vecteurs propres de T , tels que Ten = λnen , où la famille {|λn|}0≤n<N+1 est

décroissante. De plus, si N = +∞, alors λn → 0 lorsque n→ +∞. La famille {en}0≤n<N+1

constitue une base orthonormale de ImT = ker(T )⊥ et pour tout x ∈ H, on a

Tx =

N∑
n=0

λn 〈x, en〉 en. (3.4)

Le spectre de T est

σ(T ) = {0} ∪ {λn | 0 ≤ n < N + 1} .

Démonstration.

D’après le théorème 3.4.3 on a ‖T‖ .ou (−‖T‖) est un valeur propre de T .
Considérons maintenant e0 ∈ H, ‖e0‖ = 1, tel que Te0 = λ0e0 , avec |λ0| = ‖T‖ (bien

sûr λ0 est réel comme valeur propre d’un opérateur auto-adjoint). On pose T0 = T . On

définit maintenant H1 := {e0}⊥. Du fait que Te0 = λ0e0 et que T est auto-adjoint, H1 est

stable par T . En effet, considérons x ∈ H, x⊥e0 tel que 〈Tx, e0〉 6= 0, alors

〈Tx, e0〉 = 〈x, Te0〉 = λ0 〈x, e0〉 = 0

ce qui est absurde. On pose alors T1 := T |H1 . Alors T1 ∈ L(H1), est compact et auto-

adjoint sur H1 . Puis on répète le processus. A l’étape n, on choisit en ∈ Hn , ‖en‖ = 1, avec

Ten = Tnen = λnen , où Tn = T |Hn avec |λn| = ‖Tn‖. On définit alors Hn+1 := {e0, ..., en}⊥,
comme Tei = λiei pour i = 0, .., n et comme T est auto-adjoint, Hn+1 est stable par T et on

peut donc poser Tn+1 := T |Hn+1, qui à son tour est un opérateur borné sur Hn+1 , compact

et auto-adjoint.

Comme les Tn sont des restrictions de T sur des espaces de plus en plus petits, leur norme

décroit, i.e. |λn| est décroissante en n. Ce processus s’arrête si pour un certain N ∈ N ,
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on a TN+1 = 0, i.e. on a HN+1=ker(T ). On est alors clairement dans le cadre du théorème

avec N fini. Si ce processus ne s’arrête pas, alors on obtient une suite {λn}, tous les λn
étant non nuls, telle que |λn| = ‖Tn‖ décroit avec n (on est dans le cadre du théorème avec
N = +∞). La suite {|λn|}n admet donc une limite, on la note δ. Supposons que δ > 0,

alors xn := (
δ

λn
)en est de norme inférieure ou égale à 1 et Txn = δen n’a pas de sous-suite

de Cauchy, car pour n 6= m,

‖Txn − Txm‖2 = δ2
(
‖en‖2 + ‖em‖2) = 2δ2

du fait que en ⊥ em. Ceci contredit la compacité de T . D’où λn → 0.

Supposons N fini. Pour x ∈ H, on peut décomposer x de façon unique sous la forme
suivante :

x =
N∑
n=0

〈x, en〉 en + PH
N+1

x

où PH
N+1

est la projection sur HN+1 = ker(T ). On a donc

Tx =

N∑
n=0

〈x, en〉Ten =
N∑
n=0

λn 〈x, en〉 en.

Ainsi les {λn}0≤n≤N engendrent ImT qui est de dimension finie N + 1 et donc fermée, d’où

ImT = (ker(T ))⊥ .

Supposons maintenant que N = +∞. Soit x ∈ H, pour tout n ∈ N , on a, en projetant
x sur l’espace engendré par {e0, e1,..., en} puis sur Hn+1,

x =
n∑
p=0

〈x, ep〉 ep + PHn+1x

et en utilisant que TPHn+1 = Tn+1PHn+1,

Tx =
n∑
p=0

〈x, ep〉Tep + Tn+1x =

n∑
p=0

λp 〈x, ep〉 ep + Tn+1PHn+1x.

Comme ‖Tn‖ tend vers zéro, on en déduit que la série

+∞∑
n=0

λn 〈x, en〉 en
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converge dans H et que sa limite vaut Tx. On obtient donc (3.4), ce qui implique que ImT

est engendré par les en et donc que la famille {en}n∈N est une base orthonormale de

ImT = ker(T )⊥.

Ceci clôt la preuve du théorème.

Corollaire 3.4.1

Soit H est un espace de Hilbert séparable et T ∈ K(H). Un opérateur auto-adjoint compact.

Alors, il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T .

Démonstration.

Si H est séparable, ker(T ) aussi. On considère la famille {en}0≤n<N+1 donnée par le

théorème de Hilbert-Schmidt 3.4.6 et on y ajoute une base orthonormale de ker(T ).

Remarque 3.4.2

Attention, si à la fois ker(T ) et Im(T ) sont de dimension infinie, il n’est pas possible de

trouver une base orthonormée {an}n∈N de H de vecteurs propres de H tels que la suite

{λn}n∈N des valeurs propres associés (Tan = λnan) soit de module décroissant avec n. On

peut le faire sur Im(T ) mais pas sur H.

Exemple 3.4.1

Voyons maintenant deux exemples d’opérateurs compacts ayant 0 dans leur spectre mais

pour lesquels 0 joue des rôles différents. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension

infinie et (en)n∈N∗ une base Hilbertienne de H.

• Le premier exemple est l’opérateur K1 défini par

K1x =
∞∑
n=0

1√
n
〈x, en〉 en

L’opérateur K1 est compact, son spectre est

σ(K1) = {0} ∪
{

1√
n
, n ∈ N∗

}
et 0 n’est pas une valeur propre.
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• Le second exemple est T l’opérateur K2 défini par

K2x =
∞∑
k=0

1√
k
〈x, e2k〉 e2k

L’opérateur K2 est compact, son spectre est

σ(K2) = {0} ∪
{

1√
k
, k ∈ N∗

}
et 0 est une valeur propre, son sous-espace propre est.

ker(K2) = vect {e2k+1, k ∈ N}.

Corollaire 3.4.2

Soit T ∈ K(H) un opérateur auto-adjoint,alors

T =
+∞∑
n=1

λnPn (3.5)

où Pn le projecteur orthogonal sur le sous-space de dimension finie de H.

Démonstration.

Soit {v1,v2, ...} un système orthonormé complet de vecteurs propres de T correspondant à
des valeurs propres {λ1, λ2,...}. Soit Pn soit l’opérateur de projection sur l’espace à une

dimension engendré par vn, alors Pnx = 〈x, vn〉 vn, l’équation (3.4) peut être écrite comme

Tx =

+∞∑
n=1

λnPnx

Voici une autre façon de représenter T sous la forme (3.5). Soit {λ1, λ2,...} toutes les valeurs
propres non nulles distinctes de T et Pn la projection sur le sous-espace correspondant à λn.

Puisque on a dim ker(T − λI) < +∞. D’après le théorème 3.4.4, ces espaces propres sont
de dimensions finie

Définition 3.4.3 (Fonction d’un opérateur)

Soit f une fonction à valeurs réelles sur R tel que

f(λ)→ 0 lorsque λ→ 0 et f(0) = 0.
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Pour un opérateur un compact auto-adjoint T =

+∞∑
n=1

λnPn, on définit

f(T ) =

∞∑
f(

n=0

λn)Pn .

Exemple 3.4.2

1.Soit T =
+∞∑
n=1

λnPn un opérateur auto-adjoint, compact telle que λn ≥ 0 pour tout n ∈ N.

Pour tout α > 0, on peut dé finir Tα par

Tαx =

+∞∑
n=1

λαnPnx.

On notera que dans le cas de α =
1

2
. L’opérateur défini par T

1
2 est le racine carré de T ,on a

(√
T
)2

=
+∞∑
n=1

(√
λn

)2

Pn =
+∞∑
n=1

λnPnx = T.

Parce que tous les λn sont non-négatif.

2. Soit T =
+∞∑
n=1

λnPn un opérateur auto-adjoint, compact nous peut définir sinus de T

par

sin (T ) =
+∞∑
n=1

sin (λn)Pn

La condition f(λ) → 0 lorsque λ → 0 dans la définition 3.4.3 peut être remplacé par

bornitude de f dans x voisinage de l’origine. En effet, si T =

+∞∑
n=1

λnPn et Pnx = 〈x, vn〉 vn

, alors pour tout x ∈ H , on a

(f (T )) (x) =

+∞∑
n=1

f (λn) 〈x, vn〉 vn,

cette série convergence ,puisque

|f (λn) 〈x, vn〉|2 ≤M |〈x, vn〉|2

pour une constante M , et donc (f (λn) 〈x, vn〉) ∈ `2 . Il est clair que, dans ce cas, nous ne

peut pas attendre f(T ) à un opérateur compact .
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Conclusion

Conclusion

L’étude spectrale d’opérateur compact T , signifie étudier les valeurs λ ∈ C pour

lesquelles l’opérateur (λ−1T − I) est bijectif (le cas λ = 0 est particulier, comme on le

verra avec le théorème de Riesz-Schauder). La théorie de Fredholm établit que si on peut

assurer l’unicité, alors l’existence suit. C’est le résultat appelé “alternative de Fredholm”

• En espace H de dimension finie n, le spectre est exactement l’ensemble des valeurs

propres.

• La théorie spectrale des opérateurs compacts sur un espace de Hilbert séparable diffère
très peu de celle des matrices, où l’inclusion σp(T ) ⊂ σ(T ).

• En espace H de dimension infinie ,tous les opérateurs auto-adjoints compacts est

diagonalisables en base hilbertienne (lorsque l’espace de Hilbert est séparable) formée de

vecteurs propres de T, on obtient Tx =
∞∑
n=0

λn 〈x, en〉 en .
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