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NOTATIONS

L’espace des fonctions réelles continues sur [a,b].

Le noyau de T, ker T' = {¢ | Tp = 0}.

L’image de T, ImT = {¢ | v = Ty}

Iopérateur de projection sur un sous-espace fermé S d’un espace de Hilbert H
L’ensemble des opérateurs linéaires bornés de £ dans F.
L’ensemble des opérateurs linéaires compacts de E dans F.
L’opérateur identique

L’ensemble des éléments inversibles

Ensemble résolvant de 7.

L’opérateur résolvante de T'.

Le spectre de T’

Le spectre ponctuel de T

Le spectre continu de 7.

Le spectre résiduel de 7.
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Introduction

La théorie spectrale est un domaine des mathématiques dont les premiers résultats apparti-
ennent a ’algebre linéaire. Dans ce cadre, la théorie spectrale établit notamment ’existence
d’une base orthonormale de vecteurs propres pour tout endomorphisme symétrique sur
un espace vectoriel complexe de dimension finie. Lorsque 'on se pose la question d’une
généralisation de ce résultat au cas d’un espace de dimension infinie, il devient nécessaire de
considérer la topologie induite par le produit scalaire et ’on entre dans le cadre de ’analyse
fonctionnelle.

Dans ce mémoire, on généralise en dimension infinie la notion de valeur propre et on
en étudie les propriétés dans le cadre des espaces de Banach et de Hilbert. Notons de plus
que 'on obtient une généralisation importante du théoréeme de diagonalisation des matrices
hermitiennes au cas d’opérateurs particuliers appelés opérateurs auto-adjoint compacts.

Notre mémoire est composée de trois chapitres qui sont les suivants:

Dans le premiére chapitre,nous définissons briévement dans ce chapitre les notions de
base liées aux espaces de Banach et de Hilbert. Nous exposons notamment les résultats
¢élémentaires sur les opérateurs linéaires bornés , notamment 'opérateurs de projection et
auto-adjoint .

Dans le deuxiéme chapitre, on donne la définition et les propriétés élémentaires des
opérateurs compacts sur les espaces de Banach et de Hilbert, oti nous avons d’abord mis en
définition d’ensemble compact et relativement compact, comme je I’ai mentionné le théoréme
d’Arzela-Ascoli, et donné quelques exemples: opérateurs de rang finie, opérateurs de Hilbert-
Schmidt.

Finalement, le troisiéme chapitre examine la thérorie spectrale des opérateur compacts sur

des espaces Hilbert, définition et exemples et propriétés. En particulier, examine la thérorie
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spectrale des opérateurs auto-adjoints et que les propriétés de diagonalisation des opéra-
teurs compacts auto-adjoints sont des « passages a la limite » des résultats correspondant

en dimension finie.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Définitions (Rappels)

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel normé)
Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on appelle norme sur l’espace E toute

application notée ||.|| définie sur E a valeurs dans RT jvérifiant pour tout z,y dans E et A

dans K
i) ||z|| = 0 si seulement si x =0
i) [|Az|| = |A| ||z|| (homogénéité )
iii) ||z +y|| < ||lz|| + ||yl (inégalité triangulaire)

Tout espace vectoriel muni d’'une norme est appelé espace vectoriel normé

Exemple 1.1.1
Soit C([a,b] ,R), lespace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] & valeurs réelles. Pour

tout f € C([a,b],R), on pose

z€[a,b]

b
[fllee = sup [f(x)] et ||f||1=/|f($)|dﬂf

Les applications ||.||, et |||, sont des normes sur C([a,b],R)



1.1. Définitions (Rappels)

Définition 1.1.2 (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach pour la métrique associé

a la norme donné par

d(z,y) = |lz =yl , pour tout z,y € E

Exemple 1.1.2
(C(la,b],R), ||.|l..) est un espace de Banach.

Théoréme 1.1.1

Tout espace normé (E, ||.||) de dimension finie est complet.

Proposition 1.1.1
Tout espace Banach (E, ||.||) est fermé.

1.1.2 Espace de Hilbert

Produits scalaires et notion d’espace de Hilbert

Définition 1.1.3
On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel H une fonction (x,y), définie sur H x H
dans K =R ou C, possédant les propriétés suivantes:

pour tout x,y et z dans H, et le scalaire \ appartient a K

(z,9) 20
(x,y) =0=2=0
A,y + 2) = (x,y) + (2, 2)
Az, y) = Az, y)
(2,y) = (y,2)
Définition 1.1.4

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien ou un espace

préhibertien.

Remarque 1.1.1

Un produit scalaire sur H définit une norme sur H par la formule suivante

2l = v/ (2, 2)



1.1. Définitions (Rappels)

Définition 1.1.5 (Espace de Hilbert)
On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien H complet au sens de la métrique

associée a la norme induite par le produit scalaire .

Exemple 1.1.3
Les espaces suivants sont des espaces de Hilbert

1. L’espace euclidien C" = {z = (x1,...,x,),x; € C,i =1, ...,n} ,muni de produit scalaire

<£L‘, y> = ijy_J
j=1

2. L’espace L? ([—1,1]) muni de produit scalaire

(f,g) = / f@)g@de . f.ge L2 (-1,1))

3. L’espace de suites (*(N) = {x = (k) ken ,Z |z < oo} muni du produit scalaire
keN

<ZL‘, y) = Zx]y_]
=1

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Cauchy-Scwartz)

H un espace euclidien,on a
Va,y € H, [(z,y)| < ||z [ly]l-

Définition 1.1.6 (Orthogonalite)
On dit que deux vecteurs x et y d’un espace euclidien sont orthogonauz si (x,y) = 0 et on
écrit x 1 y.Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien H. L’orthogonal de A dans
H est

At ={x € H, (2,y) =0,Vy € A}

AL est un sous-espace fermé de H et A+ = At



1.1. Définitions (Rappels)

Partie dense

Définition 1.1.7
Une partie G de H est dite dense dans H si

Vhe HVe >0,3g € G, |lg—h| <e
ou de maniére équivalente si tout h de H est limite d’une suite d’éléments g, de G

lgn — Al — 0.

Base hilbertienne
La notion de base hilbertienne généralise en dimension infinie la notion de base orthonormée.

Définition 1.1.8
Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de H, si elle existe une famille

(€i)1<i<n , 1 € N ou 1 < N < +4o0,telle que

<€Z‘,6j> :(5”’ y H:V€Ct{€i,1 SZS N,iE N}

Un espace de Hilbert admettant une base Hilbertienne est dit séparable.
Dans un espace de Hilbert séparable H avec une base Hilbertienne (e;)1<i<n , tout élément

x se développe de facon unique sous la forme

N

$:Z<$;€i>€z‘ :

=1

Si N = +00, la série converge dans H, c¢’est-a-dire ici qu’on a l’égalité (dite de Parseval):

o
2 2
lzl* = [, e
i=1

Théoréme 1.1.3

Tout espace de Hilbert séparable H de dimension infinie est isométrique a (*(N).

Théoréme 1.1.4
Soit F' un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. Alors on a la décomposition orthog-

onale

H=F®F-.



1.2. Opérateurs linéaire bornés

Proposition 1.1.2
Soit F' un sous-espace d’un espace de Hilbert H. Alors
i) (FH)* coincide avec l’adhérence F de F dans H.

ii) F est dense dans H si et seulement si F+ = {0} .

Convergence faible

Définition 1.1.9
Soit H un espace de Hilbert, x € H et (x,)nen une suite dans H. On dit que la suite (x,,)

converge faiblement vers x si
Yy € H,(x,,y) — (x,y), lorsque n — +o0

St H est de dimension finie, alors la convergence au sens faible est équivalente a la conver-

gence au sens fort. En dimension infinie, les deux notions sont différentes.

Théoréme 1.1.5

De toute suite bornée de H on peut extraire une sous-suite faiblement convergente.

1.2 Opérateurs linéaire bornés

L’étude des opérateurs linéaires bornés occupe une partie importante en analyse hilberti-
enne. Dans ce chapitre on donne les propriétés générales des opérateurs linéaires continus

dans un espace de Banach.

Définition 1.2.1 (opérateur linéaire)
Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur T défini sur E dans F' et dite linéaire ,s’il
vérifie les conditions suivantes :

pour tout x,y dans E ,a et fdans R ou C

i) Tx € F.

it) T(ax + By) = oT'(z) + BT (y).

Définition 1.2.2

Soit T un opérateur linéaire de E dans F'. Le noyau ker T' et l'image Im'T" de T' sont définis



1.2. Opérateurs linéaire bornés

par

kerT'={z € E|Tx =0}, ImT={yeF|3JzekE telqgue Tr =y}.

1.2.1 Opérateurs continus

Définition 1.2.3
Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur T' défini sur un sous ensemble G C FE
dans F' est dit continu au point xo de G si, on a la propriété suivante:
Pour toute suite x,, de G converge vers xg, la suite T(x,) converge vers T(xy) c’est &
dire
lim T'(x,) = T'(lim x,,) = T'(x).

n—oo n—o0

1.2.2 Opérateurs borné

Définition 1.2.4
Un opérateur linéaire T défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante positive
C > 0, telle que

ITalp < Cllall, Ve k. (1.1)

La plus petite des constantes C vérifant la relation (1.1) est appelée norme de T notée
|T|| et donnée par
70 = sup T = sup 7= sup |7
et [2lg  ollpe Jall p<1
Exemple 1.2.1
Soit E = C([a,b],R) muni de la norme du supremum | f||., = sup |f(z)|. On définit T

z€la,b

sur E par
b

Tof(x) = / ke, y) f(y)dy

a

ot k : [a,b] x [a,b] — R est une fonction continue. L’opérateur T}, est appelé opérateur

wntégral . Ty est un opérateur linéaire continu de E dans E , et

ITul = sup /|k:cy|dy

z€[a,b]



1.2. Opérateurs linéaire bornés

Exemple 1.2.2
Soit (A\,) une suite bornée de nombres complezes et soit Ty l'opérateur de multiplication dans

(% (N), pour z = (z,) € (?(N), Thw = \yx,,. T est un opérateur linéaires borné et
ITAll = sup [An] .
neN

Proposition 1.2.1
Si E est de dimension finie alors toute opérateurs linéaire de E dans F' est borné (et ceci

ne dépend pas des choix des normes sur E et F).

Remarque 1.2.1
On note L(E, F') l'ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F' et L(E) l’ensemble

des opérateurs linéaires bornés de E dans E.

Proposition 1.2.2

La norme ||T|| = sup ||Tz|| sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur continu.

Proposition 1.2.3
Soit (E,||.||z) et (F,||.||p)deux espaces normés . L’application définie pour toutT € L(E, F)

par

1Tz |
| 7|z = sup
F z#0 ||$||E

est une norme sur L(E, F).

Théoréme 1.2.1
Soit H un espace de Hilbert. Si'T € L(H), alors on a

1T = sup {[ (Tz,y) [|z,y € H, [l=]| = llyl] = 1}

Proposition 1.2.4
SiT,Se LE,F)etAeCona
L7+ S| < 7]+ 1]
2. |AT] = |7
SANTSI < TINSI et |7 < [|T|]" avec n € N.



1.2. Opérateurs linéaire bornés

Théoréme 1.2.2
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Si F est un espace de Banach, L(E, F) est

un espace de Banach.

Démonstration.

Soit {7, } une suite de Cauchy d’éléments de L(E, F)

Ve > 0,3IN,,Vp,q > N, ||T, - T,|| < ¢
alors, pour tout x € E, on a

[Ty = Tyzl| < T = Tyll [l]] < e ||

D’ou, on tire que {7, ()} est une suite de Cauchy dans I'espace de Banach F', alors {T,,(x)}

converge dans F' vers un opérateur 7T'(x) Passons a la limite des deux membres, on obtient
lim ||Tpx — Tyx|| = ||Tr — Tyx|| < el|z||,Yq > N
p—00

d’ou Vopérateur A(x) = Tz — T,z est borné donc continu de E dans F, il est un élément
de L(E,F) , c’est a dire
1Tz = Toa|| < 1T = To | ||]]

Notons que || 7" — T, ||est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit des majorants

vérifant 'inégalité. D’ou la relation
1T =Tl <e

ce qui prouve la convergence de la suite T}, vers T' dans L(E, F'), 'opérateur 1" est un élément

de L(E, F) comme différence de deux opérateurs continus 7'z = Az — T,z. ®

Exemple 1.2.3
L’espace des fonctionnelles linéaires continues E* = L(E,K) (E* Le dual topologique de

E) est un espace de Banach.

10



1.2. Opérateurs linéaire bornés

1.2.3 Notions de base sur les opérateurs dans les espaces de Hilbert

Sur l'espace L(H), on dispose de trois types de convergence .

Définition 1.2.5
On considére une suite {T,,}, . dans L(H) et T € L(H). On dit que

1. {T, } converge vers T' en norme si
T, —T|| — 0, lorsque n — +o00
2. T, converge fortement vers T si pour tout x € H, on a
T,x — Tx, lorsque n — +00
3. T, converge faiblement vers T si pour tous x,y € H, on a
(Thx,y) — (z,y), lorsque n — 400

Remarque 1.2.2

Les implications suivantes sont évidentes : T, converge vers T en norme = T,, converge
fortement vers T' = T,, converge faiblement vers T'. Si dim H < 400, on a équivalence,
sinon, les réciproques sont fausses.

Opérateur adjoint

Théoréme 1.2.3 (représentation de Riesz)

Soit ¢ : H — C une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y € H tel que
pour tout x € H , ¢ (v) = (z,y) .
En outre, nous avons ||¢|| = ||y||-

Définition 1.2.6
Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H), alors il éxiste un opérateur linéaire borné

noté T défint de H dans H par
(Tz,y) = (x, T"y) , pour tout x et y € H

est dit opérateur ajoint de T. De plus T* vérifier |T*|| = ||T|| et |T*T| = ||T|*.

11



1.2. Opérateurs linéaire bornés

Exemple 1.2.4 (Opérateur shift)
Considérons les opérateurs de décalage a droite et a gauche sur (*(N), agissant sur un vecteur
x = (21, 9,...) par

S(ZE) = (0, r1,T2,T3, )

T(z) = (29, x3, 24, ...)

donc T = S*. En effet,

(x,Sy) = Toy1 +T3y2 + Tays + ... = (T'w,y)

Opérateur autoadjoint, normal, unitaire,positif

Définition 1.2.7
Soit H un espace de Hilbert et T' définie de H dans lui méme, Alors
1. T auto-adjoint si T* =T.
2. T est normal s’il commute avec son adjoint TT* = T*T.
3. T wnitaire si TT* =TT = 1.
4. T positif (notation : T >0) si T est autoadjoint et si pour tout x € H,(Tz,y) > 0.

Opérateur de projection

Définition 1.2.8

Soit F' un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. L’opérateur P sur H définie par
Pr=vy, pourct=y+z,y€ Fetzc F*

est appelé 'opérateur de projection sur F'. Le vecteur y est appelé la projection de x sur F'.

L’opérateur de projection sur un sous-espace F' est souvent notée par Pp.

Exemple 1.2.5
Soit S un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, et soit {e;},., un systéme orthonormé

complet en S. Ensuite, l'opérateur de projection Ps peut étre défini par

o0

Psx = Z (x,e,)epn.

n=1

12



Chapitre 2

Opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert, on peut distinguer une classe
importante d’opérateurs, dont les propriétés sont les plus proches de celles des opérateurs
linéaires dans un espace de dimension finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés

encore opérateurs complétement continus.

2.1 Ensembles compacts

Définition 2.1.1
Soit E un espace normé. Un sous-ensemble G est dit compact si de tout recrouvrement

ouvert de G on peut extraire un sous recouvrement finie

VV;,j € J (ouverts) tels que, G C .UJV} , A Vi, (k) =1,2,..,n
JjE

tel que G C kLiJle(k)

Définition 2.1.2
Un ensemble G est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans G

contient une sous suite converge vers un élément dans G.

Théoréme 2.1.1
Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement s’il est séquentiellement

compact.

13



2.2. Ensembles relativement compacts

Proposition 2.1.1
Soit E un espace métrique et F' un sous-ensemble de E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes
a) Le sous-ensemble F' est compact
b) Le sous-ensemble F' est complet et pour tout € > 0, il existe un nombre fini d’éléments
de F, {x1,29,...,x,} , tels que
F cC leB (xj,¢€)

ou B (xj,¢) est la boule ouverte de centre x; et de rayon .
La propriété b) exprime le fait que tout élément x de F' est a une distance inférieure

e d’au moins un élément parmi {x1,x2, ..., Tp}.

Proposition 2.1.2
Dans un espace normé de dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties
fermées et bornées. Mais dans les espaces normés de dimension infini , la situation est plus

compliquée.

2.2 Ensembles relativement compacts

Définition 2.2.1
Un ensemble G dans un espace normé E est dit relativement compact si la fermeture G est

compact.

Proposition 2.2.1
Soit E un espace métrique. Un sous-ensemble G de E est compact si toute suite (x,,),cx

d’éléments de GG, contient une sous-suite (xn(k)) convergente dans E.

keN

Remarque 2.2.1
La différence avec la notion d’ensemble compact est donc que la limite de la suite n’appartient

pas nécessairement a G.

Théoréme 2.2.1

Tout ensemble borné et de dimension finie d’un espace normé est relativement compact.

14



2.3. Compacité dans C(2)

2.3 Compacité dans C((})

Théoréme 2.3.1 (Arzela-Ascoli)
Une sous-ensemble G C C(R2) est relativement compact dans C(S2) si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

G _bornée:

Il existe M > 0, |p(z)| < M VreQet VoeG

G équicontinue :

Ve > 0,30 > 0,Vr,y € Q |z —y| <0 = |p(x) —o(y)| <e,Vp e G

ot C () espace des fonctions continues sur le compact @ C R™ muni de la norme

Iile = ma ()]

2.4 Opérateur compact

Définition 2.4.1

On dit qu’un opérateur T € L(E, F) est compact s’il envoi tout ensemble bornée G dans

E & un ensemble relativement compact T(G) dans F.Autrement dit, la fermeture T'(G) est

compacte.

Définition 2.4.2 (critére de compacité)
Un opérateur linéair T définie E — F' est dit compact si et seulement si pour toute suite

(¢ )nen bornée de E, (T'p,,)nen contient une sous- suite (T, )ken converge de F.

Remarque 2.4.1

L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F est noté K(E, F).
Lorsque E = F, on note simplement K(FE, F) = K(FE).

Remarque 2.4.2

L’opérateur null est un opérateur compact dans tout espace normé E.

15



2.4. Opérateur compact

Exemple 2.4.1
Soit y et z éléments fixes d’un espace de Hilbert H. Définir

Te = (z,y)z
Soit (x,) une suite bornée, tel que ||x,|| < M pour M >0 et tout n € N. On a

{2, )| < llzall lyll < Myl

La suite (x,,y) contient une suite convergente (x,, ,y). Désignons la limite de cette suite
par «. Alors

Tx,, = (xp,,y) 2 — az lorsque n — oo.

Par conséquent, T' est un opérateur compact.

Proposition 2.4.1
Si E ou F sont de dimension finie,on a K(E,F) = L(E,F).

Proposition 2.4.2
Soient T € L(E,F) et S € L(F,Q)

i) Si T et S sont compacts ,alors la combinaison linéaire A = oT + S est un opérateur
compact.

it) Si S ou T est compact alors ST est compact.

Démonstration.

i) Soit (@, )nen suite bornée de E, et {Ap, }, . suite de F' alors
Ap,(z) = aTp,(x) + BSp,(x) ,avec ¢, € E,n € N

T et S étant compacts on peut extraire{T', } et de {S¢, } deux sous-suite convergente
qui donne par leur sommes une sous-suite convergente de Ayp,. Donc A compact.

it) SiT € K(E,F). Alors, pour toute suite bornée (z,),en de E, la suite (T'xy,)nen
admet une sous-suite (T'Zy(m))nen qui converge vers un point y € F. Puisque S est

continu, (T %y (n) Jnen converge vers Sy € G. Donc ST € K(E,G).
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2.4. Opérateur compact

-Si S € K(F,G). Alors, pour toute suite (x,)n,eny d’éléments de E bornée par une
constante M, la suite (T'z,),en est une suite bornée dans F'. En effet, pour tout n € N, on
a

[Tznl| < T lznllp < MT|

Comme S € K(F,G) ,lasuite ((T2y,))nen admet une sous-suite (72, )nen qui converge

vers un point z € G. Donc ST € K(E,G). m

Théoréme 2.4.1
Si f est une fonction continue de Rt dans R telle que f(0) =0, et si T est compact, alors

f(T) est compact .

Proposition 2.4.3
Soit T € L(E) un opérateur positif. Si T est compact, alors VT est compact.

Démonstration.
On prend la fonction :

f: Rt — R*
x— \/x

On a la fonction f est continue de R* dans R* avec f(0) = v/0 = 0 et comme T est compact

alors, d’apres le théoréme précédent f(T) = /T est compact. m

Théoréme 2.4.2
L’ensemble K (E, F') est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F). En particulier K(E, F')

est un espace de Banach sur K.

Démonstration.
Il est clair que la somme de deux opérateurs compacts est un opérateur compact. Supposant
que T,, € K(E,F), T € L(E,F) et|T, = T|| — 0. Montrons que T" € K(FE, F). Comme
F est complet il suffit de vérifier que, pour tout ¢ > 0,7(Bg) peut étre recouvert par un
nombre fini de boules B(x;,¢) dans F'. On fixe n tel que |1, — T|| < § Comme T,,(Bg) est
relativement compact, et il existe donc {z1, xs, ..., xx} dans tels queB(0,1)
€

2)

k
T.(Bg) C U B(T,xz;,
j=1 3
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2.4. Opérateur compact

on en déduit que, pour tout x € B(0,1)
| Tx —Tx;|| < ||[Tx — Tox| + || Tox — Toxj|| + || Thx; — Txjl| < e

k
T(BE) C ,UlB(T*Tj? E).
J:

Théoréme 2.4.3 (et exemple fondamental)

Tout opérateur linéaire borné de rang fini (dimT(E) < co) est compact.

Démonstration.
Soit T un opérateur de rang fini et soit /' = ImT". Soit {z, },, .y une suite bornée dans H, la

suite {T'z,} par continuité de T, est bornée dans F' qui est de dimension finie, d’aprés

neN?

le théoréme 2.2.1 elle est donc relativement compacte. m

Exemple 2.4.2
Soient E = LP(]0,1[,R)et T' lopérateur défini sur E par

1

Vfe E,Tf(x) = /:Uy(l —ay) f(y)dy,Va € [0,1]

0

Alors, T est a valeurs dans F := Ry [X] (espace des polynémes a coefficients réels de degré

inférieur ou égal a 2). Comme F est de dimension finie, l'opérateur T est de rang fini.

Proposition 2.4.4
Soit T € L(E,F) avec E de dimension finie . Alors T compact.

En effet, puisque dim T(F) < dim E < oo , et d’aprés le théoréme 2.4.3. T est compact.

Exemple 2.4.3
Soit F' un sous-espace de dimension finie d’un espace de Hilbert H. L’opérateur de projection

Pr est un opérateur compact.

Proposition 2.4.5
Soit E et F deux espaces de Banach et T € K(E,F) alors si (x,)est une suite de E

convergente faiblement vers x, alors Tz, converge fortement dans F vers T'x.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.
Supposons d’abord que T soit compact. Soit z,, € F une suite faiblement convergente vers
x € E . Un opérateur compact étant continu, donc faiblement continu, on a 7'(z,) — T'(z).
Mais toute suite faiblement convergente est bornée, donc (T'(x,)),,y admet une sous-suite
fortement convergente. La limite de cette sous-suite ne peut étre que 7' (z).

Remarquons par ailleurs que (x,),en est bornée car faiblement convergente,donc, en
vertu de la compacité de 1", la suite (T'(z,,)),, oy €st & valeurs dans un compact.

Comme elle admet T'(z) pour unique valeur d’adhérence, on en déduit que la suite toute

entiére converge fortement vers 7'(z). =

Corollaire 2.4.1

Soit (ex)ken, une suite orthonormée dans E. Si T € K(FE) , alors klim | Tex|| = 0.

Démonstration.
Pour tout = € F, la série Zk [(, ex)|? est convergente et son terme général (x, ;) tend vers
0 lorsque k tend vers l'infini. Cela traduit le fait que la suite (ej) est faiblement convergente

vers 0, la proposition précédentepermet de conclure. m

Corollaire 2.4.2
Soit { Ay}, ey une suite dans L(H) qui converge faiblement vers A € L(H). Soit T € K(H),

alors T'A,, converge vers T'A fortement.

Démonstration.

Est une conséquence immédiate de la proposition 2.4.5. =

Théoréme 2.4.4
Soit E et F' deux espaces de Banach et soit T,, suite des opérateurs compacts de E dans F

convergente en norme vers l’operateur linéaire T' de E dans F'
lim ||T,, = T|| = 0.
n—oo

Alors T est un opérateur étant compact.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.

On utilise un procédé diagonal,soit {,, },,cy une suite bornée dans £/, I'opérateur 77 compact
on peut extraire de la suite {T¢, } une sous-suite convergente, soit {¢} une sous-suite de
{v,}, tel que {T1pl} soit convergente De le méme facon,on peut extraire de la suite {Th¢? }
une sous-suite convergente, car Ty est compact, soit {2} une sous-suite de {p}}, tel que
la suite {Thp?} soit convergente.

Remarquons la suite, {T1?} est une sous-suite de la suite convergente {T1pL} qui &
sontour convergente. En raisonnont de la méme facon, pou les opérateurs 11,75, ..., T}, ...,
on détermine les suites {2}, {¢?}, ..., {¢P}, ..., il est & remarquer que la suite {©P} est une
sous-suite de toutes les suites qui lui précident et que les suites {Tj¢”} sont convergente
pou k = 1,2, ...p, comme F' est complet , pou la compacité de T il suffit démontrer que la

suite {T}¢P} est une suite de cauchy, alors

S ||T90€L - TnQOfLH + ||T90(r]L - TnQOZLH + ||Tn§0£b - Tn@%”

soit ||, || < M, choisissons n de sorte que l'on a |7 — T,|| < 3iM’ ensuite choisissons IV,

. € .
tel que pour tout les p > N et ¢ > N , on a la relation ||T,,¢? — T,pl| < 37 car la suites

{T¢P} est convergente. Dans ces conditions,on aura pou tout p et ¢ suffisamment grands

|Teh —Telll < [[Teh —Tagh|| + | Tef — Tl || + | Taeh, — Tl |

9
< T =Talllenll + 1T = Tall lenll + 5

EM—|—€M+€<5
3M  3M 3 ’

Exemple 2.4.4
Soient H un espace de Hilbert séparable et (e,) une base hilbertienne de H. Soit (A,)nen

une suite bornée dans C alors opérateur de multiplication par N\, défini par
T\e, = M\pen

T est compact si et seulement st lim, o A\, = 0.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.
Soit P, l'opérateur de projection orthogonale sur le sous espace engendré par {e;, e, ..., €, }.

L’opérateur P, T est un opérateur de rang fini et on a

A€ si j>n+1
(Th— PTy)e; =< 7 /
0 si j<n
et par suite |7 — P,T)\|| = sup|A;[. Si la suite (),) tend vers zéro quand n tend vers

>n
I'infini, on en déduit que 'opérateur T), est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini, donc

compact (d’apres le théoréme 2.4.3).

Inversement, si T\ est compact, le corollaire 2.4.1 assure que
lim ||The,|| =0= lim |\,|.
n—oo n—oo

ce qui termine la preuve. m

Exemple 2.4.5
Soit T lopérateur défini de ¢* (N) dans ¢* (N) par

Tx = C—J , oux = ((j) € (*(N) , pourj =1,2, ...
J
On démontre la compacité de T. Soit x = ((;) € £*(N) et T, : ¢* (N) — (*(N) défini par

Tz = (gl, <2,...,%,0,0,...> .

T, est linéaire et bornée, et est compact (le théoréme 2.4.3).

2

T, —T)z||* = 2
I ( ) || j;l ] 1) j;lkl 2|| z|?.

Prendre le supremum sur tous les x de norme 1, on obtient

1

T =T < —.
(n+1)

D’ou T, — T, d’aprés le théoréeme précident T est compact.

La réciproque de le théoréme précedent est fausse en général mais si F' est un espace de

Hilbert, on a le résultat suivant.
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2.4. Opérateur compact

Théoréme 2.4.5
Soient H un espace de Hilbert et T € K(FE,H). Alors, il existe une suite (T),)nen de
L(E, H), d’opérateurs de rang fini, qui converge vers T dans L(E, H).

Démonstration.

Soit n € N* fixé, puisque T (Bg) est un compact de H, il existe k, € N* et yq,...,yx, € H

tels que

T(Bg) C i’fle (y ﬁ) (2.1)
ou B(y,r) :={xe€ H||x—y|<r}. Or L, = Vect{yi,...,yr,} est un espace vectoriel de
dimension finie, donc un fermé de I’espace de Hilbert H, d’ou H = L,,® L;-. Soit P, € L(H)
la projection orthogonale de H sur L,, . Alors T, := P,T € L(F, H) est un opérateur de

rang fini puisque
dim(Im(7},)) = dim(Im(P,T)) < dim(Im(L,,)) < k,.
Enfin, pour z € Bg , d’aprés (2.1), il existe iy € {1, ..., k,,} tel que
1
Tx — gyl < ——
I7e ~ yill < —

Mais y;, € L,, et P,Tx est la projection orthogonale de T'z sur L,, donc

1
[Tz — P.Tx| = dis(Tw, Ln) < T2 — y; || < ——

n+1
Finalement , on obtient ,
Vo € Bg, |Tx — Thx| < P
Il suit ||T"— T, < HL—H" ou T, suite d’opérateurs de rang fini qui convergent en norme

vers . m

Lemme 2.4.1 (Riesz)
Soit E un espace vectoriel normé et soit G C E un sous-espace fermé tel que G # E. Alors

il existe un élément v € E avec ||| = 1, tel que pour tout i € G

lo — | > a,avec 0<a< 1.
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2.4. Opérateur compact

Démonstration.

En effet, soit f € F, tel que f ¢ G, Alors on a
f |[f —hl|=5>0

choisissons un élément g € G, tel que

B
a<|f =gl <~
soit ¢ le vecteur donné par
oo I9
If =gl
alors
lell =1
De plus on a
1
le =2l = 77— IIf —{g+ Ilf —gll &}
1f = gll
g
Tz (grlf—gllv)ed.
If =gl

Théoréme 2.4.6 (de Riesz)
Soit E un espace vectoriel normé. Alors, l'opérateur identique I est compacte si et seulement

si E est de dimension finie.

Démonstration.
Soit ¢ un élément de E | tel que ||¢,]| = 1, alors G; = Vect {;} est un sous-espace fermé de
E car GGy est de dimension finie, d’aprés le lemme Riez, il existe ¢, € E tel que ||¢,]] = 1,et

o1 — @,|l > 3, prenons une deuxieme fois le sous-espace fermé Gy = Vect {¢y, p,}, alors

il existe 3 € E avec |los] = 1, [lo1 — @3] > 5 et [, — @3] > 3. On répete la méme
procédure jusqu'a 'obtention des suite {¢,} vérifiant ||, || = 1, et [l¢, — ¢,|| > 5 pour
tout n # m. Il est remarque que cette suite {,, }est barnée mais elle ne contient acune sous
suite convergente. Ce qui implique que l'opérateur I, = ¢,, est pas compact.

Et on a déja démontré que si E est de dimension finie tout opérateur linéaire borné de

FE dans lui méme est compact, alors I'identique est compact. =
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2.4. Opérateur compact

Corollaire 2.4.3

La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infini n’est pas compact.

En effet, si F/ est de dimension infini, I'identique I n’est pas compact d’apres le théoréme
précident. Donc I (B(0,1)) n’est pas relativement compact implique I (B(0,1)) = B(0,1)
n’est pas compact.

L’intérét de la convergence faible réside dans la remarque suivante, que nous admettrons.

Remarque 2.4.3
Soit H un espace de Hilbert. La boule unité de H est faiblement compacte. De maniére
équivalente, de toute suite bornée de H , on peut extraire une sous-suite qui converge faible-

ment dans H .

Corollaire 2.4.4
Dans un espace normé de dimension infinie, si un opérateur compact est inversible, alors

son inverse n’est pas borné.

Démonstration.
Si T est compact et inversible, 7! ne peut pas étre borné si non, 7T~ 'serait compact, ce

qui exige que F soit de dimension finie. m

Théoréme 2.4.7

Tout opérateur compact est borné. la réciproque est fousse.

Démonstration.
Soit T un opérateur compact dans FE. L’image de la boule unité de E est un ensemble

relativement compact, donc borné. Il existe, alors, une constante M > 0, telle que
[Ty < M,Vye E |y <1

On en déduit que
|Tz|| < M||z|,Vz € E

L’opérateur T est donc continu et sa norme est majorée par M. Réciproquement ’opérateur
identique I de E dans E est bornée mais n’est pas compact car 1(B(0,1)) = B(0, 1), n’est

pas relativement compacte sauf si £ est de dimension finie. =
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2.4. Opérateur compact

Proposition 2.4.6

Soit T € L(H). Alors T est compact si est seulement si T*est compact.

Démonstration.
Premiére implication 7' compact = T™ est compact.

Soit 1, une suite bornée de H, alors il existe constante M > 0, telle que ||¢),,|| < M,Vn €
N, 'opérateur 1" étant compact et 7™ est bornée, alors 77T est compacte. D’ou I'existence
d’une suite ¢, de 1, telle que TT™ (wnk) soit convergente dans H

2 2

|76, - 0,

_ HT*(%, — )
_ <T*(¢)np ~ P, )y T (W, — wnq)>
_ <TT* (U, = U, )y U, — ¢nq>

<TT*% —TT*, ¥, — wnq>

|70, -0, || |0, - 0,

IN

< 2Me

Ce qui montre que la suite T (wnk) est de cauchy dans H, D’ou la convergence de cette
T* (¢,,) suite dans H. Pour la deuxiéme implication ,la méme démonstation pour (1) ou

T*est compact. m

Théoréme 2.4.8
L’opérateur intégral T de C'(S2) dans C(Q2) définie par

(To)(x) = / Ko, )p(t)dt

Q

ot k(z,t) la fonction noyau est une fonction continue sur Qx Q. T est un opérateur compact.

Démonstration.

Soit G un ensemble bornée dans C(2) alors,on a ||¢|| < M pour tout ¢ € G .
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2.4. Opérateur compact

Pour démontre que T'(G) est relativement compact en utilise le théoreme d’Arzela-Ascoli,

de plus

(To)(x)] = / Kz, O(t)dt

Q
< sup |o(0) / (1))
teG
Q
< Mmax|k(x.1)| |2

cela veut dire que T'(G) est bornée.

L’opérateur k est uniformement continu sur le compact €2 x €2, d 'ou

£
M Q|

Ve > 0,30 > 0,Vr,y,2 € Q, |z —y| <= |k(z,2) — k(y,2)| <

|k, 2) = k(y, 2)| p(2)| d=

€

M
VAT

Q] <e VYpeGetx,yecl avec |z —y| <0

Ceci exprime que T'(G) équicontinue.

D’aprés le théoréeme d’Arzela-Ascoli T'(G) est relativement compact, alors 7" est compact.

Exemple 2.4.6

Lopérateur T de Volterra (primitive s’annulant en 0) défini sur E = C([0,1],R) est com-
pact.

xT

Vf € E, (Tf)(:c):/f(t)dt Yz € [0,1]

En effet, on va utiliser le théoréme d’Ascoli avec Q2 = [0, 1].
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Soit G un ensemle bornnée dans E,pour tout f € G ,||f| . < M, alors

ITfle = sup [(Tf)(x)|

z€[0,1]
< sup |f(0) / dat
z€[0,1] ,

Sl = M <00

Donc T(G) est bornnée.
Soit p € E , et x,y € [0,1] tel quey >z,

Ve>0,30 >0,V z,y,2€[0,1],|z—y]<d

alors .
75 - T = [ s - [ s
0 0
<ly—zfll.
<ly—=z|M
On opse M = L,x #+y . Alors que
ly — |

Tf(x)=Tf(y)l <e
Ce qui montre que T(G) est bien équicontinue, d’ou le résultat.

Définition 2.4.3 (Noyau faiblement singulier)

On appelle noyau faiblement singulier la fonction k continue sur  x  C R™ x R"™ sauf peut

étre aux points x =t et telle que,

M
Vx,teQ,x;ét,ElM>0,|k(x,t)|<W , 0<a<n.
x_

Proposition 2.4.7

L’opérateur intégral T de C(Q)dans C(Q) a noyau faiblement singulier est un opérateur

compact.
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2.5 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Définition 2.5.1
Soit H un espace de Hilbert séparable,et soit (ey) une base hilbertienne de H. Un opérateur

linéaire T : H — H est un opérateur de Hilbert-Schmidt si

o0
Z | Tex||” < oo
k=1

Le réel

17N s = <Z HTekH2)
k=1

est appelé la norme de Hilbert-Schmidt de T.

Notons que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est borné et on a l'inégalité | T|| < ||T|| 45-

Proposition 2.5.1
Tout opérateur de Hilbert-Schmidt T est compact.

Démonstration.
Soit (e,,) une base hilbertienne de H et soit 7" un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. Pour
tout n, on désigne par P,, 'opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace engendré

par {ey,es, ..., e, } L'opérateur T,, = P, T est de rang fini égal a n et on a

0, si j<n;
(T—T)e; = ’
Te; , si j>n+1.
Il en résulte que

o0
2 2 2
IT = Tll* < IT = Tullirs = D I Tell”
j=n+1
Le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini, puisque c’est

le reste d'une série convergente. L’opérateur 7' est donc limite d’une suite d’opérateurs de

rang fini. il est donc compact. =

Exemple 2.5.1
Considérons 'opérateur intégral T : L*([0,1]) — L*([0,1]) défini par

(Tf)(x) = / Ko, 1) f(1)dt
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2.5. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

avec un noyau k(x,t) € L2([0,1]%). Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et

17N s = 1l

Réciproquement tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L*(2) se représente de maniére unique

a Uaide d’une fonction K(x,y) € L*(2 x Q).

Démonstration.
Nous allons voir 'intégrale dans la définition de 7', comme le produit scalaire de f avec le

noyau k. Plus précisément, considérons la fonction k,(t) = k(x,t), Alors
(Tf)(x) = (kg, f) pour tout x € [0,1].

Fixons une base orthonormée (e;,) de L*([0, 1]). Alors

1 1
1T =S T2 =S / Ter@)Pdr = / (ke )| da
k kg kg

1
= / Z |(ky, ex)|?dz (par le théoréme de convergence monotone)
0k

= / \|ka||? dac (par 'identité de Parseval)

= ||&|I3 (Par définition de k; et le théoréme de Fubini)
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Chapitre 3

Théorie spectrale des opérateurs

compacts

Dans ce chapitre, on définit les notions du spectre et de valeurs propres des opérateurs sur
des espaces vectoriels et on en donne les propriétés élémentaires. Le cadre est celui des

espaces de Hilbert.

3.1 Inversibilité d’un opérateur

Dans cette section, on regroupe certains résultats sur les opérateurs inversibles. En partic-
ulier, on donne une caractérisation de l'inversibilité d’un opérateur qui s’avérera trés utile
pour la suite.

Dans tout ce section, on désigne par (F, ||.||) un espace de Banach sur K := R ou C.

Définition 3.1.1

On rappelle qu’un opérateur T € L(E) est dit inversible s’il admet un inverse dans L(FE)
i.e.il existe S € L(E) tel que ST =TS =1, S est appelée Uinverse de T et est désignée
par T—1.

On note GL(F) 'ensemble des opérateurs 7" € L(F) inversibles.

Remarque 3.1.1

Linverse d’un opérateur borné n’est pas forcément borné.
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Exemple 3.1.1
Soit H = (2. L’opérateur T' défini par

T est bornné , car

T est inversible , et son inverse donné par
~1
T (x1, 29, ...) = (21,222, ..., NTp, ...) -

Cependant T~ est non borné.En effet, si (en)pen €St la suite définié par

1 st 1=mn
en = (2],25,...) avec xI=
0 sinon
Onalle,|=1, et [T e.]| =n . Donc T~ n'est pas bornné.

Notons que la somme de deux opérateurs inversibles n’est pas nécessairement inversibles:

(I +(=1)).

Proposition 3.1.1

SiT et S inversibles, alors le produit T'S est inversible et l’'on a
(T5)' =871 1,

Théoréme 3.1.1

Si E de dimension fini n. Un opérateur T est inversible si et seulement si (ker(T) = {0}).

Démonstration.

Si T est inversible et Tx = 0, alors
=T 'Te=T"10=0.

Supposons maintenant que Tz = 0 implique z = 0. Si T'xy = Txs , alors T'(z7 — x2) =0 et

ainsi x1 — x9 = 0. Par conséquent x1 = x5 , alors 1" est inversible. m
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Théoréme 3.1.2 (de lapplication ouverte)
Soient E et F' deux Banach et T un opérateur borné et surjectif de E sur F. Alors il existe

une constante o > 0 telle que
BF<0, CY) - T(BE(O, 1))

Théoréme 3.1.3 (Théoréme des opérateurs inverses)
Sotent E et F' deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire continue et bijectif de

E sur F. Alors T~ est continue de F dans E.

Démonstration.
C’est une conséquence directe du théoreme de I'application ouverte.Comme 7T est bijective,
T est lapplication inverse de 7~!. Dire que T est ouverte revient alors a dire que I'image

inverse par 7! de tout ouvert de E est un ouvert de F.C’est-a-dire que 7! est continu. m

Proposition 3.1.2
Soient (F.|.||p) est un espace de Banach sur K et T € L(E,F). Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. T est injectif et Im(T) est fermé dans F.

2. Il existe ¢ > 0 telle que, pour tout x € E, ||Tx|, > cllz| 5.

3. il n’eziste pas de suite (x,) dans E telle que ||x,|| =1 et lim ||T (x,)|| = 0.

Corollaire 3.1.1
Soient (F, ||.||») un espace de Banach sur K et T € L(E, F'). Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. Im(T) = F et il existe C > 0 telle que, pour tout x € E,|Tz| . > C ||z|| .

2. T est inversible.

Démonstration.
Si l.a lieu, d’aprés le Corollaire précedent, T' est injectif et Im(7") est fermé dans F.
Alors, Im(7T') = Im(T") = F, donc T est surjectif et, par suite, inversible. Réciproquement,

si 2. alieu, on a F' = Im(7") C Im(7T") C F. Donc Im(T") = Im(T") = F, ce qui donne le

résultat d’aprés le Corollaire précedent. m
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3.1. Inversibilité d’un opérateur

Théoréme 3.1.4 (Série de Neumann)
Soit E un espace de Banach et soit T € L(E), avec |T|| < |A|. Alors T\ = T — X\l admet
un opérateur inverse borné donné par la série
- = T*
(T' = AI) '= Z k+1
o

De plus

T )\[
=207 < g

Démonstration.

De la relation ||§|| < 1,0on a la convergence absolue

o0 o0

k=0 k=0

Donc, puisque I'espace L(E) est complet, alors il existe un opérateur linéaire borné B dans

FE, tel que

D’ailleurs

(T—A)B (T —\)B = (T — ) (if—f)

ainsi que

(T — X)) = B —iT—k

Pour démontre la deuxiéme relation, on observe que

|75l ITh]| <

L
M=

IR
AN 1=[ X =T
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Proposition 3.1.3
L’ensemble GL(E) des éléments inversibles (opérateurs bijectifs) de L(E) est un ouvert et

Uapplication T —— T~ est continu.

3.2 Spectre d’un opérateur borné

La notion de spectre a déja été rencontrée a propos des matrices. Etant donné A € M,,(C),
le spectre de A est I’ensemble des valeurs propres de A , i.e.l’ensemble des A\ € C tels que
det(A — AI) = 0, ce qui signifie que A — Al n’est pas un isomorphisme de C".On va définir
de facon tout-a-fait analogue le spectre d’un opérateur borné sur un espace de Hilbert, mais
en dimension infinie on va voir qu’on peut distinguer plusieurs types d’éléments du spectre

et que les valeurs propres ne sont pas les seuls types de valeurs spectrales.

Valeur propre et vecteur propre

Définition 3.2.1
Soit A une matrice carrée un espace vectoriel complexe E. Un nombre complexe \ est appelé

Une valeur propre de s’il y a un vecteur non nul v € E tel que
Au = lu

Chaque vecteur u satisfaisant Au = \u est appelé un vecteur propre de A correspondant

a la A valeur propre.

Proposition 3.2.1
Un scalaire \ est une valeur propre de A si, et seulement si, il est une racine du polynome

caractéristique de A :

pa(A) =det(A—XI) =0
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

La chaine des implications suivantes aide a comprendre ceci :

A estune valeur propre de A

< il existe u # 0 avec Au = Au

< il existe u # 0 avec (A — A)u#0

<= (A — M) est singulier(qui est,non inversible)
< det(A—-A)=0

Définition 3.2.2 (Ensemble résolvant, résolvante)

Soit T € L(H), on appelle ensemble résolvant de T [’ensemble
p(T) ={X € K| (T — \I) inversible} .
Lopérateur (T — X)L est appelé la résolvante de T en \ et noté Ry(T).

Remarque 3.2.1
D’aprés le théoréme 3.1.3. (T — \I) inversible équivalent que (T — \I) bijective, alors p(T')
définie aussi comme

p(T) ={X € K| (T — \I) bijective} .

Proposition 3.2.2

Soit T € L(H)
1. Si |\ > ||T|| alors A € p(T), et (T — XI)~! € L(H).
2. p(T) est un ouvert non vide de K.

Démonstration.
1. Si |A] > ||T|| alors A # 0 et ||A"'T'|| < 1 donc, d’aprés le théoréme 3.1.4 ,(A™'T — 1)

est inversible, i.e. A € p(T).
2. D’aprés le 1, p(T) est non vide. Soit ¢ Papplication définie de K dans L£(H) par

VAeK, p(\) =T —AI
alors, p(T) = ¢ *(GL(H)). De plus, pour tous A, x € K , on a

lp(A) = ()l = [I(A = | < A = .
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Donc ¢ est continue. Or, d’aprés la proposition 3.1.3 , GL(H) est un ouvert de L(H).
Ainsi p(T) = ¢ ' (GL(H)) est un ouvert de K. =

Définition 3.2.3 (Rappels)
Soient E un espace de Banach complexe et U un ouvert de C. Rappelons qu’une application
f U — E est analytique complexe si pour tout zy € Uil existe r > Oet une suite (¢,)nen

dans E tels que B(zp,7) C U et la série entiére Z(z — 20)"c, converge normalement sur

neN
B(zo,7),de somme égale a f(z), pour tout z € B(zp,7) Une telle suite (¢,)nen est alors

unique. Une application analytique complexe est en particulier continue

Théoréme 3.2.1 (de Liouville)

Si f . C — E est une application analytique complexe bornée, alors f est constante.

Proposition 3.2.3 (Identité de la résolvante)
TeL(H)etApep(T). Alors, on a

RA — Ru = (,u — )\)R)\RH = (/\ — ,U/)RuR)\,

De plus, Uapplication A — R, est dérivable sur p(T') et sa dérivée est donnée par

dRy
oo
Proposition 3.2.4
Soit T € L(H). L’application A — Ry := R\(T) est analytique sur p(T). Plus précisément,
si Ao € p(T), alors D(Xo, || Moll ") C p(T), et pour tout X € D(Xo, || Aol ™)

Ry =) (—1)"Ry™ (A= Xo)"

n>0

Définition 3.2.4 (Spectre)
Soit T € L(H), on appelle spectre de T et on note o(T') le complémentaire dans K de p(T).

Le spectre de T est donc [’ensemble

o(T) =K\p(T)={N€ K| (T — \) n’est pas inversible}
={A e K| (T — A\I) nest pas bijective}

Un élément de o(T') est une valeur spectrale de T .
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Cette propriété peut étre réalisée de trois fagons différentes, ce qui correspond a trois

type de spectres distincts:

1. Le spectre ponctuel: noté c,(T), est l'ensemble des valeurs propres de T, (Vp(T'))est

donné par

op(T) =Vp(T)={X € K| (T — \I) n'est pas injective}
={A e K |ker(T — \I) # {0}}

2. Le spectre continu : o.(T), est [’ensemble
oo(T) = {)\ € K | ker(T — M) = {0}, Im(T — \I) # H,Tm(T — M) = H}
3. Le spectre résiduel: o,.(T), est ’ensemble
o.(T) = {)\ € K | ker(T — AI) = {0}, Im(T — \I) # H,Tm(T — \) # H}
Le spectre o(T') est la réunion disjointe de o,(T'), 0.(T') et o,(T) alors
o(T)=0,(T)Uo.(T)Uo,.(T)

et la figure suivante, montrant ces trois morceaux disjoints. Le point spectre, o,(T), est
représenté en pointillés. Le spectre continu est o.(T') (représenté en tiret) ,et le La derniére

classe est le spectre résiduel est o,.(T).

FIGURE : parties disjointes du spectre
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Corollaire 3.2.1
Soit T € L(H). Alors

o(T) # 0.

Démonstration.
Supposons le contraire o(T) = (), R(\) est une fonction entiere avec R(\) |/\‘—> 0, donc
R(\) = 0 par le théoréeme de Liouville. ce qui est absurde. =

Remarque 3.2.2

St H est de dimension finie n, chaque opérateur linéaire T sur H peut étre représenté par
une matrice carrée A, et que l'opérateur linéaire T — NI est inversible précisément lorsque
la matrice A — X\ est inversible. Les valeurs spectrales de T sont donc les valeurs propres
de T, et aussi les valeurs propres de la matrice A de T dans n’importe quelle base de H.
Ce sont les (n en comptant avec multiplicité) racines complexes du polynéme caractéristique
det(T' — M) = det(A — Al,,). La multiplicité d’une valeur spectrale de T est inférieure ou
égale a la multiplicité de la racine correspondante du polynéme caractéristique de T',avec

égalité si T’ est diagonalisable.

Proposition 3.2.5
1) Pour tout A dans C, on a
o(T+ M) =X+0o(T)

2) Pour tout \ dans C\ {0}, on a
o(AT) = o (T)
Exemple 3.2.1

1.1l est clair que o(I) =o0,(I) ={1}. Caril (I — X) = (1 — \) I est inversible si

(1—X)#0.
2. De méme, si p € K, alors o(pul) = {pu}.
3. Si H # {0} ,et si T est Uopérateur nul, alors o(T) = o,(T) = {0} ,et 0,.(T) = 0.
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Proposition 3.2.6

Le spectre o(T) est un ensemble compact et
o(T) C [= TN+ 17T

Démonstration.
Comme p(T) est un ensemble ouvert, alors o(T) = K\p(T') est fermé. De plus, soit A € C
tel que [A| > ||T|. Alors T — A = —A(I — 17T) et||3T|| < 1. Donc T — X[ € GL(H) et
T — A est aussi inversible. Donc A ¢ o(T"). Donc o(T') C D(0, ||T||) et o(7") est borné.
C’est donc un fermé borné de K, donc un compact de K , et o(T) € D(0, |T]). =

Exemple 3.2.2
Considérons 'opérateur(multiplication) T : L*([0,1]) — L*([0,1]) définie par
Ve 0.1],(T)() = t(1)
On a ||T|| =1, et donc
o) C{ eC| N <1} =]0,1].
En effet, comme (T — NI) f(t) = (t — \) f(t), nous avons Si A ¢ [0,1], la fonction

r— (2 — A"

est bornée sur l'intervalle [0, 1] et l'opérateur de multiplication par cette fonction est borné,c’est

—— ¢ 12(10,1)

en raison de la singularité non-intégrable en t = 1. D’ou T — AN n’est pas inversible (a

Uinverse de T — X\I. Donc o(T) C [0,1]. Inversement ,si A € [0,1] , alors

y(t) = 1). D’autre part, la relation Tf — A\f = 0 implique que f est nulle sauf éventuelle-
ment au point A , Uopérateur T n’admet donc pas de valeur propre (o,(T) = 0). Enfin, pour
tout A € [0, 1], Uopérateur T — NI n’est pas surjectif, puisque 'unique solution de l’équation
Tf—Xf =1 est la fonction (x — \)~* ¢ L?([0,1]). L’image de (T — \I) est dense dans
L3([0,1]),tel que ¥ f € L*([0,1])

f(z) st lz—A>2

fn(x) =

0 si |z —A <2
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Alors f, — f dans L*([0,1]) et f, € Im (T — \I), d "ou (x — \)"' f,,(z) € L*([0,1]). Alors
pour tout A € [0,1], A € 6.(T). En conclusion

o(T) =[0,1] , o(T) =0, 0o(T) =1[0,1] , o,(T) = 0.

Exemple 3.2.3 (Opérateur diagonal sur (*(N))
Soit (Ay),en une suite dans C\ {0} telle que lir}rl A — 0. On définit opérateur T sur (*
par

(T"En)neN = (Anxn)neN'

Yk
A — A
que (T'— NI )71 est un opérateur borné si et seulement si A n’est pas dans l’adhérence de

Comme (T — M)z = (A, — A , nous avons (T — XI)™" = ( ) . 1l en résulte
keN

{ Mk tien 5 qui nest autre que { A}y U{0} - Tous les Ny, sont clairement des valeurs propres
de T comme Tey = A\per pour la base canonique (ey) de (> Mais 0 n’est pas valeur propre

car T est injective (comme tous les A\, # 0). Notre conclusion est la suivante :

o(T) = { M} pen U{0}, 0p(T) = { At pen -
Théoréme 3.2.2
Soit T € L(H) , et soit S un opérateur inversible dans L(H), alors
o(T) = o(S7'TS).

Démonstration.
Si T —\I est invertible, avec inverse V', puis S~!T'S— A = S~ (T — \I) S, ainverse S~V S.
Inversement, si S™! (T — M) S est invertible, puis appliquer la premiére part, nous voyons
que S[ST'(T — AI)S]S™ =T — X est invertible. Alors
ST —AXI)S=857'TS — A

ce qui achéve la démonstration. m

Théoréme 3.2.3 .
Soit T € L(H) et soit p un polynéme de degré n a coefficients complexes, p(x) := Zakxk )
Alors =

1) le spectre de p(T') est o (p(T')) = p(a(T)) = {p(A\) | A € o(T)}.

2) Si T est inversible, alors o(T1) = [o(T)] ' = {1 | A€ a(T)}.
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

Démonstration.
1) Soient T € L(H) et p € K[X]. Alors, on peut définir 'opérateur P(T) € L(H) de la
maniére suivante :
p(T) = Zn:aka,avec n € N et ag,aq,...,a, € K.
k=0
Montrons tout d’abord que p(o(T)) C o(p(T)). Soit A € o(T). Puisque A est racine de
p(z) — p(A\) donc il existe ¢ € K[X] tel que

p(x) —q(A) = (z = Aq(z)
d’ou
p(T) = p(MNI = (T' = A)q(T) = q(T) (T — M)
Puisque T'— A\I n’est pas inversible, p(T") — p(A)] ne lest pas, et p(A) € o(p(T')), montrant
que p(o(T)) C o(p(T))-

Montrons ensuite que o(p(T)) C p(o(T)). Si P est identiquement nul, I'inclusion est
travialement vérifiée, soient u € o(p(T')) et Ay , ..., A, les n racines complexes du polynome
p — [, puisque

plz) —p=alx—XN)...(r—\)

ou « # 0. Alors on obtient
p(T) — pl = (T — MI)..(T — X\, 1)

Si aucun A; n’est dans le spectre de 7', le second membre est inversible, et u € o(p(T)).
Donc il existe jo € {1,....,n} tel que (T" — A\, 1) n’est pas inversible, d’ou \;, € (7). De
plus, on a p(Aj,) = p. Donc p € o(p(T')), prouvant que

a(p(T)) < p(a(T)).

2) Soit A € o(T') Comme T~! est inversible, nécessairement A # 0.Comme (T~ — \I)
est non inversible et comme 7! — A\ = X"~ (T — 1) .L'opérateur (+/ —T) est non
inversible, i.e.(+ € (7)) . On pose 3+ = p € o(T),implique A € [o(T)]"". On a donc montré
que

o(T™) C lo(T)] .
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3.2. Spectre d’un opérateur borné

En échangeant le role de T et T on obtient 'inclusion réciproque [o(T)] " C o(T71),ce

qui acheve la preuve de la premiére assertion. m

Exemple 3.2.4
Pour la dexiéme propriété on a les examples suivante:

Soit T € L(H) qui satisfait T> = T. Cela implique que o(T) C {0,1}. Pour voir que cela
découle directement du théoréme précedent , soit p(z) = 2% — z, implique que P(T) =0, et

donc o(P(T)) = {0} Nous devons alors P(\) =0 pour tout A € o(T), alors o(T) = {0,1}.

Remarque 3.2.3
Soit E := R%et T € L(H). La rotation d’angle g Alors, T est I’'endomorphisme dont la

matrice associée dans la base canonique de E := R? est donnée par

0 1
-1 0

J =
On a J?> = —I donc o(T?) = 0,(T?) = Vp(J?) = {-1}.
D’autre part, le polynoéme caractéristique de J est x* + 1, d’on
o(T) = op(T) = Vp(J) = 0
car K =R . On note p(x) = z? € R[X]. Alors, on obtient
p(o(T)) =p(@) =0 & o(p(T)) = {1}

Autrement dit, si K # C [’égalité du Théoréme de l’image spectrale (o (p(T)) = p(a(T)))

peut ne pas avoir lieu.

Rayon spectral

Définition 3.2.5
Soit T € L(H).On définit le rayon spectral r(T') de T par

r(T) :=sup{|A\: A€ a(T)}.

Si o(T) = 0, par convention, on pose r(T) = 0, mais que r(T) = 0 ne signifie pas néces-

satrement T' = 0.
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3.3. Théorie spectrale des opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

Remarque 3.2.4
Soit T € L(H), alors r(T) € [0,||T||] , i.e r(T) < ||T||. Car, on a o(T) C D(0,|T]). La
définition est plus précise : D(0,r(T)) est le plus petit disque fermé, centré en 0, contenant

o(T).

Proposition 3.2.7 (Formule du rayon spectral)
Soit T € L(H). Alors
r(T) == lim || 7"~ .

La suite (||T”||%> converge dans Ry et on a
neN

lim [|77[|* < inf |[|T"]" < ||T]|.
n—o00 n>1

3.3 Théorie spectrale des opérateurs compacts sur les
espaces de Hilbert

Cette théorie est pour l'essentiel la création du mathématicien hongrois F.Riesz, aux alen-
tours de 1910. Le théoréme de Riesz (qui affirme que si F est un espace vectoriel normé,
alors By est compacte si et seulement si E est de dimension finie) est 1'un des points clés

de cette théorie.

3.3.1 Spectre d’un opérateur compact

Théoréme 3.3.1 (Alternative de Fredholm)
L’Alternative de Fredholm est un théoréme qui caractérise l’existence et l'unicité de la solu-
tion d’un probléme linéaire perturbé et compact. Soit H un espace de Hilbert si T € K(H),
alors pour tout A € C

i) ker(I —T) est de dimension finie.

it) Im(I — T') est fermé.

iii) ker(I —T) = {0} & Im(I - T) = H.

Remarque 3.3.1

La propriété iii) est familiére en dimension finie. Si dim H < oo, un opérateur linéaire
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3.3. Théorie spectrale des opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

de H dans lui-méme est injectif si et seulement s’il est surjectif. Par contre en dimension
mfinie un opérateur borné peut étre injectif sans étre surjectif et inversement: par exemple
Ie shift a droite (resp. a gauche) dans (?. La conclusion i) exprime donc une propriété

remarquable des opérateurs de la forme (I —T) avec T € K(H).

Démonstration.
Voir la page[60]. =
On a maintenant une description précise du spectre d’un opérateur compact dans un

espace de Hilbert.

Théoréme 3.3.2 (Riesz-Schauder)
Soit T € K(H) et dim H = +o0. Alors, on a
a)0eo(T)
b) o(T)\ {0} = 0,(T)\ {0}, et les sous-espaces propres associés ker (T' — \I) est de
dimension finie.
c) lune des situations suivantes:
- ou bien o(T) = {0},
- ou bien o(T)\ {0} est fini,

- ou bien o(T)\ {0} est une suite qui tend vers 0.

Démonstration.

a) Si 0 ¢ o(T) cela signifie que T est bijectif et donc I =TT~ est compact. Donc H est
de dimension finie et une contradiction. Donc 0 € o (7).

b) Soit A € o(T), A # 0. Montrons que A\ € 0,(T). Raisonnons par l’absurde
et supposons que ker (A_IT -1 ) = {0}, d’aprés l'alterantive de Fredholm on sait que
Im (A\™'T — 1) = H, et donc A € p(T). Ce qui est absurde. En déduit que A € o(T)
et A # 0. impliquent A € o, (7). Pour démontre que dim(ker (7" — AI)) < +00, supposons
que ker (7" — AI) soit de dimension infinie, alors on peut trouver {e,}, y une suite ortho-
normale dans ker (T" — AI), i.e. on a Te,, = Xe, , mais {e, }, est bornée (|le,| = 1) et XA # 0,
donc {Te,}, n’admet pas de sous-suite de Cauchy, ||Te, — Ten| = |A| [len — em|l = |A| V2
ce qui contredit la compacité de 7. m

Pour la suite de la démonstration on aura besoin du
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3.3. Théorie spectrale des opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

Lemme 3.3.1
Soient T' € K(H) et (A\n),>, une suite de réels tous distincts telle que A, € o(T)\ {0}

lim A\, =\

n—-+4o0o

et
A € {0(T)\0},Vn € N*

Alors A = 0.

Démonstration.
On sait que \, € Vp(T); soit e, # 0 tel que (T — A\, I)e, = 0. Soit E, V'espace vectoriel
engendré par [eq,es,...e,] Montrons que E, & FE,; pour tout n. II suffit de vérifler
que, pour tout n, les vecteurs ey, es, ...e,, sont linéairement indépendants. Raisonnons par

récurrence sur n. Admettons Ie résultat a ’ordre n et supposons que

n
Cny1 = E Q;€;.
i=1
Alors

n n
Te,1 = E aN\ie; = E O An116€;
i=1 =1

Par suite a;(A; — A1) = 0 pour tout ¢ = 1,2,...n et donc «;; = 0 pour tout i = 1,2, ...n.
Ce qui est absurde. Donc E,, & E, . pour tout n.

D’autre part, il est clair que (7' — A\, I)E, C E,_;. Appliquant le lemme de Riesz
2.4.1 on construit une suite (u,),>; telle que u,, € E,,||u,|| =1 et dis(up, Ep_1) > % pour
n > 2.

Soient 2 < m < n de sorte que
E,,CE,CFE,1CE,.

On a

Z dis(um Enfl) Z

N |

- +un_um

Tu, Tu,
An Am

P

B H (Tup — Aptiy) (T — At

Si A\, — A # 0 on aboutit a une contradiction puisque (T'u,) admet une sous-suite conver-

gente.
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c¢) Pour tout entier n > 1, 'ensemble

o(T) N {)\ €C, A > %}

est vide ou fini. Lorsque o(7T)\ {0} contient une infinité de points distincts on peut donc
les ranger en une suite qui tend vers 0. En effet ;soient A, ..., \,,, ses éléments classés de la
facon suivante :

[Aof = -+ = [Any |

De méme, ’ensemble

+1 -

est fini. On pose A, = {\y+1, .-, A, | OU les A; sont classés de la fagon suivante

1 1
< s | < e < Mot | < = < ] < o0 <N
— < Pl < < Pl < - € gl € S Il

1 1
A, = {)\eo—(T),— <A < —}
n n

En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de o(7')\ {0} en une suite

(\n) € N qui décroit, en module, vers 0. =

Corollaire 3.3.1
Soit T € K(H) , alors le spectre de T' est au plus dénombrable. Chaque point du spectre est

1s0lé, a l’exception possible de 0.

Démonstration.
Puisque o(T") est compact, il suffit de montrer que tout A € o(T")\ {0} est isolé. Or, si un tel
A n’est pas isolé, il existerait une suite (\x), d’éléments dans o(7") non nuls et distincts deux
a deux, qui convergerait vers . Comme o(T)\ {0} = 0,(T7)\ {0} , les \; sont des valeurs
propres et le théoréme 3.3.2 dit que nécessairement (\;) converge vers 0, ce qui contredit

I’hypothése A #£ 0. m

Remarque 3.3.2

0 peut étre valeur propre de T'" mais pas nécessairement.

Exemple 3.3.1
Etant donnée une suite (cvn) qui tend vers O on peut construire un opérateur compact T tel

que o(T) = (a,) U{0}. 1l suffit de considérer dans E = (* 'opérateur

T:u=(uy) — Tu= (auy).
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Noter que T est compact car il existe une suite (T,,) d’opérateurs de rangs finis telle que
T, — T|| — 0. Sur cet exemple on voit aussi que 0 peut appartenir, ou ne pas appartenir
a 0,(T),de plus, si 0 € o,(T) il peut arriver que l’espace propre associé, i.e. ker(T) soit de

dimension infinie.

Exemple 3.3.2
Soient E := C([0,1],R) et T Uopérateur de Volterra défini définit sur E par

vf € E, (Tf)(x):/f(t)dt Vo e 0,1

Alors, on a ker (T) = {0} et Im(T) = {g € C([0,1],R) | g(0) = 0}. En particulier, T
est injectif donc 0 ¢ o,(T) = Vp(T) mais non surjectif donc 0 € o(T).

Définition 3.3.1 (valeur propre approché)
A est un valeur propre approché de T s’ il existe une suite des fonctions v, € H, telles que

|¥,.]l = 1 pour tout n, et
|Tx, — Axyp|| — 0, lorsque n — oo

Définition 3.3.2 (valeur propre approché)
Soient H un espace de Hillbert , T € L(H). X est un valeur propre approché de T s’ il existe

une suite des fonctions x,, € H, telles que ||x,|| =1 pour tout n, et
Tz, — Az,|| — 0 , lorsque n — oo

Exemple 3.3.3
Soit S le shift a droite sur (2(N); on sait que le spectre de S est égal au disque unité fermé,
sa frontiére est donc le cercle unité . Soit A de module 1 un point quelconque de 0o(T') ; on

considére pour tout n > 1 le vecteur x,, telle que ||z,|| = 1 de (*(N)

-1

T, =n7 (LATLAT A0,

et on note que ||Sx, — Az,|| < M7 — 0, ce qui donne des presque vecteurs propres pour la

valeur |\ < 1.
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Théoréme 3.3.3
Si T € K(H), alors chaque approzimative non nulle valeur propre de T est une valeur

propre.

Démonstration.
Soit (z,,) une suite de vecteurs de telle que ||x,|| = 1 pou tout n € Niet [|Tx, — Az,|]| — 0
lorsque n — 400, pour A # 0. Puisque 7" est compact, il existe une suite (z,,) de (x,) tel

que Tz, — y orsque n — —+o00 , pour y € H, alors
ly — Az, || < |ly — Txp, || + | Txp, — Axp, || — 0, lorsque n — oo.
Puisque A # 0, on a z,, — % Si nous laissons u = % , alors
|Tu — Au|| < ||[Tu— Tz, || + || Txp, —y|| — 0, lorsque n — oo.

Ainsi, Tu = \u. =

3.4 Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

Dans cette section, on s’intéresse aux opérateurs dits auto-adjoints dont on étudie les pro-
priétés spectrales et pour lesquels on définit un calcul fonctionnel continu. Le cadre est celui

des espaces de Hilbert.

3.4.1 Spectre d’un opérateur adjoint

Théoréme 3.4.1
Soit T € L(H). Alors, on a
a) ker(T) = (Im(T*))" , Im(T*) = (ker T')".
b) ker(T*) = {0} si est seulement si Im(T") = H.

Proposition 3.4.1

Soit T € L(H). Alors
1 p(T*) ={XeK,X€p(T)} et o(T*) = o(T) = X Aea(T)}.
2. Pour tout X\ € p(T*), R\(T*) = (Rx(T))" .
8. A€o, (T) = \ € o,(T).
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Démonstration.
1. On a léquivalence (T* — AI) est inversible si et seulement si (7% — A\I)" est inversible or
(T* — A\I)" = (T — \I) donc
p(T*) = {AeK|(T* — ) inversible} = {\ € K | (T — AI) inversible}
= {AeK|Xep(D)}.
De plus, o(T*) = K\p(T™), ce qui donne le résultat

o(1") = {X| A€ o(T)}

2. Si X\ € p(T*) alors

1

RAT*) = (T" =)' = (T -AD)")"
= (T =AD" = (Rx(D))*

3. Soit A € 0,(T) = {)\ € C | ker(T — ) = {0}, Im(T — ) # H,Tm(T — M) # H} ,
d’apres le théoréme précedent Im(7 — \I) # H <= ker((T—\I)*) # {0}, et (T—\I)* =
T* — X, implique A € 0,(T*). =

3.4.2 Spectre d’un opérateur auto-adjoint

Dans cette section, on s’intéresse aux opérateurs dits auto-adjoints dont on étudie les pro-
priétés spectrales et pour lesquels on définit un calcul fonctionnel continu. Le cadre est celui

des espaces de Hilbert.

Définition 3.4.1
Soit T € L(H). On dit que T est auto-adjoint si T* =T c’est a dire:

(Tw,y) = (x,Ty) ,Vx,y€H.

Lemme 3.4.1

Soient H un espace de Hilbert et T' un opérateur auto-adjoint dans L(H). On sait que

1T = sup [(Tz,x)|.

[lzf|=1
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Proposition 3.4.2
Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose
m = inf (Tz,z) et M = sup (Tx,z).

r€H xcH
lel=1 le=1

Alors
o(T)C[m,M], meo(T) et Meo(l)

Remarque 3.4.1
Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que

o(T)={0}, alorsT =0.

Démonstration.

D’aprés la proposition précedent on sait que
(T'z,x) =0 ,Vr € H.
Il en résulte que
2(Tz,y) =(T(zx+y),z+y) — (Tx,z) — (Ty,y) =0 Yo,y e H
Donc7'=0. m

Proposition 3.4.3
Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors,
1. o(T) C R.
2. o.(T) = 0.
3. SiAp€o,(T), XN# p, alors ker(T — XI) L ker(T' — pul), i.e. les sous-espaces propres

de T sont orthogonauxr deuz o deux.

Démonstration.
1. Commengons par montrer que o,(7) C R. Soit A € 0,(T) et + € H, x # 0 tel que
Tx = Az, alors

(Tz,z) = Xz, z) = (z,Tz) = Xz, 2)
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d’'out (A —A) |z)|> = 0 et ||z] #0, dou A € R.
La proposition 3.4.1 implique que o,.(T) = 0, en effet, soit A € o,.(T), alors

X €0,(T*) =0,(T) CR.

On a donc A € R et A € 0,(T), ce qui est absurde car 0, (T") et 0,(T) sont disjoints. Donc
0.(T) = (). Montrons maintenant que o.(T) C R. Soit A = a + i3 avec § # 0. On suppose
que A € 0.(T). Alors (T'— M) est injective et son image est dense mais distincte de H.On
va montrer qu’en fait Im(7" — A\I) est fermée dans H, ce qui contredit les hypothéses. Pour
cela, on commence par montrer une inégalité qu’on utilisera ensuite pour conclure. Soit
r e H,
(T =Nzl* = (T = (a+if))e, (T - (a+if))z)
= (T —a)z||* + ||Bz|* + 2R (iB, (T — o))
or,
(iBz, (T — a)z) = i Bz, (T — a)z) = (iaf lz||® —if (x, Tz)) € iR
d’ou
(T = N)al[* = (T — a)z||* + |8z ] = 6 ||| *- (3.1)
Considérons x,, une suite de Cauchy dans Im(7 — AI), soit x sa limite dans H. Pour

chaque n, il existe y,, € H tel que x, = (T — M)y, , et en utilisant (3.1) on a

| = 2all* = (T = NG = ) 1" = B [[ym — yall”

Il suit que {y,},est une suite de Cauchy, elle est donc convergente, soit y sa limite, par
continuité de (7' — A1), il suit © = (T'— M)y € Im(T — AI). D’ou le résultat. L’hypothese
A € C\R est donc incompatible avec A € 0.(T), i.e. 0.(T) C R.

3. Sizeker(T— A) et y € ker(T' — pl), alors

Ter=Xx et Ty=puy
Comme T'=T* et p € R, on obtient
(A=) (z,y) = (Az,y) — (@, py) = (T, y) — (x, Ty) =0,

d’ou (z,y) = 0 car A # pu. Autrement dit, ker(7"— \I) L ker(T' — pul). m
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Théoréme 3.4.2
Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors

r(T) = [IT]|-

Démonstration.
Le théoréme est évidemment vrai pour 7" = 0. Soit T nul, T" opérateur bornée, auto-adjoint
sur un espace de Hilbert H. Compte tenu de la remarque 3.2.4. r(T) < ||T| , il Suffit de
montrer qu’il existe A € o(7') tel que || = ||T'||.Alors,le lemme 3.4.1,||T|| = sup [(T'z,z)],

ll=l|=1
Il existe une suite x,, € H tel que ||z,|| = 1 et |(Tx,,z,)| — ||T]|, lorsque n — 4o00. Sans
perte de généralité, on peut supposer que (T'x,,x,) — A ou |A\| = ||T||. Pour tout n € N |

on a
T2, — Az = || T2 =2M (T, 20) 4N |20 || < T 20 =20 (T, 20) 422 = 20 (X — (T2, 7))
Ainsi,
Tz, — A\x, — 0, lorsque n — oo. (3.2)
Maintenant, supposons que A € p(T). Alors, de (3.2) et la continuité des (T — A\ )71,
nous obtenons

1= ||z,|| = |[(T = M)"NT = A)z,|| — 0, lorsque n — oo

Cette contradiction montre que A € o(7T'). m

3.4.3 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com-

pacts

Un résultat classique d’algeébre linéaire affirme qu’en dimension finie tout opérateur auto-
adjoint est diagonalisable dans une base orthonormée. Le but de cette section est de
généraliser ce résultat en dimension infinie mais, pour ce faire, il est nécessaire d’ajouter
une hypothése de compacité et donc de considérer des opérateurs auto-adjoints compacts.Le

cadre est celui des espaces de Hilbert.
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Théoréme 3.4.3

Si T est un opérateur compact auto-adjoint, alors il admet une valeur propre \ telle que
Al = IT°[] -

Démonstration.
Si T = 0, 0 est valeur propre de T et ||T|| = 0. Supposons T # 0. Alors, d’apres la

démonstration du théoréme 3.4.2, il existe une suite (x,),en de vecteurs unitaires
Tx, — \x, — 0, lorsque n — oc. (3.3)

La compacité de 7', implique la suite (x,),.y admet une sous-suite (x,,),., convergente.

keN
puisque T # 0, il résulte de (3.3) que x,, — u pour u € H. on pose que ||u|| = 1, comme
|zn, || = 1 pou tout n € N. Enfin, a partir de la continuité de 7" et (3.2), nous obtenons

Tu=Au. Donc A € 6,(T). =

Théoréme 3.4.4
L’espaces propres correspondant & des valeurs propres non nulles d’un opérateur auto-adjoint

compact sont de dimension finie.

Démonstration.
Soit A # 0 ait une valeur propre d’un opérateur 1" auto-adjoint compact, et soit E) soit
'espace propre correspondant & A. Supposons F est de dimension infini. Soit {z1, 22 x3, ...}
est une base orthonormée de E\. Alors Tz,, — 0 lorsque n — oo, puisque la suite (x,,) est
faiblement convergente & 0. Mais cela est impossible, parce que Tz, = Az, pour tout n € N

et A#£0. m

Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Soit. H un espace de Hilbert de dimension finie, dit H = C". Il est connu de ’algebre linéaire
que les vecteurs propres d’un opérateur auto-adjoint sur H forment une base orthogonale

de H. Les théoréemes suivants généralisent ce résultat a des espaces de dimension infini.

Définition 3.4.2
Deuz opérateurs Ty, Ty dans L(H) sont dits semblables s’il existe S inversible dans L(H)

tel que
SIS =T
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Théoréme 3.4.5 (réduction des matrices hermitiennes)
Soit A € M(n x n,C) telle que A = A*, alors il existe U € M(n x n,C), U unitaire telle
que U LYAU soit diagonale réelle.

Théoréme 3.4.6 (Hilbert-Schmidt)

Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit T € K(H) un opérateur auto-adjoint.
Alors il existe une famille orthonormale dénombrable dans H, {en}oc, o n41 » N € NU{+o00},
constituée de vecteurs propres de T, tels que Te, = \,e,, , 0w la famille {|\n|}oc, o1 €5t
décroissante. De plus, st N = +o0o, alors \, — 0 lorsque n — 400. La famille {en}0§n<N+1

constitue une base orthonormale de ImT = ker(T)* et pour tout x € H, on a

Tz = Z)\n (x,en) en. (3.4)

Le spectre de T est
o(T)={0}Uu{N, |0<n<N+1}.

Démonstration.
D’apres le théoréme 3.4.3 on a ||T|| .ou (— ||T]|) est un valeur propre de 7.

Considérons maintenant eq € H, ||eg]| = 1, tel que T'eg = Agep , avec |Ao| = ||T’|| (bien
str A\ est réel comme valeur propre d’un opérateur auto-adjoint). On pose Ty = 7. On
définit maintenant H; := {eO}L. Du fait que T'eg = A\pey et que T est auto-adjoint, H; est

stable par T'. En effet, considérons x € H, x_Leg tel que (T'z, eq) # 0, alors
(Tx,eq) = (x,Tey) = Ao (z,e0) =0

ce qui est absurde. On pose alors T} := T |g,. Alors 17 € L(H;), est compact et auto-
adjoint sur H; . Puis on répéte le processus. A 1’étape n, on choisit e, € H,, , ||e,|| = 1, avec
Te, =The, = Me, ,ouT, =T |g, avec |\,| = ||T,]|. On définit alors H,, 11 := {eo, ...,en}l,
comme T'e; = \;e; pour ¢ = 0, ..,n et comme T est auto-adjoint, H,, ., est stable par 7" et on
peut donc poser T),1 := T |g,,,, qui & son tour est un opérateur borné sur H,; , compact
et auto-adjoint.

Comme les T,, sont des restrictions de T sur des espaces de plus en plus petits, leur norme

décroit, i.e. |\,| est décroissante en n. Ce processus s’arréte si pour un certain N € N |
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onaTyy =0, ie ona Hyj=ker(T). On est alors clairement dans le cadre du théoréme
avec N fini. Si ce processus ne s’arréte pas, alors on obtient une suite {\,}, tous les A,
étant non nuls, telle que |\,| = ||T,,|| décroit avec n (on est dans le cadre du théoréme avec
N = +00). La suite {|\,|},, admet donc une limite, on la note 6. Supposons que § > 0,
alors z,, := ()\—)en est de norme inférieure ou égale a 1 et T'z,, = de,, n’a pas de sous-suite

n
de Cauchy, car pour n # m,

|0 = Taml® = 6 (leal® + llen]®) = 267

du fait que e,, L e,,. Ceci contredit la compacité de T'. D’ou A,, — 0.
Supposons N fini. Pour = € H, on peut décomposer = de facon unique sous la forme

suivante :
N
E x, en en + HNHa:
n=0

ol PHN+1 est la projection sur Hyyq = ker(7"). On a donc

Ainsi les {\, }o<,, <y engendrent Im 7" qui est de dimension finie N + 1 et donc fermée, d’ott
Im7T = (ker(T))" .

Supposons maintenant que N = 4o00. Soit € H, pour tout n € N, on a, en projetant
x sur l'espace engendré par {eg, e; ..., e, } puis sur Hy 1,

n

T = Z (v, ep)ep+ Pu @

p=0
et en utilisant que T'Py, ., = T,,11 Py, ,,

n

Tz = Z (@, ep) Tep + Thz = Z)‘p (x,ep) ep+ To1Pu, @

p=0 p=0

Comme ||7,,|| tend vers zéro, on en déduit que la série

+oo
Z)\n (x,e,)en
n=0

55



3.4. Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

converge dans H et que sa limite vaut Tx. On obtient donc (3.4), ce qui implique que Im T

est engendré par les e, et donc que la famille {e,}, . est une base orthonormale de
ImT = ker(T)".
Ceci clot la preuve du théoréeme. m

Corollaire 3.4.1
Soit H est un espace de Hilbert séparable et T € K(H). Un opérateur auto-adjoint compact.

Alors, il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T .

Démonstration.
Si H est séparable, ker(T) aussi. On considére la famille {e,},., y.; donnée par le

théoréme de Hilbert-Schmidt 3.4.6 et on y ajoute une base orthonormale de ker(7"). m

Remarque 3.4.2
Attention, si a la fois ker(T') et Im(T') sont de dimension infinie, il n’est pas possible de

trouver une base orthonormée {a,} de H de vecteurs propres de H tels que la suite

neN
{Ant,en des valeurs propres associés (Ta, = Ana,) soit de module décroissant avec n. On

peut le faire sur Im(T") mais pas sur H.

Exemple 3.4.1

Voyons maintenant deux exemples d’opérateurs compacts ayant 0 dans leur spectre mais
pour lesquels 0 joue des roles différents. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie et (e,)nen+ une base Hilbertienne de H.

e Le premier exemple est l'opérateur Ky défini par

=1
Kz = Z— (x,e,)en
nZO\/ﬁ

L’opérateur K, est compact, son spectre est

o(Ky) = {0} U {%n e N*}

et 0 n’est pas une valeur propre.
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e Le second exemple est T l'opérateur Ky défini par

=1
Kox = — (T, e2k) €2k
; 77 (o)
L’opérateur Ko est compact, son spectre est
1

o(Ks) = {0} U {\/Ek e N*}

et 0 est une valeur propre, son sous-espace propre est.

ker(Ks) = vect {egg11, k € N}.

Corollaire 3.4.2
Soit T € K(H) un opérateur auto-adjoint,alors

+00
T=> \P, (3.5)
n=1
ot P, le projecteur orthogonal sur le sous-space de dimension finie de H.

Démonstration.
Soit {vy vg, ...} un systéme orthonormé complet de vecteurs propres de 1" correspondant &
des valeurs propres {Ai, \2...}. Soit P, soit Popérateur de projection sur l’espace a une

ke

dimension engendré par v, alors P,z = (z,v,) v,, 'équation (3.4) peut étre écrite comme
+oo
Ty = Z)\nan
n=1

Voici une autre fagon de représenter 1" sous la forme (3.5). Soit {A;, Ao ...} toutes les valeurs
propres non nulles distinctes de 7" et P, la projection sur le sous-espace correspondant a \,,.
Puisque on a dimker(7 — A\I) < +o00. D’aprés le théoréme 3.4.4, ces espaces propres sont

de dimensions finie =

Définition 3.4.3 (Fonction d’un opérateur)

Soit f une fonction a valeurs réelles sur R tel que

f(A) — 0 lorsque A\ — 0 et f(0)=0.
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“+oo
Pour un opérateur un compact auto-adjoint T = Z)\nPn, on définit

n=1

FT) =) FO)P,.

Exemple 3.4.2
+o0

1.50it T = Z)\nPn un opérateur auto-adjoint, compact telle que N, > 0 pour tout n € N.

n=1
Pour tout a > 0, on peut dé finir T* par

+o0o
T = Z)\%an.
n=1
L, s 1 , ]
On notera que dans le cas de o = 3 L’opérateur défini par Tz est le racine carré de T ,on a

(ﬁ)2 - io <\/)\_n>2Pn - ioAnan ~T

n=1

Parce que tous les N\, sont non-néqatif.
“+o0o

2. Soit T = Z)ann un opérateur auto-adjoint, compact nous peut définir sinus de T

n=1
par

—+o00
sin (T) = > _sin(A,) P,
n=1

La condition f(\) — 0 lorsque A\ — 0 dans la définition 3.4.3 peut étre remplacé par
“+o0o

bornitude de f dans x voisinage de l'origine. En effet, si T = Z)ann et P.x = (x,v,) v,

n=1
, alors pour tout x € H , on a

+oo
(f(T)) () = > f (M) (w,00) O,
n=1
cette série convergence ,puisque
[ (W), on) |* < M|, 0)|”

pour une constante M, et donc (f (\,) (x,v,)) € ¢? . Il est clair que, dans ce cas, nous ne

peut pas attendre f(T) a un opérateur compact .
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Conclusion

Conclusion

L’étude spectrale d’opérateur compact 1T , signifie étudier les valeurs A € C pour
lesquelles I'opérateur (A™'T — I) est bijectif (le cas A = 0 est particulier, comme on le
verra avec le théoréeme de Riesz-Schauder). La théorie de Fredholm établit que si on peut
assurer I'unicité, alors I'existence suit. C’est le résultat appelé “alternative de Fredholm”

e En espace H de dimension finie n, le spectre est exactement I’ensemble des valeurs
propres.

e La théorie spectrale des opérateurs compacts sur un espace de Hilbert séparable differe
trés peu de celle des matrices, ou 'inclusion o,(7) C o(T).

e En espace H de dimension infinie ,tous les opérateurs auto-adjoints compacts est

diagonalisables en base hilbertienne (lorsque 'espace de Hilbert est séparable) formée de

vecteurs propres de T, on obtient Tx = Z)\n (x,e,) e, .
n=0
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