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Notation

• N est la collection de tous les nombres naturals.
• N0 =N∪{0}.
• Z est l’ensemble de tout les nombres entiers.
• Rn est l’espace Euclidien.
• |α| = α1 + ...+ αn, αi ∈N0, i = 1, ..., n.
• Dα = ∂|α|/∂xα1

1 ...∂x
αn
n .

• Le produit scalaire de x = (x1, ..., xn) et y = (y1, ..., yn) est definie par

x · y =
n∑
i=1

xi · yi.

• |B| la mesure de Lebesgue de B ⊆Rn.

• Soient X1 et X2 deux espaces X1 ↪→ X2 s’il existe c > 0, telle que :

‖f‖X2
≤ c ‖f‖X1

, f ∈ X1.

• p′ est l’exposant conjugué de p oú 1
p

+ 1
p′

= 1.
• Si f : Rn → C est une fonction, le support de f est supp f = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.
• L1

loc(Rn) est l’espace des fonctions mesurables sur Rn, intégrables sur tout compact de
Rn.

• D(Rn) = C∞0 (Rn) est l’espace des fonction C∞(Rn) à support compact, D′(Rn) est le
dual de D(Rn), appelé espace des distribution sur Rn.

• S(Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à décroissance rapide sur Rn muni de semi
norme classique

pM(f) = sup
x∈Rn

sup
|α|≤M

(1 + |x|)M |∂αf | , ∀f ∈ S(Rn).

Le dual S ′(Rn) est l’espace des distribution tempérées.
• Si f ∈ S(Rn) sa transformée de Fourier est

(Ff)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ix·ξf(x)d(x)
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et sa transformée de Fourier inverse est

(F−1f)(x) = f(x) = (2π)−n
∫
Rn
eix·ξf(ξ)dξ

• B(x, r) est la boule de centre x et de rayon r

B(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r} .

• La fonction caractéristique d’un ensemble E et notée par

χE(x) =

{
1 x ∈ E
0 x /∈ E

• L’expression A1 . A2 signifie que A1 ≤ CA2 et A1 ∼ A2 signifie que A1 . A2 . A1.



Introduction

Ces dernières années, les espaces de régularité liés aux espaces de Morrey, en particulier
les espaces de Morrey, Morrey de type de Besov et Morrey de type de Triebel-Lizorkin,
ont attiré l’attention. Les espaces de Morrey classiques Mp

q(Rn), 0 < q ≤ p ≤ ∞, ont
été introduits par Ch. B. Morrey [11] et font partie de la classe plus large des espaces de
Morrey-Campanato (cf. [12]). Ils peuvent être considérés comme un complément des espaces
de Lp(Rn), puisque Mp

p(Rn) = Lp(Rn). A partir de cette famille de base Mp
q(Rn), différents

espaces de type Besov-Triebel-Lizorkin ont été définis ces dernières années. Les espaces de
Besov-Triebel-Morrey ont été introduits par H. Kozono et M. Yamazaki pour étudier les
solutions des équations de Navier-Stokes [7]. Et leurs applications aux EDP non linéaires dans
[7], [10] ont été étudiées plus en détail. Des années plus tard, les espaces à exposant variable
sont apparus.

Nous notons également que les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin à exposant
variable sont des généralisations des espaces de Morrey de type de de Triebel-Lizorkin [17] et
des espaces de Morrey à exposant variable [1].

Le but de ce mémoire est d’étudie certain propriétés principaux de ces espaces. Plus
précisément la caractérisation par la fonction maximale de Peetre. On s’est basée sur les
travaux du Jingjing Fu, Jingshi Xu [4], qu’ils ont étudié les espaces de Morrey de type de
Triebel-Lizorkin non homogène à exposant variable, où ils donnent certain normes equivalent.
Le mémoire se divise en trois chapitres.

Le premier chapitre est constitué des notions fondamentales sur quelques espaces fonction-
nels et inégalités qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le deuxième chapitre on donne les défnitions et les propriétés des espaces de Lebesgue
et les espaces de Morrey a exposant variable, quelques lemmes quí on utilisera par la suite
et en termine par étudie la continuité de l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood à valeurs
vectorielles sur ces espaces.

Dans le troisième chapitre on donne une caractérisation pour les espaces de Morrey de type
de Triebel-Lizorkin à exposant variable par la fonction maximale de Peetre et autre Normes
équivalente.
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Chapitre 1

Préliminaires

Nous rappelons les notions essentielles et nécessaires pour la suite, en particulier l’espace
de Lebesgue, l’espace de Morrey, l’espace de Triebel-Lizorkin, quelques propriétés principales.
Nous rappelons aussi quelques inégalités classiques.

1.1 Définition de certains espaces fonctionels

1.1.1 Les espaces de suites

Définition 1.1 Soit 0 < p ≤ ∞. `q désigne l’espace des suites {aj}j∈N qui vérifient

∥∥ {aj}j∈N | `q∥∥ =
( ∞∑
j=0

|aj|q
)1/q

< +∞,

et ∥∥ {aj}j∈N | `∞∥∥ = sup
j≥0

(
|aj|

)
< +∞.

Définition 1.2 Soient 0 < q ≤ ∞, `q(E) (resp., E(`q)) désigne l’espace des suites {aj}j∈N qui
vérifient ∥∥ {aj}j∈N | `q(E)

∥∥ =
( ∞∑
j=0

‖aj | E‖q
)1/q

< +∞

(resp.,
∥∥ {aj}j∈N | E(`q)

∥∥ =
∥∥( ∞∑

j=0

(
|aj|

)q)1/q | E
∥∥ < +∞).

1.1.2 Les espaces de Lebesgue

Définition 1.3 Soient 0 < p ≤ ∞ et Ω ⊆ Rn. On pose

Lp (Ω) = {f : Ω→ C, telle que f mesurable et ‖f | Lp (Ω)‖ <∞}

avec

‖f | Lp (Ω)‖ =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

, si 0 < p <∞

6



1.1. DÉFINITION DE CERTAINS ESPACES FONCTIONELS Chapitre 1

et
supessx∈Ω |f(x)| , si p =∞.

Si Ω = Rn, on pose Lp (Rn) = Lp et ‖f | Lp (Rn)‖ = ‖f‖p.

Les espaces Lp (Ω) sont des espaces de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

1.1.3 Les espaces de Morrey

Les espaces de MorreyMp
q(Rn), ont été introduits par C.B. Morrey en 1938, qui sont définis

comme suit.

Définition 1.4 Soient 0 < q ≤ p ≤ ∞. L’espace de Morrey Mp
q(Rn) est l’ensemble des fonc-

tions f ∈ LqLoc(Rn) telles que

∥∥f | Mp
q(Rn)

∥∥ := sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|1/p−1/q

(∫
B(x,r)

|f(y)|q dy
)1/q

<∞.

Remarque 1.1
• Les espaces Mp

q(Rn) sont des quasi-Banach pour 0 < q ≤ p < 1 et des Banach pour
p ≥ q ≥ 1.
• Si 0 < p < q <∞, AlorsMp

q(Rn) = {0}.
• Mp

p(Rn) = Lp (Rn) .

Il existe une autre définition de l’espace de Morrey donnée par Peetre [12] comme suit

Définition 1.5 Soient 0 < q < ∞, n ≥ 1 et 0 < λ < n, l’espace de Morrey Lq,λ(Rn) est
l’ensemble des fonctions f ∈ LqLoc(Rn) telles que

∥∥f | Lq,λ(Rn)
∥∥ := sup

x∈Rn,r>0
|B(x, r)|−

λ
q

(∫
B(x,r)

|f(y)|q dy
) 1

q

<∞.

Remarque 1.2
• On a Lq,0(Rn) = Lq(Rn) et Lq,n(Rn) = L∞(Rn).

• Pour 1 < q <∞ et λ > n, on a Lq,λ(Rn) = {0} .
• La notation Lp,λ(Rn) a été utilisée par peetre [12].
• Pour λ = (1− q

p
) ou trouve Lq,λ(Rn) =Mp

q(Rn).

1.1.4 Les espaces de Bessel

Définition 1.6 Soient s ∈ R et 0 < p ≤ ∞. L’espace Hs
p(Rn) est l’ensemble de toutes les

fonctions f ∈ S ′(Rn) telles que

∥∥f | Hs
p(Rn)

∥∥ =
∥∥∥F−1

[(
1 + |ξ|2

) s
2 Ff(ξ)(.)

]∥∥∥
p
<∞.

7 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.1. DÉFINITION DE CERTAINS ESPACES FONCTIONELS Chapitre 1

1.1.5 Les espaces de Sobolev

Définition 1.7 Soient p ∈ [1,∞[ et s ∈ N∗. L’espace de sobolev W s
p (Rn) est l’ensemble de

toutes les fonctions f ∈ Lp(Rn) telles que ∂αf ∈ Lp(Rn) pour tout |α| ≤ s. L’espace de sobolev
est normé par ∥∥f | W s

p (Rn)
∥∥ =

∑
|α|≤s

‖∂αf‖p .

1.1.6 Les espaces de Triebel - Lizorkin

Nous allons définir les espaces de Triebel-Lizorkin qui jouent un rôle important en analyse
fonctionnelle. Pour cela, on rappelle la définition de la décomposition de Littlewood-Paley
d’une distrubition tempérée.

Soit ϕ ∈ S(Rn) telle que
(i) suppϕ̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2}.
(ii) ϕ̂(ξ) > 0 pour 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2.

(iii)
∑

j∈Z ϕ̂(2−jξ) = 1 pour ξ ∈ Rn \ {0}.
La construction de ϕ ne pose aucune difficulté, voir par exemble [2, Section 4.2], [3, Section

4.2]. On pose
ϕ̂0(ξ) = 1−

∑
j≥1

ϕ̂(2−jξ),

on obtient une fonction ϕ̂0 ∈ C∞(Rn), portée par la boule |ξ| ≤ 2. Notez que ϕ̂j(ξ) = ϕ̂(2−jξ)

où ϕj(x) = 2jnϕ(2jx), donc

suppϕ̂j ⊂
{
ξ ∈ Rn : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1

}
.

Dans tout ce qui suit, on fixe la partition de l’unité qui résulte∑
j≥0

ϕ̂j(ξ) = 1, (∀ξ ∈ Rn).

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution ∆j : S ′(Rn) → C∞(Rn),
définis par

F(∆jf)(ξ) = ϕj(ξ)f(ξ) Pour j = 1, 2, ....

et
F(∆0f)(ξ) = ϕ0(ξ)f(ξ).

Pour tout f ∈ S ′, la décomposition de Littlewood-Paley de f est

f =
∞∑
j=0

∆jf. (1.1)

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.

Remarque 1.3 Notre définition dépend de toute façon du choix de la couronne

8 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.1. DÉFINITION DE CERTAINS ESPACES FONCTIONELS Chapitre 1

{ξ ∈ Rn : 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2}, puis de ϕ.

Maintenant rappeler la définition de l’espace de Triebel - Lizorkin et quelque propriété.
Les espaces de Triebel-Lizorkin sont des généralisations des espaces de Lp et les espaces des
potontiels de Bessel Hs

p .

Définition 1.8 Soient s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de Triebel-Lizorkin F s
p,q est

l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) telles que

∥∥f | F s
p,q

∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2sjq |4jf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

<∞, si 0 < q <∞

et ∥∥f | F s
p,∞
∥∥ =

∥∥∥∥sup
j≥0

(
2sj |4jf |

)∥∥∥∥
p

<∞.

Remarque 1.4 Les espaces de F s
p,q sont indépendants du choix de la fonction ϕj.

Remarque 1.5
i) F s

p,q est un espace de Banach si min(p, q) ≥ 1.
ii) Soient s ∈ R, p, q0, q1 ∈ ]0,∞) tels que 0 < q0, q1 ≤ ∞ et ε > 0, alors

S ↪→ F s+ε
p,q0

↪→ F s
p,q1

↪→ S ′

et si 0 < q0 ≤ q1 ≤ ∞ on a
F s
p,q0

↪→ F s
p,q1
.

iii) Soient p0 < p et s− n
p0

= α− n
p
, alors

F s
p0,q

↪→ Fα
p,q.

et si 0 < q0 ≤ q1 ≤ ∞ on a
F s
p,q0

↪→ F s
p,q1
.

iv) Wm
p ↪→ F s

p,q pour tout entier m > s.

v) Si 1 < p <∞ on a F 0
p,2 = Lp.

vi) Si s ∈ R et 1 < p <∞ on a F s
p,2 = Hs

p et Fm
p,2 = Wm

p pour m = 1, 2, 3...

Pour une présentation détaillée de ces espaces, on pourra consulter [18] et [19].

1.1.7 Les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin

Présentons maintenant les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin qui sont des gé-
néralisation des espaces de Triebel-Lizorkin.

9 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.2. CERTAINES INÉGALITÉS DE BASE Chapitre 1

Définition 1.9 Soient s ∈ R, 0 < β ≤ ∞, 0 < q ≤ p ≤ ∞. L’espace de Morrey de type de
Triebel - Lizorkin noté MF s,β

p,q (Rn) est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ S ′ (Rn) telles que
‖f |MF s,β

p,q (Rn)‖ <∞, avec

‖f |MF s,β
p,q (Rn)‖ =

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

∣∣2js4j

∣∣β) 1
β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ ,
avec les modifications habituelles lorsque p =∞ et / ou q =∞.

Remarque 1.6 Les espaces de MF s,β
p,q sont indépendants du choix de la fonction ϕj.

Remarque 1.7
i) MF s,β

p,q est un espace de Banach si min(p, q) ≥ 1.
ii) Soient s ∈ R, 0 < β ≤ ∞, p, q0, q1 ∈ ]0,∞) tels que 0 < q0, q1 ≤ ∞ et ε > 0, alors

S ↪→MF s+ε,β
p,q0

↪→MF s,β
p,q1

↪→ S ′

iii) MF s,2
2,2 = F s

2,2 (Rn) = Hs
2 (Rn).

iv) MF s,p
p,p (Rn) = F s

p,p (Rn) = W s
p (Rn) , s ∈ N∗ et 1 ≤ p <∞.

v) MF 0,p
p,p (Rn) = F 0

p,p (Rn) = W 0
p (Rn) =Mp

p (Rn) = Lp (Rn)

1.2 Certaines inégalités de base

Proposition 1.1 (Inégalité de Hölder) Soit f ∈ Lq(Rn) et g ∈ Lq′(Rn), avec 1 ≤ q, q′ ≤ ∞
et 1

q
+ 1

q′
= 1. Alors f, g ∈ L1 (Rn) et

∥∥f · g | L1 (Rn)
∥∥ ≤ ‖f | Lq (Rn)‖

∥∥g | Lq′ (Rn)
∥∥.

Proposition 1.2 (Inégalité de Minkowski) Soient f, g ∈ Lq(Rn) et 1 ≤ q ≤ ∞. Alors
f + g ∈ Lq(Rn) et

‖f + g | Lq(Rn)‖ ≤ ‖f | Lq(Rn)‖+ ‖g | Lq(Rn)‖ .

Théorème 1.1 (Inégalité de Minkowski généralisée) Soient 0 < γ ≤ β ≤ ∞ et
{fj}∞j=0 ⊂ LγLoc(Rn). Alors on a

(
∞∑
j=1

(∫
Rn
|fj(x)|γ dy

)β
γ

dx

) 1
β

≤ c

∫
Rn

(
∞∑
j=1

|fj(x)|β dx

) γ
β

dy

 1
γ

.

Lemme 1.1 ([14]) Soit 0 < β ≤ ∞ et δ > 0. Pour tout suite{gj}∞j=0 de fonction mesurable
non négative sur Rn, on admet que Gj =

∑∞
k=0 2−|k−j|δgk. Alors∥∥{Gj}∞j=0

∥∥
`β
≤ C

∥∥{gj}∞j=0

∥∥
`β
, (1.2)

10 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.3. LA FONCTION MAXIMALE Chapitre 1

où C ≡ C(β, δ) est une constante positive ne dépendant que de β et δ.

1.3 La fonction maximale

Nous rappelons d’abord la définition de la fonction maximale

Définition 1.10 Pour tout fonction f localement intégrable, on définit la fonction maximale
de Hardy–Littlewood par

Mg(x) := sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)| dy (x ∈ Rn).

Si t ∈ (0,∞), alors on définit Mtg(x) =
[
M |g|t

]1/t
(x) pour x ∈ Rn.

Dans [13], J. Peetre a introduit l’opérateur maximal de Peetre classique

Définition 1.11 Soit f ∈ S ′, k ∈ Z, t > 0 et a > 0. On définit les fonctions maximales de
Peetre (ψ∗kf)a(x) et (ψ∗t f)a(x) par

(ψ∗kf)a(x) = sup
y∈Rn

|ψk ∗ f(x+ y)|
(1 + 2k |y|)a

, x ∈ Rn

et l’opérateur maximaux forme continue par

(ψ∗t f)a(x) = sup
y∈Rn

|ψk ∗ f(y)|
(1 + |y| /t)a

, x ∈ Rn,

où ψk = 2knψ(2k·), k ∈ N et ψt ≡ t−nψ(t−1·) pour t ∈ (0,∞).

Proposition 1.3 ([16]) Soit 1 < p <∞ et 1 < q ≤ ∞.Alors
(i) Si θ ∈ L1(Rn) et f ∈ L1

loc(Rn)on a∣∣∣(t−nθ ( ·
t

))
∗ f(x)

∣∣∣ ≤ ‖θ‖1Mf(x), (∀t > 0,∀x ∈ Rn) .

(ii) Il existe une constante c = c(n, p) > 0 telle que pour tout f ∈ Lp on a

‖Mf‖p ≤ c ‖f‖p .

(iii) Il existe une constante c > 0 telle que l’inégalité suivante∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

(Mfj)
q

)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

.

est vérifiée,pour toute suite des fonctions de distribution {fj}j∈N localement Lebesgue-
intégrables.

11 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.3. LA FONCTION MAXIMALE Chapitre 1

Proposition 1.4 Soient 0 < t, b <∞ et f une fonction telle que suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ b} .
Alors pour tout x ∈ Rn, on a

sup
y∈Rn

|f(x− y)|
(1 + |y|)n/t

≤ c(Mtf(x)).
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Chapitre 2

Les espaces de Morrey à exposant variable

Dans ce chapitre nous rappelons les notions essentielles et nécessaires pour la suite, en
particulier l’espace semi-modulaire, l’espace modulaire, l’espace de Lebesgue et l’espace de
Morrey à exposant variable, quelques propriétés principales. Nous rappelons aussi quelques
inégalités classiques. Nous étudierons aussi la continuité de la fonction maximale à valeurs
vectorielles dans les espaces de Morrey à exposant variable.

2.1 L’espace de Lebesgue a exposant variable

Dans cette section, on définit les espaces de Lebesgue à exposant variable. Nous commençons
par l’espace semi-modulaire ou l’espace modulaire et la norme.

2.1.1 L’espace semi-modular

On définit quelque notion de fonction modular et l’espace semi-modular.

Définition 2.1 Soit X un espace vectoriel réel. Une fonction % : X → [0,∞] est dit semi-
modular sur X si les propriétés suivants sont vérifiés.

i) %(0) = 0.

ii) %(λx) = %(x) pour tout x ∈ X,λ ∈ R avec |λ| = 1.

iii) % est convexe.
iv) % est continu à gauche.
v) %(λx) = 0 pour tout λ > 0 implique x = 0.
vi) Une semi-modular % est dit modular si

%(x) = 0⇒ x = 0.

vii) Est dit continu si

L’application λ→ %(λx) est continu sur [0,∞) pour tout x ∈ X.

13



2.1. L’ESPACE DE LEBESGUE A EXPOSANT VARIABLE Chapitre 2

Exemple 2.1
i) Si 1 ≤ p <∞ alors

%p(f) :=

∫
Ω

|f(x)|p dx.

Défini une modular continu sur l’espace des fonctions mesurables sur X.
ii) Soit ϕ∞(t) :=∞ · χ(1,∞)(t) pour tout t ≥ 0, i,e.

ϕ∞(t) =

{
∞ t ∈ (1,∞),

0 t ∈ [0, 1] .

Alors
%∞(f) :=

∫
Ω

ϕ∞ (|f(x)|) dx.

Défini une semi-modular sur l’espace des fonctions mesurables sur X mais n’est pas
continu.

iii) Soit w ∈ L1
loc(Ω) avec w > 0 presque partout et 1 ≤ p <∞. Alors

%(f) :=

∫
Ω

|f(x)|pw(x)dx.

Défini une modular continu sur l’espace des fonctions mesurables sur X.

Proposition 2.1 ([6]) Soit X un espace vectoriel réel et % une semi modular sur X.
Puisque % est positif et convexe et %(0) = 0 ce que implique que λ→ %(λx) n’est pas décroissant
sur [0,∞) pour tout x ∈ X, de plus

%(λx) = %(|λ|x) ≤ |λ| %(x) pour tout |λ| ≤ 1

%(λx) = %(|λ|x) ≥ |λ| %(x) pour tout |λ| ≥ 1

Définition 2.2 Soit X un espace vectoriel réel et % une semi-modular ou modular sur X alors

X% :=
{
x ∈ X : lim

λ→0
%(λx) = 0

}
,

est dit espace semi-modular ou espace modular. On peut définir X% par un d’autre formule

X% := {x ∈ X, ∃∀λ > 0 : %(λx) <∞} .

2.1.2 Exposant variable

Dans cette sous-section, nous commençons par les propriétés de base et la notation de
l’exposant variable. Soit l’ensemble ouvert Ω ⊂ Rn nous mettons

P0(Ω) := {p mesurable : p(·) : Ω→ [c,∞[ pour tout c > 0}.

Les éléments de P0(Ω) sont appelés fonctions exposantes ou simplement exposants.
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Notation 2.1 On note par

P(Ω) := {p mesurable : p(·) : Ω ⊂ Rn → [1,∞[} .

Étant donné que p ∈ P0(Ω) et un ensemble E ⊆ Ω, soit

p−(E) = essinfx∈Ep(x), p+(E) = esssupx∈Ep(x).

Si le domaine E = Ω = Rn nous allons simplement écrire

p− = p−(Rn), p+ = p+(Rn).

Définition 2.3 Soit l’ensemble ouvert Ω ⊂ Rn et p ∈ P0(Ω). L’espace de Lebesgue Lp(·)(Ω)

être l’ensemble de toutes les fonction f mesurable telles que

%p(·)(f/λ) =

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

<∞, pour tout λ > 0.

Equipé de la quasi norm suivant

‖f‖Lp(·)(Ω) := inf
{
λ > 0 : %p(·)(f /λ) ≤ 1

}
.

Si Ω = Rn, nous écrivons souvent ‖f‖p(·)au lieu de ‖f‖Lp(·)(Rn).

Remarque 2.1 Si p(·) = p est constante, alors la définition 2.3 est équivalente à la norme
classique sur Lp(Ω).Si p <∞ et ∫

Ω

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p = 1.

Alors
λ = ‖f‖Lp(Ω) .

il en est de même si p =∞.

Proposition 2.2 ([6]) Soit p, q ∈ P(Ω) et supposons que |Ω| < ∞. Alors, l’injection conti-
nuité

Lq(·)(Ω) ↪→ Lp(·)(Ω)

est vérifiée si et seulement si
p(·) ≤ q(·).

Par le lemme 6 de [1], nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.1 ([1]) Soit p(·) satisfaisant la condition logarithmique sur Rn. Alors il existe une
constante positive C telle que pour tout x ∈ Rn et r > 0, on a

C−1 |B(x, r)|
1

p(x) ≤
∥∥χB(x,r)

∥∥
p(·) ≤ C |B(x, r)|

1
p(x) .
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L’inégalité de Hölder dans les espaces de Lebesgue à exposant variable a la forme suivante
(voir par exemple [9], [15]) :

Proposition 2.3 (Inégalité de Hölder) Soit p ∈ P(Ω), f ∈ Lp(·)(Rn) et g ∈ Lp′(·)(Rn), avec
1
q(·) + 1

q′(·) = 1. Alors f, g ∈ L1 (Rn) et

∥∥f · g | L1 (Rn)
∥∥ ≤ c

∥∥f | Lq(·) (Rn)
∥∥∥∥g | Lq′(·) (Rn)

∥∥.
2.2 Les espaces de Morrey à exposant variable

Dans cette section, on définit les espaces de Morrey à exposant variable et nous donnons
quelques propriétés.

Définition 2.4 Une fonction p ∈ C(Rn) est dite localement log-Hölder continue, abrégée p ∈
C log
loc (Rn), s’il existe A > 0 telle que pour tout x, y ∈ Rn

|p(x)− p(y)| ≤ A

log (e+ 1/ |x− y|)
.

Une fonction p est dite globalement log- Hölder continue, abrégée p ∈ C log(Rn), si p est locale-
ment log-Hölder continue et si il existe p∞ ∈ R tel que pour tout x ∈ Rn

|p(x)− p∞| ≤
A

log(e+ |x|)
.

Soit B(Rn) l’ensemble de tous les p(·) ∈ P(Rn) tels que l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood
M est borné sur Lp(·)(Rn).On écrit p(·) ∈ P log(Rn), si p(·) ∈ P0(Rn) et 1/p(·) ∈ C log(Rn).

Lorsque p(·) ∈ P0(Rn), alors 1/p(·) ∈ C log(Rn) est équivalent à p(·) ∈ C log(Rn). Si p(·) ∈
P log(Rn), alors on a pour tout p0 < p− queM est borné sur Lp(·)/p0(Rn) ou, de façon équivalente,
que Mt est borné sur Lp(·)(Rn), où t = min(1, p0).

Définition 2.5 Soit Ω un ensemble ouvert non vide dans Rn. On dit qu’une fonction p(·)
satisfait la condition logarithmique (p ∈ CL(Ω)) s’il existe une constante positive A telle que

|p(x)− p(y)| ≤ A

− ln |x− y|
, pour tout x, y ∈ Ω satisfaisant |x− y| ≤ 1

2
.

Remarque 2.2 Si p ∈ C log(Rn), alors p satisfait la condition logarithmique.

Nous donnons maintenant la définition de l’espace de Morrey avec l’exposant variable.

Définition 2.6 Soit p(·), q(·) ∈ P0(Rn) avec 0 < q− ≤ q(x) ≤ p(x) ≤ p+ < ∞ pour tout
x ∈ Rn. L’espace Mp(·)

q(·)(R
n) être l’ensemble de toutes les fonctions mesurables f ∈ Lq(·)loc (Rn),

telles que ∥∥∥f | Mp(·)
q(·)(R

n)
∥∥∥ = sup

x∈Rn,r>0
rn( 1

p(x)
− 1
q(x)

)
∥∥f | Lq(·)(B(x, r))

∥∥ <∞.
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Remarque 2.3
i) Mp(·)

q(·)(R
n) est un espace de Banach si min(p, q) ≥ 1.

ii) Soit 1 < (q1)− ≤ q1(·) ≤ q2(·) ≤ (q2)+ <∞ et soit q1, q2 ∈ CL(Ω). Alors

Mp(·)
q2(·)(R

n) ↪→Mp(·)
q1(·)(R

n).

iii) Si p(·) = q(·), on aMp(·)
p(·) (Rn) = Lp(·) (Rn).

iv) Si p(x) ≡ p et q(x) ≡ q sont des constantes, l’espace Mp(·)
q(·)(R

n) coïncide avec l’espace
de Morrey classiqueMp

q(Rn).

2.3 La continuité de la fonction maximale

Dans cette section, on va étudie la continuite de la fonction maximale sur les espace de
Morrey à exposant variable.

Lemme 2.2 Soit 0 < β ≤ ∞ et δ > 0 p(·), q(·) ∈ P0(Rn) avec 0 < q− ≤ q(x) ≤ p(x) ≤ p+ <

∞ pour tout x ∈ Rn. Pour toute suite {gj}∞j=0 de fonctions mesurables non négatives sur Rn,
notons Gj =

∑∞
k=0 2−|k−j|δgk. Alors∥∥∥{Gj}∞j=0 | M

p(·)
q(·)(`β)

∥∥∥ ≤ C1

∥∥∥{gj}∞j=0 | M
p(·)
q(·)(`β)

∥∥∥ (2.1)

et ∥∥∥{Gj}∞j=0 | `β(Mp(·)
q(·))
∥∥∥ ≤ C2

∥∥∥{gj}∞j=0 | `β(Mp(·)
q(·))
∥∥∥ (2.2)

où C1 = C1(β, δ) et C2 = C2(p(·), q(·), β, δ) sont des constantes positives.
Preuve. Par le lemme 1.1, nous obtenons (2.1) immédiatement à partir de (1.2). Nous

prouvons maintenant (2.2) en considérant deux cas sur q−.
Cas 1 : Si q− ≥ 1. Puisque ‖·‖Mp(·)

q(·)
est une norme, par l’inégalité de Minkowski, on a

∥∥∥Gj | Mp(·)
q(·)

∥∥∥ ≤ ∞∑
k=0

2−|k−j|δ
∥∥∥gk | Mp(·)

q(·)

∥∥∥ .
Par conséquent, (2.2) découle du lemma 1.1.

Cas 2 : Si q− < 1. Dans ce cas nous choisissons 0 < q0 < q− tel que q−(·) = q(·)/q0 > 1.
On a alors∥∥∥{Gj}∞j=0 | `β(Mp(·)

q(·))
∥∥∥q0 =

∥∥∥{Gq0
j }∞j=0 | `q/q0(M

p(·)/q0
q(·) )

∥∥∥ .
∥∥∥{gq0j }∞j=0 | `q/q0(M

p(·)/q0
q(·) )

∥∥∥
∼

∥∥∥{gj}∞j=0 | `β(Mp(·)
q(·))
∥∥∥q0 .

Ainsi (2.2) est vérifié, ce qui complète la preuve du lemme 2.2.

Lemme 2.3 ([8]) Soit q ∈ P log(Rn), p(·) ∈ P(Rn) avec 1 < q− ≤ q(x) ≤ p(x) ≤ p+ < ∞,
pour tout x ∈ Rn. Alors l’opérateur maximale de Hardy-Littlewood M est borné surMp(·)

q(·)(R
n).
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De plus, il existe une constante positive C telle que pour tout f ∈Mp(·)
q(·)(R

n) on a∥∥∥Mf | Mp(·)
q(·)(R

n)
∥∥∥ ≤ C

∥∥∥f | Mp(·)
q(·)(R

n)
∥∥∥ .

Lemme 2.4 ([16]) Si p(·) ∈ B(Rn) et 1 < β ≤ ∞, alors il existe une constante positive C
telle que pour toutes les séquences {fj}∞j=0 de fonctions localement intégrables,

∥∥{Mfj}∞j=0 | Lp(·)(`β)
∥∥ ≤ C

∥∥{fj}∞j=0 | Lp(·)(`β)
∥∥ .

Le théorème suivant donne la continuité de l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood à
valeurs vectorielles dans les espaces de Morrey à exposant variable.

Théorème 2.1 ([4]) Soit 1 < β ≤ ∞ et q(·) ∈ C log(Rn), p(·) ∈ P(Rn) avec 1 < q− ≤ q(x) ≤
p(x) ≤ p+ <∞, x ∈ Rn. Alors il existe une constante positive C telle que pour toutes les suites
{fj}∞j=0 de fonctions localement intégrables sur Rn, on a∥∥∥∥∥∥

(
∞∑
j=0

|Mfj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ .
Preuve. Soit

(∑∞
j=0 |Mfj|β

)1/β

∈Mp(·)
q(·)(R

n). On chosit n’importe quel x0 ∈ Rn, et on écrit

fj(x) ≡ f 0
j (x) +

∞∑
i=1

f ij(x),

où f 0
j ≡ χB(x0,2r)fj et f ij ≡ χB(x0,2i+1r)\B(x0,2ir)fj pour i ∈ N.

Tout d’abord, nous estimons
(∑∞

j=0

∣∣Mf 0
j

∣∣β)1/β

sur B(x0, r), par le lemme 2.4, on a

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

∣∣Mf 0
j

∣∣β)1/β

| Lq(·)(Rn)

∥∥∥∥∥∥ .

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

∣∣f 0
j

∣∣β)1/β

| Lq(·)(Rn)

∥∥∥∥∥∥
. r

n( 1
q(x0)

− 1
p(x0)

)

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ .
Ainsi,∥∥∥∥∥∥

(
∞∑
j=0

∣∣Mf 0
j

∣∣β)1/β

| Lq(·)(B(x0, r))

∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

∣∣Mf 0
j

∣∣β)1/β

| Lq(·)(Rn)

∥∥∥∥∥∥
. r

n( 1
q(x0)

− 1
p(x0)

)

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ .
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Donc, on obtient∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

∣∣Mf 0
j

∣∣β)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ .

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ .
Il reste à estimer

(∑∞
j=0

∣∣M (∑∞
i=1 f

i
j

)
(x)
∣∣β)1/β

sur B(x0, r). Par l’inégalité de Minkowski gé-
néralisée, on a (

∞∑
j=0

∣∣Mf ij(x)
∣∣β)1/β

.

[
∞∑
j=0

(
(2ir)−n

∫
Rn

∣∣f ij(y)
∣∣ dy)β]1/β

. (2ir)−n
∫
Rn

(
∞∑
j=0

∣∣f ij(y)
∣∣β)1/β

dy.

Puisque 1 < q−, alors q′(·) ∈ C log(Rn) également. Ainsi, en utilisant le lemme 2.1 pour q(·) et
q′(·) et l’inégalité de Hölder, nous avons∥∥∥∥∥∥

[
∞∑
j=0

Mβ

(
∞∑
i=1

f ij

)]1/β

| Lq(·)(B(x0, r))

∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=0

(
∞∑
i=1

M(f ij)

)β
1/β

| Lq(·)(B(x0, r))

∥∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

(
∞∑
j=0

Mβ(f ij)

)1/β

| Lq(·)(B(x0, r))

∥∥∥∥∥∥
.

∞∑
i=1

(2ir)−n ‖1‖Lq(·)(B(x0,r))

∫
B(x0,2i+1r)

(
∞∑
j=0

|fj(y)|β
)1/β

dy

.
∞∑
i=1

(2ir)−n ‖1‖Lq(·)(B(x0,r))
‖1‖Lq′(·)(B(x0,2i+1r))

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Lq(·)(B(x0, 2
i+1r))

∥∥∥∥∥∥
.

∞∑
i=1

(2ir)−nrn/q(x0)(2i+1r)n/q
′(x0)(2i+1r)

n
(

1
q(x0)

− 1
p(x0)

) ∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥
.

∞∑
i=1

(2i)
− n
p+ r

n( 1
q(x0)

− 1
p(x0)

)

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ .
alors ∥∥∥∥∥∥

(
∞∑
j=0

|Mfj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

|fj|β
)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ .
Ceci termine la preuve du théoréme 2.1.
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Chapitre 3

Les espaces de Morrey de type de
Triebel-Lizorkin à exposant variable

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin à ex-
posant variable et étudions certaines propriétés principaux. Plus précisément la caractérisation
par la fonction maximale de Peetre.

3.1 Définitions et quelques propriétés

Nous présentons maintenant la définition des espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin
MF s,β

p(·)q(·)(R
n) à exposant variable comme suit.

Définition 3.1 Soit s ∈ R, 0 < β ≤ ∞, p, q ∈ P0(Rn) avec 0 < q− ≤ q(x) ≤ p(x) ≤ p+ < ∞
pour tout x ∈ Rn. L’espace de Morrey de type de Triebel-Lizorkin MF s,β

p(·),q(·)(R
n) a exposant

variable est défini par

MF s,β
p(·),q(·)(R

n) =
{
f ∈ S ′(Rn) :

∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥ <∞} ,

où ∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=0

∣∣2js(ϕj ∗ f)
∣∣β) 1

β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥
Remarque 3.1 Les espaces de MF s,β

p(·),q(·) sont indépendants du choix de la fonction ϕj.

Remarque 3.2
i) MF s,β

p(·),q(·) est un espace de Banach si min(p, q) ≥ 1.
ii) Soient s,∈ R, 0 < β ≤ ∞, p(·), q0(·), q1(·) ∈ ]0,∞) tels que 0 < q0(·), q1(·) ≤ ∞ et

ε > 0, alors
S ↪→MF s+ε,β

p(·),q0(·) ↪→MF s,β
p(·),q1(·) ↪→ S

′

iii) Si p(·) = q(·) = 2, on a MF s,2
2,2 = F s

2,2 (Rn) = Hs
2 (Rn).

iv) Si p(·) = q(·) = p, on a MF s,p
p,p (Rn) = F s

p,p (Rn) = W s
p (Rn) , s ∈ N∗ et 1 ≤ p <∞.
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v) Si p(·) = q(·) = p, on a MF 0,p
p,p (Rn) = F 0

p,p (Rn) = W 0
p (Rn) =Mp

p (Rn) = Lp (Rn)

Cette lemme joue un rôle important dans la preuve de la théoreme.

Lemme 3.1 ([14]) Soit µ, υ ∈ S(Rn), M ≥ −1 un entier et Dτ µ̂(0) = 0 pour tout |τ | ≤ M .
Alors, pour tout N > 0, il existe une constante positive C(N), dépendant de N tel que pour
tout t ∈ (0, 2],

sup
z∈Rn
|µt ∗ υ(z)| (1 + |z|)N ≤ C(N)tM+1.

3.2 Quelques caractérisations équivalentes

Dans cette section, nous montrons que la définition 3.1 est indépendante du choix des
fonctions ϕ. En effet, nous caractériserons ces espaces en termes de fonctions maximales de
Peetre. Pour cela, nous avons besoin de plus de notations. Soit φ0, φ ∈ S(Rn), ε > 0, S ≥ −1

tel que ∣∣∣φ̂0(ξ)
∣∣∣ > 0 sur {|ξ| < 2ε} , (3.1)∣∣∣φ̂(ξ)
∣∣∣ > 0 sur {ε/2 < |ξ| < 2ε} ,

et
Dτ φ̂(0) = 0 pour tout |τ | ≤ S. (3.2)

Théorème 3.1 ([4]) Soit s < S + 1, a ∈ R et q(·) ∈ P log(Rn), p(·) ∈ P0(Rn) avec 0 <

q− ≤ q(x) ≤ p(x) ≤ p+ < ∞, x ∈ Rn. Soit φ0, φ ∈ S(Rn) satisfaisant (3.1) et (3.2). Si
a > n/min(q−, β), alors l’espace MF s,β

p(·),q(·)(R
n) est caractérisé par

MF s,β
p(·),q(·)(R

n) =

{
f ∈ S ′(Rn) :

∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(i)

<∞
}
, i ∈ {1, ..., 5} ,

où ∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(1)

=
∥∥∥φ0 ∗ f | Mq(·)

p(·)(R
n)
∥∥∥

+

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

t−sβ |(φt ∗ f)(·)|β dt
t

)1/β

| Mq(·)
p(·)(R

n)

∥∥∥∥∥ , (3.3)∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(2)

=
∥∥∥φ0 ∗ f | Mq(·)

p(·)(R
n)
∥∥∥

+

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

[
t−s(φt ∗ f)a

]β dt
t

)1/β

| Mq(·)
p(·)(R

n)

∥∥∥∥∥ , (3.4)
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∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(3)

=
∥∥∥φ0 ∗ f | Mq(·)

p(·)(R
n)
∥∥∥ (3.5)

+

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

t−sβ
∫
|z|<t
|(φt ∗ f)(·+ z)|β dz dt

tn+1

)1/β

| Mq(·)
p(·)(R

n)

∥∥∥∥∥ ,∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(4)

≡

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=0

[
2ks(φk ∗ f)a

]β)1/β

| Mq(·)
p(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ , (3.6)

∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(5)

≡

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=0

2ksβ |φk ∗ f |β
)1/β

| Mq(·)
p(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥ . (3.7)

De plus
{
‖·‖(i)

MF s,β
p(·),q(·)(R

n)

}5

i=1

sont équivalents.

Preuve. L’idée de la preuve provient de [20]. Tout d’abord, nous prouvons l’équivalence
des caractérisations "continues" 3.3 et 3.4, l’étape suivante consiste à construire la pont entre
les caractérisation"continues" 3.4 et"discrètes"3.6 et de passer du systéme (φ0, φ) à un systéme
(ψ0, ψ) l’équivalence de (3.6) et (3.7) est parallèle à (3.3) et (3.4). En effet, la définition 3.1
peut être vue comme un cas spécial de cas particulier de (3.7).
Étape 1 : Nous allons prouver les inégalités suivantes∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(2)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(1)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(2)

Pour tout f ∈ S ′(Rn). Soit N ∈ N0, I ∈ N et a < N . Par la preuve de théorème 2.6 dans [20],
on a que pour tout x ∈ Rn et tout t ∈ [1, 2],

(φ∗2−ltf)a (x)r .
∑
k∈N0

2−kNr2(k+l)n

∫
Rn

|((φk+l)t ∗ f) (y)|r

(1 + 2l |x− y|)ar
dy. (3.8)

Si nous choisissons r < min{q−, β}, nous appliquons la norme
(∫ 2

1
|·|β/r dt

t

)r/β
des deux côtés et

utilisons l’inégalité de Minkowski pour les intégrales, ce qui donne

(∫ 2

1

∣∣(φ∗2−ltf)a (x)
∣∣β dt

t

)r/β
.
∑
k∈N0

2−kNr2(k+l)n

∫
Rn

(∫ 2

1
|((φk+l)t ∗ f) (y)|β dt

t

)r/β
(1 + 2l |x− y|)ar

dy. (3.9)

Si ar > n, on a gl(y) = 2nl

(1+2l|y|)ar ∈ L
1(Rn) et on observe que

(∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(x)
∣∣β dt

t

)r/β
.
∑
k∈N0

2−kNr2kn2lsr

[
gl ∗

(∫ 2

1

|((φk+l)t ∗ f) (·)|β dt
t

)r/β]
(x).

Nous utilisons maintenant la proposition 1.3/(i) et continuons à estimer

(∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(x)
∣∣β dt

t

)r/β
.
∑
k∈N0

2lsr2k(−Nr+d)M

[(∫ 2

1

|((φk+l)t ∗ f) (·)|β dt
t

)r/β]
(x).
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Un changement d’index sur le côté droit donne

(∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(x)
∣∣β dt

t

)r/β
.
∑

k∈l+N0

2lsr2(k−l)(−Nr+n)M

[(∫ 2

1

|((φk)t ∗ f) (·)|β dt
t

)r/β]
(x).

∼
∑

k∈l+N0

2(l−k)(Nr−n+rs)2krsM

[(∫ 2

1

|((φk)t ∗ f) (·)|β dt
t

)r/β]
(x).

On choisit maintenant 1/a < r < min{q−, β}, N > max{0,−s}+a et mettre δ = N+s−n/r >
0, pour I ∈ N on obtient

(∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(x)
∣∣β dt

t

)r/β
.
∑

k∈l+N0

2−δr|l−k|2krsM

[(∫ 2

1

|((φk)t ∗ f) (·)|β dt
t

)r/β]
(x).

Appliquons maintenant le lemme 2.2 dansMp(·)/r
q(·)/r(`β/r) ce qui donne∥∥∥∥∥

{(∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(·)
∣∣β dt

t

)r/β}∞
l=0

| Mp(·)/r
q(·)/r(`β/r)

∥∥∥∥∥
.

∥∥∥∥∥
{
M

[(∫ 2

1

∣∣2ks ((φk)t ∗ f) (·)
∣∣β dt

t

)r/β]}∞
k=0

| Mp(·)/r
q(·)/r(`β/r)

∥∥∥∥∥ .
Ensuite, en utilisant le théorème 2.1, on obtient∥∥∥∥∥

{(∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(·)
∣∣β dt

t

)r/β}∞
l=0

| Mp(·)/r
q(·)/r(`β/r)

∥∥∥∥∥
.

∥∥∥∥∥
{
M

[(∫ 2

1

∣∣2ks ((φk)t ∗ f) (·)
∣∣β dt

t

)r/β]}∞
k=0

| Mp(·)/r
q(·)/r(`β/r)

∥∥∥∥∥
.

∥∥∥∥∥
{(∫ 2

1

∣∣2ks ((φk)t ∗ f) (·)
∣∣β dt

t

)r/β}∞
k=0

| Mp(·)/r
q(·)/r(`β/r)

∥∥∥∥∥
∼

∥∥∥∥∥
{(∫ 2

1

∣∣2ks ((φk)t ∗ f) (·)
∣∣β dt

t

)1/β
}∞
k=0

| Mp(·)/r
q(·)/r(`β/r)

∥∥∥∥∥
r

.

Donc, on obtient ∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

∣∣λ−s(φ∗λf)a(·)
∣∣β dλ

λ

)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥
∼

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
l=0

∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(·)
∣∣β dt

t

)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥
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=

∥∥∥∥∥
(∫ 2

1

∣∣2ls(φ∗2−ltf)a(·)
∣∣β dt

t

)1/β

| Mp(·)
q(·)(`β)

∥∥∥∥∥
.

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

∣∣λ−s(φλ ∗ f)(·)
∣∣β dλ

λ

)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥ .
Ceci prouve que

∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(2)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(1)

. Puisque l’inégalité inverse est
triviale, ceci termine l’étape 1.
Étape 2 : Soit ψ0, ψ ∈ S ′(Rn) soient des fonctions satisfaisant (3.1) et (3.2).
Sous-étape 2.1 : Nous allons prouver que∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n, ψ)

∥∥∥(4)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n, φ)

∥∥∥(2)

, (3.10)

pour tout f ∈ S ′(Rn).
Par la preuve de théorème 2.6 dans [20] à nouveau, on a que pour tout x ∈ Rn et tout t ∈ [1, 2],

2ls(ψ∗l f)a(x) .
∑
k∈N0

2−|k−l|δ2ks(φ∗2−ktf)a(x).

Supposons d’abord que β ≥ 1. Ensuite on prend des deux côtés
(∫ 2

1
|·|β dt/t

)1/β

, ce qui donne

2ls(ψ∗l f)a(x) .
∑
k∈N0

2−|k−l|δ2ks
(∫ 2

1

|(φ∗2−ktf)a(x)|β dt
t

)1/β

.

L’application du lemme 2.2 donne

∥∥∥{2ls(ψ∗l f)a
}∞
l=0
| Mp(·)

q(·)(`β)
∥∥∥ .

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=0

2ksβ
∫ 2

1

|(φ∗2−ktf)a|β
dt

t

)1/β

| Mp(·)
q(·)(R

n)

∥∥∥∥∥∥
qui donne le résultat recherché.
Dans le cas où β < 1. On a

(
2ls(ψ∗l f)a(x)

)β
.
∑
k∈N0

2−|k−l|δ2ksβ
∫ 2

1

|(φ∗2−ktf)a(x)|β dt
t
.

Remarquant que le côté droit n’est rien d’autre qu’une convolution (γ ∗ a)` des suites

γk = 2−|k|δβ et αk = 2ksβ
∫ 2

1

|(φ∗2−ktf)a(x)|β dt
t
.

Nous appliquons maintenant la norme `1 aux deux côtés et obtenons pour tout les x ∈ Rn

∥∥{2ls(ψ∗l f)a(x)
}∞
l=0

∥∥β
`β
≤ ‖γ‖`1 · ‖α‖`1 .

∞∑
k=0

2ksβ
∫ 2

1

|(φ∗2−ktf)a(x)|β dt
t
.
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Nous prenons les deux côtés au pouvoir (· · ·)1/βet appliquons la normeMp(·)
q(·)(R

n). Cella donne
(3.10).
Sous-étape 2.2 : Avec des arguments similaires et des modifications évidentes de la sous-étape
2.1 nous obtenons pour tout f ∈ S ′(Rn),∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n, φ)

∥∥∥(2)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n, ψ)

∥∥∥(4)

.

Étape 3 : En choisissant t = 1 à l’étape 1 et en omettant l’intégration sur t, on obtient
immédiatement∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(5)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(4)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(5)

.

Étape 4 : Il reste à montrer que (3.5) est équivalent au reste.
Sous-étape 4.1 : Prouvons∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(2)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(3)

. (3.11)

Nous revenons à (3.8), si |z| < 2−(l+k)t, par (3.8) et par déplacement de l’intégrale, nous
obtenons

(φ∗2−ltf)a(x)r ≤ CN
∑
k∈N0

2−kNr2(k+l)n

∫
Rn

|((φk+l)t ∗ f) (y + z)|r

(1 + 2l |x− y|)ar
dy. (3.12)

En effet, nous avons

1 + 2l |x− y| ≤ 1 + 2l (|x− (y + z)|+ |z|)

. 1 + 2l(|x− (y + z)|) + 2−k

. 1 + 2l(|x− (y + z)|),

La dernière estimation découle du fait que k ∈ N0 dans la somme au lieu de l’intégrale
(
∫ 2

1
|·|β/r dt/t)r/β (voir l’étape 3),nous prenons maintenant des deux côtés de (3.12) la norme

(∫ 2

1

∫
|z|<t
|·|β/r dz dt

tn+1

)r/β
.

L’intégration sur z n’influence pas le côté gauche. Au lieu de (3.9), nous obtenons

(∫ 2

1

|(ψ∗2−ltf)a(x)|β dt
t

)r/β

.
∑
k∈N0

2−kNs2(k+l)n

∫
Rn

(∫ 2

1

∫
|z|<t |((φk+l)t ∗ f) (y + z)|β dz dt

tn+1

)r/β
(1 + 2l |x− y|)ar

dy.

Nous continuons avec des arguments analogues à ceux utilisés aprés (3.9) et nous aboutissons
à (3.11).
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Sous-étape 4.2 : Nous prouvons que∥∥∥f |MF s,β
p(·),q(·)(R

n)
∥∥∥(3)

.
∥∥∥f |MF s,β

p(·),q(·)(R
n)
∥∥∥(2)

,

puisque pour tout t > 0

1

tn

∫
|z|<t
|(φt ∗ f)(x+ z)| dz . sup

|z|<t

|(φt ∗ f)(x+ z)|
(1 + 1/t |z|)a

. (φ∗tf)a(x),

ceci implique la conclusion désirée, ce qui complète la preuve du théorème 3.1.
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Conclusion

Le but de ce travail en premier lieu est de donner les définitions et notions essentielles et
né cessaires, en particulier l’espace semi-modulaire, l’espace modulaire, l’espace de Lebesgue
et l’espace de Morrey à exposant variable et quelques propriétés principales. Nous étudierons
aussi la continuité de la fonction maximale à valeurs vectorielles dans les espaces de Morrey à
exposant variable.

D’autre part nous introduisons les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin à exposant
variable et étudions certaines propriétés principaux. Plus précisément la caractérisation par la
fonction maximale de Peetre.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin
MF s,β

p(·),q(·)(R
n) a exposant variable qui généralisent les espaces de Triebel-Lizorkin MF s,β

p,q (Rn),
les espaces de Morrey Mp(·)

q(·)(R
n) et les espaces de Lebesgue Lq(·)(Rn), ainsi que cer-

taines propriétés, comme la coïncidence avec d’autres espaces, les inclusions des uns dans
les autres. Cette étude nous a permet de présenter certains normes équivalente dans ses espaces.

Mots clés : Fonctions maximales, Espace de Triebel-Lizorkin, Espace de Morrey, Décom-
position de Littlewood-Paley, Les espaces de fonctions à exposant variable.

Abstract

The objective of this memory is to study the Morrey type Triebel-Lizorkin spaces with
variable exponent MF s,β

p(·),q(·)(R
n) which generalize the Triebel-Lizorkin spaces MF s,β

p,q (Rn),
Morrey spaces Mp(·)

q(·)(R
n) and Lebesgue spaces Lq(·)(Rn), as well as some properties, such as

coincidence with other spaces, inclusions of each other. This study has allowed us to present
some equivalent norms of its spaces.

Key words : Maximal functions, Triebel-Lizorkin spaces, Morrey spaces, Littlewood-Paley
decomposition, function spaces with variable exponent.
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