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Notation

N est la collection de tous les nombres naturals.
No =Nu{0}.

Z est 'ensemble de tout les nombres entiers.
R"™ est ’espace Euclidien.

la] = a3 + ... + ay, a; €Ng, i =1,...,n.

D = 9ol Jox (™ ...0xon.

Le produit scalaire de x = (1, ..., z,) et ¥y = (y1, ..., yn) est definie par

=1

| B| la mesure de Lebesgue de B CR".
Soient X; et X5 deux espaces X; — X, s’il existe ¢ > 0, telle que :

Ifllx, <clfllx,,  feXi

p’ est 'exposant conjugué de p o }—17 + [% =1

Si f:R™ — C est une fonction, le support de f est supp f = {z € R*: f(x) # 0}.
Lioe
R™.
D(R") = C(R") est l'espace des fonction C®(R") & support compact, D' (R") est le
dual de D(R™), appelé espace des distribution sur R".

(R™) est l'espace des fonctions mesurables sur R”, intégrables sur tout compact de

S(R™) est 'espace des fonctions C*°(R"™) a décroissance rapide sur R™ muni de semi

norme classique

pu(f) = sup sup (1+ |z[)"[0°f|,Vf € S(R").

zERM |a|<M

Le dual 8’(R™) est Iespace des distribution tempérées.

Si f € S(R™) sa transformée de Fourier est

n

FNEO=F1O = [ e @)



et sa transformée de Fourier inverse est

(Ff)() = f(2) = 2m)" / e f(€)de

n

e B(z,r) est la boule de centre z et de rayon r
B(z,r)={yeR": |y — x| <r}.

e La fonction caractéristique d’un ensemble E et notée par

1 z€e k&
XE(x):{O r ¢ FE

e L’expression A; < A, signifie que A; < C A, et Ay ~ A signifie que A; S As S Aj.



Introduction

Ces derniéres années, les espaces de régularité liés aux espaces de Morrey, en particulier
les espaces de Morrey, Morrey de type de Besov et Morrey de type de Triebel-Lizorkin,
ont attiré 'attention. Les espaces de Morrey classiques M{;(R”), 0 < g <p < oo, ont
été introduits par Ch. B. Morrey [11] et font partie de la classe plus large des espaces de
Morrey-Campanato (cf. [12]). Ils peuvent étre considérés comme un complément des espaces
de LP(R™), puisque ME(R") = LP(R"). A partir de cette famille de base M?(R"), différents
espaces de type Besov-Triebel-Lizorkin ont été définis ces derniéres années. Les espaces de
Besov-Triebel-Morrey ont été introduits par H. Kozono et M. Yamazaki pour étudier les
solutions des équations de Navier-Stokes [7]|. Et leurs applications aux EDP non linéaires dans
[7], [10] ont été étudiées plus en détail. Des années plus tard, les espaces & exposant variable

sont apparus.

Nous notons également que les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin a exposant
variable sont des généralisations des espaces de Morrey de type de de Triebel-Lizorkin [17] et

des espaces de Morrey a exposant variable [1].

Le but de ce mémoire est d’étudie certain propriétés principaux de ces espaces. Plus
précisément la caractérisation par la fonction maximale de Peetre. On s’est basée sur les
travaux du Jingjing Fu, Jingshi Xu [4], qu’ils ont étudié les espaces de Morrey de type de
Triebel-Lizorkin non homogéne a exposant variable, ol ils donnent certain normes equivalent.

Le mémoire se divise en trois chapitres.

Le premier chapitre est constitué des notions fondamentales sur quelques espaces fonction-
nels et inégalités qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le deuxiéme chapitre on donne les défnitions et les propriétés des espaces de Lebesgue
et les espaces de Morrey a exposant variable, quelques lemmes qui on utilisera par la suite
et en termine par étudie la continuité de 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood a valeurs
vectorielles sur ces espaces.

Dans le troisiéme chapitre on donne une caractérisation pour les espaces de Morrey de type
de Triebel-Lizorkin & exposant variable par la fonction maximale de Peetre et autre Normes

équivalente.



Chapitre 1
Préliminaires

Nous rappelons les notions essentielles et nécessaires pour la suite, en particulier ’espace
de Lebesgue, I'espace de Morrey, 'espace de Triebel-Lizorkin, quelques propriétés principales.

Nous rappelons aussi quelques inégalités classiques.

1.1 Définition de certains espaces fonctionels

1.1.1 Les espaces de suites

Définition 1.1 Soit 0 < p < 00. ¥, désigne l’espace des suites {aj}jeN qui vérifient

a5} e ol = (3 Jayl?) " < oo,
j=0

et

I {as}jen | loo| = SUP( |aj| ) < +oc.
j=0

Définition 1.2 Soient 0 < q < 0o, {y(E) (resp., E({,)) désigne Uespace des suites {a;} ey qui

vérifient
| {0} jen | €o(E Zu(mEn )1 <
(resp.., || {5} e | ECED| = |7 (lag1)) " | E|| < +00).
7=0

1.1.2 Les espaces de Lebesgue

Définition 1.3 Soient 0 < p < oo et Q C R™. On pose

LP(Q) ={f:Q — C, telle que f mesurable et || f | L* ()] < oo}

Hf\L”(Q)H:(/Q\f(x)\’”dx);, §0<p<oo

6
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1.1. DEFINITION DE CERTAINS ESPACES FONCTIONELS Chapitre 1

et

supess,cq [f(x)], Si p = 00.

Si Q =R", on pose LP (R™) = LP et || f | LP (R")|| = Hpr

Les espaces L? (2) sont des espaces de Banach pour 1 < p < 0.

1.1.3 Les espaces de Morrey

Les espaces de Morrey MP(IR"™), ont été introduits par C.B. Morrey en 1938, qui sont définis

comme suit.

Définition 1.4 Soient 0 < q < p < oco. L’espace de Morrey M{;(R") est l’ensemble des fonc-
tions f € L} .(R™) telles que

z€R™,r>0

1/q
If | ME@R™)| = sup [B(a,r)|/P~ (/ ( )\f(y)l"dy) < 0.

Remarque 1.1
e Les espaces M{]’(R”) sont des quasi-Banach pour 0 < q < p < 1 et des Banach pour
p=qz=1l
e Si0<p<gq<oo, Alors MP(R") = {0}.
o MB(R") = LP(R").

Il existe une autre définition de I'espace de Morrey donnée par Peetre [12] comme suit

Définition 1.5 Soient 0 < ¢ < oo, n > 1 et 0 < X\ < n, l'espace de Morrey L9*(R™) est
Uensemble des fonctions f € L] . (R™) telles que

IF1L9®)| = swp |Ble,n) (/ If(y)lqdy)q<oo-
B(z,r)

zER™,r>0

Remarque 1.2
e On a LTYO(R™) = LY(R") et L2™(R™) = L=(R").
Pour 1< q<ooetA>n, onaLPR") ={0}.
La notation LPA(R™) a été utilisée par peetre [12].
_ A(TPNY) n
Pour A = (1= 1) ou trowve L2*(R") = ME(R").

1.1.4 Les espaces de Bessel

Définition 1.6 Soient s € R et 0 < p < co. L'espace H;(R") est I'ensemble de toutes les
fonctions f € S'(R™) telles que

|1 @) = |7 [0+ 1) Fre) | < oo

7 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.1. DEFINITION DE CERTAINS ESPACES FONCTIONELS Chapitre 1

1.1.5 Les espaces de Sobolev

Définition 1.7 Soient p € [1,00[ et s € N*. L'espace de sobolev W3 (R™) est 'ensemble de
toutes les fonctions f € LP(R™) telles que 0*f € LP(R™) pour tout |a| < s. L’espace de sobolev

est normé par

11 WM =" o fll, -

laf<s

1.1.6 Les espaces de Triebel - Lizorkin

Nous allons définir les espaces de Triebel-Lizorkin qui jouent un role important en analyse
fonctionnelle. Pour cela, on rappelle la définition de la décomposition de Littlewood-Paley
d’une distrubition tempérée.

Soit ¢ € S(R") telle que

(i) suppp C { € R : 271 < €] < 2}

(i) (&) > 0 pour 271 < [¢] < 2.

(iii) ZjeZ P(277€) = 1 pour { € R™\ {0}.
La construction de ¢ ne pose aucune difficulté, voir par exemble [2, Section 4.2], [3, Section
4.2]. On pose

Po(§) =1->_ @(27%),

Jj=1
on obtient une fonction @y € C*(R"), portée par la boule || < 2. Notez que $;(§) = P(277¢€)
ol p;(x) = 27"p(27z), donc

suppp; C { e R : 271 < ¢ < 21}
Dans tout ce qui suit, on fixe la partition de I'unité qui résulte

¢ =1 (VEeR").

320

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution A; : §'(R") — C*(R"),
définis par

F(A; &) =9i(§)f(€)  Pour j=1,2,....

et
F(Aof)(€) = wol&) f(€)-

Pour tout f € &', la décomposition de Littlewood-Paley de f est
f=Y Af (1.1)
=0

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.

Remarque 1.3 Notre définition dépend de toute fagon du choizx de la couronne

8 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.1. DEFINITION DE CERTAINS ESPACES FONCTIONELS Chapitre 1

{€ e R : 271 < €] <23, puis de .

Maintenant rappeler la définition de ’espace de Triebel - Lizorkin et quelque propriété.
Les espaces de Triebel-Lizorkin sont des généralisations des espaces de LP et les espaces des

potontiels de Bessel H.

Définition 1.8 Soient s € R, 0 < p < oo et 0 < g < o0o. L'espace de Triebel-Lizorkin F;  est
Uensemble des f € S'(R™) telles que

Q=

Hf\F;’q”: (E 23jq|Ajf]q> < 00, si0<qg< oo
3=>0
P
et

< OQ.
P

1/ | Fyoll =

sup (25j ]Ajf\)
720

Remarque 1.4 Les espaces de F;  sont indépendants du choiz de la fonction ¢;.

Remarque 1.5
i) Fy, estun espace de Banach si min(p,q) > 1.
ii) Soient s € R, p, qo, 1 € ]0,00) tels que 0 < qo, ¢1 < 00 et € > 0, alors

Sy Fste ey 5y &

P90 p,q1
ets10<qgo<qu <00 ona
S S
FP»QO - FP»‘]l'

. n_ . n
iii) Soient py <p et s o=« p,alors

F;O#] - FISQ'
etsi0<qgo<q <00 ona
FquO — Flifh'
w) Wi — FJ . pour tout entier m > s.
v) Sil<p<ooonalkF),=L"
vi) Sis€Retl<p<ooonaly,=H etFh=W"pourm=1,23..

Pour une présentation détaillée de ces espaces, on pourra consulter [18] et [19].

1.1.7 Les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin

Présentons maintenant les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin qui sont des gé-

néralisation des espaces de Triebel-Lizorkin.

9 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.2. CERTAINES INEGALITES DE BASE Chapitre 1

Définition 1.9 Soient s € R, 0 < § < 00, 0 < ¢ < p < 0. L'espace de Morrey de type de
Triebel - Lizorkin noté MESP(R™) est Uensemble de toutes les fonctions f € S’ (R™) telles que
Hf\MF;f(R")H < 00, avec

| fIMESP®R™)| = lesa |ﬁ> | MPO(R™M)]

avec les modifications habituelles lorsque p = oo et / ou ¢ = 00
Remarque 1.6 Les espaces de MF;f sont indépendants du choix de la fonction ¢;.

Remarque 1.7
i)  MESP est un espace de Banach si min(p,q) > 1.
ii) Soient s € R,0 < <00, p, qo, ¢1 € ]0,00) tels que 0 < qo, q1 < 00 et e > 0, alors

S s MESTP <y MFSP <y &

p,q0 p,q1
iii) MFy5 = F5, (R") = H3 (R").
i) MES? (R™) = . (R™) = W (R"),s e N* et 1 < p < o0.
v) ME)D (R") = Fp, (R*) = W (R") = Mp(R") = L” (R")

1.2 Certaines inégalités de base

Proposition 1.1 (Inégalité de Holder) Soit f € LY(R") et g € LY (R"), avec 1 < ¢, ¢ < 00
et é + i = 1. Alors f,g € L' (R") et

1f-gl @D < IF 1 L@ g | L7 ®™) ).

Proposition 1.2 (Inégalité de Minkowski) Soient f,g € LI(R") et 1 < ¢ < oo. Alors
f+ge LYR") et
1f+g [ LARY[ <[ | LR+ [lg [ LT R

Théoréme 1.1 (Inégalité de Minkowski généralisée) Soient 0 < v < [ < oo et
{fj};io C L] .(R™). Alors on a

N 1
5

(i( Rnfj(ﬂf)Wdy)gdxy <c / (Z\fj Iﬁdx>ﬁdy

J=1

Lemme 1.1 ([14]) Soit 0 < 3 < oo et 0 > 0. Pour tout suite{g;}32, de fonction mesurable

non négative sur R™, on admet que G; = 7o 2~ k=3l g,.. Alors

K@ 2oll,, < € 1Haitll,, (1.2)

10 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.3. LA FONCTION MAXIMALE Chapitre 1

ou C' = C(p,9) est une constante positive ne dépendant que de [ et d.

1.3 La fonction maximale
Nous rappelons d’abord la définition de la fonction maximale

Définition 1.10 Pour tout fonction f localement intégrable, on définit la fonction maximale

de Hardy-Littlewood par

1 n
My(e) = sup e /B oy eR)

r>0
Sit € (0,00), alors on définit Myg(x) = [M |g|'] l/t (x) pour x € R™.
Dans [13], J. Peetre a introduit 'opérateur maximal de Peetre classique

Définition 1.11 Soit f € S',k € Z,t > 0 et a > 0. On définit les fonctions maximales de
Peetre (1. f)a(x) et (] f)a(x) par

. _ o e f@ 4y n
(wkf)a(x)—ysgﬂg o “ER

et 'opérateur mazimaux forme continue par

" _ [V * f(y)] n
(wtf)a(x) - yseuRPZL (1 i ‘y‘ /t)av T R ’

ot 1y, = 2Mp(28) kK € N et ¢y =t (t™1) pour t € (0, 00).

Proposition 1.3 ([16]) Soit 1 <p < oo et 1 < q < oo.Alors
(i) Si6 € L'(R") et f € L}, (R")on a

‘(f”& (t)) ¥ f(:v)’ <0, Mf(z),  (Vt>0,Yz € R").

(ii) 1l existe une constante ¢ = c¢(n,p) > 0 telle que pour tout f € L* on a

IM ], < el f]],-

113) Il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité suivante
q g

1/q

) 1/q 0o
(Z(ij>q> <c (Z !fj|q>

est vérifiée,pour toute suite des fonctions de distribution {f;}, y localement Lebesgue-

intégrables.

11 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.3. LA FONCTION MAXIMALE Chapitre 1

Proposition 1.4 Soient 0 < t, b < 0o et f une fonction telle que suppf C {£ € R™: |¢] < b}.

Alors pour tout x € R™, on a

Fa =)l
P W gy = (M @)

12 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



Chapitre 2
Les espaces de Morrey a exposant variable

Dans ce chapitre nous rappelons les notions essentielles et nécessaires pour la suite, en
particulier ’espace semi-modulaire, ’espace modulaire, 'espace de Lebesgue et l'espace de
Morrey a exposant variable, quelques propriétés principales. Nous rappelons aussi quelques
inégalités classiques. Nous étudierons aussi la continuité de la fonction maximale & valeurs

vectorielles dans les espaces de Morrey a exposant variable.

2.1 L’espace de Lebesgue a exposant variable

Dans cette section, on définit les espaces de Lebesgue a exposant variable. Nous commengons

par ’espace semi-modulaire ou I’espace modulaire et la norme.

2.1.1 L’espace semi-modular

On définit quelque notion de fonction modular et 'espace semi-modular.

Définition 2.1 Soit X un espace vectoriel réel. Une fonction o : X — [0,00] est dit semi-

modular sur X si les propriétés suivants sont vérifiés.
i) 0(0) =0.
i) o(A\x) = o(x) pour tout x € X, A € R avec |A\| = 1.
iii) o est convere.
i) o est continu a gauche.
v) o(Ax) =0 pour tout A > 0 implique x = 0.

vi) Une semi-modular o est dit modular si
o(x) =0=x=0.
vii) Est dit continu si

L’application X — o(A\x) est continu sur [0,00) pour tout x € X.

13



2.1. L’ESPACE DE LEBESGUE A EXPOSANT VARIABLE Chapitre 2

Exemple 2.1
i) Sil<p< oo alors

0,(f) = / @) de.

Défini une modular continu sur l’espace des fonctions mesurables sur X.

1) Soit Yoo(t) 1= 00 - X(1,00)(t) pour tout t >0, i,e.

) @ t e (1,00),
¢m@)_{ 0 telo1].

Alors
wﬁ%=é@denm.

Défini une semi-modular sur lespace des fonctions mesurables sur X mais n’est pas
continu.

i) Soit w € L () avec w > 0 presque partout et 1 < p < co. Alors

loc

of) == / @) P w(a)d.

Défini une modular continu sur ’espace des fonctions mesurables sur X.

Proposition 2.1 ([6]) Soit X un espace vectoriel réel et o une semi modular sur X .
Puisque o est positif et conveze et p(0) = 0 ce que implique que X — o(Ax) n'est pas décroissant

sur [0,00) pour tout x € X, de plus

o(Ax) = o(|\=x) < |\ o(z) pour tout |\ <1
o(Ar) = o(|Az) = |Ao(x)  pour tout |A| > 1

Définition 2.2 Soit X un espace vectoriel réel et o une semi-modular ou modular sur X alors
X::{ X - 1im o(\ :0}
o= @ € X lim o(Az)
est dit espace semi-modular ou espace modular. On peut définir X, par un d’autre formule

X, ={r € X,avA > 0: p(Az) < o0}.

2.1.2 Exposant variable

Dans cette sous-section, nous commencons par les propriétés de base et la notation de

I’exposant variable. Soit I’ensemble ouvert 2 C R™ nous mettons
Po(£2) := {p mesurable : p(-) : Q@ — [¢, oo[ pour tout ¢ > 0}.

Les éléments de Py(€2) sont appelés fonctions exposantes ou simplement exposants.

14 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



2.1. L’ESPACE DE LEBESGUE A EXPOSANT VARIABLE Chapitre 2

Notation 2.1 On note par
P(Q2) := {p mesurable : p(-) : Q CR" — [1,00[}.
Etant donné que p € Po(QQ) et un ensemble E C ), soit
p(E) = essinfxerp(x), p"(E) = esssup,pp(x).
St le domaine E = ) = R"™ nous allons simplement écrire
p-=p (R"), p"=p"(R").

Définition 2.3 Soit ’ensemble ouvert Q C R" et p € Po(S2). L’espace de Lebesque LPC)(S2)

étre l’ensemble de toutes les fonction f mesurable telles que

o) (f/N) = /Q ’%x)

Equipé de la quasi norm suivant

p(x)
< 00, pour tout A > 0.

Hf||Lp(~>(Q) = inf {)‘ >0 Qp(-)(f /A) < 1} :
51 Q =R", nous écrivons souvent | ||, au liew de || f|| oe) gny-

Remarque 2.1 Si p(-) = p est constante, alors la définition 2.3 est équivalente & la norme

classique sur LP(€2).5i p < oo et

/’ﬂﬁpzy
ol A
Alors

A=11flloq) -

il en est de méme si p = oo.

Proposition 2.2 ([6]) Soit p, ¢ € P(Q) et supposons que || < oo. Alors, l'injection conti-
nuité

LQ(')<Q) N LP(')(Q)

est vérifiée si et seulement si
p(-) <4q().

Par le lemme 6 de [1], nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.1 ([1]) Soit p(-) satisfaisant la condition logarithmique sur R™. Alors il existe une

constante positive C' telle que pour tout x € R™ et r >0, on a

CH B, )7 < x|, < C 1B

15 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



2.2. LES ESPACES DE MORREY A EXPOSANT VARIABLE Chapitre 2

L’inégalité de Holder dans les espaces de Lebesgue a exposant variable a la forme suivante

(voir par exemple [9], [15]) :

Proposition 2.3 (Inégalité de Holder) Soit p € P(Q), f € LPO(R™) et g € LPO(R"), avec
ﬁ + q,—l(.) =1. Alors f,g € L' (R") et

|f g1 L' R < cl|f | L ®R™)]| |lg | LT (R™)]|-

2.2 Les espaces de Morrey a exposant variable

Dans cette section, on définit les espaces de Morrey a exposant variable et nous donnons

quelques propriétés.

Définition 2.4 Une fonction p € C(R™) est dite localement log-Hélder continue, abrégée p €
CI°%(R™), il existe A > 0 telle que pour tout x,y € R"

loc

(@) — plo)| <
pr)—=—ply)| > .
log (e +1/]z —yl)
Une fonction p est dite globalement log- Hélder continue, abrégée p € C'°5(R™), si p est locale-

ment log-Hélder continue et si il existe p, € R tel que pour tout x € R™

Ip(x) = ool < T o

Soit B(R™) l’ensemble de tous les p(-) € P(R™) tels que l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood
M est borné sur LPO)(R™).On écrit p(-) € P5(R"), si p(-) € PO(R") et 1/p(-) € C'85(R").
Lorsque p(-) € P°(R™), alors 1/p(-) € C8(R™) est équivalent a p(-) € C8(R™). Si p(-) €
P8(R™), alors on a pour tout py < p~ que M est borné sur LPO)/P0(R™) ou, de fagon équivalente,

que M, est borné sur LPO)(R™), ot t = min(1, py).

Définition 2.5 Soit Q un ensemble ouvert non vide dans R™. On dit qu’une fonction p(-)

satisfait la condition logarithmique (p € CL(Q)) s’il existe une constante positive A telle que

N | —

A
Ip(z) — p(y)| < pour tout x,y € Q satisfaisant |z — y| <

~ —Infz —y|’
Remarque 2.2 Sip € C'°8(R"), alors p satisfait la condition logarithmique.
Nous donnons maintenant la définition de ’espace de Morrey avec I'exposant variable.

Définition 2.6 Soit p(-),q(-) € PY(R") avec 0 < ¢~ < q(x) < p(x) < pT < oo pour tout
x € R™. L’espace Mzg:)(R”) étre ’ensemble de toutes les fonctions mesurables f € Lq(')(Rn),

) loc
telles que

= sup @ aw) 1f | LB, 7))|| < oo.
2€R™,r>0

|7 1020 )
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2.3. LA CONTINUITE DE LA FONCTION MAXIMALE Chapitre 2

Remarque 2.3
i) MZE:;(R") est un espace de Banach si min(p,q) > 1.
i) Soit 1 < (q1)” < qi(-) < qa(-) < (g2)" < 00 et soit q1,q2 € CL(Q). Alors

p(-) n p(") n
M (R™) — MP(R™).

iii) Sip() =q(), on a MY} (RY) = LPO (R™).
i) Si p(x) = p et q(xr) = q sont des constantes, ’espace MZE:?(R”) coincide avec l’espace
de Morrey classique M?(R™).

2.3 La continuité de la fonction maximale

Dans cette section, on va étudie la continuite de la fonction maximale sur les espace de

Morrey a exposant variable.

Lemme 2.2 Soit 0 < < oo et d >0 p(-),q(-) € PUR") avec 0 < ¢~ < gq(z) < p(z) < p* <
oo pour tout v € R"™. Pour toute suite {g;}32, de fonctions mesurables non négatives sur R™,
notons Gj = > p 27 F=1l0g, - Alors

[tez, | M) < e

{o3}320 | MO (5)| (2.1

et
[tens )| < .

fi¥320 | LML) (2:2)

ou C1 = C1(B,0) et Cy = Co(p(+),q(+), 3,0) sont des constantes positives.
Preuve. Par le lemme 1.1, nous obtenons (2.1) immédiatement & partir de (1.2). Nous
prouvons maintenant (2.2) en considérant deux cas sur q- .

Cas 1 : Si g~ > 1. Puisque ||~||Mp(.) est une norme, par l'inégalité de Minkowski, on a
q(+)

) p(*) —|k—j|6 p(-)
HGJ |Mq(->H <y ok Hgk | Mq(->H'
k=0

Par conséquent, (2.2) découle du lemma 1.1.

Cas 2 : Siq- < 1. Dans ce cas nous choisissons 0 < qo < q~ tel que ¢~ (-) = q(-)/qo > 1.

On a alors

q0

|3 o520 | (M) ™)

ltezol tsr)

= eyl i)

~ oz b))

q0

Ainsi (2.2) est vérifié, ce qui compléte la preuve du lemme 2.2. [

Lemme 2.3 ([8]) Soit ¢ € P°8(R"),p(-) € P(R") avec 1 < ¢~ < q(x) < p(z) < pt < oo,
pour tout x € R™. Alors l’opérateur maximale de Hardy-Littlewood M est borné sur MZg;(R")
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2.3. LA CONTINUITE DE LA FONCTION MAXIMALE Chapitre 2

De plus, il existe une constante positive C' telle que pour tout f € MSE:;(R”) on a

|21 M) @)

<M @

Lemme 2.4 ([16]) Sip(-) € B(R") et 1 < < oo, alors il existe une constante positive C

telle que pour toutes les séquences { f;}32, de fonctions localement intégrables,

H{M 350 | PV ()| < O {3520 | PO (Ls)]] -

Le théoréme suivant donne la continuité de l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood a

valeurs vectorielles dans les espaces de Morrey a exposant variable.

Théoréme 2.1 ([4]) Soit 1 < B < o et q(-) € C'8(R™), p(-) € P(R™) avec 1 < ¢~ < g(x) <
p(x) < pt < oo, x € R"™. Alors il existe une constante positive C' telle que pour toutes les suites

1 - de fonctions localement intégrables sur R™, on a
{fJ}j—O ) ’

/B

1/8
Z |ijlﬁ | MY < C (Z W) | M) (R™)
(oo AP 0 . o
Preuve. Soit (ijo | M f;] ) € M, 5(R"). On chosit n’importe quel 2o € R", et on écrit

fiw) = (@) + 3 f(@)

ou [ = XB(wo2r) [i €t [ = XB(wo.21+1r)\B(wo,2ir) f; POUT @ € N.

1/8
Tout d’abord, nous estimons < =0 ‘Mf](-)} ) sur B(zg,r), par le lemme 2.4, on a

/8 1/p

ZIMfOIB | ORY| < ZW | L1OR™)

N

1/B
T q(zo) p(zo> (Z|f]|ﬁ> |MZ8(RTL)

Alinsi,

00 1/8 oo 1/8
(Z ‘ijg‘ﬁ> | L‘I(')(B(xo, r)) < (Z |Mff|5> | Lq(~)(Rn)
=0 =
1/
S ot e <Z|f;|ﬁ> | MEO(R™)
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2.3. LA CONTINUITE DE LA FONCTION MAXIMALE Chapitre 2

Donc, on obtient

(i sy

1/8

1/8
| M) (R™) (Z |fg|ﬁ> | MEO(R™)

. 1/B
Il reste a estimer (Z;io M (322, 1) (m)‘ﬁ> sur B(xzg,r). Par I'inégalité de Minkowski gé-

néralisée, on a
00 1/ 1/
(S s[ (20 [ 5l
§=0 §=0

/B

/(Z}f’ > dy.

Puisque 1 < ¢, alors ¢/(-) € C'°8(R") également. Ainsi, en utilisant le lemme 2.1 pour ¢(-) et

N

q'(+) et I'inégalité de Holder, nous avons

/8
Z M (Z f;)] | L*O(B(wo, 7))
< || (Z M(f;>> | OB (w0, 1))
. s
< D (Z Mﬁ(f;)) | L1O(B(xo,7))

< Z(2i7”)_n H1||Lq<»>(3(x0,r))/B( _ (Z|fj(y)’6> dy

=1 0721-&-17.
b 1/8
S Z<22 ) nH1HLq")(B(x0,7-)) H1||Lq'(') B(z0,2i+17)) (Z\fﬂB) |Lq(')(B(x0722+1r))
=1
- . 00 1/8
] 3 ! y n 7_# .
N Z(QZT)*WML/!I(IO)(21+1T)n/q (:Jco)(21+17,) (q(zo) p(zo)) <Z‘f]’5> |M§8(Rn)
=1 =0
o0 00 1/B
o1 1 Yoo
SIS (Zm\ﬂ) | M (R
i=1 =0
alors
) 1/8 1/8
(ZIij!B> | MR < C (Z\fﬁ) | M2O(R™)
j=0
Ceci termine la preuve du théoréme 2.1. -
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Chapitre 3

Les espaces de Morrey de type de

Triebel-Lizorkin a exposant variable

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin a ex-
posant variable et étudions certaines propriétés principaux. Plus précisément la caractérisation

par la fonction maximale de Peetre.

3.1 Définitions et quelques propriétés

Nous présentons maintenant la définition des espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin

M F;(’fq(.)(R”) a exposant variable comme suit.

Définition 3.1 Soit s € R, 0 < 8 < 00,p, ¢ € PY(R") avec 0 < ¢~ < q(z) < p(x) < pt < o0

pour tout x € R™. L’espace de Morrey de type de Triebel-Lizorkin MF;/; q(_)(R") a exposant

<oo).

variable est défini par

S,ﬁ ny __ / n Sﬁ n
ME) o) (R") = {fES (R") Hf | MEL) o) (R")

ol

Hf|MFSB (R")

2}2]8 « )| ) | My (R")

Remarque 3.1 Les espaces de MF;(’é; o() Sont indépendants du choix de la fonction ;.

Remarque 3.2
i) MF;gf?’q(.) est un espace de Banach si min(p,q) > 1.
ii) Soient 5,€ R,0 < 8 < 00, p(), (), ai(*) € 10,00) tels que 0 < go(), (") < 00 et
e >0, alors

s+e,B s,B !
S ME 500 = MEG 00— S

i) Sip() = a() =2, on a MFSE = Fyy (R") = Hj (R").
w) Sip(-) =q(-) =p, on a MF;?(R") = F5 (R") =W (R"),s € N* et 1 < p < oo.
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3.2. QUELQUES CARACTERISATIONS EQUIVALENTES Chapitre 3

v) Sip() =q() =p, on a MF)? (R") = F) (R") = W) (R") = ME (R") = LP (R")
Cette lemme joue un réle important dans la preuve de la théoreme.

Lemme 3.1 ([14]) Soit p,v € S(R"), M > —1 un entier et D™[1(0) = 0 pour tout |7| < M.
Alors, pour tout N > 0, il existe une constante positive C(N), dépendant de N tel que pour
tout t € (0, 2],

sup [ x v(z)] (14 )V < CN)E
zeR™

3.2 Quelques caractérisations équivalentes

Dans cette section, nous montrons que la définition 3.1 est indépendante du choix des
fonctions . En effet, nous caractériserons ces espaces en termes de fonctions maximales de
Peetre. Pour cela, nous avons besoin de plus de notations. Soit ¢, ¢ € S(R"),e > 0,5 > —1
tel que

~

d(©)| > 0 sur {jg <2}, (3.1
HO| > 0 sur fe/2< el <22},

et
D7(0) =0 pour tout |7| < S. (3.2)

Théoréme 3.1 ([4]) Soit s < S+ 1, a € R et g(-) € PR, p(-) € P°(R") avec 0 <
¢ < q(z) < plx) < pt < oo,z € R™ Soit ¢pg,¢» € S(R™) satisfaisant (3.1) et (3.2). Si

S,

a>n/min(q, 3), alors Uespace MF 5  \(R") est caractérisé par

s, ny __ / ny . s, n
ME oy (R") = {f € S'(RY): Hf | ME o) (RY)

(@)
< oo},ie {1,...,5},

ol

)
s, n
Hf | ME o) (RY)

= [0 £ 1 M50 R

1 d 1/8 |
+ (/0 t‘sﬂ!(cbt*f)(-)lﬁf) | MID@®RY|, (33)
(2) ,
|10 E o @7 = oo x £1 M R
1 d 1/8
i ( / [tswt*f)a}ﬂ;) MmOE. (@)
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3.2. QUELQUES CARACTERISATIONS EQUIVALENTES Chapitre 3

®3)

|7 18058 @ = o0 s 1 M2 @) (3.5)
1 d 1/8 .
([ [ ool i) M)
4) > e
|71 @y = (Z (2 (1 % f)d] ) | MR, (3.6)
k
(5) > e
|7 188 @) = (;2’“Sﬁ|¢k*f|ﬁ) | MR (3.7)
=0

5
De plus { . } sont équivalents.
[ MES & [

Preuve. L’idée de la preuve provient de [20]. Tout d’abord, nous prouvons l’équivalence
des caractérisations "continues" 3.3 et 3.4, I’étape suivante consiste a construire la pont entre
les caractérisation"continues" 3.4 et"discrétes"3.6 et de passer du systéme (¢, ¢) & un systéme
(10, 1) Péquivalence de (3.6) et (3.7) est paralléle a (3.3) et (3.4). En effet, la définition 3.1
peut étre vue comme un cas spécial de cas particulier de (3.7).

Etape 1 : Nous allons prouver les inégalités suivantes

(2)

2)
5,8 n s,8 n
Hf | MEG RS Hf | ME) o) (R)

Hf | MES)

gty R

Pour tout f € S'(R™). Soit N € Ny, I € N et a < N. Par la preuve de théoréme 2.6 dans [20],
on a que pour tout z € R™ et tout t € [1,2],

<¢2 ltf < Z 9 kNT‘Q (k+D)n / |((¢k+l>t * f) (y>|rdy (38)

l _ ar
= n (14 2z —yl)

r/B
Si nous choisissons r < min{q~, 8}, nous appliquons la norme ( ff ||’8 I %) des deux cotés et

utilisons I'inégalité de Minkowski pour les intégrales, ce qui donne

N
( / G, |ﬁdt) < 5 eyt / (J21((Besa)e = ) () %) W o

l _ ar
= n (14 2z —yl)

Siar>n,ona g(y) = % € L'(R™) et on observe que
2 r/ /B
s( ox pdt reknelsr dt
([ 1ol ) s oo o ([ nor®) | @
! t keNo !

Nous utilisons maintenant la proposition 1.3/(i) et continuons a estimer

(/12 2 lale)]] %)T/B < 3 kN [(/12 (Gean)e * F) ()P %>T/ﬂ] "

keNy
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3.2. QUELQUES CARACTERISATIONS EQUIVALENTES Chapitre 3

Un changement d’index sur le c6té droit donne

r/B
(/ |2ls (bz ltf 5 dt) SJ Z 213r2(k71)(*N7‘+n [(/ ‘ (bk t* ’5 dt) ] (SL’)

kel+Ng

r/B
oY e ””S>2’"5M[</ (@0 OIS ](sv).

kel+Ng

On choisit maintenant 1/a < r < min{q~, 8}, N > max{0, —s} +a et mettre 6 = N+s—n/r >
0, pour I € N on obtient

(/12 12°°(95-1,f)a() B%)T S gtk g [(/ (b= ) () Cit) ] (@),

kel+Ng
Appliquons maintenant le lemme 2.2 dans MZE%:(%/T) ce qui donne

d r/B .
{([eenor®) "} iagie

=0

d r/B e .
< ([ 12 wonnor ) | M)
k=0

Ensuite, en utilisant le théoréme 2.1, on obtient

/B
{(/ ’2“ G511 )al | _> } | Mq( )/r(gﬁ/r)

=0

~ { [ 25 ((9)e % /) () 7) ” | MG (o)
g dt A -
S {/\2’“ (@) 1) () ) } | MG o)
k=0

ks g dt T p()/r
‘2 ((Pr)ex f) () | Mq(.)/r(gﬁ/r>

k=0

Donc, on obtient

(/1 A (63.5)a()]” d_/\)\>1/ﬁ | M) (R™)

/B
d
NS o) ey

23 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



3.2. QUELQUES CARACTERISATIONS EQUIVALENTES Chapitre 3

d
- (/ 125651l ’f) M) (05)

< (/01|A—8<¢A*f><->\5%)1/ | MR

x|,

(1)
Ceci prouve queH flM Fpsﬂ (.)(]R" R™)|| . Puisque I'inégalité inverse est

(-)a
triviale, ceci termine 1’étape 1.
Etape 2 : Soit 1g,¢ € S'(R") soient des fonctions satisfaisant (3.1) et (3.2).

Sous-étape 2.1 : Nous allons prouver que

(~)(

, (3.10)

(2)
p().a() H

s,B n (4) s,B n
|71 MES @) s || 1M @ 0)

pour tout f € S'(R").

Par la preuve de théoréme 2.6 dans [20] & nouveau, on a que pour tout x € R™ et tout ¢t € [1, 2],

215 wl < Z 9= |k— l|62ks - tf) ( )

keNg

1/
Supposons d’abord que # > 1. Ensuite on prend des deux cotés ( | 12 H’B dt/ t) , ce qui donne

205 (44 f) Z o lk=Udoks (/ (0%, f)al |5 dt)

keNy

L’application du lemme 2.2 donne

N | o 2 a\"”’
|{25wi Padyy | M) < (Z?’“ﬁ / |<¢;_ktf>a\57) | MR
k=0

qui donne le résultat recherché.

Dans le casou f < 1. On a

i) s X o 2 [ 16 ol &

keNy

Remarquant que le coté droit n’est rien d’autre qu’une convolution (v * a), des suites

5 di

2
=27 ety =27 [ (0 ale) -
1

Nous appliquons maintenant la norme ¢; aux deux cotés et obtenons pour tout les x € R”

5dt

0NN, < k-l £ 322 1650100

24 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



3.2. QUELQUES CARACTERISATIONS EQUIVALENTES Chapitre 3

Nous prenons les deux cotés au pouvoir (- - -)'/Pet appliquons la norme Mf; 8 (R™). Cella donne
(3.10).

Sous-étape 2.2 : Avec des arguments similaires et des modifications évidentes de la sous-étape
2.1 nous obtenons pour tout f € S'(R™),

G L) NP PTV NG L (B

Etape 3 : En choisissant t = 1 & P’étape 1 et en omettant l'intégration sur ¢, on obtient
immédiatement
mrst @) ” <l @Y <l @]
”f| ERRIL ] Hf| a0 B3 Hf‘ pa) R

Etape 4 : Il reste & montrer que (3.5) est équivalent au reste.
Sous-étape 4.1 : Prouvons
(3)

125 | (3.11)

S | 1ME o @)

Nous revenons & (3.8), si |z| < 27**¢ par (3.8) et par déplacement de l'intégrale, nous

obtenons

* r —kNr n |<<¢k+l)t*f> <y+z)|7‘
(Bl ule) < On S22 [ Ao i, (3.12)

En effet, nous avons
L+ 2" (J — (y + 2)] +2])

<
< 142z —(y+2)) +27F
< 1+21(]ac—(y+z)),

1+ 2'z —y
|
|
La derniére estimation découle du fait que & € Ny dans la somme au lieu de l'intégrale

( ff 1|77 dt /t)"/8 (voir I'¢tape 3),nous prenons maintenant des deux cotés de (3.12) la norme

/B
/ / B dz :
|z|<t tn+1

L’intégration sur z n’influence pas le c6té gauche. Au lieu de (3.9), nous obtenons

([ 1wz ur ™)

r/B
I fae(@1)i % £) (y + 2P o)
—kNso(k+)n ( 1 Jlz|<t ¢
< Y [ (RS

keNy

dy.

Nous continuons avec des arguments analogues a ceux utilisés aprés (3.9) et nous aboutissons

a (3.11).
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3.2. QUELQUES CARACTERISATIONS EQUIVALENTES Chapitre 3

Sous-étape 4.2 : Nous prouvons que

(2

(3) S/B
®)|" S |1 ME @

876
Hf | ME o p().a)

)

puisque pour tout ¢ > 0

1 |(¢t*f)(37+2)‘
m ‘Z‘<tl(¢t*f)(x+2)leSEl<pt SV

S (@1 f)al(2),

ceci implique la conclusion désirée, ce qui compléte la preuve du théoréme 3.1. [
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Conclusion

Le but de ce travail en premier lieu est de donner les définitions et notions essentielles et
né cessaires, en particulier ’espace semi-modulaire, I’espace modulaire, I'espace de Lebesgue
et 'espace de Morrey a exposant variable et quelques propriétés principales. Nous étudierons
aussi la continuité de la fonction maximale & valeurs vectorielles dans les espaces de Morrey a
exposant variable.

D’autre part nous introduisons les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin a exposant
variable et étudions certaines propriétés principaux. Plus précisément la caractérisation par la

fonction maximale de Peetre.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les espaces de Morrey de type de Triebel-Lizorkin
M F:(’{[;’q(,)(R") a exposant variable qui généralisent les espaces de Triebel-Lizorkin M Flf’f(R"),
les espaces de Morrey /\/lf; E;(R") et les espaces de Lebesgue L)(R"), ainsi que cer-
taines propriétés, comme la coincidence avec d’autres espaces, les inclusions des uns dans

les autres. Cette étude nous a permet de présenter certains normes équivalente dans ses espaces.

Mots clés : Fonctions maximales, Espace de Triebel-Lizorkin, Espace de Morrey, Décom-

position de Littlewood-Paley, Les espaces de fonctions & exposant variable.
Abstract

The objective of this memory is to study the Morrey type Triebel-Lizorkin spaces with
variable exponent M F;(’gq(.)(]R”) which generalize the Triebel-Lizorkin spaces MFESP(R™),
Morrey spaces MSE; (R") and Lebesgue spaces LI0)(R™), as well as some properties, such as
coincidence with other spaces, inclusions of each other. This study has allowed us to present

some equivalent norms of its spaces.

Key words : Maximal functions, Triebel-Lizorkin spaces, Morrey spaces, Littlewood-Paley

decomposition, function spaces with variable exponent.
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