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Chapitre 1

Introduction generale



Chapitre 1

Introduction générale

Le vingtiéme siécle a apporté avec lui son lot de découvertes faites par 'homme.
En physique par exemple deux grandes théories ont révolutionné le monde. La relativité
(générale ) et la mécanique quantique.

La relativité générale est la théorie qui décrit I'infiniment grand (les planétes, les
galaxies,....... ). Ses fondements out été établies par Albert Einstein en 1916. Elle utilise
principalement la géométrie Riemannienne comme formalisme mathématique.

La mécanique quantique est la théorie qui décrit la systémes microscopiques, les
constituants les plus infimes de la matiére (les atomes, les électrons, les quarks, ... ... ).
Elle fut établie par un ensemble de physiciens tels que N. Bohr, W.Heisenberg, E. Schro-
dinger et Paul A. M. Dirac, etc.. ..

Une premiere théorie quantique véritable de la mécanique quantique est présen-
tée en 1925 par Heisenberg [1] : la mécanique des matrices. L’année suivante, Schrédinger
propose une seconde théorie, la mécanique ondulatoire. En 1927, Dirac provenir a forma-
lisme mathématique des vecteurs d’états. Il démontre que son formalisme des vecteurs
d’états est non seulement équivalent au formalisme des matrices de Heisenberg et a ce-
lui des fonctions d’onde de Schréodinger. En 1928, Dirac réussit a unifier sa mécanique
des vecteurs d’états avec la relativité restreinte. Dirac prédit en 1930, a partir de sa

mécanique quantique relativiste, I’existence de I’antimatiére.



Les antiparticules seraient des particules ordinaires d’énergie négative et I'anti-
électron est proton (charge opposé). En 1931, Dirac modifie sa prédiction : les anti-
particules seraient des particules totalement nouvelles Les antiélectrons n’est pas pro-
tons (sont des positrons). La prédiction corrigée de Dirac sera confirmée expérimenta-
lement par Carl Anderson en 1932 - 1933. En 1948, apparition une nouvelle théorie
(théorie quantique des champs) cette théorie continue de se développer depuis 1948 et
discute aujourd’hui des quatre forces fondamentales qui régissent tous les phénomeénes
physiques connus.

Historiquement , le passage de la mécanique quantique relativiste s’est effectué a
partir d’une généralisation de ’equation de Schriodinger a un systéme relativiste. I’étude
d’un systeme microscopique est pasée sur la résolution de cette équation.

L’equation de Schrodinger est I’equation fondamentale da la mécanique quantique
non relativiste. Elle joue en mécanique quantique le méme role que 1’équation de Newton,
de lagrange ou de Hamilton en mécanique classique ou les équations de Maxwell en
électromagnétisme. Elle décrit 1’évolution temporelle de ’état d’'un objet quantique en
cherchant ce qu’on appelle la fonction d’onde ainsi le spectre d’énergie des différents états
possible. Nous allons étude cette équation dans ce travail par la méthode de séparation
des variables.

Le pére de la mécanique quantique est le physicien Max Planck qui introduire
la céleébre constante h = h/27 cette constante est le fondement de la réalité physique,
puisqu’on la retrouve dans la formulation du principe d’incertitude de Heisenberg qui
rend impossible la mesure simultanée de la position et de 'impulsion d’une particule,
car I'incertitude Az sur la mesure de sa position et I'incertitude Ap sur son impulsion
doivent satisfaire a la relation de Heinsenberg. Az.Ap ~ h/2. C’est ainsi que la position
x et 'impulsion deviennent des opérateurs T et p agissant sur I'espace des états qui est

un espace de Hilbert leur commutateur est donné par :

[Z,7;] =0 ., i, ps] =0 . @i, Dj] = ihoy; (1.1)



La mécanique quantique en espace non-commutatif correspond a I’étude de Ha-
miltonien dépondant des opérateurs de position et I'impulsion qui satisfont une algébre
de commutateurs non canonique. L’étude de modéles exactement solubles en mécanique
quantique peut nous permettre d’avoir une meilleure compréhension de certains phéno-

ménes survenant en théorie quantique des champs non-commutative.

Le but principale de ce travail

L’objectif de ce travail est donner une solution de I’équation de Schrodinger dans
I’espace non commutative pour le potentiel de Kratzer.

Dans notre mémoire de master ,il nous a semblé utile d’exposer d’abord, au
1¢"chapitre en va présenter l'introduction générale , le 2°"“chapitre, qui comporte des
rappeles sur la géométrie non commmutative et en va présenter ’équation de Schrodin-
ger dans l'espace non commutative et produit star et décalage de Bopp Shift, dans le
3¢mechapitre on va étudier la solution du I’équation de Schrodinger de le potentiel cou-
lomb dans la cas commutative et non commutative, aussi étudier la solution du I’équation

de Schrodinger de hydrogénoide dans L’espace non commutative, au dernier chapitre on

résoudre I’équation de Schrodinger pour le potentiel de Kratzer.
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Chapitre 2

Géométrie non commutative

2.1 Introduction

La géométrie non commutative est une généralisation de la géomérie inspirée par la
physique quantique dont le but est de pouvoir étudier des espaces aussi bizarres. L’idée
est simple : un espace traditionnel peut étre représenté par une structure algébrique
commutative (ab = ba). On est capable de coder tous les outils géometrique dans cette
structure algébrique. Serait-il possible de généraliser ces outils a des structures algébriques
non commutative (ab # ba) qui seraient alors une description algébrique des espaces
impossibles & définir de fagon traditionnelle? On aurait alors une généralisation de la
notion méme d’espace géométrique.

La premiére apparition de notion de I’espace-temps non-commutatif en physique des
particules remonte aux travaux de Snyder en 1947 [2] . Le but été de pouvoir se débarras-
ser des divergences ultraviolettes de théorie quantique des champs tout en conservant la
covariance de Lorentez. Mais, comme parallélement a cela, la théorie de la renormalisation
produisait des résultats remarquables.

La géométrie non-commutative [3, 4, 5] est une géométrie ou les coordonnées de
I’espace-temps ne commutent pas, elle a été concue a la fois répondre a des besions en

mathématiques et pour permettre d’abord de certains problémes de physique théorique,



dont la forme générale des commutateurs [6, 7] :

2.2 Algébre d’espace-temps non-commutative

L’algébre non commutative dans la forme générale par relation suivantes [8, 9, 10] :

~

[ Xy, fc\]] = z@w

[P, Dj] = i03; (2.2)

les quantités 6;;,0,; sont des paramétres antisymétrique réelles pouvant dépendre des
opérateurs p et ¥ satisfaisant a :

— Hij = 5ij0

= 04 = €;;0

avec : g = —€j =1

Lorsque on pose # — 0 nous trouvons les relations de la mécanique quantique ordinaire
(commutative).

La non commutativité n’est réalisée que sur les opérateurs position par le biais des

paramétres (non commutativité positionnelle) [8]. L’algébre au -dessus se réecrit donc :

[EU\Z ,/.’L’\j] - ZQU

[Pi;pj] = 0 (2.3)



ou 0;; est un tenseur anti-symétrique dont les éléments sont réels.

0 -6 0 0
6 0 00
0 = (2.4)
00 0O
0 0 0
et ceci donne l’algébre d’Heinsenberg.

2.3 La quantification de Weyl-Le produit de Moyal

2.3.1 La quantification de Wey!l :

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique
quantique & partir de ’espace de phase de la mécanique classique. C’est une prescription
qui nous permet d’associer un opérateur quantique & une fonction classique qui dépend

des variables de I'espace de phase (variables canoniques).

2.3.2 Le produit star :

Le formalisme du produit-star initié par Weyl et Wigner pour permettre une des-
cription de la mécanique quantique en termes d’espace des phases, s’articule non pas
autour d’opérateurs non commettants,comme dans 1’approche opératorielle, mais autour
de la déformation du produit entre les variables de ’espace des phases, nous allons voir

comment ce formalisme peut étre utilisé dans le cadre de MQNC.



f(k) transformation de Fourier [10, 11, 12] :

@) = 2m) 2P [ e Fk) = ) = 2m) 22 [ @k (o)

g(z) = (2n) PP / Phe "= G(k) = (k) = (2r) P / PretT () (26)

On définit le symbole de Weyl par :

w(f) = (2m) PP / 2P ke F(R)

w(g) = (2r) PP / 2Pk (k) 2.7)

Si g(x)et f(x) est fonction réelle alors opérateur de Weyl est hermitien.
Le produit de deux opératrurs de Weyl de deux fonctions soit égal al’opérateur de

Weyl associé au produit star de deux fonctions :

w(f)w(g) =w(f *g) (2.8)

On commence par le premier terme

w(fulg) = ()27 [ ke Fiyen) 272 [ oweng)

= (2m) "2 (2m) P2 / / dPkdP K f(k)g(K e ¢ (2.9)
En utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff [8, 13, 14, 15]:

eAeB — oA+B+3h[ABl+15([AB].B]-15[[AB].Al+..... (2.10)



Valable pour les opérateur A et B tel que :

[A,B],B] = [[A,B],A] =0 (2.11)

En suite le produit w(f) w(g) prend la forme :

w(Pw(g) = (25)"2/2(27) D12 / / APRdPH Flk)G(K el 309k, (9.19)

aprés on pose k + k/ = get on trouve :

w(fulg) = (2n) 2222 [ [ aPkdPgfgla - Rjemem it bk (213)

On a 0% est antisymétrique (07 = —0) et k;k; est symétrique ( kik; = kik;).

w(f)ulg) = (2m) PP2(2r) PP / / PRAPgF (k)G — k)eio'e30%ka (2.14)

On passe au deuxiéme terme

e~

wlf +g) = 22 [ dPgen= (o) (2.15)
En comparant entre (2.14) et (2.15)

~——

(f*9)(q) = / Ak f(k)g(q — k)e 30 ki (2.16)

—~—

ou (f * g)(z) est la transformeée de fourier de (f * g)(x)

—_~——

(f * 9)(x) = (21) P2 / 2P ge* (£ % 9)(q) (2.17)

10



= (2n) P2 (2m) P2 [ [ aPkdP kg - Ryenete ik

D’apres [8] :

f(z)exp (%519”5;) g(x) = f(x)g(m)+z <%) %Hiljl....Hi”j"é?il....@nf(x)(?jl....ajng(:n)
(2.18)

n=1

On peut écrire le produit star de deux fonctions au premier ordre de ¢, comme suit :

Feo= ) ew (55093 olo) (2.19)
Fx9 = F@)g(x) + £070.f (@)2,0(5) + O |y (220)

Si 0 = 0 leproduit star de deux fonctions égal au produit ordinaire de ces fonctions

donc on trouve le cas commutative.

f(@)* g(x) = f(x)g(z) (2.21)

2.3.3 Les propriétés du produit star (produit de Moyal)

Dans ce qui va suivre, on va illustrer quelques autres propriétés fondamentales du

produit star [9, 16]:

1-Le produit star est non-commutatif :

f(x) x g(x) # g(x) * f(z) (2.22)

Par contre :  g(x) * f(z) = f(z) * g(x) |o=—_s

11



2-Le produit star est associatif

(f(x) * g(x)) « h(zx) = f(x) * (g(x) * h(z)) = [+ g*h (2.23)

3-La conjugasion complexe

(f(2) * g(x))" = f(2)" * g(x)" (2.24)

4-Produit star sous le signe intégral

[a@ds= [ pts = [(Hsata

En raison de 'antisymétrique de 6 ,I’exposant disparait ainsi :

/ (f * )()d'z = / PEFR)F(—k) = / (f.9)(@)d's (2.25)

5-de la propriété (4) nous pouvons déduire la propriété cyclique

/ (Fu 5 fo o ) (@) = / (Fot oo fo 1) (@) (2.26)

6-Reégle de Leibniz

Il est facile vérifier que la dérivée de produit star satisfait a la régle de Leibniz

Ou(f*9)=0ufxg+ f*0ug (2.27)

12



2.4 L’équation de Schrodinger sur un espace-non com-
mutatif

11 suffit de remplacer les produits de fonction d’onde (ou les champs ) par le produit
star ou le produit Moyal,Dans I’espace temps non commutatif & D dimensions.
L’équation de Schrodinger sur un espace-temps non commutatif aura la forme [7, 16,

17] :

HP, 7)) U(7,6) = BEU(T,1) (2.28)
L0 — I = =
zha(x,t)— {%—I—V(a:)} x U( T, t) (2.29)

Le produit star entre I'operateur du potentiel et la fonction d’onde est défini comme :

V(Z)U(T, 1) — V(Z) (T, 0) (2.30)

Mezincescu [17] et [7, 16, 18, 19] a démontré la relation suivante :

=
x

V(T)* U(T) = V( i'g)\y(?,t) (2.31)

Démonstration :

A partir (2.18) :

— — — — b 1 AN — . —
V(E) s (F) = V(E)eE) + Y — (%) 0, .0,V (F )01, 630 .0; W(F)
i=1

(2.32)
Ona : 0;, = 32— et ip;, = hz%- avec h=1

Oxin

On replace 9;, par :

13



= = v(D3) — 1 (i = =
V(Z)«¥(2)=V(7)¥(Z +ZE(_) 0,,..00, V()0 .0 (4)"pj,...pj, (T )
=1
(2.33)
A partire de [17] :
P = 6", (2.34)
= = = = =1 -1 =
V(x)*\IJ(J:)—V(x)‘II(x)—i—ZE(?) 0,0, V()P .5 U(F)  (235)
i=1
_
La transformation de Fourier de V() :
0, .0,V ()P .. u(T) = (i)" / dk exp(ikz) (k.p)"V (k)¥(7 ) (2.36)

V(Z)«¥(7) = V(D)¥(F) + > (_—1) ()" / dk exp(ikz) (k.p)"V (k)¥(7 )

V(Z)«¥(7)=V(D)¥(7F) + / dk Zl' (1) (k.p)" exp(ika)V (k)¥(7)

14



V(Z)+9(Z)=V <x - 1-’) U(7) (2.37)

2.5 Le décalage "Bopp shift"

On peut écrire les opérateur d’espace-temps non commutatifs ; et p; en termes des
opérateurs ordinaires de positions z; et d’impulsions p; [20] en utilisant la transformation
suivante [7, 16, 17, 18, 19] :

~ 03

=y — g, 2,
T, = T; 27ipj (2.38)

pi=p; (2.39)

La derniére tranformation s’appelle : Le décalage " Bopp shift".

Au cas ou la dimension d’espace est D = 2 on peut représenter les relations ci-dessus

comme : (0;; =¢;;0 et e;; =—¢;; =1)
. 0i 4
T==x __27;% =T = 5Dy (2.40)
_ 0ji & 0
o L P 2.41
U=y —gpPe =Y T33P0 =Y + 551 (2.41)
Pr = D2 (2.42)

15



Dy = Dy (2.43)

Utilisons les équation (2.38) et (2.39) pour calculé le commutateurs :

i, 5] s (24, 03], [Pis ] (2.44)

On trouve les lois de commutation entre les coordonnées d’un espace-temps commu-

tatif.

= HZAA 0

['ri?$j] - + 2hp17 J + 57 2h

~ o~ 9 ~ o~ 92’]’ ~ A] 91]0]7,[p ]
55 Pi

[xial']] 2h [ ’L7pl] + % iy L oh 2h

(9 9” . 92] 0]1
i0;; + 2h( )+ﬁ( i)+ 2h2h(0) (2.45)
—1)+0

—0;; 9

= [25,2;] =0 (2.46)

~ 97,]/\ ~

[xzﬁpj} = T+ 2hp]7p]
— bl + 255 (2.47)

= hd;; + 2h(0)

ij

16



/ 2.48
= [zi,p] = ihoy (2.48)

i, ps] = [P, bs] = 0

= [pi,p;] =0 (2.49)

17
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Chapitre 3

Solution du I’équation de
Schrodinger avec plusieurs types des

potentiels

3.1 Reésolution du I’équation de Schrodinger d’atome

hydrogéne dans le cas commutative :

3.1.1 Expression en coordonnées cartésiennes passage aux co-

ordonnées sphéiques

L’équation de Schrodinger pour ’atome d’hydrogéne sera écrite, en faisant I’approxi-
mation que le noyau (dont la masse est 1836 fois celle de I’électron) constitue le centre
de gravité du systéme ou il est immobile, ce qui revient & négliger son énergie ciné-
tique. L’énergie cinétique de I'atome se réduit donc a celle de 1’électron ; il lui est associé

I’opérateur

hQ
2m

18



L’énergie potentielle de I’atome, de nature purement électrostatique s’écrit en fonction
de la distance r de I’électron au noyau.
1 e?

= — — 2
v dmeg T (3-2)

L’opérateur associé est la simple multiplication par V' , et ’équation de Schrédinger
dans coordonnées cartésiennes est
h? 1 e?
—5-AV(z,y,2) -
2m dmeg /22 + y2 + 22

Cette équation ne peut étre résolue que par passage aux coordonnées sphériques,

U(x,y,z) = E¥Y(z,y,2) (3.3)

adaptées a la symétrie du systéme.

Définition des coordonnées sphériques :

x = rsinfcos¢p (3.4)
y = rsinfsin¢
z = rcosf

La transformation du lapacien en coordonnées sphériques, particuliérement fasti-

dieuse, conduit a ’expression suivante de H, en unités atomiques :

R 2 2
= —;—m% {% (ﬂ%) + snlle% (me%) + sinM%A - 67 (3.5)

Nos avans signalé que ’on peut mesurer simultanément une composante du moment
cinétique orbital L et son carré L?.Nous choisissons pour cette composante L., particu-
larisée par la maniére dont sont définies les coordonnées sphériques, que privilégie 1'axe

Z [20, 21] :

N,
d¢’

19



~ 1 0 0 1 02

L’opérateur H prend alors la forme :

2 T2 2
e ERCD e w
Les trois opérateurs H .L? et L, commutent : ils ont donc un ensemble commun
de fonctions propres ¥(r, 6, ¢). cette constatation fournit une stratégie de résolution de
I’equation de Schrodinger, dont nous indiquerons les étapes sans entrer dans le détail des
calculs.

Les fonctions de H dépendant de 7,0, ¢ etant communes a L, et L%

La séparation des variable, permet nous d’écrire la fonction d’onde comme [21, 22] :

U(r,0,0) = Ruu(r)Yim(0, ¢) (3.9)

Ou R,,,(r) est une fonction de r, et satisfait a :

1|0 [(,0\ L*| e
—_—— — — /r" — _— — —_— —
2mr? | Or or h? r

En développant le premier membre et schant que Y;,,(6, ) est une fonction propre

de L? de valeur propre [h3(I + 1) [22] :

R i(1)Yim (0, ) = ERpi(r)Yim(0,)  (3.10)

L*Yim(0,0) = R+ 1)Yim(0, ) (3.11)
LY m(0,0) = hmY, ,(0,9) (3.12)

20



1|0 /[,0 L2 e2
o o (750 ) Bt Vin(0.9) = 5 Rus)Win(6.) | = Rusr)¥i (0,
= ERn,l(T)Yi,m(ea 90) (313)

D’apres la projection, nous multiplions et divisons par Y;,,(0, ) 'équation (3.13)

devient [21, 22]:

IO (2D R )Yin(0,0) — 10+ DRt Vi (0, 0)| = & Rt (r)Yion (0, 0)
omr2 |or \| or ) I\ AmT P n )X m Y, @ A () Ym0, @
= ERni(r)Yim(0,¢) (3.14)

En utilisé le changement de variable :

Ros(r) = U Y) (3.15)
On trouve :

La solution de I’équation de Schrodinger :

1. r tend vers zéro (r — 0) <= %)) V(r) et 1)) E

r2

N {WU(T) R 1)} U =0 317

2m or? 72

A partr [21, 22, 23]:

21



=[+1
Ur) = r®* = ala=1)r*? = [(I4+1)r*?* = m=t

CYQZ—Z

— U(r) = r'*t

2. r tend vers 'infini (r — o0) <= V(r) )) T% == V(r) — 0

O*U(r) 2m
@7”2 —+ ﬁEU(T) = 0
= U(r) = e M

Alors la solution est :

U(r) =r'f(r)e

L’équation de Schrodinger devient de cette maniére [24] :

2

i, [(H 1) A} o) [—)\(l+ D5y =0

or? T or r

flr)y= Z byr*
k=0

Donc :
m€2
b 2|AE+2) - 2]

beer  k(k+20+1)

Eton a:
h2

ag =
me?

22

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)



ap

b 2 [A(k+2) . L]

ber  k(k+2041)

F) =Y bt~ e
k=0

En remplace (3.28) dans l'eqation (3.22) :

U(T) — ,rl+162z\re—)\r — 7,,l—&-le)\r

e
E, = -
2a9n?
N
U o
Rnl<7") e 7(/'74) e Anl/p e nag Zbkrk
k=0

Calcul Ryo(r) :
[=0,n=1

On trouve :
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(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



Donc lexpression de R,,;(r) est :

2 s [ (n=0-=1)! 2r , _» 5., 2r
Rn = — 2 naOL — 3-34
Z(T) (nao) 2n[<n+1)!]3 nao)e n+l (nao) ( )

3.1.2 Atome d’hydrogéne sur un espace non comutatif :

L’equation de Schrodinger sur un espace-temps no commutatif :

On a vue dans le chapitre 1 :

V(Z)* (7)) =V(r—2)¥(7) (3.35)

3.1.3 Hamiltonien non commutatif :

L’Hamiltonien non relativiste représentant ’atome d’hydrogéné a 1’expression sui-

vante :

H(z,p) — H(Z,p) (3.36)
e P
(Z,p) = - +V(7) (3.37)

Est le potentiel central créé par le proton de charge + |¢| (le potentiel de coulomb)

V(r)= —ZTGQ (3.38)

En terms de coordonée non commutatives on écrit [25, 26, 27]:

Vi) =25 = -2 (3.39)

Nous utilisons maintenant le nouveau systéme de coordonnées :

- +9ij/\
on!
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pj=15j

. o L. 2 . .
Dans le nouveau systéme de coordonnées, I’énergie cinétique 2- reste invariante, par

contre le potentiel coulombien devient [28, 29] :

Ze? Ze?
VO =~Zm=" T -
T = ) @ - 55)
VA 2
V(r)=— ¢
s = 56,5,+ 06
A 2
V(r)=— €
V02 = 504+ 9(6%)
VA 2
V(r)=— ¢
r (= 25, + O(F%)
Ze? Ti v 1
Vi(r)= —7(1 - ﬁgij +9(67)) >
Vir) = ~ZE 0+ g5, + 0(6%)
- ohr2 9P
Ze?  Ze? R )
Vi(r)= T %xﬂszj + 9(6%) (3.40)
posons : [25]
Oij = Seindi et eyp = eji = ryj = 1 (3.41)
€ikj = €kji = €ijk = —1 (3.42)

Donc : (3.40) a I'aide de (3.41) devient :
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Zer  Ze?

VI ==="" 13 > micidib; +0(0°)
On encore :
Ze? Ze? (f?)
Vi) === (343

Donc 'opérateur Hamiltonien dans I’espace non commutative devient :

HE.p) = - +V(T) (3.44)
2 2 2(T
_p Ze* Ze*(L.9)
2m r a3 r3

D’aprés cette experssion on remarque que le non commutativité de ’espace-temps est

introduit sous forme d’une perturbation.

3.2 Atome Hydrogénoide dans L’espace non commu-

tatif

Un atome Hydrogénoide est un atome constitué d’un noyau et d’un seul électron
a 'image de I'atome d’hydrogéne qui est I’élément chimique le plus simple. Son étude
permet de comprendre les principes de la structure atomique [30].
Pour résoudre de ’équation de Schrodinger pour les atomes Hydrogénoide en intro-
duisant dans I’équation de Schrédinger un potentiel de type muoniques [29, 31].
Les atome muoniques sont des atomes hydrogénoide, peuvent étre formés dans
lesquels un muon est lié & un noyau de charge Ze; de tels états sont appelés des atomes
muoniques. Les muons sont des électrons lourds n qu’ils sont la méme charge électrique

e et spin % mais sont environ 207 fois plus lourds, le potentiel donc est [31] :
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(

Very=4 7 (3.45)

Donc :

ne . Ze2—— (1 1

Donc I’équation de Schrodinger dans I'espace non commutative :

R (10 (,0 L? Ze* r? Zet—— (1 1 —
o\ 2o\ 50 ) T 22 —(=—-3)+—L0 | =——=)|Y(7r, 0,0t
2m (7“2 or (T 87‘) h27~2) + o (R2 )+ 4dr <7“3 R3) (Ta 2 )
V(T 0,0.t) = Ri(r)Yim, (0, 0) (3.48)

Etude la partie radial :

10 /(,0 I(1+1) 2m ([ Ze? [ r? ZeAmby (11 _

ﬁﬂ?ﬁ)‘ 2 )Rl(”_ﬁ(ﬁ o)t ) F) D=0
(3.49)

On pose :

U(r) = ri(r) (3.50)

On trove :
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0% I(1+1) 2m [ Ze*  r? Ze*myl, (1 1 _
(ﬁ_ 2 )U(T)_ﬁ(ﬁ(ﬁ_gHT(ﬁ_ﬁ)_E>U(T)_

(3.51)
1. r tend vers l'infini (r — o0) :
0? 2m ko,
U(r)=e2 H,(ar) (3.53)
correspondant &
1
E, = (nn + 5) i (3.54)
2,2
U =c2 Hy(ar) (3.55)
2. r tend vers zéro (r — 0) :
& ()_Z_m Zetmiby U(r) =0 (3.56)
a2\ h? 43 B '
la correction de I’énergie quand( r — 0) est :
2m Ze*m0y 1
) . 2227 Tk 3.57
B = 2 Zeml 1y (3.57)
Avec :
I#0
AED = 2m 2oy z (3.58)
T p2 4 adnd(l+ 1)(1+ 3)! .
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Chapitre 4
Solution du ’équation de

Schrodinger avec le Potentiel
de Kratzer



Chapitre 4

Solution du I’équation de
Schrodinger avec le Potenteil de

Kratzer

4.1 Introduction

Le potentiel de Kratzer est une combinaison du potentiel de Coulomb et du
potentiel carré inverse. En générale ce potentiel est utilisé pour étudier la structure ato-
mique et moléculaire [32, 33, il est donc joue un role important dans le domaine chimie
quantique. En mécanique quantique, les problémes analytiques est résolubles sont limités
[34]. Dans les systémes quantiques le potentiel Kratzer est 'un des rares potentiels qui a
existe une solution analytique exacte [35]. Les équations a potentielles de Kratzer dans
I'espace commutatif a été étudiés dans ces références [36, 37, 38].

Le potentiel de Kratzer est défini par [40] :

V(r) = —2D (E _ 17”_3) (4.1)

Avac un minimum de V(r) = —D (Fig.1). Que I'un des deux atomes étre beaucoup
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plus lourd que 'autre.

)
Vix)

—

T e T —y

Fig.1.potentiel de Kratzer

En remplacons le potentiel dans I’équation de Schridinger :

2m r 172
2 - e Zle —
Vou + s {E—i—QD(T 2T2>]u 0

On utilise le changement de variable :

1
U= ;XI(T)YZ,m<97 90)

En utilisant les abréviations dimensionnels :
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2 2
E ;p=""lp (4.4)

2mr?
r=— ; fP=- =

Te h?

On a )0 et ()0 ,nous obtenons pour la partie radial x, I’équation différentielle :

29 240+ 1
2D o (45)

92
XQZ _62 +
oz T T

Pour résoudre I'équation différentielle dernier ont recherche les comportements
asymptotique de x;, '’équation différentielle (3.5) a une singularité urréguliére quand x
tend vers l'infini (x — o00) oul ses solutions normalisables dans les états liés, ces com-
portent est comme x, = e 77 .

Dans lautre limite asymptotique x tend vers zéro (z — 0) dans ce cas x; est pro-

A

portionnel avec x* , ol A est un nouveau nombre quantique orbital [41] réalise 1’équation

suivante,

AMA=1)=~+*+1(1+1) (4.6)

Les solutions de cette quadratique équation,en effet, nous avons besoin seulement

les solutions positives lorsque A\)1 :

1 1
A=+ 4/ + 1+ 2)? (4.7)
2 2
On remarque que la fonction d’onde s’annule & » = 0 ,par conséquent
xi(r) = 2te™ f(2) (4.8)
mettre (4.8) dans (4.5) conduit a :

of + 22z — 262)f + (=2\8+ 292 f =0 (4.9)

Qui est du type général de ’équation de kummer de la série hypergéométrige

confluente en laquelle il peut étre transformé, en utilisant la variable Z = 25x au lieu de
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. ceci conduit & :

() = (A % 2:261) (4.10)

Maintenant nons discution séparament les deux cas d’énergie négatives et posi-
tives.

a- énergies négatives : pour les états liés 5)0 la solution devient [40] :

2
x; = 2e P R (N — l; 2); 20) (4.11)

&)

Pour x prendre des grandes valeurs, dans ce cas x est proportionnelle avec e % de
tel sorte que y; diverge pour x — o0 si la série 1 F} ne se brise pas, si c’est le cas 1 F} est

un polynome et 1 F; — 0 pour x — oo devient une normalisation, par conséquent :

2
)\—E:—V ; v=0,1,2;3... (4.12)

Cette relation étre conduit a les niveaux d’énergie pour les valeurs propres discrétes

B.
h2 ’74
Fe_ 4.13
2mr? (v + \)? (4.13)
On utilisant (4.7) nous trouvons :
—2
E L T (z+1)2+ 2 (4.14)
_ — 17 — — .
2mr§7 2 2 7

b- énergies positive : dans ce cas, § n’est plus réel mais il est purement imaginaire.
sa définition montre que, en utilisant le nombre d’ondes £, nous écrivons ensuite [xr =

—ikr. Nous constituons dans ’équation (4.11) nous trouvons alors
2

Xo = TAeikx1F1<)\ _ Z']Z_; 2X; —2ikr) (4.15)
r

e
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Les fonctions d’onde radiale (4.15) sont périodiques a grande distance entre les

deux atomes, & l'exception du terme logarithmique.
Ce dernier est une conséquence asymptotique du potentiel de Coulomb . En inter-
prétant le potentiel de Kratzer comme l'interaction de deux ions, chacun d’une charge

électrique e, on obtient 2Dr, = 2.

4.2 La solution d’équation de Schrédinger du poten-
tiel de kratzer dans ’espace non commutative

Pour résoudre 1’équation de Schrédinger du le potentiel de kratzer dans ’espace non
commutative nous constituons la relation de Boopp’s shift (2.38) dans e potentiel de

kratzer (4.1)

On a:
~ i -
. M 4.1
Ti = @i~ 5, D; (4.16)
Ou
r=v /.CL'\[.CIT\% (417)
en effet :

2
VNC(p) = —op e _ _Te 41
") (\/ Tz 2(TiT) (4.18)

2

Te T

=-2D — 7

N 07 ~
0ii ~ 0i5 ~ o Yis Y
V0w = S - Sy 20— 5P = 5i0)

— 2D e - L
(2 = Bepym +9(0%)F 202 = Bpya + 9(6%)
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Te r?
= —2D ( 0;5 ~ 27y L - 9 05 /\6 2 )
(1 — Z5pm +9(6%)2  2r2(1 — 5 pa; + 9(67))

—2Dr, 0;: 2Dr? 0ii -
= (1+ Qh;apjxi—i_ﬁ(GZ))—{— 52 (1+h—7f2pj37i+19(92))
—2Dr 2Dr? > eiiklkDyi T > €ijkbrpiz
= ° € _ 9Dy = TWETRETT | o2 e THRTRESTY
r + 2r2 Fe 4hr3 el 4hrt
Puisque :
Eijklk
g, = Rk
J 2
On a:

Z €ijkbkDjzi = (x2p3 — x3p2)0h + (z3p1 — 1p3)0a + (z1p2 — 2p1)0s

= L191 + L202 + L393

Alors :

NC () op (e r? Dref> 1 7
r)=— — - —_ ==
ro 22 2h r3 rd

Nous trrouvons :

V() = VO(r) - Q—;H <i - E)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

On peut écrire Popérateur Hamiltomien dans I'espace NC comme suivent [16] :

77 ﬁQ NC
H="+V
o TV()

L’équation du Schrodinger dans I’espace non commutative :
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(19,0 I? re 12 Dr.LO (1
28l ) gp (e Te ) e T (e
2m \r?20r Or  RhPr? ro 2r? 2h r3oor

_h2 10T20_E2 oD 7“6_7“3 _DreLH I
2m \ r20r Or  h?r2 22 2n \r3 g4

|

HU(T,60,0) = EU(T,0,¢) (4.24)

En remplace I’équation (4.21) dans 1’équation (4.24) :

On a:

U(7,0,0) = Ru(r)Ym(9,¢) (4.26)

En remplace (4.26) dans (4.25) :

On a:

L*Vi (0, ) = BA(1 4+ 1)Yim (0, ) (4.28)

Il devient notre :

——
B2 (10 ,0 I(l+1) re 12 Dr.,LO (1 r,
R Sy - —— - — 5 - = R Ym 97 = i \T m
2m (7“2 ar or r2 ) 2D r 2r? 2h r ()i (0, ) = ERu ()
(4.29)

4.2.1 Etude la partie angulaire

L’é¢tude de la partie angulaire c’est le méme calcule dans le cas commutative, on

trouve Y, (0, o) est :
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Vinl0, ) = \/ () (oDt eos)e (4.30

4.2.2 FEtude la partie radial

On remarque que expression Y}, (6, ¢) ne depond pas de r.

Alors :

(10,0 W+D\ _ (re 2\ _DrLld (1
2m \r20r Or 72 r 272 2h r3  rd

On utilise le changement de variable suivant :

U
Ru(r) y) (4.31)
On trouve :
(‘32U(T>_l(l+1)_2m 9D re 7o _Dref}g> 17 _E| U@ =0
or? r2 h? r o 2r2 2h r3  rd N
(4.32)
L’Hamiltonien ﬁg devient :
~ PP r r? Dr.LO (1 r
Hy=—-2D|f—-——<2 ) - —"=“" " [ -2 4.
"7 om (7" 27"2) 2h (r3 r4) (4.33)

D’apres cette expression on remarque la non commutativité de ’espace-temps est

introduit sous forme d’une perturbation.

Dr.L 0 (1
W _Dre L _re 4.34
’ 2h (r3 7"4) (434)
—~ Dr. L0 (1 T
W, — _Zlel= L Te 4.
o 2h <T3 7“4) (4.35)
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Nous notons que le premier terme de ’expression ci-dessus est trés semblable a celle

de I'accouplage spin-orbite,

2 (T.79
—~ 6 .
”50:_
' 2m262< 73 >

Et la no commutativité 6 joue un roéle de spin S.

nous traitons la non commutativivé comme une perturbation pour trouver les correc-

tions sur les niveaux d’énergie du potentiel de kratzer.

4.2.3 Correction des énergies d du potentiel de kratzer dans la

géométrie no commutative

Les corrections du premier ordre de I’énergie s’écrivent :

AE7(11) = <77Z)n,l7ml | W9 | ¢n,l,ml>

Dr6 i L. rel.
AE (1) = / dTT / |:< n7l7ml 3 ’wn7l,ml> - < ’r—il_,l,ml | 4

(4.36)

| wn,l,ml>:| dS)

(4.37)
Utilisons 1’écriture suivante :
| Y gm,) =1 10, L 01) (4.38)
Dr.0m;h 1
AEM :_% (<n,l,mz |5 | n,l,ml> <n,l,ml| \n,z,ml>> (4.39)
r
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Dr.0 1
AES) _ LTI <<n,l,ml | | n,l,ml> <n,l,ml | | n,l,ml>) (4.40)

(n,l,my | L, | n,l,my) =mh (4.41)

Remarquons que :

r3

1 > 1 1
<n,l,ml| |n,l,ml> _ / AP Riy(r) 5 Rua(r) = () (4.42)
0

puisque :

/oo drr* R, (1) Ry (r) =1 (4.43)

0

Aprés [42] :
Les valeurs moyennes de <rk>nl . Les différences entre les différentes fonctions
propres radiales deviennent particulierement apparentes lorsque nous formons la valeur
moyenne de r, la distance entre I’électron et le noyau, élevée a différentes puissances. La

valeur moyenne <r’“>nl est donnée par :

k2

ki1 1 1] a2
) = @R DR k1) | B 0 (a4

Démonstration la relation de récurrence (4.44) :

les valeurs d’attente hrkinl des différentes puisances de la variable radial » pour
un atome d’hydrogéne de nombre quantique n et [ sont donnes par I’équation
Les valeurs <7“k>nl de différentes puissances de la variable radiale » pour un atome

d’hydrogéne de nombre quantique n et ¢ sont données par ’équation
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(e o]

(), = [P Rl (4.5)

0

R,,..(r) sont les solutions de I’équation différentielle radiale HR(r) = ER(r), nous
montrons que ces valeurs sont liées par la relation de récurrence (4.44). pour simplifier la
notion définissons la fonction réelle u(r) par u = rR,,; et notons les premiere et seconde
dérivées de u(r) par u'et u’.

L’équation ( 4.45 ) prend alors la forme :

o0

(r*y = /rkuzdr (4.46)
Depuis que nous avons :

ORu(r) u u 0, sORy(T) "
il — 4.
or rorz or (r or ) =ru (4.47)

Apartir le relation :

HR(r) = ER(r)

Devient :
s [Hl+1) 22 22
W = - < 4 4.48
r2 apr  n2ad (4.48)
Ou l'équation FE, = —25522 pour I'énergie a également été introdite. Avant la

commencer la dérivation direct de I’éqation (4.44), nous dérivons d’abord la relation utile.

considérons l'integrale :

(e o]

/ rYuudr

0

On n’inteégre par partie :
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oo o0

/r”uu’@r =’ | —/ ;*(T w)dr (4.49)

0 0
La premiére partie de l'intégrée est disparait car quand R(r) — 0, ( 71 — o0) et
u(r) — 0 comme 7 — 0

Développant on dérivée l'intégrale & droite.

On a:
o o0 (o]
/r”uu’dr = —V/r”_1u2dr - /r”uu’dr
0 0 0

Combinant I'intégrale du coté gauche avec la dernniére du coté droit, on obtient

le résultat :

oo

/r”uu’dr = —g " (4.50)
0

Pour obtenir la relation de récurrence (4.44), on multiplie I’équation (4.48) par r*+1/

et intégral sur r.

) o0 2 o0 2 N
/rkJrl W = 10+ 1)/rk1uu’dr 2k dr 4+ 2 2/rk+1uu'dr (4.51)
0 0 o 0 " aOO
WADE=1) oy k2 g R+
= 5 <7“ 2>nl + a_o <7" 1>nl 2712 < >nl

L’intégrale a gauche de I’équation (4.51) peut étre écrit comme :
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/k+1 < 'Or = —/u'%(rkﬂu')d
0

= —(k+ 1)/rku’u'dr — /rkﬂ o dr
0 0

[e.9] o0

= (k+ 1)/u§(rku/)dr — /rkﬂu’u”dr
r
0

0
oo o 00

= k(k+ 1)/7“k_1uu’d7“ + (k + 1)/rkuu"dr — /rkJ’lu’u"dT (4.52)

0 0 0

L’integrale du coté gouche et la derniére intégrale du cote droit peuvent etre combinées

pour donner :

/ KLy g —  k(k - 1i(k +1) <7“k_2>nz N (k+1)

0

/rkuu"dr (4.53)
0

et cela en utilisant ’équation (4.50)
Subsititution I'équation (4.48) pour u” dans la derniére intégrale du cote droit de

I'équation (4.53) :

/ kJrl /ldr - _ (k: k + ]‘ < k— 2>nl k + ]‘)2l(l + 1) <T,k72>nl (454)
0
(k+1)z , ,_ (k+1)2°
B ao <Tk 1>nl+ 2n2 < k>nl

En fin, combinant les équations (4.51) et (4.54), nous obtenons la relation de récur-
rence (4.44 ).

Maintenant, utilisez la relation (4.44) pour k = (0,1, —1) on trouve [42]
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pour k=0

Z
Y =— 4.55
= (4.55)
pour k=1
2 3a ai ,
2 =2 ) B =0
(r) = 2“—;[3712 — (1 +1)] (4.56)
pour k = —1
1 A 1
=\ = - 4.
<7’3> l(l+1)a0<7“2> (4.57)
et a partir de [42] on a :
1 Ve
—)= 5% 4.58
<r2> agn?(l+ 3) (4.58)
On remplace (4.58) dans (4.57) :
ZS
=\ = 4.59
<r3> adnd(l+ 1)(1+ 3)1 (4.59)
Finalement [43] :
1 2132 —1(1+ 1))
(7)) = 3 D -1 (4.60)
ritagnd (U 5) L+ D+ ) = 3)

. o . . . 1
Maintenant, calculons la premiere correction de 1’énergie AES ), en remplace les

équations(4.59) et (4.60) dans (4.40) :

B = -2 (5 - (%) (161)
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_ Dr.my ( 73 B reZ43n? — I(1 + 1)] > (4.62)
B 2 adnd(l+1)(1+ 31 agn®(+2)1+ 1)+ )1 —3) '
__ Dr.my ( A B reZ*% [3n? = I(1 + 1)]
B 2 adnd(l+ 1)1+ 51 agn(l + 1)1+ )lagn?(1 + 3)I(1 — 1)
_ Dr.my ( Z3agn®*(1+ 3)I(1 - 1) B reZ433n? — I(1 + 1)]
B 2 adnd(l+ 1) (14 $lagn*>(L+ DI —3)  adnd(l+ 1)1+ 3)lagn?(1+ 2)I(1 - 3)
__ Dromy (Z3aon2(l + D)1= 3) —r 245 Bn? — 11 + 1)]) (4.63)
B 2 agnS(L+ )1+ 1)1+ )i — 1) '
On pose :
g1 =Dr? (4.64)
g2 = 2Dr. (4.65)
Donc :
3, 2(] 4 3 1 41 (9.2
AR — 4920m123a0n I+ §)l(ll -3) : : glemlf 5 [3n% — l(l1+ 1)]  (4.66)
dagn(I+35)T+ D)+ )1 —35)  2agn>(I+35) 0+ 1)+ )1 —3)

Quand g¢; = 0 le potentielles de Kratzer réduit au potentiel du Coulomb, et donc

'équation (4.66) deviendra :

AR _ 920y Z3agn® (1 + 2)I(1 — 3)
" agn®(l+ )1+ 1)1+ )11 - 1)

(4.67)
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Om,; 73
AED = _ ga7mm 4.68
" 4a3n?(1+1)(1 + 3)1 (4.68)

Cette équation est le meme resultat de sepectre d’énergie ordre 1 de atome de hy-

drogene [7].

Z =1

go = 2Dr.= Ze* = é?

20m
AEH = — i 4.69
" 4a3nl(1+ 1)1 + %) (4.69)

La formule (4.66) montre l'effet de I’algébre non commutative sur les niveaux d’énergie
du potentielles de Kratzer. Il peut étre utilisé pour étudier des plusieurs caractéristiques
des molécules diatomiques. En particulier, cela nous permet d’étudier 'effet de la non-

commutativité sur les niveaux d’énergie pour les molécules diatomiques.
Spectre d’énergie

Nous prenons comme exemple les niveaux n = 1

Quand =1 — -l <m<I

—m=—1,0,1
nous étudions les trois cas :

=1, m=-1

AED — 929Z3 _ 9124
" 1243 15a}

—~

AEM =0
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l=1,m=+1

AED — _92923 gzt
" 12a3 154}
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Conclusion

Le but de cet mémoire est de résoudre ’équation de Schrodinger pour potentiel
de Kratzer dans le formalisme de la géométrie de 1’espace non commutative. Cette non
commutativité a été considéré comme une perturbation indépendante du temps. Elle a
conduit & un simple déplacement de vecteur de position x; & un vecteur équivalent ;
défini par la relation 7; = z; — %pj qui dépend de parameétre du non commutativité
0 , en démontrant les corrections d’énergie jusqu’au second ordre du la coefficient non

commutativité 0.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons utilisé la géométrie non commutative par [1’étude du
potentiel Kratzer en démontrant les corrections d’énergie jusqu’au second ordre du le
coefficient non commutative 6 cela peut étre fait par 1’étude de 1’équation de Schrddinger

dans la géométrie non commutative.

Mots-clés: la géométrie non commutative, équation de Schrodinger, potentiel du kratzer.

Abstract

In this work, we have used noncommutative geometry by studying Kratzer’s potential
by considering the second order corrections in the the non commutative coefficient 6 , this can

be done by studying the equation of Schrédinger.

Keywords: noncommutative geometry, equation of Schrodinger, kratzer’s potential.
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