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Chapitre 1

Introduction générale

Le vingtième siècle a apporté avec lui son lot de découvertes faites par l�homme.

En physique par exemple deux grandes théories ont révolutionné le monde. La relativité

(générale ) et la mécanique quantique.

La relativité générale est la théorie qui décrit l�in�niment grand (les planètes, les

galaxies,. . . . . . .). Ses fondements out été établies par Albert Einstein en 1916. Elle utilise

principalement la géométrie Riemannienne comme formalisme mathématique.

La mécanique quantique est la théorie qui décrit la systèmes microscopiques, les

constituants les plus in�mes de la matière (les atomes, les électrons, les quarks, . . . . . . ).

Elle fut établie par un ensemble de physiciens tels que N. Bohr, W.Heisenberg, E. Schrö-

dinger et Paul A. M. Dirac, etc.. . .

Une première théorie quantique véritable de la mécanique quantique est présen-

tée en 1925 par Heisenberg [1] : la mécanique des matrices. L�année suivante, Schrödinger

propose une seconde théorie, la mécanique ondulatoire. En 1927, Dirac provenir à forma-

lisme mathématique des vecteurs d�états. Il démontre que son formalisme des vecteurs

d�états est non seulement équivalent au formalisme des matrices de Heisenberg et à ce-

lui des fonctions d�onde de Schrödinger. En 1928, Dirac réussit à uni�er sa mécanique

des vecteurs d�états avec la relativité restreinte. Dirac prédit en 1930, à partir de sa

mécanique quantique relativiste, l�existence de l�antimatière.
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Les antiparticules seraient des particules ordinaires d�énergie négative et l�anti-

électron est proton (charge opposé). En 1931, Dirac modi�e sa prédiction : les anti-

particules seraient des particules totalement nouvelles Les antiélectrons n�est pas pro-

tons (sont des positrons). La prédiction corrigée de Dirac sera con�rmée expérimenta-

lement par Carl Anderson en 1932 - 1933. En 1948, apparition une nouvelle théorie

(théorie quantique des champs) cette théorie continue de se développer depuis 1948 et

discute aujourd�hui des quatre forces fondamentales qui régissent tous les phénomènes

physiques connus.

Historiquement , le passage de la mécanique quantique relativiste s�est e¤ectué à

partir d�une généralisation de l�equation de Schrödinger à un systéme relativiste. l�étude

d�un systeme microscopique est pasée sur la résolution de cette équation.

L�equation de Schrödinger est l�equation fondamentale da la mécanique quantique

non relativiste. Elle joue en mécanique quantique le même role que l�équation de Newton,

de lagrange ou de Hamilton en mécanique classique ou les équations de Maxwell en

électromagnétisme. Elle décrit l�évolution temporelle de l�état d�un objet quantique en

cherchant ce qu�on appelle la fonction d�onde ainsi le spectre d�énergie des di¤érents états

possible. Nous allons étude cette équation dans ce travail par la méthode de séparation

des variables.

Le père de la mécanique quantique est le physicien Max Planck qui introduire

la célèbre constante ~ = h=2� cette constante est le fondement de la réalité physique,

puisqu�on la retrouve dans la formulation du principe d�incertitude de Heisenberg qui

rend impossible la mesure simultanée de la position et de l�impulsion d�une particule,

car l�incertitude �x sur la mesure de sa position et l�incertitude �p sur son impulsion

doivent satisfaire à la relation de Heinsenberg. �x:�p ' h=2. C�est ainsi que la position

x et l�impulsion deviennent des opérateurs bx et bp agissant sur l�espace des états qui est
un espace de Hilbert leur commutateur est donné par :

[ bxi; bxj] = 0 ; [bpi; bpj] = 0 ; [bxi; bpj] = i~�ij (1.1)
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La mécanique quantique en espace non-commutatif correspond à l�étude de Ha-

miltonien dépondant des opérateurs de position et l�impulsion qui satisfont une algébre

de commutateurs non canonique. L�étude de modéles exactement solubles en mécanique

quantique peut nous permettre d�avoir une meilleure compréhension de certains phéno-

ménes survenant en théorie quantique des champs non-commutative.

Le but principale de ce travail

L�objectif de ce travail est donner une solution de l�équation de Schrödinger dans

l�espace non commutative pour le potentiel de Kratzer.

Dans notre mémoire de master ,il nous a semblé utile d�exposer d�abord, au

1erchapitre en va présenter l�introduction générale , le 2�emechapitre, qui comporte des

rappeles sur la géométrie non commmutative et en va présenter l�équation de Schrödin-

ger dans l�espace non commutative et produit star et décalage de Bopp Shift, dans le

3�emechapitre on va étudier la solution du l�équation de Schrödinger de le potentiel cou-

lomb dans la cas commutative et non commutative, aussi étudier la solution du l�équation

de Schrödinger de hydrogénoide dans L�espace non commutative, au dernier chapitre on

résoudre l�équation de Schrödinger pour le potentiel de Kratzer.
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Chapitre 2

Géométrie non commutative

2.1 Introduction

La géométrie non commutative est une généralisation de la géomérie inspirée par la

physique quantique dont le but est de pouvoir étudier des espaces aussi bizarres. L�idée

est simple : un espace traditionnel peut être représenté par une structure algébrique

commutative (ab = ba). On est capable de coder tous les outils géometrique dans cette

structure algébrique. Serait-il possible de généraliser ces outils à des structures algébriques

non commutative (ab 6= ba) qui seraient alors une description algébrique des espaces

impossibles à dé�nir de façon traditionnelle ? On aurait alors une généralisation de la

notion méme d�espace géométrique.

La premiére apparition de notion de l�espace-temps non-commutatif en physique des

particules remonte aux travaux de Snyder en 1947 [2] . Le but été de pouvoir se débarras-

ser des divergences ultraviolettes de théorie quantique des champs tout en conservant la

covariance de Lorentez. Mais, comme parallélement à cela, la théorie de la renormalisation

produisait des résultats remarquables.

La géométrie non-commutative [3, 4, 5] est une géométrie où les coordonnées de

l�espace-temps ne commutent pas, elle a été conçue à la fois répondre à des besions en

mathématiques et pour permettre d�abord de certains problémes de physique théorique,
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dont la forme générale des commutateurs [6, 7] :

[ bxi; bxj] 6= 0 ; [bpi; bpj] 6= 0 (2.1)

2.2 Algébre d�espace-temps non-commutative

L�algébre non commutative dans la forme générale par relation suivantes [8, 9, 10] :

[ bxi; bxj] = i�ij

[bpi; bpj] = i�ij (2.2)

[bxi,bpj] = i~�ij

les quantités �ij,�ij sont des paramétres antisymétrique réelles pouvant dépendre des

opérateurs bp et bx satisfaisant à :

=) �ij = "ij�

=) �ij = "ij�

avec : "ij = �"ji = 1

Lorsque on pose � ! 0 nous trouvons les relations de la mécanique quantique ordinaire

(commutative).

La non commutativité n�est réalisée que sur les opérateurs position par le biais des

paramétres (non commutativité positionnelle) [8]. L�algébre au -dessus se réecrit donc :

[bxi ; bxj] = i�ij

[bpi; bpj] = 0 (2.3)
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[bxi; bpj] = i~�ij

où �ij est un tenseur anti-symétrique dont les éléments sont réels.

�ij =

0BBBBBB@
0 �� 0 0

� 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA (2.4)

et ceci donne l�algèbre d�Heinsenberg.

�xi:�pj '
�ij
2

(2.5)

2.3 La quanti�cation de Weyl-Le produit de Moyal

2.3.1 La quanti�cation de Weyl :

La quanti�cation de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique

quantique à partir de l�espace de phase de la mécanique classique. C�est une prescription

qui nous permet d�associer un opérateur quantique à une fonction classique qui dépend

des variables de l�espace de phase (variables canoniques).

2.3.2 Le produit star :

Le formalisme du produit-star initié par Weyl et Wigner pour permettre une des-

cription de la mécanique quantique en termes d�espace des phases, s�articule non pas

autour d�opérateurs non commettants,comme dans l�approche opératorielle, mais autour

de la déformation du produit entre les variables de l�espace des phases, nous allons voir

comment ce formalisme peut être utilisé dans le cadre de MQNC.
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ef(k) transformation de Fourier [10, 11, 12] :
f(x) = (2�)�D=2

Z
dDke�ikix

i ef(k) () ef(k) = (2�)�D=2Z dDkeikix
i

f(x)

g(x) = (2�)�D=2
Z
dDke�ikix

ieg(k) () eg(k) = (2�)�D=2Z dDkeikix
i

g(x) (2.6)

On dé�nit le symbole de Weyl par :

w(f) = (2�)�D=2
Z
dDkeikix

i ef(k)
w(g) = (2�)�D=2

Z
dDkeikix

ieg(k) (2.7)

Si g(x)et f(x) est fonction réelle alors l�opérateur de Weyl est hermitien.

Le produit de deux opératrurs de Weyl de deux fonctions soit égal àl�opérateur de

Weyl associé au produit star de deux fonctions :

w(f)w(g) = w(f � g) (2.8)

On commence par le premier terme

w(f)w(g) = (2�)�D=2
Z
dDkeikix

i ef(k)(2�)�D=2Z dDk0eik
0
ix
ieg(k0)

= (2�)�D=2(2�)�D=2
ZZ

dDkdDk0 ef(k)eg(k0)eikixieik0ixi (2.9)

En utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdor¤ [8, 13, 14, 15]:

eAeB = eA+B+
1
2
h[A;B]+ 1

12
[[A;B];B]� 1

12
[[A;B];A]+:::::: (2.10)
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Valable pour les opérateur A et B tel que :

[[A;B] ; B] = [[A;B] ; A] = 0 (2.11)

En suite le produit w(f) w(g) prend la forme :

w(f)w(g) = (2�)�D=2(2�)�D=2
ZZ

dDkdDk0 ef(k)eg(k0)ei(ki+k0i)xie� i
2
�ijkik

0
j (2.12)

aprés on pose k + k0 = qet on trouve :

w(f)w(g) = (2�)�D=2(2�)�D=2
ZZ

dDkdDq ef(k)eg(q � k)eiqixie� i
2
�ij(kiqj�kikj) (2.13)

On a �ij est antisymétrique (�ij = ��ij) et kikj est symétrique ( kikj = kikj).

w(f)w(g) = (2�)�D=2(2�)�D=2
ZZ

dDkdDq ef(k)eg(q � k)eiqixie� i
2
�ijkiqj (2.14)

On passe au deuxiéme terme

w(f � g) = (2�)�D=2
Z
dDqeiqix

i

(̂f � g)(q) (2.15)

En comparant entre (2.14) et (2.15)

(̂f � g)(q) =
Z
dDk ef(k)eg(q � k)e� i

2
�ijkiqj (2.16)

où (̂f � g)(x) est la transformée de fourier de (f � g)(x)

(f � g)(x) = (2�)�D=2
Z
dDqeiqix

i

(̂f � g)(q) (2.17)
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= (2�)�D=2(2�)�D=2
ZZ

dDkdDq ef(k)eg(q � k)eiqixie� i
2
�ijkiqj

D�après [8] :

f(x) exp

�
i

2

 �
@i �

ij�!@j
�
g(x) = f(x)g(x)+

1X
n=1

�
i

2

�n
1

n!
�i1j1 ::::�injn@i1 ::::@inf(x)@j1 ::::@jng(x)

(2.18)

On peut écrire le produit star de deux fonctions au premier ordre de �, comme suit :

f � g = f(x) exp

�
i

2

 �
@i �

ij�!@j
�
g(y) jx=y (2.19)

f � g = f(x)g(x) +
i

2
�ij@if(x)@jg(y) +O(�2) jx=y (2.20)

Si � = 0 leproduit star de deux fonctions égal au produit ordinaire de ces fonctions

donc on trouve le cas commutative.

f(x) � g(x) = f(x)g(x) (2.21)

2.3.3 Les propriétés du produit star (produit de Moyal)

Dans ce qui va suivre, on va illustrer quelques autres propriétés fondamentales du

produit star [9, 16]:

1-Le produit star est non-commutatif :

f(x) � g(x) 6= g(x) � f(x) (2.22)

Par contre : g(x) � f(x) = f(x) � g(x) j�=��
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2-Le produit star est associatif

(f(x) � g(x)) � h(x) = f(x) � (g(x) � h(x)) = f � g � h (2.23)

3-La conjugasion complexe

(f(x) � g(x))� = f(x)� � g(x)� (2.24)

4-Produit star sous le signe intégral

Z
(f � g)(x)d4x =

Z
(g � f)(x)d4x =

Z
(f)(x)g(x)d4x

En raison de l�antisymétrique de � ,l�exposant disparait ainsi :

Z
(f � g)(x)d4x =

Z
d4k ef(k)eg(�k) = Z (f:g)(x)d4x (2.25)

5-de la propriété (4) nous pouvons déduire la propriété cyclique

Z
(f1 � f2 � ::::::fn)(x)d4x =

Z
(fn � f1 � ::::::fn�1)(x)d4x (2.26)

6-Règle de Leibniz

Il est facile véri�er que la dérivée de produit star satisfait à la règle de Leibniz

@�(f � g) = @�f � g + f � @�g (2.27)
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2.4 L�équation de Schrödinger sur un espace-non com-

mutatif

Il su¢ t de remplacer les produits de fonction d�onde (ou les champs ) par le produit

star où le produit Moyal,Dans l�espace temps non commutatif à D dimensions.

L�équation de Schrödinger sur un espace-temps non commutatif aura la forme [7, 16,

17] :

Ĥ(bp;�!bx ) �	(�!bx ; t) = E	(
�!bx ; t) (2.28)

i~
@	

@t
(
�!bx ; t) = ��!p 2

2m
+ V (

�!bx )� �	(�!bx ; t) (2.29)

Le produit star entre l�operateur du potentiel et la fonction d�onde est dé�ni comme :

V (�!x ):	(�!x ; t)! V (
�!bx ) �	(�!bx ; t) (2.30)

Mezincescu [17] et [7, 16, 18, 19] a démontré la relation suivante :

V (�!x ) �	(�!x ) = V (
�!bx � ep

2
)	(
�!bx ; t) (2.31)

Démonstration :

A partir (2:18) :

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + 1X
i=1

1

n!

�
i

2

�n
@
i1
:::@inV (

�!bx )�i1j1 :::�injn@
j1
:::@jn	(

�!bx )
(2.32)

Ona : @jn =
@

@xjn
et ipjn = ~ @

@xjn
avec ~ = 1

On replace @jk par :
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V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + 1X
i=1

1

n!

�
i

2

�n
@
i1
:::@inV (

�!bx )�i1j1 :::�injn(i)npj1 :::pjn	(�!bx )
(2.33)

A partire de [17] :

bpjn = �injnpjn (2.34)

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + 1X
i=1

1

n!

�
�1
2

�n
@
i1
:::@inV (

�!bx )bpj1 :::bpjn	(�!bx ) (2.35)

La transformation de Fourier de V (
�!bx ) :

@
i1
:::@inV (

�!bx )bpj1 :::bpjn	(�!bx ) = (i)n Z dk exp(ikx)(k:bp)nbV (k)	(�!bx ) (2.36)

Donc :

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + 1X
i=1

1

n!

�
�1
2

�n
(i)n

Z
dk exp(ikx)(k:bp)nbV (k)	(�!bx )

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + Z dk
1X
i=1

1

n!

�
�i
2

�n
(k:bp)n exp(ikx)bV (k)	(�!bx )

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + Z dk
�
e(�

i
2
k:bp) � 1� e(ikx)bV (k)	(�!bx )

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + Z dk
�
e(�

i
2
k:bp+ikx)� bV (k)	(�!bx )� Z dke(ikx)bV (k)	(�!bx )
14



V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V (

�!bx )	(�!bx ) + Z dk
�
ei(x�

ep
2
)k
� bV (k)	(�!bx )� bV (k)	(�!bx )

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = Z dk

�
eik(x�

ep
2
)
� bV (k)	(�!bx )

V (
�!bx ) �	(�!bx ) = V

�
x� ep

2

�
	(
�!bx ) (2.37)

2.5 Le décalage "Bopp shift"

On peut écrire les opérateur d�espace-temps non commutatifs bxi et bpi en termes des
opérateurs ordinaires de positions xi et d�impulsions pi [20] en utilisant la transformation

suivante [7, 16, 17, 18, 19] :

bxi = xi �
�ij
2~
pj (2.38)

bpj = pj (2.39)

La derniére tranformation s�appelle : Le décalage " Bopp shift".

Au cas où la dimension d�espace est D = 2 on peut représenter les relations ci-dessus

comme : (�ij = "ij� et "ij = �"ji = 1)

bx = x � �ij
2~
py = x� �

2~
py (2.40)

by = y � �ji
2~
px = y +

�ij
2~
px = y +

�

2~
px (2.41)

bpx = px (2.42)
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bpy = py (2.43)

Utilisons les équation (2:38) et (2:39) pour calculé le commutateurs :

[xi; xj] ; [xi; pj] ; [pi; pj] (2.44)

On trouve les lois de commutation entre les coordonnées d�un espace-temps commu-

tatif.

[xi; xj] =

�bxi + �ij
2~
bpj; bxj + �ij

2~
bpi�

= [bxi; bxj] + �ji
2~
[bxi; bpi] + �ij

2~
[bpi; bxi] + �ij

2~
�ji
2~
[bpj; bpi]

= i�ij +
�ji
2~
(i) +

�ij
2~
(�i) + �ij

2~
�ji
2~
(0) (2.45)

= i�ij +
��ij
2~

(i) +
�ij
2~
(�i) + 0

= 0

=) [xi; xj] = 0 (2.46)

[xi; pj] =

�bxi + �ij
2~
bpj; bpj�

= [bxi; bpj] + �ij
2~
[bpj; bpj] (2.47)

= i~�ij +
�ij
2~
(0)

= i~�ij
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=) [xi; pj] = i~�ij (2.48)

[pi; pj] = [bpi; bpj] = 0

=) [pi; pj] = 0 (2.49)
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Chapitre 3

Solution du l�équation de

Schrödinger avec plusieurs types des

potentiels

3.1 Résolution du l�équation de Schrödinger d�atome

hydrogéne dans le cas commutative :

3.1.1 Expression en coordonnées cartésiennes passage aux co-

ordonnées sphéiques

L�équation de Schrödinger pour l�atome d�hydrogène sera écrite, en faisant l�approxi-

mation que le noyau (dont la masse est 1836 fois celle de l�électron) constitue le centre

de gravité du système où il est immobile, ce qui revient à négliger son énergie ciné-

tique. L�énergie cinétique de l�atome se réduit donc à celle de l�électron ; il lui est associé

l�opérateur

� ~
2

2m
� (3.1)

18



L�énergie potentielle de l�atome, de nature purement électrostatique s�écrit en fonction

de la distance r de l�électron au noyau.

V = � 1

4�"0

e2

r
(3.2)

L�opérateur associé est la simple multiplication par V , et l�équation de Schrödinger

dans coordonnées cartésiennes est

� ~
2

2m
�	(x; y; z)� 1

4�"0

e2p
x2 + y2 + z2

	(x; y; z) = E	(x; y; z) (3.3)

Cette équation ne peut être résolue que par passage aux coordonnées sphériques,

adaptées à la symétrie du systéme.

Dé�nition des coordonnées sphériques :

x = r sin � cos� (3.4)

y = r sin � sin�

z = r cos �

La transformation du lapacien en coordonnées sphériques, particuliérement fasti-

dieuse, conduit à l�expression suivante de bH; en unités atomiques :
bH = � ~

2

2m

1

r2

�
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+ sin2 �

@

@�2

�
� e2

r
(3.5)

Nos avans signalé que l�on peut mesurer simultanément une composante du moment

cinétique orbital L et son carré L2:Nous choisissons pour cette composante Lz; particu-

larisée par la maniére dont sont dé�nies les coordonnées sphériques, que privilégie l�axe

Z [20, 21] :

bLz = �i @
@�
, Où ~ = 1 (3.6)
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bL2 = �~2 � 1

sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

sin2 �

@2

@�2

�
(3.7)

L�opérateur bH prend alors la forme :

bH = � ~
2

2m

1

r2

"
@

@r

�
r2
@

@r

�
�
bL2
~2

#
� e2

r
(3.8)

Les trois opérateurs bH;L2 et Lz commutent : ils ont donc un ensemble commun
de fonctions propres 	(r; �; �): cette constatation fournit une stratégie de résolution de

l�equation de Schrödinger, dont nous indiquerons les étapes sans entrer dans le détail des

calculs.

Les fonctions de bH dépendant de r; �; ' etant communes à Lz et L2.

La séparation des variable, permet nous d�écrire la fonction d�onde comme [21, 22] :

	(r; �; �) = Rn;l(r)Yl;m(�; ') (3.9)

Où Rn;l(r) est une fonction de r, et satisfait à :

"
� ~

2

2m

1

r2

"
@

@r

�
r2
@

@r

�
�
bL2
~2

#
� e2

r

#
Rn;l(r)Yl;m(�; ') = ERn;l(r)Yl;m(�; ') (3.10)

En développant le premier membre et schant que Yl;m(�; ') est une fonction propre

de L2 de valeur propre l~2(l + 1) [22] :

L2Yl;m(�; ') = ~2l(l + 1)Yl;m(�; ') (3.11)

LzYl;m(�; ') = ~mYl;m(�; ') (3.12)
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� ~
2

2m

1

r2

"
@

@r

�
r2
@

@r

�
Rn;l(r)Yl;m(�; ')�

bL2
~2
Rn;l(r)Yl;m(�; ')

#
� e2

r
Rn;l(r)Yl;m(�; ')

= ERn;l(r)Yl;m(�; ') (3.13)

D�après la projection, nous multiplions et divisons par Yl;m(�; ') l�équation (3.13)

devient [21, 22]:

� ~
2

2m

1

r2

�
@

@r

�
r2
@

@r

�
Rn;l(r)Yl;m(�; ')� l(l + 1)Rn;l(r)Yl;m(�; ')

�
� e2

r
Rn;l(r)Yl;m(�; ')

= ERn;l(r)Yl;m(�; ') (3.14)

En utilisé le changement de variable :

Rn;l(r) =
U(r)

r
(3.15)

On trouve :

� ~
2

2m

@2U(r)

@r2
+

�
~2l(l + 1)
2mr2

+ V (r)

�
U(r) = EU(r) (3.16)

La solution de l�équation de Schrödinger :

1. r tend vers zéro (r �! 0) () 1
r2
ii V (r) et 1

r
ii E

� ~
2

2m

�
@2U(r)

@r2
� l(l + 1)

r2

�
U(r) = 0 (3.17)

A partr [21, 22, 23]:
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U(r) ' r� =) �(��1)r��2 = l(l+1)r��2 =)

8>><>>:
�1 = l + 1

�2 = �l

(3.18)

=) U(r) = rl+1 (3.19)

2. r tend vers l�in�ni (r �!1)() V (r) ii 1
r2
=) V (r) �! 0

@2U(r)

@r2
+
2m

~2
EU(r) = 0 (3.20)

=) U(r) = e��r (3.21)

Alors la solution est :

U(r) = rl+1f(r)e��r (3.22)

L�équation de Schrödinger devient de cette maniére [24] :

@2f(r)

@r2
+ 2

�
(l + 1)

r
� �
�
@f(r)

@r
+ 2

"
��(l + 1) + me2

~2

r

#
f(r) = 0 (3.23)

On a :

f(r) =
1X
k=0

bkr
k (3.24)

Donc :

bk
bk�1

=
2
h
�(k + 2)� me2

~2

i
k(k + 2l + 1)

(3.25)

Et on a :

a0 =
~2

me2
(3.26)
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bk
bk�1

=
2
h
�(k + 2)� 1

a0

i
k(k + 2l + 1)

(3.27)

f(r) =

1X
k=0

bkr
k � e2�r (3.28)

En remplace (3:28) dans l�eqation (3:22) :

U(r) = rl+1e2�re��r = rl+1e�r (3.29)

En = �
e2

2a0n2
(3.30)

Rnl(r) =
U(r)

r
= Anlr

le
� r
na0

NX
k=0

bkr
k (3.31)

Calcul R10(r) :

l = 0; n = 1

() R10(r) = 2(a0)
� 3
2 e
� r
a0 (3.32)

Donc la solution de Rnl(r) est polynome de la guerre :

Rnl(r) = Nnl(
2r

na0
)le

� r
na0L2l+1n+l (

2r

na0
) (3.33)

On a la normalisation :
1Z
0

r2 jRnl(r)j2 dr = 1

On trouve :

Nnl = �(
2

na0
)
3
2

s
(n� l � 1)
2n [(n+ 1)]3
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Donc l�expression de Rnl(r) est :

Rnl(r) = �(
2

na0
)
3
2

s
(n� l � 1)!
2n [(n+ 1)!]3

(
2r

na0
)le

� r
na0L2l+1n+l (

2r

na0
) (3.34)

3.1.2 Atome d�hydrogéne sur un espace non comutatif :

L�equation de Schrödinger sur un espace-temps no commutatif :

On a vue dans le chapitre 1 :

V (�!x ) �	(�!x ) = V (x� ep
2
)	(�!x ) (3.35)

3.1.3 Hamiltonien non commutatif :

L�Hamiltonien non relativiste représentant l�atome d�hydrogéné a l�expression sui-

vante :

H(x; p) �! H(bx; bp) (3.36)

H(bx; bp) = bp2
2m

+ V (�!x ) (3.37)

Est le potentiel central créé par le proton de charge + jqj (le potentiel de coulomb)

V (r) = �Ze
2

r
(3.38)

En terms de coordonée non commutatives on écrit [25, 26, 27]:

V (r) = �Ze
2

r
= � Ze2pbxibxi (3.39)

Nous utilisons maintenant le nouveau systéme de coordonnées :

xi = bxi + �ij
2~
bpj
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pj=bpj
Dans le nouveau systéme de coordonnées, l�énergie cinétique p2

2m
reste invariante, par

contre le potentiel coulombien devient [28, 29] :

V (r) = � Ze2pbxibxi = � Ze2q
(xi � �ij

2~ bpj)(xi � �ij
2~ bpj)

V (r) = � Ze2q
(xixi � xi

~ �ijbpj + #(�2))

V (r) = � Ze2q
(r2 � xi

~ �ijbpj + #(�2))

V (r) = � Ze2

r
q
(1� xi

~r2 �ijbpj +O(�2))

V (r) = �Ze
2

r
(1� xi

~r2
�ijbpj + #(�2))�

1
2

V (r) = �Ze
2

r
(1 +

xi
2~r2

�ijbpj + #(�2))

V (r) = �Ze
2

r
� Ze2

2~r3
xi�ijbpj + #(�2) (3.40)

posons : [25]

�ij =
1

2
�ijk�k et �ijk = �jki = �kij = 1 (3.41)

�ikj = �kji = �ijk = �1 (3.42)

Donc : (3:40) à l�aide de (3:41) devient :
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V (r) = �Ze
2

r
� Ze2

4~r3
X

xi�ijk�kbpj + #(�2)

On encore :

V (r) = �Ze
2

r
� Ze2

4~3
(
�!
L :
�!
� )

r3
(3.43)

Donc l�opérateur Hamiltonien dans l�espace non commutative devient :

H(bx; bp) =
�!p 2
2m

+ V (�!x ) (3.44)

=
p2

2m
� Ze2

r
� Ze2

4~3
(
�!
L :
�!
� )

r3

D�aprés cette experssion on remarque que le non commutativité de l�espace-temps est

introduit sous forme d�une perturbation.

3.2 Atome Hydrogénoide dans L�espace non commu-

tatif

Un atome Hydrogénoide est un atome constitué d�un noyau et d�un seul électron

à l�image de l�atome d�hydrogène qui est l�élément chimique le plus simple. Son étude

permet de comprendre les principes de la structure atomique [30]:

Pour résoudre de l�équation de Schrödinger pour les atomes Hydrogénoide en intro-

duisant dans l�équation de Schrödinger un potentiel de type muoniques [29, 31]:

Les atome muoniques sont des atomes hydrogénoide, peuvent être formés dans

lesquels un muon est lié à un noyau de charge Ze ; de tels états sont appelés des atomes

muoniques. Les muons sont des électrons lourds n qu�ils sont la même charge électrique

e et spin 1
2
mais sont environ 207 fois plus lourds, le potentiel donc est [31] :
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V c(r) =

8>><>>:
�Ze2

r
, r > R

�Ze2

2R
(3� r2

R2
) ; r < R

(3.45)

r =
pbxibxi avec bxi = xi �

�ij
2~
bpj

Donc :

V nc(r) = V c(r) +
Ze2

4~
�!
L
�!
�

�
1

r3
� 1

R3

�
(3.46)

Donc l�équation de Schrödinger dans l�espace non commutative :

"
� ~

2

2m

 
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
�
bL2
~2r2

!
+
Ze2

2r
(
r2

R2
� 3) + Ze2

4r

�!
L
�!
�

�
1

r3
� 1

R3

�#
	(�!r ; �; '; t)

= E	(�!r ; �; '; t) (3.47)

	(�!r ; �; '; t) = Rl(r)Yl;ml
(�; ') (3.48)

Etude la partie radial :

�
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
� l(l + 1)

r2

�
Rl(r)�

2m

~2

�
Ze2

2R

�
r2

R2
� 3
�
+
Ze2ml�k

4

�
1

r3
� 1

R3

�
� E

�
Rl(r) = 0

(3.49)

On pose :

U(r) = rRl(r) (3.50)

On trove :
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�
@2

@r2
� l(l + 1)

r2

�
U(r)� 2m

~2

�
Ze2

2R
(
r2

R2
� 3) + Ze2ml�k

4

�
1

r3
� 1

R3

�
� E

�
U(r) = 0

(3.51)

1. r tend vers l�in�ni (r �!1) :

@2

@r2
U(r)� 2m

~2

�
E0 �

k

2
r2
�
U(r) = 0 (3.52)

U(r) = e
�2r2

2 Hn(�r) (3.53)

correspondant à

En =

�
nn +

1

2

�
~! (3.54)

	 = e
�2r2

2 Hn(�r) (3.55)

2. r tend vers zéro (r �! 0) :

@2

@r2
U(r)� 2m

~2

�
Ze2ml�k
4r3

�
U(r) = 0 (3.56)

la correction de l�énergie quand( r �! 0) est :

4E(1)n = �2m
~2

Ze2ml�k
4

h 1
r3
i (3.57)

Avec :

l 6= 0

4E(1)n = �2m
~2

Ze2ml�k
4

�
Z3

a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)l

�
(3.58)
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Chapitre 4

Solution du l�équation de

Schrödinger avec le Potenteil de

Kratzer

4.1 Introduction

Le potentiel de Kratzer est une combinaison du potentiel de Coulomb et du

potentiel carré inverse. En générale ce potentiel est utilisé pour étudier la structure ato-

mique et moléculaire [32; 33], il est donc joue un rôle important dans le domaine chimie

quantique. En mécanique quantique, les problèmes analytiques est résolubles sont limités

[34]. Dans les systèmes quantiques le potentiel Kratzer est l�un des rares potentiels qui à

existe une solution analytique exacte [35]. Les équations à potentielles de Kratzer dans

l�espace commutatif a été étudiés dans ces références [36; 37; 38].

Le potentiel de Kratzer est dé�ni par [40] :

V (r) = �2D
�
re
r
� 1
2

r2e
r2

�
(4.1)

Avac un minimum de V (r) = �D (Fig.1). Que l�un des deux atomes être beaucoup
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plus lourd que l�autre.

Fig.1.potentiel de Kratzer

En remplaçons le potentiel dans l�équation de Schrödinger :

r2u+ 2m
~2

�
E + 2D

�
re
r
� 1
2

r2e
r2

��
u = 0 (4.2)

On utilise le changement de variable :

U =
1

r
�l(r)Yl;m(�; ') (4.3)

En utilisant les abréviations dimensionnels :
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x =
r

re
; �2 = �2mr

2
e

~2
E ; 
2 =

2mr2e
~2

D (4.4)

On a 
i0 et �i0 ,nous obtenons pour la partie radial �` l�équation di¤érentielle :

@2�`
@x2

+

�
��2 + 2


2

x
� 
2 + l(l + 1)

x2

�
�` = 0 (4.5)

Pour résoudre l�équation di¤érentielle dernier ont recherche les comportements

asymptotique de �l, l�équation di¤érentielle (3:5) à une singularité urréguliére quand x

tend vers l�in�ni (x ! 1) où ses solutions normalisables dans les états liés, ces com-

portent est comme �l = e��x .

Dans l�autre limite asymptotique x tend vers zéro (x! 0) dans ce cas �l est pro-

portionnel avec x� , où � est un nouveau nombre quantique orbital [41] réalise l�équation

suivante,

�(�� 1) = 
2 + l(l + 1) (4.6)

Les solutions de cette quadratique équation,en e¤et, nous avons besoin seulement

les solutions positives lorsque �i1 :

� =
1

2
+

r

2 + (l +

1

2
)2 (4.7)

On remarque que la fonction d�onde s�annule à r = 0 ,par conséquent

�l(r) = x�e��xf(x) (4.8)

mettre (4:8) dans (4:5) conduit à :

xf
00
+ (2�x� 2�x)f 0 + (�2�� + 2
2)f = 0 (4.9)

Qui est du type général de l�équation de kummer de la série hypergéométriqe

con�uente en laquelle il peut être transformé, en utilisant la variable Z = 2�x au lieu de
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x. ceci conduit à :

f(x) = 1F1(��

2

�
; 2�; 2�x) (4.10)

Maintenant nons discution séparament les deux cas d�énergie négatives et posi-

tives.

a- énergies négatives : pour les états liés �i0 la solution devient [40] :

�l = x�e��x1F1(��

2

�
; 2�; 2�x) (4.11)

Pour x prendre des grandes valeurs, dans ce cas x est proportionnelle avec e��x de

tel sorte que �l diverge pour x �!1 si la série 1F1 ne se brise pas, si c�est le cas 1F1 est

un polynome et 1F1 �! 0 pour x �!1 devient une normalisation, par conséquent :

�� 
2

�
= �� ; � = 0; 1; 2; 3::: (4.12)

Cette relation être conduit à les niveaux d�énergie pour les valeurs propres discrètes

�:

E = � ~2

2mr2e


4

(� + �)2
(4.13)

On utilisant (4:7) nous trouvons :

E = � ~2

2mr2e

4

 
� +

1

2
+

r
(l +

1

2
)2 + 
2

!�2
(4.14)

b- énergies positive : dans ce cas, � n�est plus réel mais il est purement imaginaire.

sa dé�nition montre que, en utilisant le nombre d�ondes k, nous écrivons ensuite �x =

�ikr. Nous constituons dans l�équation (4:11) nous trouvons alors

�` = r�eikx1F1(�� i

2

kre
; 2�;�2ikr) (4.15)
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Les fonctions d�onde radiale (4:15) sont périodiques à grande distance entre les

deux atomes, à l�exception du terme logarithmique.

Ce dernier est une conséquence asymptotique du potentiel de Coulomb . En inter-

prétant le potentiel de Kratzer comme l�interaction de deux ions, chacun d�une charge

électrique e, on obtient 2Dre = e2:

4.2 La solution d�équation de Schrödinger du poten-

tiel de kratzer dans l�espace non commutative

Pour résoudre l�équation de Schrödinger du le potentiel de kratzer dans l�espace non

commutative nous constituons la relation de Boopp�s shift (2:38) dans e potentiel de

kratzer (4:1)

On a :

bxi = xi �
�ij
2~
bpj (4.16)

Où

r =
pbxibxi (4.17)

en e¤et :

V NC(r) = �2D
�

repbxibxi � r2e
2(bxibxi)

�
(4.18)

= �2D

0@ req
(xi � �ij

2~ bpj)(xi � �ij
2~ bpj) �

r2e

2(xi � �ij
2~ bpj)(xi � �ij

2~ bpj)
1A

= �2D
 

re

(r2 � �ij
~ bpjxi + #(�2))

1
2

� r2e

2(r2 � �ij
~ bpjxi + #(�2))

!
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= �2D
 

re

(1� �ij
~r2 bpjxi + #(�2))

1
2

� r2e

2r2(1� �ij
~r2 bpjxi + #(�2))

!

=
�2Dre
r

(1 +
�ij
2~r2

bpjxi + #(�2)) +
2Dr2e
2r2

(1 +
�ij
~r2
bpjxi + #(�2))

=
�2Dre
r

+
2Dr2e
2r2

� 2Dre
P
"ijk�kbpjxi
4~r3

+ 2Dr2e

P
"ijk�kbpjxi
4~r4

Puisque :

�ij =
"ijk�k
2

(4.19)

On a :

X
"ijk�kbpjxi = (x2p3 � x3p2)�1 + (x3p1 � x1p3)�2 + (x1p2 � x2p1)�3 (4.20)

= L1�1 + L2�2 + L3�3

=
�!
L
�!
�

Alors :

V NC(r) = �2D
�
re
r
� r2e
2r2

�
� Dre

�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re
r4

�
(4.21)

Nous trrouvons :

V NC(r) = V C(r)� Dre
�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re
r4

�
(4.22)

On peut écrire l�opérateur Hamiltomien dans l�espace NC comme suivent [16] :

bH =
bp2
2m

+ V NC(r) (4.23)

L�équation du Schrödinger dans l�espace non commutative :
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bH	(�!r ; �; ') = E	(�!r ; �; ') (4.24)

En remplace l�équation (4:21) dans l�équation (4:24) :

"
� ~

2

2m

 
1

r2
@

@r
r2
@

@r
�
bL2
~2r2

!
� 2D

�
re
r
� r2e
2r2

�
� Dre

�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re
r4

�#
	(�!r ; �; ') = E	(�!r ; �; ')

(4.25)

On a :

	(�!r ; �; ') = Rnl(r)Ylm(�; ') (4.26)

En remplace (4.26) dans (4.25) :

"
� ~

2

2m

 
1

r2
@

@r
r2
@

@r
�
bL2
~2r2

!
� 2D

�
re

r
� r2e
2r2

�
� Dre

�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re

r4

�#
Rnl(r)Ylm(�; ') = ERnl(r)Ylm (�; ')

(4.27)

On a :

bL2Ylm(�; ') = ~2l(l + 1)Ylm(�; ') (4.28)

Il devient notre :"
�

~2

2m

�
1

r2
@

@r
r2
@

@r
�

l(l + 1)

r2

�
� 2D

�
re
r
�

r2e
2r2

�
�

Dre
�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
�

re
r4

�#
Rnl(r)Ylm(�; ') =ERnl (r)Ylm (�; ')

(4.29)

4.2.1 Etude la partie angulaire

L�étude de la partie angulaire c�est le même calcule dans le cas commutative, on

trouve Ylm(�; ') est :

35

�� � � � �



Ylm(�; ') =

s�
2

4�

�3
(l �m)!
(l +m)!

(�1)mpml (cos �)eim' (4.30)

4.2.2 Etude la partie radial

On remarque que expression Ylm(�; ') ne depond pas de r:

Alors :

"
� ~

2

2m

�
1

r2
@

@r
r2
@

@r
� l(l + 1)

r2

�
� 2D

�
re
r
� r2e
2r2

�
� Dre

�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re
r4

�#
Rnl(r) = ERnl(r)

On utilise le changement de variable suivant :

Rnl(r) =
U(r)

r
(4.31)

On trouve :

@2

@r2
U(r)� l(l + 1)

r2
� 2m
~2

 
�2D

�
re
r
� r2e
2r2

�
� Dre

�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re
r4

�
� E

!
U(r) = 0

(4.32)

L�Hamiltonien bH� devient :

bH� =
bp2
2m
� 2D

�
re
r
� r2e
2r2

�
� Dre

�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re
r4

�
(4.33)

D�après cette expression on remarque la non commutativité de l�espace-temps est

introduit sous forme d�une perturbation.

cW� = �Dre
�!
L
�!
�

2~

�
1

r3
� re
r4

�
(4.34)

cW� = �DreLz�
2~

�
1

r3
� re
r4

�
(4.35)
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Nous notons que le premier terme de l�expression ci-dessus est très semblable à celle

de l�accouplage spin-orbite,

cWs:o = �
e2

2m2c2

 �!
L � �!S
r3

!

Et la no commutativité � joue un rôle de spin S:

nous traitons la non commutativivé comme une perturbation pour trouver les correc-

tions sur les niveaux d�énergie du potentiel de kratzer.

4.2.3 Correction des énergies d du potentiel de kratzer dans la

géométrie no commutative

Les corrections du premier ordre de l�énergie s�écrivent :

4E(1)n =
D
 n;l;ml

j cW� j  n;l;ml

E
(4.36)

4E(1)n = �Dre�
2~

Z 1

0

drr2
Z 4�

0

��
 +n;l;ml

j Lz
r3
j  n;l;ml

�
�
�
 +n;l;ml

j reLz
r4
j  n;l;ml

��
d


(4.37)

Utilisons l�écriture suivante :

j  n;l;ml
i =j n; l;mli (4.38)

4E(1)n = �Dre�ml~
2~

��
n; l;ml j

1

r3
j n; l;ml

�
�
D
n; l;ml j

re
r4
j n; l;ml

E�
(4.39)
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4E(1)n = �Dre�ml

2

��
n; l;ml j

1

r3
j n; l;ml

�
�
D
n; l;ml j

re
r4
j n; l;ml

E�
(4.40)

Car :

hn; l;ml j Lz j n; l;mli = ml~ (4.41)

Remarquons que :

�
n; l;ml j

1

r3
j n; l;ml

�
=

Z 1

0

drr2R�nl(r)
1

r3
Rnl(r) = h

1

r3
i (4.42)

puisque :

Z 1

0

drr2R�nl(r)Rnl(r) = 1 (4.43)

Aprés [42] :

Les valeurs moyennes de


rk
�
nl
. Les di¤érences entre les di¤érentes fonctions

propres radiales deviennent particulièrement apparentes lorsque nous formons la valeur

moyenne de r, la distance entre l�électron et le noyau, élevée à di¤érentes puissances. La

valeur moyenne


rk
�
nl
est donnée par :

k + 1

n2


rk
�
nl
� (2k + 1)a0

z



rk�1

�
nl
+ k

�
l(l + 1) +

1� k2
4

�
a20
z2


rk�2

�
nl
= 0 (4.44)

Démonstration la relation de récurrence (4.44) :

les valeurs d�attente hrkinl des di¤érentes puisances de la variable radial r pour

un atome d�hydrogéne de nombre quantique n et l sont donnes par l�équation

Les valeurs


rk
�
nl
de di¤érentes puissances de la variable radiale r pour un atome

d�hydrogène de nombre quantique n et ` sont données par l�équation
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rk
�
nl
=

1Z
0

rk [Rnl(r)]
2 r2dr (4.45)

Rn:l(r) sont les solutions de l�équation di¤érentielle radiale HR(r) = ER(r), nous

montrons que ces valeurs sont liées par la relation de récurrence (4.44). pour simpli�er la

notion dé�nissons la fonction réelle u(r) par u = rRn:l et notons les premiere et seconde

dérivées de u(r) par u
0
et u

00
.

L�équation ( 4.45 ) prend alors la forme :



rk
�
nl
=

1Z
0

rku2dr (4.46)

Depuis que nous avons :

@Rnl(r)

@r
=
u
0

r
� u

r2
,

@

@r
(r2

@Rnl(r)

@r
) = ru

00
(4.47)

Apartir le relation :

HR(r) = ER(r)

Devient :

u
00
=

�
l(l + 1)

r2
� 2z

a0r
+

z2

n2a20

�
u (4.48)

Où l�équation En = � ze2

2a0n2
pour l�énergie a également été introdite. Avant la

commencer la dérivation direct de l�éqation (4.44), nous dérivons d�abord la relation utile.

considérons l�integrale :

1Z
0

r�uu0dr

On n�intègre par partie :
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1Z
0

r�uu0@r = r�u2 j10 �
1Z
0

u
@

@r
(r�u)dr (4.49)

La première partie de l�intégrée est disparait car quand R(r) �! 0 , ( r �! 1) et

u(r) �! 0 comme r �! 0

Développant on dérivée l�intégrale à droite.

On a :
1Z
0

r�uu0dr = ��
1Z
0

r��1u2dr �
1Z
0

r�uu0dr

Combinant l�intégrale du coté gauche avec la dernniére du coté droit, on obtient

le résultat :

1Z
0

r�uu0dr = ��
2



rv�1

�
nl

(4.50)

Pour obtenir la relation de récurrence (4.44), on multiplie l�équation (4.48) par rk+1u0

et intégral sur r.

1Z
0

rk+1u0u00dr = l(l + 1)

1Z
0

rk�1uu0dr � 2z
a0

1Z
0

rkuu0dr +
z2

n2a20

1Z
0

rk+1uu0dr (4.51)

=
l(l + 1)(k � 1)

2



rk�2

�
nl
+
kz

a0



rk�1

�
nl
� (k + 1)z

2

2n2a20



rk
�
nl

L�intégrale à gauche de l�équation (4.51) peut être écrit comme :
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1Z
0

rk+1u0u00@r = �
1Z
0

u0
@

@r
(rk+1u0)dr

= �(k + 1)
1Z
0

rku0u0dr �
1Z
0

rk+1u0u00dr

= (k + 1)

1Z
0

u
@

@r
(rku0)dr �

1Z
0

rk+1u0u00dr

= k(k + 1)

1Z
0

rk�1uu0dr + (k + 1)

1Z
0

rkuu00dr �
1Z
0

rk+1u0u00dr (4.52)

L�integrale du coté gouche et la derniére intégrale du cote droit peuvent etre combinées

pour donner :

1Z
0

rk+1u0u00dr = �k(k � 1)(k + 1)
4



rk�2

�
nl
+
(k + 1)

2

1Z
0

rkuu00dr (4.53)

et cela en utilisant l�équation (4.50)

Subsititution l�équation (4.48) pour u00 dans la derniére intégrale du cote droit de

l�équation (4.53) :

1Z
0

rk+1u0u00dr = �(k � 1)k(k + 1)
4



rk�2

�
nl
+
(k + 1)l(l + 1)

2



rk�2

�
nl

(4.54)

�(k + 1)z
a0



rk�1

�
nl
+
(k + 1)z2

2n2a20



rk
�
nl

En �n, combinant les équations (4.51) et (4.54), nous obtenons la relation de récur-

rence (4.44 ).

Maintenant, utilisez la relation (4.44) pour k = (0; 1;�1) on trouve [42]
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pour k = 0

hr�1i = Z

a0n2
(4.55)

pour k = 1
2

n2
hri � 3a0

Z
+ l(l + 1)

a20
Z2
hr�1i = 0

hri = a0
2Z
[3n2 � l(l + 1)] (4.56)

pour k = �1

h 1
r3
i = Z

l(l + 1)a0
h 1
r2
i (4.57)

et a partir de [42] on a :

h 1
r2
i = Z2

a20n
3(l + 1

2
)

(4.58)

On remplace (4.58) dans (4.57) :

h 1
r3
i = Z3

a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)l

(4.59)

Finalement [43] :

h 1
r4
i =

z4 1
2
[3n2 � l(l + 1)]

a40n
5(l + 3

2
)(l + 1)(l + 1

2
)l(l � 1

2
)

(4.60)

Maintenant, calculons la première correction de l�énergie 4E(1)n ; en remplace les

équations(4.59) et (4.60) dans (4.40) :

4E(1)n = �Dre�ml

2

�
h 1
r3
i � hre

r4
i
�

(4.61)
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= �Dre�ml

2

�
Z3

a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)l
�

reZ
4 1
2
[3n2 � l(l + 1)]

a40n
5(l + 3

2
)(l + 1)(l + 1

2
)l(l � 1

2
)

�
(4.62)

= �Dre�ml

2

�
Z3

a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)l
�

reZ
4 1
2
[3n2 � l(l + 1)]

a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)la0n2(l +

3
2
)l(l � 1

2
)

�

= �Dre�ml

2

�
Z3a0n

2(l + 3
2
)l(l � 1

2
)

a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)la0n2(l +

3
2
)l(l � 1

2
)
�

reZ
4 1
2
[3n2 � l(l + 1)]

a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)la0n2(l +

3
2
)l(l � 1

2
)

�

= �Dre�ml

2

�
Z3a0n

2(l + 3
2
)l(l � 1

2
)� reZ4 12 [3n

2 � l(l + 1)]
a40n

5(l + 3
2
)(l + 1)(l + 1

2
)l(l � 1

2
)

�
(4.63)

On pose :

g1 = Dr2e (4.64)

g2 = 2Dre (4.65)

Donc :

4E(1)n = �
g2�mlZ

3a0n
2(l + 3

2
)l(l � 1

2
)

4a40n
5(l + 3

2
)(l + 1)(l + 1

2
)l(l � 1

2
)
+

g1�mlZ
4 1
2
[3n2 � l(l + 1)]

2a40n
5(l + 3

2
)(l + 1)(l + 1

2
)l(l � 1

2
)
(4.66)

Quand g1 = 0 le potentielles de Kratzer réduit au potentiel du Coulomb, et donc

l�équation (4.66) deviendra :

4E(1)n = �
g2�mlZ

3a0n
2(l + 3

2
)l(l � 1

2
)

a40n
5(l + 3

2
)(l + 1)(l + 1

2
)l(l � 1

2
)

(4.67)
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4E(1)n = � g2�mlZ
3

4a30n
3(l + 1)(l + 1

2
)l

(4.68)

Cette équation est le meme resultat de sepectre d�énergie ordre 1 de atome de hy-

drogène [7].

Z = 1

g2 = 2Dre = Ze2 = e2

4EHn = � e2�ml

4a30n
3l(l + 1)(l + 1

2
)

(4.69)

La formule (4.66) montre l�e¤et de l�algèbre non commutative sur les niveaux d�énergie

du potentielles de Kratzer. Il peut être utilisé pour étudier des plusieurs caractéristiques

des molécules diatomiques. En particulier, cela nous permet d�étudier l�e¤et de la non-

commutativité sur les niveaux d�énergie pour les molécules diatomiques.

Spectre d�énergie

Nous prenons comme exemple les niveaux n = 1

Quand l = 1 ! �l � m � l

! m = �1; 0; 1

nous étudions les trois cas :

� l = 1; m = �1

4E(1)n = +
g2�Z

3

12a30
� g1Z

4

15a30

� l = 1;m = 0

4E(1)n = 0
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� l = 1;m = +1

4E(1)n = �g2�Z
3

12a30
+
g1Z

4

15a30
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Chapitre 5

Conclusion

Le but de cet mémoire est de résoudre l�équation de Schrodinger pour potentiel

de Kratzer dans le formalisme de la géométrie de l�espace non commutative. Cette non

commutativité a été considéré comme une perturbation indépendante du temps. Elle a

conduit à un simple déplacement de vecteur de position xi à un vecteur équivalent bxi
dé�ni par la relation bxi = xi � �ij

2~ pj qui dépend de paramètre du non commutativité

� , en démontrant les corrections d�énergie jusqu�au second ordre du la coe¢ cient non

commutativité �:
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 ملخص

أ همية نموذج الهندسة غير تبديلية في دراسة كمون كراتزر وهذا من خلال ابراز  افي هذا البحث وضحن

وهذا بحل معادلة شرودينغر باس تخدام الهندسة غير  θ التصحيحات الطاقوية حتى الرتبة الثانية لمعامل غير التبديلي

 تبديلية.

  الكلمات المفتاحية : الهندسة غير التبديلية،  معادلة شرودينغر،  كمون كراتزر.

    

 

Résumé 

         Dans ce travail, nous avons utilisé la géométrie non commutative par  l’étude du 

potentiel Kratzer en démontrant les corrections d’énergie jusqu’au second ordre du le 

coefficient non commutative θ cela peut être fait par l’étude de l’équation de Schrödinger 

dans la géométrie non commutative.   

Mots-clés: la géométrie non commutative, équation de Schrödinger, potentiel du  kratzer. 

 

 

Abstract 

          In this work, we have used noncommutative geometry by studying Kratzer’s potential 

by considering the second order corrections in the the non commutative coefficient θ , this can 

be done by studying the equation of Schrödinger.   

Keywords: noncommutative geometry, equation of Schrödinger, kratzer’s potential. 


	Page de Garde Master-FR.doc
	REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
	MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
	UNIVERSITE  MOHAMED BOUDIAF - M’SILA
	Mémoire présenté pour l’obtention
	Du diplôme de  Master Académique


	Intitulé
	FACULTE  DES SCIENES
	DEPARTEMENT DE  Physique
	N  : PhTh 01/2019
	DOMAINE : Sciences de la matière

	Remerciements.docx
	memoire FINAL.pdf
	Résumé.docx



