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Notations

K Le corps des nombres réels ou complexe
R+ L’ensemble des nombres réels non négatives
Lf (X, Y ) L ’ensemble d’opérateurs linéaires de rang finie
Πp(X, Y ) L’ensemble d’opérateurs linéaires p-sommants
ΠL
p (X, Y ) L’ensemble d’opérateurs linéaires Lipschitziens p-sommants

B(E,F ) L’ensemble d’opérateurs linéaires continus (bornés) entre E et F.
L(E,F ) L’ensemble d’opérateurs linéaire entre E et F
E∗ Le dual topologique de E
E ′ Le dual algébrique de E
BE∗ La boule unité de E∗
BX# La boule unité de X#

M(X) L’espace linéaire de tous les molécules de X
Lip0(X, Y ) L’ensemble de tous les opérateurs Lipschitziens entre X, Y

qui s’annulles à 0.
X# = Lip0(X,R) Le dual Lipschitzien de l’espace métrique pointé X
Æ(X) L’espace de Arens-Eelles de X
T ∗ L’adjoint d’opérateur linéaire de T
T̂ La linéarisation de l’opérateur lipschitzien T
T# L’ adjoint d’opérateur Lipschitzien de T
T t Le transposé d’opérateur Lipschitzien
F(X) Espace libre Lipschitzien de X.
ΠL
p,r,s L’ ensemble de tous les opérateurs Lipschitziens (p,r,s)-sommants

(1 ≤ p, r, s <∞).
Dp L’ensemble de tous les opérateurs Cohen stongly p-sommants (1 ≤ p <∞)
ΠSL
p L’ensemble d’opérateurs Lipschitziens strictement p-sommants (1 ≤ p <∞)

F ⊗ E Le produit tensoriel entre E et F
X � Y Le produit tensoriel Lipschitzien entre X et Y
dp et gp Normes tensoriels de Chavet -Saphar.
Np L’ensemble d’opérateurs p-nucleaires
N SL
p L’ensemble d’opérateurs Lipschitziens strictement p-nucleaires

Πφ
p L’ensemble d’opérateurs φ-sommants

ΠL
φ L’ensemble d’opérateurs Lipschitziens φ-sommants

S(M) La sphère unité de M.
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Introduction

La notion d’opérateur linéaire p-sommant remonte à Grothendieck dans les années
1950 pour p=1,mais en 1967 et 1968 les oeuvres classiques de Peitsch .ont illustré
les précieuses idées de Grothendieck et ont clairement contribué au développement
vigoureux de cette notion.
Ils connaissaient le concept d’ opérateur linéaire p-sommant T entre deux espaces de
Banach X et Y comme suit : s’il existe une constante positive C telle que
∀n ∈ N,∀(xi)ni=1 ⊂ X , on a(

n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ C sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈xi, ξ〉|p
) 1

p

(1)

πp(T ) = inf {C : C vérifiant (1)}

Πp(X, Y ) l’espace d’opérateurs p-sommants dont un espace de Banach muni de la
norme πP (T ) il est Banach.

Dans l’anné 2009 Jeffrey D.Farmer and William B. Johnson ont donné une
version non linéaire d’opérateurs p-sommants, lesquelles sont appelées opérateurs
Lipschitziens p-sommants, ils ont prouvé que les opérateurs p-sommants opérateurs
Lipschitziens p-sommants sont les mêmes dans le cas linéaire . Ils ont défini un
Opérateur Lipschitzien P-sommant T entre espace métrique pointé X , et espace de
Banach E, comme suit : T est Lipschitzien p-sommant,
s’il existe une constante positive C telle que : ∀(xi)1≤i≤n,(yi)1≤i≤n ⊂ X,∀(ai)1≤i≤n ⊂ R+

On a :

n∑
i=1

ai ‖T (xi)− T (yi)‖p ≤ Cp sup
f∈B

X#

n∑
i=1

ai |f(xi)− f(yi)|p (2)

On note
πLp (T ) = inf {C : C vérifiant (2)}

L’espace des opérateurs Lipschitziennes p-sommants de X dans E est noté
ΠL
p (X,E) .

En derniéres années , M.Belaala et K.Saadi, pour améliorer les opérateurs Lipschit-
ziens strictement p-sommants ont donné des nouvelles caractérisations , .ils ont modifié
cette définition pour construire d’autres classes d’applications appelées opérateurs
Lipschitziens strictement p-nucléaires et Lipschitziens strictement (p,r,s)-sommants.
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Introduction

En 2017 à partir de la définition d’opérateur φ -sommant entre espace de Ba-
nach tel que φ est la fonction module donné par R.KHalil et W.Deeb , M.belaala a
inspiré de cette définition la notion d’opérateurs Lipschitziens φ -sommant entre deux
espaces métriques , comme le suivant,

S’il existe une constante C ≥ 0. tel que quel que soit le choix des points
(xi)

n
i=1, (x

′
i)
n
i=1 dans X et le choix des nombres (ai)

n
i=1 dans R+, on a l’inégalité

n∑
i=1

aiφ(d(T (xi, T (x′i)))) ≤ C sup
f∈B

X#

n∑
i=1

aiφ(|f(xi)− f(x′i)|)

L’infinimum de ces constantes C est noté πLφ (T ) .
l’espace d’opérateurs Lipschitziens φ -sommants de X dans Y est noté ΠL

φ(X, Y ).
Il a donné une version non linéaire du théorème de domination de Peitsch.

Notre travail intitulé " quelques opérateurs Lipschitziens sommants "
est consacré à la géométrie non linéaire et plus particulièrement aux opérateurs
Lipschitziens sommants , il est composé de quatre chapitres

Dans le premier chapitre on va présenter des rappels, définitions et propriétés
sur les applications linéaires et l’opérateurs linéaires p-sommants et Lipschitziens.

Le deuxième chapitre est consacré à la version non linéaire d’opérateurs
p-sommants introduite par D.Farmer et W.B.Johnson à savoir la propriété d’idéale et
le théorème de domination de Pietsch .

Le troisième chapitre : on présente une nouvelle caractérisation d’opéra-
teurs Lipschitziens strictement p-sommants, l’opérateurs Lipschitziens strictement
p-nucléairs et opérateurs Lipschitziens strictement(p,r,s)-sommants , introduite par de
M.Belaala et k.Saadi dans l’article [2]

Le quatrième chapitre (dernier chapitre) ,on va étudier les opérateurs linéaires
φ-sommants entre espaces de Banach, en donnant une version non linéaire introduite
par M. Belaala du théorème de domination de Pietsch pour cette classe et quelques
propriétés de ces opérateurs.
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Chapitre 1

Préliminaires et généralités

Dans ce chapitre on va rappeler les notions suivantes : Application linéaires, ap-
plications linéaires p-sommants et opérateurs Lipschitziens lesquelles nous aident dans
les chapitres suivants.

1.1 Les applications linéaires

Définition 1.1.1 :
Soient E et F deux espaces vectoriels sur K .
Soit T une application de E dans F .
On dit que T est linéaire si :
pour toutes x et y dans E et pour tout λ ∈ K on a :

T (x+ y) = T (x) + T (y)
T (λx) = λT (x)

On note L(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F .

Cas particulies 1.1.2 :

1. L’application linéaire T de E dans E est appelée endomorphisme de E.
L’espace vectoriel des endomorphismes de E est noté L(E)

2. L’application linéaire T de E dans K est appelée forme linéaire sur E .
L’espace vectoriel des formes linéaires sur E est appelé dual algébrique de E et
noté E ′ = L(E,K) .

Définition 1.1.3 :
Soit X et Y deux espaces normés et soit T : X −→ Y une application linéaire .
T est continue(bornée) s’ il existe une constante C > 0 tel que

‖T (x)‖Y ≤ C ‖x‖X ,∀x ∈ X. (1.1)

On note B(X, Y ) l’espace des applications linéaires continues.
On définit une norme d’opérateurs sur B(X, Y ) par :

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖Y
= sup

‖x‖=1

‖T (x)‖Y

On a également :

3



Chapitre 1 Préliminaires et généralités .

‖T‖ = inf{C : C vérifiant (1.1)}

On note E∗ = B(X,K) laquelle est appelée dual topologique de X.
on a E∗ ⊂ E ′.

Théorème 1.1.4 :
Soient X et Y deux espaces de Hilbert , et T ∈ L(X, Y ), alors il existe une application
linéaire unique T ∗ ∈ L(X, Y ) tel que :

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, 〈T (x), y〉Y = 〈x, T ∗(y)〉X
L’opérateur T ∗ s’appelle l’adjoint de T.

Définition 1.1.5 :
Si T ∈ L(X, Y ) est tel que T = T ∗ . On dit que l’opérateur autoadjoint par définition
de la norme d’opérateur

‖T ∗‖ = sup
‖y‖≤1

‖T ∗(y)‖

1.2 Applications linéaires p-sommants

Définition 1.2.1 :
Un opérateur T ∈ L(X, Y ) est de rang fini si , elle est somme fini d’opérateurs de la
forme :

x∗(.)y : X −→ Y
x 7−→ x∗(x)y

Où x∗ ∈ X∗ et y ∈ Y .
L’application x∗(.)y est continue de norme ‖y‖ ‖x∗‖ car :

‖x∗(.)y‖ = sup
x∈BX

‖x∗(.)y‖

= ‖y‖ sup
x∈BY

|x∗(x)|

= ‖y‖ ‖x∗‖

1.2.1 Idéal d’opérateur linéaire

Définition 1.2.2 :

Un idéal d’opérateurs linéaires I est une classe d’opérateurs tel que pour tous X et
Y Banach on a :

1. I(X, Y ) est un sous espace de L(X, Y )

2. Lf (X, Y ) ⊂ I(X, Y )

3. Propriété d’idéal :
Si T ∈ I(X, Y ), u ∈ L(E,X) v ∈ L(Y, F ) on a : v ◦ T ◦ u ⊂ I(X, Y ) de plus
si :‖.‖I : I −→ R+ satisfait :
i)- (I(X, Y ), ‖.‖I) est un sous espace normé( Banach).
ii)- ‖idK : K −→ K, λ 7−→ idK(λ) = λ‖ = 1
iii)- ‖v ◦ T ◦ u‖I ≤ ‖v‖ ‖T‖I ‖u‖ Alors (I(X, Y ), ‖.‖I) s’appel idéal de Banach
des opérateurs linéaires.

Alors (I(X, Y ), ‖.‖I) s’appel idéal de Banach des opérateurs linéaires.
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Chapitre 1 Préliminaires et généralités .

Proposition 1.2.3 :

Soit I idéal normé , Alors , ‖T‖ ≤ ‖T‖I pour tout T ∈ I.

Définition 1.2.4 :
Soient X, Y , deux Banach et T ∈ L(X, Y ) .On dit que T est p-sommant ( 1 ≤ p <∞)
si, 

∃C ≥ 0, telle que ∀n ∈ N,∀(xi)ni=1 ⊂ X

(
∑n

i=1 ‖T (xi)‖p)
1
p ≤ C sup

ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈xi, ξ〉|p
) 1

p (1.2)

On note

Πp(X, Y ) = {T : X −→ Y linéaires p-sommants }

et

πp(T ) = inf{C : C vérifiant (1.2)}

Remarque 1.2.5 :
Pour tout T ∈ Πp(X, Y ), l’inégalité (1.2) équivalente à

(
∑n

i=1 ‖T (xi)‖p)
1
p ≤ πp(T ) sup

ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈xi, ξ〉|p
) 1

p

, pour tout (xi)
n
i=1 ⊂ X.

Théorème 1.2.6 :

Soit X ,Y deux espaces de Banach soit T ∈ L(X, Y ) et K = (BX∗ , σ(X
∗
, X)) alors

T est p-sommant (1 ≤ p ≤ ∞) si et seulement si il existe une probabilité µ sur K est
une constante C tel que

‖T (x)‖ ≤ C

(∫
K

|〈x, ξ〉|p dµ(ξ)

) 1
p

Proposition 1.2.7 :
Soient p, q ∈ [1,∞[ et X,Y deux espaces de Banach.
Si p ≤ q alors : Πp(X, Y ) ⊂ Πq(X, Y )

1.3 Opérateurs lipschitziens

Définition 1.3.1 :[9]
Une application f : (X, dX) −→ (Y, dY ) entre deux espaces métriques est dite lipschit-
zienne (C-Lipschitzienne) s’il existe une constante C > 0 et pour tout x, y ∈ X on
a :

dY (f(x), f(y)) ≤ CdX(x, y)

1. Si C = 1 : l’application f est appelée non expansive
2. Si C < 1 l’application f est appelée contractante .

5



Chapitre 1 Préliminaires et généralités .

Pour une application f on définit la constante Lipschitzienne par

‖f‖Lip = Lip(f) := sup
x 6=y

dY (f(x), f(y))

dX(x, y)

Définition 1.3.2 :[1]

Soit (X, d, e) un espace métrique pointé
Une molécule sur X est un application m : X 7−→ R à support fini telle que∑

x∈supp(m)

m(x) = 0

On note par M(X) espace vectoriel de toutes les molécules sur X .

On peut écrire

m =
l∑

j=1

λj

(
1{xj} − 1{x′j}

)
Et

m =
l∑

j=1

λjmxjx′j

‖m‖M(x) = inf{
∑n

i=1 |λj| d(xj, x
′
j) sur toutes les reprsentations}

Il s’ensuit que‖.‖M(x) est une norme sur l’espaceM(X).

On note par Æ(X, dX) le complète de l’espace normé (M(X), ‖.‖M(X)) .

Proposion 1.3.3 :[9]

1. Soient X, Y deux espaces métriques et f,g deux fonctions lipschitziennes de X
dans Y .Alors

Lip(f + g) ≤ Lip(f) + Lip(g)

Preuve :

d((f + g)(x), (f + g)(y))) = |(f + g)(x)− (f + g)(x)|
= |f(x) + g(x)− f(y)− g(y)|
≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|
≤ Lip(f)d(x, y) + Lip(g)d(x, y)
≤ d(x, y)(Lip(f) + Lip(g))

=⇒ f + g est Lipschitzienne
2. Soit (X, d) un espace métrique et a ∈ R et f, g : (X, d) −→ R deux fonctions

Lipschitziens ,alors

6



Chapitre 1 Préliminaires et généralités .

Lip(af) = |a|Lip(f)
Preuve :

Lip(af) = sup
x 6=y

d(af(x), af(y))

d(x, y)

= sup
x 6=y

|af(x)− af(y)|
d(x, y)

= |a|Lip(f)

3. Soit X, Y, Z trois espaces métriques et f : X −→ Y et g : Y −→ Z deux
opérateurs lipschitziens .Alors
Lip(f ◦ g) = Lip(f)Lip(g)
Preuve :

d((g ◦ f)(x), (g ◦ f)(y)) = d(g(f(x)), g(f(y)))
≤ Lip(g)d(f(x), f(y))
≤ Lip(g)Lip(f)d(x, y)

=⇒ g◦festLipschitzienne.

4. Lip(fg) ≤ ‖f‖∞ Lip(g) + ‖g‖∞ Lip(f)
Preuve :

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)|
≤ |f(x)| |g(x)− g(y)|+ |g(y)| |f(x)− f(y)|
≤ |f(x)|Lip(g)d(x, y) + |g(y)|Lip(f)d(x, y)

f(x)g(x)− f(y)g(y)

d(x, y)
≤ |f(x)|Lip(g) + |g(y)|Lip(f)

supx 6=y
f(x)g(x)− f(y)g(y)

d(x, y)
≤ sup

n
|f(x)|Lip(g) + sup

n
|g(y)|Lip(f)

=⇒ Lip(fg) ≤ ‖f‖∞ Lip(g) + ‖g‖∞ Lip(f)

5. Soit X un espace métrique et f, g : X −→ R deux opérateurs Lipschitzien .Alors
Lip( 1

f
) ≤ Lip(f)

a2
si |f(x)| > a > 0 , ∀ ∈ X

Preuve :
soit x, y ∈ Xon a ∣∣∣∣ 1

f(x)
− 1

f(y)

∣∣∣∣ ≤ |f(y)− f(x)|
|f(x)f(y)|

≤ |f(y)− f(x)|
a2

≤ Lip(f)

a2
d(x, y)

=⇒ Lip( 1
f
) ≤ Lip(f)

a2

6. Soient X, Y deux espaces métriques , f et fn deux fonctions Lipschitziennes de
X dans Y
On suppose que fnconverge simplement vers f , Alors
Lip(f) ≤ sup

n∈N
Lip(fn).

Preuve : fn
c.s−→ f ⇐⇒ ∀x ∈ X limn−→∞ fn(x) = f(x)

d(f(x), f(y)) = d( lim
n−→∞

fn(x), lim
n−→∞

fn(y))

= lim
n−→∞

d(fn(x), fn(y))

≤ lim
n−→∞

Lip(fn)d(x, y)

7



Chapitre 1 Préliminaires et généralités .

d(f(x), f(y))

d(x, y)
≤ lim

n−→∞
Lip(fn) ≤ sup

n∈N
Lip(fn) et ceci ∀x, y ∈ X

=⇒ sup
x 6=y

d(f(x), f(y))

d(x, y)
≤ sup

n∈N
Lip(fn)

=⇒ Lip(f) ≤ sup
n∈N

Lip(fn).

Définition 1.3.4 :
Soit ( X, d ,e) un espace métrique pointé
On note Lip0(X) = {f : X −→ R application Lipschitzienne tel que f(e) = 0}

L’espace (Lip0(X), Lip(.)) est un espace de Banach
On note aussi (Lip0(X), Lip(.)) par X# Il appelé le dual Lipschitzien

E∗ ⊂ E
′ ⊂ E#

1.3.1 Théorème de linéarisation ( Weaver1999)

Théorème 1.3.1 :[9]
Soient (X,d ,e ) un espace métrique pointé , E espace de Banach et T : X −→ E une
application Lipschitzienne avec T (e) = 0
Alors : ∃! application linéaire continue
T̂ : F(X) −→ E
tel que :
T = T̂ ◦ i et

∥∥∥T̂∥∥∥ = Lip(T ) .

X E

F(X)

T

i
T̂

8



Chapitre 2

Opérateurs Lipschitziens p-sommants

2.1 Factorisation de Pietsch

Opérateur Lipschitzien p-sommant

Définition 2.1.1 :
Soient (X, d, e) un espace métrique pointé, E espace de Banach.(1 ≤ p <∞)

Une application Lipschitzienne T : (X, d, e) −→ E , est dite Lip-
schitzienne p - sommante s’il existe une constante positive C telle que :
∀(xi)1≤i≤n,(yi)1≤i≤n ⊂ X,∀(ai)1≤i≤n ⊂ R+

On a :
n∑
i=1

ai ‖T (xi)− T (yi)‖p ≤ Cp sup
f∈B

X#

n∑
i=1

ai |f(xi)− f(yi)|p (2.1)

On note
πLp (T ) = inf {C : C vérifiant (2.1)}

et

ΠL
p (X,E) = {l′espace des applicationsLipschitziennes p− sommants deX dansE} .

ΠL
p (X,E) est un espace de Banach muni de la norme πLp (.)

Remarque 2.1.2 :
Si on restreint à ai = 1 on a la même définition.

9



Chapitre 2 Opérateurs Lipschitziens p-sommants

Proposition 2.1.3 :
La boule unité BX# est compacte pour la topologie de la convergence simple :
BX# = {f ∈ Lip0(X) Lip(f) ≤ 1}

Proposition 2.1.4 :(Propriété d’idéal)
Soient X,Y,E et F des espaces métriques , S : E −→ F et R : Y −→ X deux fonctions
Lipschitziennes et T : X −→ E un opérateur Lipschitzien p-sommant, alors S ◦ T ◦ R
est Lipschitzien p-sommant et

πLp (STR) ≤ Lip(S)πLp (T )Lip(R)

Preuve 2.1.5 :∑n
i=1 ‖STR(zi)− STR(z′i)‖

p
F ≤ Lip(s)P

∑n
i=1 ‖TR(zi)− TR(z′i)‖

p
E

≤ Lip(s)PπLp (T ) sup
f∈B

X#

n∑
i=1

|f(R(zi))− f(R(z′i))|
p

≤ Lip(s)PπLp (T )Lip(R)p sup
f∈B

X#

n∑
i=1

∣∣∣∣f(R(zi))

Lip(R)
− f(R(z′i))

Lip(R)

∣∣∣∣p
≤ Lip(s)PπLp (T )Lip(R)p sup

g∈B
Y #

n∑
i=1

|g((zi))− g(z′i))|
p

=⇒ STR est p -sommant et πLP (STR) ≤ Lip(s)πLp (T )Lip(R)

Théorème 2.1.6 :
Soit T : X −→ Y un opérateur linéaire entre deux espaces métrique X et Y ,
(1 ≤ p <∞)
Si T est linéaire p-sommant alors T Lipschitzien p- sommant

Preuve 2.1.7(
n∑
i=1

‖T (ai(xi − yi))‖p
) 1

p

≤ πp(T ) sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈ξ, ai(xi − yi)〉|p
) 1

p

(
n∑
i=1

ai ‖T (xi)− T (yi)‖p
) 1

p

≤ πp(T ) sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

ai |ξ(xi)− ξ(yi)|p
) 1

p

≤ πp(T ) sup
f∈B

X#

(
n∑
i=1

ai |f(xi)− f(yi)|p
) 1

p

⇒ πLp (T ) ≤ πp(T )

Théorème 2.1.8 : [5](Théorème de domination de Pietsch)

Soient 1 ≤ p <∞ , T : X −→ Y application entre espaces métriques et C ≥ 0 .
les propriétés suivantes sont équivalentes,

1) T est Lipschitzienne p- sommant et πLp (T ) ≤ C

10
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2) Il existe une mesure de probabilité µ sur BX# telle que

‖T (x)− T (y)‖ ≤ C

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|p dµ(f)

) 1
p

3) Pour toute application isométrique J de Y dans un espace 1- injectif Z le
diagramme suivant commute :

L∞(µ) Lp(µ)

X Y Z

I∞,p

T̃i

T J

avec Lip(T̃ ) ≤ C

Preuve 2.1.9 :

La propriété 1)⇒ 2) :
On suppose que πLp (T ) = 1
Soit C le cône convexe dans C(BX#) des fonctions de la forme

φai,xi,yi(f) =

{
n∑
i=1

Cpai |f(xi)− f(yi)|p − ai ‖T (xi)− T (yi)‖p
}

où n ∈ N,ai ∈ R∗+ et xi, yi ∈ X l’ensemble M est un cône convexe. En effet , soit
φ1,φ2 dansM et a ∈ [0, 1] tel que :

φ(1((a1i),(x1i),(y1i))(f) =

n1∑
i=1

Cpa1i |f(x1i)− f(y1i)|p − a1i ‖T (x1i)− T (y1i)‖p

et

φ2((a2i),(x2i),(y2i))(f) =

n2∑
i=1

Cpa2i |f(x2i)− f(y2i)|p − a2i ‖T (x2i)− T (y2i)‖p

il en résulte que pour a ∈ R+

aφ = aφ((a1i),(x1i),(y1i))(f)

=
∑n1

i=1C
paa1i |f(x1i)− f(y1i)|p − aa1i ‖T (x1i)− T (y1i)‖p

= φ((aa1i),(x1i),(y1i))(f)

et
φ1 + φ2 =

∑n1

i=1C
pa1i |f(x1i)− f(y1i)|p − a1i ‖T (x1i)− T (y1i)‖p

+
∑n2

i=1C
pa2i |f(x2i)− f(y2i)|p − a2i ‖T (x2i)− T (y2i)‖p

=
∑n

i=1C
pai |f(xi)− f(yi)|p − ai ‖T (xi − yi)‖p

enfin on a :

φ1 + φ2 =
n∑
i=1

Cpai |f(xi)− f(yi)|p − ai ‖T (xi)− T (yi)‖p

11
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avec n = n1 + n2

ai =

{
a1i si 1 ≤ i ≤ n1

a2i si n1 + 1 ≤ i ≤ n

xi =

{
x1i si 1 ≤ i ≤ n1

x2i si n1 + 1 ≤ i ≤ n

yi =

{
y1i si 1 ≤ i ≤ n1

y2i si n1 + 1 ≤ i ≤ n

Par hypothèse, le cône convexe C est disjoint du négatif venir et C− = {ψ ∈ C(BX#) :
ψ(f) < 0,∀f ∈ BX#}.

qui est un sous- ensemble convexe ouvert de C(BX#).
Par le théorème de Hahn- Banach forme analytique "grand théorème de séparation" et
de Riez "théorème de représentation", il existe un Radon- Borel fini signé (une mesure
de Radon- Borel signée sur le compact est finie) mesure µ 6= 0 et un réel α tel que pour
tout φ ∈ C et φ ∈ C−, nous avons :∫

B
X#

ψ(f)dµ(f) ≤ α ≤
∫
B
X#

φ(f)dµ(f)

Parce que 0 ∈ C et les constantes négatives sont dans C−, nous pouvons donc calculer
α = 0. Aussi, on a∫
B
X#

ψ(f)dµ(f) ≤ 0, ψ ∈ C− ⇐⇒ µ > 0. On peut mettre µ(BX#) = 1 , si ce n’est
pas le cas on divise par λ(BX#). En particulier on prend

φ(f) = Cp |f(x)− f(y)|p − ‖T (x)− T (y)‖p

On a ∫
B
X#

ψ(f)dµ(f) =
∫
B
X#

Cp |f(x)− f(y)|p ‖T (x)− T (y)‖p dµ(f)

≥ 0

Cela implique

‖T (x)− T (y)‖ ≤ C

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|p dµ(f)

) 1
p

La propriété 2)=> 3)

Soit i : X −→ L∞(BX# , µ) le plongement isométrique naturel qui est l’identité
formelle de C(BX#) dans L∞(BX# , µ) composé avec iX .
Alors 2) dit que la norme de Lipschitz de T̃ restreinte à ip(i(X)) est bornée par

C, qui est 3).
La propriété 3)=> 1)

Par ce qui précède, nous avons

πLp (T ) = πLp (jT ) ≤ Lip(T̃ )πLp (ip)Lip(i)

≤ Lip(T̃ )πp(ip)Lip(i)

≤ Lip(T̃ )
≤ C

12
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Théorème 2.1.10 :(Théorème d’inclusion)
Soient X , Y deux espaces métriques , T : X −→ Y est Lipschitzien p-sommant et
1 ≤ p < q < +∞ ,alors

πLq (T ) ≤ πLp (T ) et ΠL
p (X, Y ) ⊂ ΠL

q (X, Y )

Démonstration 2.1.11 :
T : X −→ Y est Lipschitzien p-sommant
p ≤ q, d’où 1

q
≤ 1

p
, donc il existe r ≥ 1 tel que 1

q
+ 1

r
= 1

p

De théorème (2.1.8) on a

‖T (x)− T (y)‖ ≤ πLp (T )

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|p .1pdµ(f)

) 1
p

,∀x, y ∈ X.

On utilise l’inégalité de Hölder on trouve

‖T (x)− T (y)‖ ≤ πLp (T )

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|q .1qdµ(f)

) 1
q

.

(∫
B

X#

1rdµ(f)

) 1
r

T est Lipschitzien q-sommant et πLq (T ) ≤ πLp (T ) .

2.2 Relation entre opérateurs Lipschitziens p-
sommants et linéaires p- sommants

Dans cette section nous montrons que la norme d’opérateur Lipschitzien p-sommant
est la même que sa norme d’opérateur p- sommant . Ceci justifie que la notion d’opé-
rateur sommant lipschitzien soit en réalité une généralisation du concept d’opérateur
linéaire p- sommant.

Théoreme 2.2.1 :
Soit T un opérateur Lipschitzien de X dans Y , si T est linéaire continu et 1 ≤ p <∞.
Alors πLp (T ) = πp(T ).

13



Chapitre 3

Opérateurs strictement Lipschitziens
p-sommants et Lipschitziens
M-strictement p-sommants

3.1 Introduction et préliminaire

Dans ce chapitre ,nous basons notre travail sur l’article [2] de M.Belaala et K.saadi
, on introduit quelques notations principales et on va faire un rappel des définitions
sur les opérateurs linéaires p-sommants , les opérateurs Cohen strongly p-sommants et
l’opérateurs p-nucléaires lesquels on aura besoin dans l’étude d’opérateurs Lipschitziens
, en suite on va étudier la caractérisation des opérateurs strictement Lipschitziens p-
sommants , les opérateurs M-strictement Lipschitziens et les opérateurs Lipschitziens
p-nucléaires.

Définition 3.1.1 :

L’espace libre Lipschitzien sur X,noté F(X) est l’étendue linéaire fermée des formes
linéaires δ(x,y) de Lip0(X)∗

telles que : δ(x,y)(f) = f(x)− f(y), ∀f ∈ Lip0(X)
c’est à dire :

F(X) = span
{
δ(x,y) : x, y ∈ X

}Lip0(X)∗

nous avons X# = F(X)∗ tient isométriquement via l’application

ϕX(f)(m) = m(f), f ∈ X#et m ∈ F(X)

Théorème 3.1.2 :
Soit X un espace métrique pointé , E un espace de Banach, on note Lip0(X,F )
l’espace de Banach de toutes les fonctions Lipschitziennes (opérateurs Lipschitziens)
T : X −→ E tel que T (0) = 0 avec addition ponctuelle et norme de Lipschitzien.
Notons que pour tout T ∈ Lip0(X,E), alors il existe une unique application linéaire
(linéarisation de T ) T̂ : F(X) −→ E telle que T̂ ◦ δX = T et

∥∥∥T̂∥∥∥ = Lip(T )

ie, le schéma suivant commute :
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X E

F(X)

T

δX
T̂

Où δX est le plongement canonique tel que 〈δX(X), f〉 = δ(x,0)(f) = f(x) pour
f ∈ X# .
Si X est un espace de Banach et T : X −→ E est un opérateur linéaire, alors l’opérateur
linéaire correspondant T̂ donné par

T̂ = T ◦ βX

où βX : F(X) −→ X est une application de quotient linéaire qui vérifie βX ◦ δX = idX
et ‖βX‖ ≤ 1.

Théorème 3.1.3 :

Soit X, Y deux espaces métriques. Soit T : X −→ Y un opérateur Lipschitzien,
alors il existe un opérateur linéaire unique T̃ tel que le schéma suivant commute :

X Y

F(X) F(Y )

T

δX δY

T̃

(3.1)

i ;e :δY ◦ T = T̃ ◦ δX

Définition 3.1.4 :
Soient X , Y deux espaces métriques et T : X −→ Y une application Lipschitzienne
qui préserve l’élément distingué :
On définit T# l’adjoint d’opérateur Lipschitzien par :

T# : Y # −→ X#

g 7−→ T#(g) = g(T (x)) = (g ◦ T )(x) ,∀g ∈ Y # et x ∈ X

Définition 3.1.5 :
Un opérateur transposé Lipschitzien T t : E∗ −→ X# est la restriction de T# dans E∗.
nous avons :

T# = ϕ−1
X ◦ T̃

∗ ◦ ϕY T t = ϕ−1
X ◦ T̂

∗ (3.2)

Définition 3.1.6 :[4]
Soit X un espace métrique et E espace de Banach, on note X �E le produit tensoriel
Lipschitzien de X et E.
Cet espace est engendré par les formes linéaires δ(x,y)�e sur Lip0(X : E∗) définies par :

δ(x,y) � e(f) =
〈
δ(x,y)(f), e

〉
=
〈
δ(x,0)(f)− δ(y,0)(f), e

〉
= 〈f(x)− f(y), e〉
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Définition 3.1.7 :

Soit E un espace de Banach, BE désigne sa boule unitaire fermée et E∗ son dual
(topologique). Soit 1 ≤ p ≤ ∞ et n ∈ N∗.
On note lnp (E) l’espace de Banach de toutes les suites (ei)

n
i=1 ⊂ E avec la norme

‖(ei)i‖lnp (E) = (
n∑
i=1

‖ei‖p)
1
p

et ln,wp (E) l’espace de Banach de toutes les suites faibles (ei)
n
i=1 ⊂ E avec la norme

‖(ei)i‖ln,w
p (E) = sup

e∗∈BE∗
(
n∑
i=1

〈ei, e∗〉p)
1
p .

Si E = K on écrit simpifiquement lnp et ln,wp

Nous rappelons quelques définitions dont nous aurons besoin dans la suite :
Soit1 ≤ p ≤ ∞ et p∗ son conjugué, i,e :(1

p
+ 1

p∗
= 1).

Soit E , F deux espaces de Banach et R : E −→ F un opérateur linéaire,
1. On dit que R un opérateur linéaire Cohen strongly p- sommant s’ il existe une

constante C > 0 tel que pour toutes suites (xi)
n
i=1 ⊂ E et (Y ∗i )ni=1 ⊂ F ∗ , on a :

n∑
i=1

|〈R(xi), y
∗
i 〉| ≤ C ‖(xi)‖lnp (E) ‖(y

∗
i )‖ln,w

p∗
(3.3)

On note par Dp(E,F ) la classe d’opérateur Cohen strongly p-sommant de E
dans F , laquelle est un espace de Banach avec la norme dp(R).

2. On dit que R un opérateur linéaire p- nucléaire s’ il existe une constante C > 0
tel que pour toutes suites (xi)

n
i=1 ⊂ E et (Y ∗i )ni=1 ⊂ F ∗ , on ait :

n∑
i=1

|〈R(xi), y
∗
i 〉| ≤ C ‖(xi)‖lnp (E) ‖(y

∗
i )‖ln,w

p∗ (F ∗) (3.4)

On note par Np(E,F ) la classe d’opérateurs p-nucléaires de E dans F , c’est un
espace de Banach avec la norme Np(R).
On a un autre définition R est p-nucléaire si et seulement si R = R1 ◦R2 tel que
R1 Cohen strongly p-sommant et R2 p-sommant .

3. Un opérateur linéaire R est (p,r,s) -sommant s’il existe un constante C positive
tel que pour tout (xi)i ∈ X et pour tout(y∗i )i ∈ F ∗, on a

‖(〈R(xi), y
∗
i 〉)‖lnp ≤ C ‖(xi)‖lnr (E) ‖(y

∗
i )‖ln,w

s (F ∗)

La classe la d’opérateurs (p,r,s)-sommant de E dans F ,noté par Πp,r,s(E,F )
c’est un espace de Banach muni de la norme πp,r,s(R).
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3.2 Caractérisation des opérateurs Lipschitziens
strictement p-sommants

3.2.1 Notations

La norme tensorielle de Chevet-Saphar est définie en espace de Banach par

dp(u) = inf
{
‖(xi)i‖ln,w

p∗ (E) ‖(yi)i‖lnp (F )

}
Où l’infinimum prend sur toutes les représentations de u sous la forme

u =
∑n

i=1 xi ⊗ yi ∈ E ⊗ F ,la norme tensoriel définie comme suit :

gp(
n∑
i=1

xi ⊗ yi) = dtp(
n∑
i=1

xi ⊗ yi) = dp(
n∑
i=1

yi ⊗ xi)

Pour tout u =
∑l

k=1 δ(xk,yk) � sk ∈ X � E ,on note par Au l’ensemble e toutes les
représentations de u ∈ F(X)⊗ E, ie :

Au =

{
m = ((mi)

n

i=1, (ei)
n
i=1) : n ∈ N,mi ∈ F(X), ei ∈ E : u =

n∑
i=1

mi ⊗ ei

}
(3.5)

puisque la linéarisation T̂ peut être vue comme F(X)⊗ E∗,alors
l∑

k=1

〈T (xk)− T (yk), s
∗
k〉 = T̂ (

l∑
k=1

δ(xk,yk) ⊗ s∗k)

on pose u =
∑l

k=1 δ(xk,yk) � s∗k alors pour tout m ∈ Au on a :
l∑

k=1

〈T (xk)− T (yk), s
∗
k〉 = T̂

(
n1∑
i=1

mi ⊗ e∗i

)
(3.6)

∑l
k=1 〈T (xk)− T (yk), s

∗
k〉 = T̂ (

∑n1

i=1mi ⊗ e∗i )
=

∑n1

i=1

〈
T̂ (mi), e

∗
i

〉
=

∑n1

i=1

∑n2

j=1

〈
λji
(
T (xji )− T (yji )

)
, e∗i
〉

Alors
mi =

∑ki
j=1 λ

j
iδ(xji ,y

j
i )

=
∑n2

j=1 λ
j
iδ(xji ,y

j
i )

Avec n2 = maxn1
i=1 ki et les termes entre ki et n2 sont nuls.

Or soit α une norme tensorielle définie entre deux espaces de Banach , par [[7],théorème
3.1] ,il existe une norme croisé αL qui définie le produit tensoriel Lipschitzien X � E
comme suit

αL

(
l∑

k=1

δ(xk,yk) � sk

)
= α

(
l∑

k=1

δ(xk,yk) ⊗ sk

)
(3.7)

alors
∑l

k=1 δ(xk,yk) ⊗ sk ∈ F(X)⊗ E .
On considère la norme dp, on peut défini dLp comme suit

dLp = dp

(∑l
k=1 δ(xk,yk) ⊗ sk

)
= inf

m=((mi)
n
i=1,(ei)

n
i=1)∈Au

{
‖mi‖ln,w

p (F(X)) ‖(ei)i‖ln
p∗ (E)

}
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Définition 3.2.1 :[7]

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ , un opérateur Lipschitzien T : X −→ E est dit Lipschitzien
strictement p-sommant s’il existe une constante positive C
tel que pour toute xk, yk ∈ X et s∗k ∈ E∗ (1 ≤ k ≤ l) on a∣∣∣∣∣

l∑
k=1

〈T (xk)− T (yk), s
∗
k〉

∣∣∣∣∣ ≤ CdLp (u), (3.8)

où u =
∑l

k=1 δ(xk),(yk) � s∗k ,
On note par ΠSL

p (X,E) l’ espace de Banach de tous les opérateurs Lipschitziens stric-
tement p-sommants de X dans E , dont la norme πSLp (T ) est la plus petite constante
vérifiant(3.8) .
Si on considère des opérateurs linéaires définis sur des espaces de Banach on a mon-
tré dans ([7] la proposition 3.8 ) que les trois notions : p-sommant, Lipschitzien p-
sommant, Lipschitzien strictement p-sommant coïncident.

Théorème 3.2.2 :
Soient 1 ≤ p ≤ ∞ , X un espace métrique pointé , E un espace de Banach et
T : X −→ E opérateur Lipschitzien , les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) T est Lipschitzien strictement p-sommant .
2) T̂ est p-sommant.
3) Il existe un constante C > 0 et µ probabilité de Radon dans BX# tel que
∀(xj)nj=1, (y

j)nj=1 ⊂ X et (λj)nj=1 ⊂ K ;(n ∈ N∗) , ona∥∥∥∥∥
n∑
j=1

λj(T (xj)− T (yj))

∥∥∥∥∥ ≤ C

(∫
B

X#

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

λj(f(xj)− f(yj))

∣∣∣∣∣
p

dµ(f)

) 1
p

(3.9)

4) Il existe un constante C > 0 tel que ∀(xji )
n1
i=1, (y

j
i )
n1
i=1 ⊂ X et (λji )

n1
i=1 ⊂ K,

(1 ≤ j ≤ n2) ;(n1, n2 ∈ N∗) , on a

n1∑
i=1

(∥∥∥∥∥
n2∑
j=1

λji (T (xji )− T (yji ))

∥∥∥∥∥
p) 1

p

≤ C sup
f∈X#

n1∑
i=1

(∥∥∥∥∥
n2∑
j=1

λji (f(xji )− f(yji ))

∥∥∥∥∥
p) 1

p

(3.10)

Démonstration 3.2.3 :

1)⇒ 2) (de le théorème 3.5 dans[7])

Supposons que T̂ ∈ Πp(F(X);E).soit xi, yi ∈ X et e∗i ∈ E∗(1 ≤ i ≤ n) ,on pose
u =

∑n
i=1 δ(xi,yi) � e

∗
i ,alors

|
∑n

i=1 〈T (xi)− T (xi), e
∗
i 〉| =

∣∣∣∑n
i=1

〈
T̂ (δ(xi,yi)), e

∗
i

〉∣∣∣
≤

∥∥∥T̂∥∥∥
Πp

dp(φ(u)) =
∥∥∥T̂∥∥∥

Πp

dp(u)
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Donc T est Lipschitzien strictement p-sommant et

‖T‖ΠSL
p
≤
∥∥∥T̂∥∥∥

Πp

2)⇒ 1)
Supposons que T ∈ ΠSL

p (X,E) soit mi ∈ F(X)(mi =
∑ki

j=1 λ
j
iδ(xji ,y

j
i ));λ

j
i ∈ R et e∗i ∈

E(1 ≤ i ≤ n)∣∣∣∑n
i=1

〈
T̂ (mi), e

∗
i

〉∣∣∣ =
∣∣∣∑n

i=1

∑ki
j=1

〈
T (xji )− T (xji ), λ

j
ie
j
i

〉∣∣∣
≤ ‖T‖ΠSL

p
dLp (u) = ‖T‖ΠSL

p
dLp (φ(u))

Où

u =
∑
i=1

ki∑
j=1

λjiδ(xji ,y
j
i ))� e

∗
i

Alors φ(u)
∑n

i=1mi ⊗ e∗i Donc T̂ est p-sommant et
∥∥∥T̂∥∥∥

Πp

≤ ‖T‖πSL
p
.

On applique le théorème de Pietsch d’opérateur linéaire p-sommant il existe une mesure
de Radon µ dans BX# tel que pour tout m ∈ F

∥∥∥T̂ (m)
∥∥∥ ≤ c

(∫
B

X#

|f(m)|p dµ(f)

) 1
p

Soit (xj)nj=1,(yj)nj=1 ⊂ X et(λj)nj=1 ⊂ K, on pose

m =
n∑
j=1

λjδ(xj ,yj) ∈ F(X)

Alors ∥∥∥∥∥T̂
(

n∑
j=1

λjδ(xj ,yj)

)∥∥∥∥∥ ≤ C

(∫
B

X#

∣∣∣∣∣f
(

n∑
j=1

λjδ(xj ,yj)

)∣∣∣∣∣
p

dµ(f)

) 1
p

ainsi ∥∥∥∥∥
n∑
j=1

λj(T (xj))− (T (yj))

∥∥∥∥∥ ≤ C

(∫
B

X#

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

λj(f(xj))− (f(yj))

∣∣∣∣∣
p

dµ(f)

) 1
p

3)⇒ 4) :
Soit (xji )

n1
i=1,(y

j
i )
n1
i=1 ⊂ X et(λji )

n1
i=1 ⊂ K , (1 ≤ j ≤ n2), par (3.9) on a pour tout

(1 ≤ i ≤ n1)∥∥∥∥∥
n2∑
j=1

λji (T (xji ))− (T (yji ))

∥∥∥∥∥ ≤ C

(∫
B

X#

∣∣∣∣∣
n2∑
j=1

λji (f(xji ))− (f(yji ))

∣∣∣∣∣
p

dµ(f)

) 1
p

Donc :∑n1

i=1

∥∥∥∑n2

j=1 λ
j
i (T (xji ))− (T (yji ))

∥∥∥p ≤ C
∫
B

X#

∑n1

i=1

∣∣∣∑n2

j=1 λ
j
i (f(xji ))− (f(yji ))

∣∣∣p dµ(f)

≤ C supf∈B
X#

∑n1

i=1

∣∣∣∑n2

j=1 λ
j
i (f(xji ))− (f(yji ))

∣∣∣p
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En fin ,on a(
n1∑
i=1

∥∥∥∥∥
n2∑
j=1

λji (T (xji ))− (T (yji ))

∥∥∥∥∥
p) 1

p

≤ C sup
f∈X#

(
n1∑
i=1

∣∣∣∣∣
n2∑
j=1

λji (f(xji ))− (f(yji ))

∣∣∣∣∣
p) 1

p

.

4) ⇒ 1), soit u =
∑l

k=1 δ(xk,yk) � s∗k ∈ X � E∗, SoitAu l’ensemble définie en (3.5) .
Soit m = ((mi)

n
i=1, (ei)

n
i=1) ∈ Au(mi =

∑n2

j=1 λ
j
iδ(xji ,y

j
i )) par (3.6)∣∣∣∣∣

l∑
k=1

〈T (xk)− T (yk), s
∗
k〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n1∑
i=1

n2∑
j=1

〈
λji (T (xji ))− (T (yji )), e

∗〉∣∣∣∣∣
par Hölder

≤
(∑n1

i=1

∥∥∥∑n2

j=1 λ
j
i (T (xji ))− (T (yji ))

∥∥∥p) 1
p
(∑n1

i=1 ‖e∗i ‖
p∗
) 1

p∗
.

≤ C supf∈X#

(∑n1

i=1

∣∣∣∑n2

j=1 λ
j
i (f(xji ))− (f(yji ))

∣∣∣p) 1
p
(∑n1

i=1 ‖e∗i ‖
p∗
) 1

p∗
.

≤ C ‖(mi)‖ln1,w
p (F(X)) ‖(e∗i )‖ln1

p∗ (E)

On prend l’infinmum sur toues les représentation de m ∈ Au,on obtient :∣∣∣∣∣
l∑

k=1

〈T (xk)− T (yk), s
∗
k〉

∣∣∣∣∣ ≤ CdLp (u),

Alors T est strictement Lipschitzien p-sommant .
Si on pose n2 = 1 dans la formule (3.10) on obtient exactement la définition d’opérateur
Lipschitzien p-sommant .

Définition 3.2.4 :

Soient 1 ≤ p ≤ ∞ , X et Y deux espaces métriques .
Un opérateur Lipschitzien T : X −→ Y est dit Lipschitzien M-strictement p-sommant
s’il existe une constante positive C telle que pour toute xk, yk ∈ X et gk ∈ Y # (1 ≤ k ≤
l) ,on a ∣∣∣∣∣

l∑
k=1

gk(T (xk))− gk(T (yk))

∣∣∣∣∣ ≤ CdLp (u), (3.11)

où u =
∑l

k=1 δ(xk),(yk) � gk ∈ X � Y # , Y est un espace de Banach, pour y∗ ∈ Y ∗ on
Lip(y∗) = ‖y∗‖ ,alors

‖(y∗i )‖ln
p∗ (Y #) = ‖(y∗i )‖ln

p∗ (Y ∗) (3.12)

Par conséquent , la définition ci- dessous conduit au cas d’opérateurs Lipschitziens
strictement p-sommants .
Comme caractérisation intéressante des opérateurs M-strictement Lipschitziens p-
sommants, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2.5 :
soient 1 ≤ p ≤ ∞ ,X et Y deux espaces métriques.Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
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1. T : X −→ Y est M-strictement Lipschitzien p-sommant
2. La linéarisation d’opérateur T̃ : F(X) −→ F(Y ) est p- sommant.
3. L’opérateur adjoint de Lipschitz T# : Y # −→ X# est Cohen strongly p-

sommant.
pour la preuve nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.6 :
Soit X un espace métrique pointé et E , F deux espaces de Banach , on suppose que
E et F sont isométriquement isomorphes via a certaine application Q.

soit u =
∑l

k=1 δ(xk,yk) � sk ∈ X � E ,alors

dLp (u) = dLp (w),

lorsque w =
∑l

k=1 δ(xk,yk) �Q(sk) ∈ X � F .

Preuve 3.2.7 :

L’identification F(X)⊗ E = F(X)⊗ F tient via la transformation

n∑
i=1

mi ⊗ ei 7−→
n∑
i=1

mi ⊗Q(ei)

soit m = ((mi)
n
i=1, (ei)

n
i=1) ∈ Au , alors

∑n
i=1 mi ⊗Q(ei) ∈ Aw .

Rappelons que Aw était définie en (3.5).Nous avons

dLp (w) ≤ ‖mi‖ln,w
p (F(X)) ‖(Q(ei))i‖ln

p∗
(F )

≤ ‖mi‖ln,w
p (F(X)) ‖(ei)i‖ln

p∗
(E)

en prend l’ infinimum sur Au ,on trouve dLp (w) ≤ dLp (u)

Preuve de proposition (3.2.5) :
1)⇒ 2)
soit (xk)

k=1
l ⊂ X et (f ∗k )k=1

l ⊂ F(Y ∗) , nous δY ◦ T est Lipschitzien strictement
p-sommant, donc il existe (gk)

k=1
l ⊂ Y # tel que f ∗k = QY (gk) pour tout 1 ≤ k ≤ l , on

utilise le lemme (3.2.6) nous avons :∣∣∣∑l
k=1 〈δY ◦ T (xk)− δY ◦ T (yk), f

∗
k 〉
∣∣∣ =

∣∣∣∑l
k=1

〈
δ(T (xk),T (yk)), QY (gk)

〉∣∣∣
=

∣∣∣∑l
k=1 gk(T (xk))− gk(T (yk))

∣∣∣
≤ CdLp (u) = CdLp (w)

Où u =
∑l

k=1 δ(xk,yk) � gk ∈ X � Y # et w =
∑l

k=1 δ(xk,yk) � f ∗k ∈ X � F(Y )∗.
Alors δ ◦ T est Lipschitzien strictement p-sommant. Maintenait par la factorisation
(3.1) on a :

δY ◦ T = T̃ ◦ δX
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Ceci montre que la linéarisation de δY ◦ T est T̃ , alors d’après le théorème (3.2.2 ) T̃
est p-sommant.
2)⇒ 3)
on a par (3.2 )

T# = ϕ−1
X ◦ T̃

∗ ◦ ϕY
Donc par (??) et la propriété d’idéal ,T# est Cohen strongly p∗-sommant .
3.)⇒ 1). supposons que T# est Cohen strongly p∗-sommant .
soit u =

∑l
k=1 δ(xk,yk) � gk ∈ X � Y # ,alors∣∣∣∑l

k=1 gk(T (xk))− gk(T (yk))
∣∣∣ =

∣∣∣∑l
k=1

〈
T#(gk), δ(xk,yk)

〉∣∣∣
≤ Cgp(

∑l
k=1 gk ⊗ δ(xk,yk))

≤ Cdp(
∑l

k=1 δ(xk,yk) ⊗ gk)

= CdLp (u)

Donc T est M-strictement Lipschitz p-sommant.

3.3 Opérateurs strictement Lipschitziens p-nucléaires

Définition 3.3.1 :

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ et E,F deux espaces de Banach, on définit la norme tensorielle wp
dans E ⊗ F par

wp(u) = inf
{
‖(xi)‖ln,w

p (E) ‖(yi)‖ln,w
p∗ (F )

}
,

tel que u =
∑n

i=1 xi⊗yi ∈ E⊗F , où l’infinimum est porté sur toutes les représentations
de u.

Définition 3.3.2 :
Soient X un espace métrique pointé , E espace de Banach ,
u =

∑l
k=1 δ(xk,yk) � sk ∈ X � E et Au l’ensemble définie dans (3.5). On considère

wSLp (u) = inf
m∈Au

{
‖(mi)i‖ln,w

p (E) ‖(ei)‖ln,w
p∗ (F )

}
Définition 3.3.3 :

Soit 1 ≤ p ≤ ∞, l’opérateur T : X −→ E est Lipschitzien strictement p-nucléaire
si pour tout xk, yk et s∗k ∈ E∗(1 ≤ k ≤ l) on a∣∣∣∣∣

l∑
k=1

〈T (xk)− T (yk), s
∗
k〉

∣∣∣∣∣ ≤ CwSLp (u) (3.13)

où u =
∑l

k=1 δ(xk,yk) � s∗k. On note par N SL
p (X,E) la classe d’opérateur Lipschitzien

strictement p-nucléaires de X dans E
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Théoreme 3.3.1 :

Soient 1 ≤ p ≤ ∞, X un espace métrique pointé , E un espace de Banach et
T : X −→ E un opérateur Lipschitzien. les propriétés suivantes sont équivalentes

1. T est Lipschitzien strictement p− nucléaire
2. la linéarisation d’opérateur T̂ est p-nucléaire

d’autre part

N SL
p (X,E) = Np(F(X), E)

Preuve 3.3.2 :
Supposons que T̂ est p- nucléaire. soit xk , yk ∈ X et e∗k ∈ E∗(1 ≤ k ≤) on pose
u =

∑l
k=1 δ(xk,yk) � s∗k.

Soit Au l’ensemble défini en (1.2).pour tout m ∈ Au par (2.2) on a
l∑

k=1

〈T (xk)− T (yk), s
∗
k〉 =

n1∑
i=1

〈
T̂ (mi), e

∗
i

〉
Maintenant , T est strictement Lipschitzien p-nucléaire. soit m = ((mi)

n1
i=1), (e∗i )

n1
i=1 ∈

Au par (3.4) on a∣∣∣∑l
k=1 〈T (xk)− T (yk), s

∗
k〉
∣∣∣ =

∣∣∣∑n1

i=1

〈
T̂ (mi), e

∗
i

〉∣∣∣
≤ Np(T̂ ) ‖(mi)‖ln1,w

p (F(X)) ‖(e∗i )‖ln1,w

p∗ (E)

pour prendre l’infinimum de toutes les représentations de m ∈ Au , on obtient∣∣∣∑l
k=1 〈T (xk)− T (yk), s

∗
k〉
∣∣∣ ≤ Np(T̂ )wp(

∑l
k=1 δ(xk,yk) ⊗ s∗k)

≤ Np(T̂ )wSLp (u)

Alors T est strictement Lipschitzien et p- nucléaire

NSL
p (T ) ≤ Np(T̂ )

Inversement, soit mi ∈ F(X) et e∗i ∈ E∗(1 ≤ i ≤ n1).Alors∑n1

i=1

〈
T̂ (mi), e

∗
i

〉
= sup(ξi)i∈Bl

n1∞

∣∣∣∑n1

i=1 ξi

〈
T̂ (mi), e

∗
i

〉∣∣∣
= sup(ξi)i∈Bl

n1∞

∣∣∣∑n1

i=1 ξi

〈∑n2

j=1 λ
j
i (T (xji )− T (yji )), e

∗
i

〉∣∣∣
= sup(ξi)i∈Bl

n1∞

∣∣∣〈∑n1

i=1

∑n2

j=1 T (xji )− T (yji ), λ
j
iξie

∗
i

〉∣∣∣
≤ sup(ξi)i∈Bl

n1∞
NSL
p (T )wSLp (u)

où
u =

∑n1

i=1

∑n2

j=1 δ(xji ,y
j
i ) � λ

j
iξie

∗
i

=
∑n1

i=1 ξi
∑n2

j=1 λ
j
iδ(xji ,y

j
i ) � e

∗
i

=
∑n1

i=1 ξimi � e∗i
donc ∑n1

i=1

∣∣∣〈T̂ (mi), e
∗
i

〉∣∣∣ ≤ sup(ξi)i∈Bl
n1∞
NSL
p (T ) ‖mi‖ln1,w

p∗ (F(X)) ‖(ei)i‖ln1,w

p∗ (E∗)

≤ NSL
p (T ) ‖mi‖ln1,w

p∗ (F(X)) ‖(ei)i‖ln1,w

p∗ (E∗)

Alors, par (3.4) T̂ est p-nucléaire et

Np(T̂ ) ≤ NSL
p (T )
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3.4 Opérateurs Lipschitziens strictement (p,r,s)-
sommants

Définition 3.4.1 :
Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach . T : X −→ E une appli-
cation Lipschitzienne. T est Lipschitzienne (p,r,s)-sommant s’il existe une constante
C > 0 telle que ∀n ∈ N∗ ,(xi)i , (yi)i ⊂ X , (e∗i )i ⊂ Y ∗ et (λi)i ,(Ki)i dans R∗+ ,
(1 ≤ i ≤ n), on a :

‖(λi 〈T (xi)− T (yi), e
∗
i 〉)i‖lnp ≤ CwLipr

((
λik
−1
i , xi, yi

)
i

)
‖(kie∗i )i‖ln,w

s (E∗) (3.14)

où wLipr

((
λik
−1
i , xi, ei

)n
i=1

)
est Lipschitzien faible ρ-norme définie par

wLipr

((
λik
−1
i , xi, yi

)n
i=1

)
= sup

f∈B
X#

(
n∑
i=1

|λi(f(xi)− f(yi))|r)
1
r

=
∥∥λiδ(xi,yi)

∥∥
ln,w
r (F(X))

On note par ΠL
p,r,s(X,E) l’espace de Banach de toutes les opérateurs Lipschitziens

(p,r,s)-sommants muni par la norme πLp,r,s(T ) la plus petite constante C vérifier l’in-
égalité (3.14)

Définition 3.4.2 :
soient 0 < p, r, s < ∞ tel que 1

p
≤ 1

r
+ 1

s
, X un espace métrique pointé et E un

espace de Banach. Un opérateur Lipschitzien T : X −→ E est Lipschitzien strictement
(p,r,s)-sommant s’il existe une constante C >0 telle que :
∀n ∈ N∗ ,(xji )

n1
i=1 , (yji )

n1
i=1 ⊂ X , (e∗i )

n1
i=1 ⊂ E∗ et (λji )i=1 ⊂ K(j = 1, ...n2) , on a(

n1∑
i=1

∣∣∣∣∣
〈

n2∑
j=1

λji
(
T (xji )− T (yji )

)
, e∗i

〉∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤ C sup
f∈B

X#

(
n1∑
i=1

∣∣∣∣∣
n2∑
j=1

λji (f(xji )− f(yji ))

∣∣∣∣∣
r) 1

r

‖(e∗i )‖ln1,w
s (E∗)

(3.15)
La classe de tous les opérateurs strictement Lipschitziens (p, r, s)-sommants de X dans
E est notée par ΠSL

p,r,s(X,E) , qui est un espace de Banach sa norme πLp,r,s(T ) est la
plus petite constante C vérifiée l’inégalité (3.15)

Remarque 3.4.3 :

1) Si on pose n2 = 1 on obtient(
n1∑
i=1

|〈λi (T (xi)− T (yi)) , e
∗
i 〉|

p

) 1
p

≤ C sup
f∈B

X#

(
n1∑
i=1

∣∣K−1
i λi (f(xi)− f(yi))

∣∣r) 1
r

‖(Kie
∗
i )‖ln1,w

s (E∗)

i.e.,
ΠSL
p,r,s(X,E) ⊂ ΠL

p,r,s(X,E)

2) Si p = 1 , r et s vérifiant 1
r

+ 1
s

= 1 la définition coïncide avec la définition
Lipschitzien strictement r- nucléaire.
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Théorème 3.4.4 :
Supposons que 1

p
= 1

r
+ 1

s
, soient X un espace métrique pointé et E un espace de

Banach,et T : X −→ E un opérateur Lipschitzien . Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1) T est Lipschitzien strictement (p,r,s)-sommant .
2) T̂ est (p,r,s)-sommant. Dans ce cas on a

πp,r,s(T̂ ) = πSLp,r,s(T )

Preuve :

1)⇒ 2) : Soit T un opérateur Lipschitzien strictement (p,r,s)-sommant. Soit mi ∈

F(X) sous la forme mi =

n2∑
j=1

λjiδ(x
j
i , y

j
i ) et e∗1, ..., e∗n1

∈ E∗.Alors

(∑n1

i=1

∣∣∣〈T̂ (mi), e
∗
i

〉∣∣∣p) 1
p

=
(∑n1

i=1

∣∣〈∑n2

i=1 λ
j
i

(
T (xji )− T (yji )

)
, e∗i
〉∣∣p) 1

p

≤ πSLp,r,s(T ) sup
f∈B

X#

(
n1∑
i=1

|f(mi)|r
) 1

r

‖(e∗i )‖ln1,w
s (E∗)

≤ πSLp,r,s(T ) ‖(mi)‖ln1,w
r (F(X)) ‖(e∗i )‖ln1,w

s (E∗) .

Alors, T̂ est (p,r,s)-sommant et on a

πp,r,s(T̂ ) ≤ πSLp,r,s(T )

2)⇒ 1) : soit (xji )
n1
i=1,(y

j
i )
n1
i=1 ∈ X, (λji )

n1
i=1 ⊂ K(j = 1, ..., n2) et chaque e∗1, ..., e∗n1

∈ E∗(∑n1

i=1

∣∣∣∑n2

j=1 λ
j
i (T (xji )− T (yji )), e

∗
i

∣∣∣P) 1
P

=
(∑n1

i=1

∣∣∣〈T̂ (mi), e
∗
i

〉∣∣∣p) 1
p

≤ πSLp,r,s(T̂ ) ‖(mi)‖ln1,w
r (F(X)) ‖(e∗i )‖ln1,w

s (E∗)

≤ πSLp,r,s(T̂ ) sup
f∈B

X#

(
n1∑
i=1

∣∣∣∣∣
n2∑
j=1

λji (f(xji )− f(yji ))

∣∣∣∣∣
r) 1

r

‖(e∗i )‖ln1,w
s

Alors, T est Lipschitzien (p,r,s)-sommant et on a

πSLp,r,s(T ) ≤ πp,r,s(T̂ ).
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Chapitre 4

Opérateurs Lipschitziens φ -sommants

Dans ce chapitre, nous allons étudier la classe des opérateurs Lipschitziens φ-
sommants qui a été introduite par M. Belaala [3] en 2017 . Cette classe est une gé-
néralisation naturelle de celle du cas linéaire introduite par R. Khalil et W. Deeb[6]
en 1987. On verra qu’elle vérifie également le théorème de factorisation de Pietsch et
quelques propriétés.

4.1 Opérateur linéaire φ -sommant

4.1.1 Fonction module

Définition 4.1.1.1 : (Fonction module)[6]
Une fonction φ : [0,∞[−→ [0,∞[ est appelée fonction module (modulus) si

1. φ est une fonction continue en [0,∞[

2. φ(0) = 0,

3. φ(x+ y) ≤ φ(x) + φ(y), ∀x, y ∈ [0,∞ (sous- additif),
4. φ est strictement croissante.

Propriété 4.1.1.2 :
De la définition de la fonction module,on peut trouver

1. Si φ une fonction module , alors ,
i. φ est bijective.
ii. φ−1 n ’est pas fonction module

2. La composition de deux fonctions modules est une fonction module et n’est pas
commutative.
n ∈ N∗ : φ ◦ ... ◦ φ est une fonction module et φn(αx) ≤ (n+ α)φn(x), α > 0.

Exemple 4.1.1.3 :
Ces fonctions φ(x) = xp et φ(x) = ln(1 + x) pour x ≥ 0 lorsque 0 < p ≤ 1 sont des
fonctions modules.

Définition 4.1.1.4 :
Soient E , F deux espaces de Banach et φ une fonction module sur [0,∞). Considérons
les deux espaces suivants :
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1. lφ 〈E〉 =

{
(xn) : sup

‖x∗‖≤1

∑
n

φ |〈xn, x∗〉| <∞, xn ∈ E

}
,

2. lφ(F ) = {(xn) :
∑

n φ ‖xn‖ <∞, xn ∈ F}
Pour x = (xn) ∈ lφ < E >, on définie

‖x‖ε = sup
‖x∗‖≤1

∑
n

φ |〈xn, x∗〉|

et pour y = (yn) ∈ lφ(F ), on définie

‖y‖π =
∑
n

φ ‖yn‖

Définition 4.1.1.5 :
Un opérateur linéaire T : lφ 〈E〉 −→ lφ(F ) sera appelé métriquement borné

si pour tout x = (xn) ∈ T : lφ 〈E〉 il existe un λ > 0 tel que

‖T (x)‖ε ≤ λ ‖x‖ε

On note Lφ(E,F ) l’espace de tout les opérateurs métriquement bornés de lφ 〈E〉
dans lφ(F ) de norme

‖T‖φ = inf
{
λ : ‖T (x)‖ε ≤ λ ‖x‖ε , x ∈ l

φ 〈E〉
}

4.1.2 Opérateur linéaire φ -sommant

Définition 4.1.2.1 [6] :
Pour les espaces de Banach E et F , un opérateur linéaire borné T : E −→ F est appelé
φ -sommant si pour tout ensemble fini (xi)

n
i=1 dans E il existe une constante C ≥ 0

telle que
n∑
i=1

φ(‖T (xi)‖) ≤ C sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

φ(|x∗(xi)|). (4.1)

4.1.3 Théorème de domination de Pietsch

Théorème 4.1.3.1 :

Soit T ∈ L(E,F ) .Les éléments suivants sont équivalents :
1) T ∈ Πφ(E,F ).
2) Il existe λ > 0 et v ∈ S(M) (la sphère de M)tel que

φ ‖T (x)‖ ≤ λ

∫
BE∗

φ |〈x, x∗〉| dv(x∗)

Preuve 4.1.3.2 2)⇒ 1) , évident
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1)⇒ 2) ,Soit T ∈ Πφ(E,F ) et λ = ‖T‖φ pour toute suite finie (xi)
n
i=1

dans
E,définissent l’application

Q : S(M) −→ C
µ 7−→ Q(µ) =

∑n
i=1 φ ‖T (xi)‖ − λ

∑n
i=1

∫
BE∗

φ |〈x, x∗〉| dµ. (4.2)

Clairement,la fonction est convexe .De plus il existe un point µ0 ∈ S(M) tel
que. En effet choisir la mesure de dirac x∗0 l’endroit où

n∑
i=1

φ |〈xi, x∗0〉| = sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

φ |〈xi, x∗〉|

De plus ,si Q1, ..., Qr est une collection de telles fonction définies par (4.2),alors
pour toute (a1, ..., ar),

∑r
i=1 ak = 1 il existe Q défini de manière similaire,bien

que
∑r

i=1 akQk(u) pour tout S(M).
D’où l’ensemble des fonction dans S(M) défini par (4.2)satisfait le lemme de
Fan’s .Il existe donc une mesure dans S(M) tel que Q(v) ≤ 0 pour tout Q défini
par (4.2).avec la suite associex,x ∈ E on obtient

φ ‖T (xi)‖ ≤ λ

∫
BE∗

φ |〈x, x∗〉| dv. �

4.2 Opérateurs Lipschitziens φ-sommants

Définition 4.2.1 :[3]
Soit φ une fonction module et soit X, Y des espaces métriques pointés . Une application
Lipschitzienne T ∈ Lip(X, Y ) est appelée φ- sommant s’il existe une constante C ≥ 0.
telle que quel que soit le choix des points (xi)

n
i=1, (x

′
i)
n
i=1 dans X et le choix des nombres

(ai)
n
i=1 dans R+, on a l’inégalité

n∑
i=1

aiφ(d(T (xi, T (x′i)))) ≤ C sup
f∈B

X#

n∑
i=1

aiφ(|f(xi)− f(x′i)|) (4.3)

on note
πLφ (T ) = {inf C : C vérifiant(4.3)}

Rrmarque 4.2.2 :
La définition (4.2.1) est la même si on se restreint à ai = 1

Lemme 4.2.3 :
Si (X, d) est un espace métrique pointé, on peut considérer une nouvelle métrique sur
X en mettant dφ = φ ◦ d.

Preuve 4.2.4 : pour tout x, y ∈ X on a

dφ(x, y) = 0 ⇐⇒ φ ◦ d(x, y)
⇐⇒ d(x, y) = 0
⇐⇒ x = y
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Et
dφ(x, y) = φ ◦ d(x, y)

= φ ◦ d(y, x)
= dφ(y, x)

pour tout x, y, z ∈ X on a

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) =⇒ φ ◦ d(x, z) ≤ φ ◦ d(x, y) + φ ◦ d(y, z)

i.e. dφ(x, z) ≤ dφ(y, z) + dφ(y, z)
On définit alors Lipφ(X, Y )= Lip((X,φ ◦ d), (Y, φ ◦ d)) et

Lipφ(T ) = sup

{
φ(d(T (x), T (y)))

φ(d(x, y))
: x, y ∈ X, x 6= y

}
pour toutes T ∈ Lipφ(X, Y ). Les assertions suivantes peuvent être vérifiées facilement.

Proposition 4.2.5 :

Soit φ est une fonction module et X, Y sont des espaces métriques pointés.
1) Lip(X, Y ) ⊂ Lipφ(X, Y ) et Lipφ(T ) ≤ 1 +Lip(T ) pour tous les T ∈ Lip(X, Y ).
2) ΠL

φ(X, Y ) ⊂ Lipφ(X, Y ) et Lipφ(T ) ≤ πLφ (T ) pour tout T ∈ ΠL
φ(X, Y ).

Preuve 4.2.6 :

1) Si T ∈ Lip(X, Y ), alors

d(T (x), T (y)) ≤ Lip(T )d(x, y).

pour tout x, y ∈ X , et ainsi

φ(d(T (x), T (y))) ≤ φ(Lip(T )d(x, y))
≤ (1 + Lip(T ))φ(d(x, y))

Donc pour tout x, y ∈ X et cela preuve 1)

2) Si T ∈ ΠL
φ(X, Y ),on a

n∑
i=1

φ(d(T (xi), T (y))) ≤ πLφ (T ) sup
f∈B

X#

n∑
i=1

φ(|f(xi)− f(yi)|) (4.4)

pour tout (xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1 ⊂ X. En particulier (n=1),

φ(d(T (x), T (y))) ≤ πLφ (T ) supf∈B
X#

φ(|f(x)− f(y)|)
= πLφ (T )φ(d(x, y)),

pour tout x, y ∈ X et on obtient ainsi 2).Pour la dernière égalité ci dessus ,
notez que

φ(d(x, y)) = φ(|hy(x)− hy(y)|) ≤ sup
f∈B

X#

φ(|f(x)− f(y)|) ≤ φ(d(x, y))
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où hY est la fonction dans BX# définie par

hy(z) = d(z, y)− d(0, y)

pour tout z ∈ X on a
hy(x)− hy(y) = d(x, y)

�

Proposition 4.2.7 :
Soit φ une fonction module , soit X, Y, Z,W des espaces métrique pointé , soit B ∈
Lip(X, Y ), T ∈ ΠL

φ(Y, Z) et A ∈ Lip(Z,W ).Alors A ◦ T ◦B ∈ ΠL
φ(X,W ) et

πLφ (AtB) ≤ Lipφ(A)πLφ (T )(1 + Lip(B))

Preuve 4.2.8 :

pour tout (xi)
n
i=1, (x

′
i)
n
i=1 ⊂ X,on utilise la définition d’opérateur Lipschitzien φ−

sommant,on a∑n
i=1 φ(d(ATB(xi)), ATB(x′i))) ≤ Lipφ(A)

∑n
i=1 φ(d(TB(xi), TB(x′i)))

≤ Lipφ(A)πLφ (T ) sup
g∈B

Y #

n∑
i=1

φ(|g(B(xi))− g(B(x′i))|)

On utilise l’inégalité φ(at) ≤ (1 + a)φ(t), on trouve

φ(|g(B(xi))− g(B(x′i))|) = φ(Lip(B))
∣∣∣ g◦B
Lip(B)

(xi)− g◦B
Lip(B)

(x′i)
∣∣∣)

≤ (1 + Lip(B))φ
∣∣∣ g◦B
Lip(B)

(xi)− g◦B
Lip(B)

(x′i)
∣∣∣)

Alors

n∑
i=1

φ(d(ATB(xi)), ATB(x′i))) ≤ Lipφ(A)πLφ (T )(1+Lip(B)) sup
f∈B

X#

n∑
i=1

φ(|f(xi)− f(x′i)|)

Donc ATB ∈ ΠL
φ(X, Y ) et πLφ (ATB) ≤ Lipφ(A)πLφ (T )(1 + Lip(B)) �

Théorème 4.2.9 :

Soient φ une fonction modulus et X, Y deux espaces métriques,
T : X −→ Y un opérateur lipschitzien. Alors T est lipschitzien φ sommant si et seule-
ment si il existe une constante C > 0 et une mesure de probabilité régulière µ sur BX#

telle que

φ(d(T (x), T (x′))) ≤ C

∫
B

X#

φ(|f(x)− f(x′)|)dµ(f)

pour tout x, x′ ∈ X : Dans ce cas, πLφ (T ) est le minimum de toutes les constantes C
pour lequel une mesure existe.
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Preuve 4.2.10 :
Supposons que T ∈ πLφ (X, Y ) pour tout (xi)

n
i=1 ; (x′i)

n
i=1 ∈ X et (λi)

n
i=1 ∈ R ; on définit

la fonction ϕ(λi,xi;x′i)
n
i=1

: BX# −→ R par

ϕ(λi,xi,x′i)
n
i=1

(f) =
n∑
i=1

λiφ(d(T (x);T (x′)))− πLφ
n∑
i=1

λiφ(|f(x)− f(x′)|)

Soit A l’ensemble constitué de telles fonctions,A est une partie convexe de C(BX#) ,en
effet soient
ϕ(xi,yi,αi)1≤i≤n

et ϕ(x′j ,y
′
j ,βj)1≤j≤m

∈ A
tel que αi > 0,xi, x′i ∈ X(1 ≤ i ≤ n)βj > 0 ,yj, y′j ∈ X(1 ≤ j ≤ m) on a

ϕ(xi,x′i,αi)1≤i≤n
(f) =

∑n
i=1 αiCφ(|f(xi)− f(x′i)|)−

∑n
i=1 αiφ(‖T (xi)− T (x′i)‖)

ϕ(yj ,y′j ,βj)1≤j≤m
(f) =

∑n
j=1 βjCφ(

∣∣f(yj)− f(y′j)
∣∣)−∑n

j=1 βjφ(
∥∥T (yj)− T (y′j)

∥∥)

alors,
ϕ(xi,x′i,αi)1≤i≤n

(f) + ϕ(yj ,y′j ,βj)1≤j≤m
(f) =

n+m∑
k=1

γkCφ(|f(zk)− f(z′k)|)−
n+m∑
k=1

γkφ(‖T (zk)− T (z′k)‖) ∈ A, γk > 0, zk, z
′
k ∈ X

,
Lequel

T (zk) =

{
T (xk) si 1 ≤ k ≤ n
T (yk−n) si n+ 1 ≤ k ≤ n+m

T (z′k) =

{
T (x′k) si 1 ≤ k ≤ n
T (y′k−n) si n+ 1 ≤ k ≤ n+m

γk =

{
αk si 1 ≤ k ≤ n
βk−n si n+ 1 ≤ k ≤ n+m

soit λ > 0,
λϕ(xi,x′i,αi)1≤i≤n

(f) =
∑n

i=1 λαiCφ(|f(xi)− f(x′i)|)−
∑n

i=1 λαiφ(‖T (xi)− T (x′i)‖) ∈ A.
Maintenant en considère l’ensemble

B = {ϕ ∈ C(BX#) : ϕ(f) > 0,∀f ∈ BX#}

Clairement, B est un sous- ensemble ouvert convexe de l’espace de Banach C(BX#).
De plus, A et B sont disjoint.
En effet, sinon, on pourrait trouver (xi)

n
i=1, (xi)

n
i=1 dans X et (λi)

n
i=1 dans R tel que

ϕ(λi,xi,x′i,)
n
i=1

(f) > 0pour tout f ∈ BX#, c’est- à- dire

πLφ

n∑
i=1

λiφ(|f(xi)− f(x′i)|) < πLφ

n∑
i=1

λiφ(d(T (xi), T (x′i)))

pour tous les f ∈ BX#. Mais puisque BX# est faiblement compact et que f 7−→∑n
i=1 φ(

∣∣f(xi)− f(x′
i
)
∣∣) est une fonction continue de ( BX# , w∗) dans R, on aurait

πLφ sup
f∈B

X#

n∑
i=1

λiφ(|f(xi)− f(x′i)|) < πLφ

n∑
i=1

λiφ(d(T (xi);T (x′i)))
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et ceci est impossible car T est dans ΠL
φ(X, Y ).

Alors, par le théorème de séparation de Hahn Banach et le théorème de représentation
de Riesz, il existe une mesure µ régulière de probabilité de Borel sur BX# et un scalaire
c ∈ R tel que ∫

B
X#

ϕ(λi,xi,x′i)
n
i=1
dµ(f) ≤ c <

∫
B

X#

ϕdµ(f).

pour tout ϕ(λi,xi,x′i)
n
i=1
∈ A et tout ϕ ∈ B. Remarquons que c = 0.

En effet, 0 ≤ c puisque la fonction nulle ϕ(λi,xi,x′i)
n
i=1

est dansA ; et c ≤ 0 puisque toutes
les fonctions constantes positives sont dans B. Il s’ensuit que∫

B
X#

ϕ(1,x,x′)(f)dµ(f) ≤ 0

pour tout x, x′ ∈ X, et puisque µ est une mesure de probabilité, nous conclurons que

φ(d(T (x), T (x′))) ≤ πLφ

∫
B

X#

φ(|f(x)− f(x′)|)dµ(f)

pour tous x, x′ ∈ X Inversement, supposons que le deuxième énoncé du théorème soit
vrai et soit (xi)

n
i=1, ((x

′
i)
n
i=1 ⊂ X. Nous avons

φ(d(T (xi), T (x′i))) ≤ C

∫
B

X#

φ(|f(xi)− f(x′i)|)dµ(f)

pour i = 1, ..., n. Il s’ensuit que∑n
i=1 φ(d(T (xi), T (x′i))) ≤ C

∫
B

X#

∑n
i=1 φ(|f(xi)− f(x′i)|)dµ(f)

≤ C
∫
B

X#
supf∈B

X#

∑n
i=1 φ(|f(xi)− f(x′i)|)dµ(f)

≤ C supf∈B
X#

∑n
i=1 φ(|f(xi)− f(x′i)|

DoncT ∈ ΠL
φ(X, Y ) et πLφ (T ) ≤ C.

Enfin, il ressort de la preuve que πLφ (T ) est la valeur minimale de C.

Proposition 4.2.11 :
Soit φ une fonction module, Soit X, Y deux espace métriques et T ∈ Lip(X, Y ). Si T̂
est φ-sommant , Alors T est Lipschitzien φ- sommant et πLφ (T ) ≤ πφ(T̂ )

Preuve 4.2.12 :
d(T (x), T (y)) =

∥∥δT (x) − δT (y)

∥∥ =
∥∥∥T̂ (δx)− T̂ (δy)

∥∥∥ =
∥∥∥T̂ (δx − δy)

∥∥∥
pour tout x, y ∈ X. Si T est φ-sommant,on a∑n

i=1 φ(‖T (γi)‖) ≤ πφ(T̂ ) supF∈BF(X)∗

∑n
i=1 φ(|F (γi)|) pour chaque ensemble (γ) ⊂

F(X).
Alors

n∑
i=1

φ(d(T (xi), T (yi))) ≤ πφ(T̂ ) sup
F∈BF(X)∗

n∑
i=1

φ(|F (δxi − δyi)|)

= πφ(T̂ ) sup
F∈B

X#

n∑
i=1

φ(|QX(f)(δxi − δyi)|)

≤ πφ(T̂ ) sup
F∈B

X#

n∑
i=1

φ(|F (xi)− f(yi)|).

En conséquent , T est Lipschitzien φ -sommant et πLφ (T̂ ) ≤ πφ(T̂ )

32



Conclusion

Dans ce mémoire intitulé "quelques opérateurs Lipschitziens sommants "
on a présenté quelques classes d’opérateurs non linéaires,en passant par les étapes
suivantes :

le premier chapitre , Dans ce chapitre nous avons donné des définitions et
propriétés sur les applications linéaires et l’opérateurs p-sommants et les opérateurs
Lipschitziens p-sommants .

Le deuxième chapitre , est consacré à la version non linéaire d’un opérateur
p-sommant introduite par D.Farmer et W.B.Johnson à savoir la propriété d’idéale et
le théorème de domination de Pietsch qui ont montré que si en prend T un opérateurs
linéaire alors la norme d’opérateur linéaire p-sommant et la même norme d’opérateur
Lipschitzien p-sommant.et si la linéarisation T̂ de T est p -sommant alors T est
Lipschitzien p-sommant

Le troisième chapitre : Ce chapitre est basé sur l’article de M.Belaala et
k.Saadi où ils ont donné une nouvelle caractérisation d’opérateurs Lipschitziens
strictement p-sommants, ils ont adopté cette définition à d’autres classes d’opérateurs
Lipschitziens ,appelés Lipschitziens strictement p-nucléairs et opérateurs Lipschitziens
strictement(p,r,s)-sommants.

A travers les démonstrations des théorèmes qui incluent la relation entre des
opérateurs Lipschitziens strictement p-sommants et leur linéarisations été déduit que
N SL
p (X,E) = Np(F(X), E)

πp,r,s(T̂ ) = πSLp,r,s(T )
N SL
p (X,E) ⊂ ΠSL

p (X,E) ⊂ ΠL
p (X,E)

ΠSL
p,r,s(X,E) ⊂ ΠL

p (X,E)

Le quatrième chapitre ( dernier chapitre) . Dans ce chapitre on va étudier les
opérateurs linéaires φ-sommants entre espaces métriques en donnant une version non
linéaire du théorème de domination de Pietsch pour cette classe et quelques propriétés
de ces opérateurs.
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Abstract
The context of this dissertation falls within the framework of functional analysis and more

precisely the geometry of space of Banach. We have studies the nonlinear operator .First we
discussed the generalization of the Lipschitz operator definition and from the definition of
strictly Lipschitz operator summing. We have introduced new characterization. Finally we
finished our work by the study of the notion of Lipschitz φ-summing operators.
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