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Notations

Le corps des nombres réels ou complexe

L’ensemble des nombres réels non négatives

L ’ensemble d’opérateurs linéaires de rang finie

L’ensemble d’opérateurs linéaires p-sommants

L’ensemble d’opérateurs linéaires Lipschitziens p-sommants
L’ensemble d’opérateurs linéaires continus (bornés) entre E et F.
L’ensemble d’opérateurs linéaire entre E et F

Le dual topologique de E

Le dual algébrique de E

La boule unité de E*

La boule unité de X#

L’espace linéaire de tous les molécules de X

L’ensemble de tous les opérateurs Lipschitziens entre X, Y

qui s’annulles a 0.

Le dual Lipschitzien de 'espace métrique pointé X

L’espace de Arens-Eelles de X

L’adjoint d’opérateur linéaire de T

La linéarisation de 'opérateur lipschitzien T

L’ adjoint d’opérateur Lipschitzien de T

Le transposé d’opérateur Lipschitzien

Espace libre Lipschitzien de X.

L’ ensemble de tous les opérateurs Lipschitziens (p,r,s)-sommants
(1<p,r,s<o0).

L’ensemble de tous les opérateurs Cohen stongly p-sommants (1 < p < o0)
L’ensemble d’opérateurs Lipschitziens strictement p-sommants (1 < p < oo
Le produit tensoriel entre E et F

Le produit tensoriel Lipschitzien entre X et Y

Normes tensoriels de Chavet -Saphar.

L’ensemble d’opérateurs p-nucleaires

L’ensemble d’opérateurs Lipschitziens strictement p-nucleaires
L’ensemble d’opérateurs ¢-sommants

L’ensemble d’opérateurs Lipschitziens ¢-sommants

La sphére unité de M.

il



Introduction

La notion d’opérateur linéaire p-sommant remonte & Grothendieck dans les années
1950 pour p=1,mais en 1967 et 1968 les oeuvres classiques de Peitsch .ont illustré
les précieuses idées de Grothendieck et ont clairement contribué au développement
vigoureux de cette notion.

Ils connaissaient le concept d’ opérateur linéaire p-sommant T entre deux espaces de
Banach X et Y comme suit : s’il existe une constante positive C telle que
Vn e N,V(z;)~, C X ,ona

(Zumnup)p <C s (Zuxiw) (1)

(1) = inf {C : Cvérifiant (1)}

I1,(X,Y) lespace d’opérateurs p-sommants dont un espace de Banach muni de la
norme 7p(7") il est Banach.

Dans l'anné 2009 Jeffrey D.Farmer and William B. Johnson ont donné une
version non linéaire d’opérateurs p-sommants, lesquelles sont appelées opérateurs
Lipschitziens p-sommants, ils ont prouvé que les opérateurs p-sommants opérateurs
Lipschitziens p-sommants sont les mémes dans le cas linéaire . Ils ont défini un
Opérateur Lipschitzien P-sommant T entre espace métrique pointé X , et espace de
Banach E, comme suit : T est Lipschitzien p-sommant,

s'il existe une constante positive C telle que : V(x;)1<i<n, (Vi) 1<i<n C X, V(ai)1<i<n C RT

Ona:

Zai IT(x;) = T(ya)lIF < CP sup Y~ as|f(w:) = (o) (2)

feByx# 15

On note
7(T) = inf {C : Cvérifiant (2)}

p

L’espace des opérateurs Lipschitziennes p-sommants de X dans E est noté
Hﬁ(X JE) .

En derniéres années , M.Belaala et K.Saadi, pour améliorer les opérateurs Lipschit-
ziens strictement p-sommants ont donné des nouvelles caractérisations , .ils ont modifié
cette définition pour construire d’autres classes d’applications appelées opérateurs
Lipschitziens strictement p-nucléaires et Lipschitziens strictement (p,r,s)-sommants.



Introduction

En 2017 & partir de la définition d’opérateur ¢ -sommant entre espace de Ba-
nach tel que ¢ est la fonction module donné par R.KHalil et W.Deeb , M.belaala a
inspiré de cette définition la notion d’opérateurs Lipschitziens ¢ -sommant entre deux
espaces métriques , comme le suivant,

S’il existe une constante C' > 0. tel que quel que soit le choix des points
(@), (x})?, dans X et le choix des nombres (a;)!, dans R™, on a l'inégalité

Z a;p(d(T(x;, T(a:;)))) <C sup Z a;p(| f(x:) — f(x})])

f€By# =1

L’infinimum de ces constantes C' est noté 7} (7)) .
I'espace d’opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants de X dans Y est noté HqLﬁ(X7 Y).
Il a donné une version non linéaire du théoréme de domination de Peitsch.

n n

Notre travail intitulé quelques opérateurs Lipschitziens sommants
est consacré a la géométrie non linéaire et plus particuliérement aux opérateurs
Lipschitziens sommants , il est composé de quatre chapitres

Dans le premier chapitre on va présenter des rappels, définitions et propriétés
sur les applications linéaires et ’opérateurs linéaires p-sommants et Lipschitziens.

Le deuxiéme chapitre est consacré & la version non linéaire d’opérateurs
p-sommants introduite par D.Farmer et W.B.Johnson & savoir la propriété d’idéale et
le théoréme de domination de Pietsch .

Le troisiéme chapitre : on présente une nouvelle caractérisation d’opéra-
teurs Lipschitziens strictement p-sommants, 'opérateurs Lipschitziens strictement
p-nucléairs et opérateurs Lipschitziens strictement(p,r,s)-sommants , introduite par de
M.Belaala et k.Saadi dans I'article |2]

Le quatriéme chapitre (dernier chapitre) ,on va étudier les opérateurs linéaires
¢-sommants entre espaces de Banach, en donnant une version non linéaire introduite
par M. Belaala du théoréme de domination de Pietsch pour cette classe et quelques
propriétés de ces opérateurs.




Chapitre 1
Préliminaires et généralités

Dans ce chapitre on va rappeler les notions suivantes : Application linéaires, ap-
plications linéaires p-sommants et opérateurs Lipschitziens lesquelles nous aident dans
les chapitres suivants.

1.1 Les applications linéaires

Définition 1.1.1

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K .

Soit T une application de E dans F.

On dit que T est linéaire si :

pour toutes x ety dans E et pour tout A € K on a :

T(x+y) =T(x)+T(y)
T(\x) = \T'(x)
On note L(E, F) lespace vectoriel des applications linéaires de E dans F .

Cas particulies 1.1.2

1. L’application linéaire T de E dans E est appelée endomorphisme de E.
L’espace vectoriel des endomorphismes de E est noté L(E)

2. L’application linéaire T de E dans K est appelée forme linéaire sur E .
L’espace vectoriel des formes linéaires sur E est appelé dual algébrique de E et

noté E' = L(E,K) .

Définition 1.1.3
Soit X etY deux espaces normés et soit T : X — Y une application linéaire .
T est continue(bornée) s’ il existe une constante C' > 0 tel que

IT(@)lly < Cllelx, Ve e X. (1.1)

On note B(X,Y) lespace des applications linéaires continues.
On définit une norme d’opérateurs sur B(X,Y) par :

1Tl = sup [T(2)]y

=<1

On a également :
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|T|| = inf{C : C vérifiant (1.1)}

On note E* = B(X,K) laquelle est appelée dual topologique de X .
on a E*CFE.

Théoréme 1.1.4 :
Soient X et Y deux espaces de Hilbert , et T € L(X,Y), alors il existe une application
linéaire unique T* € L(X,Y) tel que :

Vee X,Vy e Y, (T(x),y)y = (x, T"(y)) x
L opérateur T™ s’appelle l'adjoint de T.

Définition 1.1.5 :
SiT e L(X,Y) est tel que T =T* . On dit que l'opérateur autoadjoint par définition
de la norme d’opérateur

|T[| = sup |T"(y)|

lyll<1

1.2 Applications linéaires p-sommants

Définition 1.2.1 :
Un opérateur T € L(X,Y) est de rang fini si , elle est somme fini d’opérateurs de la
forme :
>y X — Y
Ouzxr*e X*etyeY.
L’application x*(.)y est continue de norme ||y|| ||x*|| car :
2=yl = sup [lz"( )yl

rEBx

= |yl sup [z"(2)|

rEBy

lyl] fl~l

1.2.1 Idéal d’opérateur linéaire

Définition 1.2.2 :

Un idéal d’opérateurs linéaires I est une classe d’opérateurs tel que pour tous X et
Y Banach on a :

1. I(X,Y) est un sous espace de L(X,Y)

2. Ly(X,)Y)CI(X,Y)

3. Propriété d’idéal :
SiTellX,)Y),ue LIE,X)ve LIY,F) ona:voTouC I(X,Y) de plus
si |||, : I — RT satisfait :
i)- (I(X,Y),]|.|;) est un sous espace normé( Banach).
wi)- |[voToull, <ol [|T; |lul| Alors (I(X,Y),||.||;) s’appel idéal de Banach
des opérateurs lincaires.

Alors (I(X,Y), ||.ll;) s’appel idéal de Banach des opérateurs linéaires.
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Proposition 1.2.3 :

Soit I idéal normé , Alors , |T|| < ||T||; pour tout T € I.

Définition 1.2.4 :
Soient XY, deux Banach et T € L(X,Y) .On dit que T' est p-sommant (1 < p < o0)
1,

aC > 0, telleque Vn € N,V(z;)~, C X
1
. . . P (12)
it 1T ()[P)» < ¢ sup <Z|<x“€>|p>
S
On note
IL(X,Y) ={T : X — Y linéaires p-sommants }

et

mp(T) = inf{C : C vérifiant (1.2)}

Remarque 1.2.5 :
Pour tout T € 11,(X,Y), Uinégalité (1.2) équivalente a

(ST < m(T) su (Zumi,mp)p, pour tout (z)y € X.

Théoréme 1.2.6 :

Soit X ,Y deuz espaces de Banach soit T € L(X,Y) et K = (Bx~,0(X , X)) alors
T est p-sommant (1 < p < 00) si et seulement si il existe une probabilité p sur K est
une constante C' tel que

@i <c ([ eorae)

Proposition 1.2.7 :
Soient p,q € [1,00] et X,Y deux espaces de Banach.
Sip <q alors : 11,(X,Y) C II,(X,Y)

1.3 Opérateurs lipschitziens

Définition 1.3.1 :/9/

Une application f: (X,dx) — (Y,dy) entre deux espaces métriques est dite lipschit-
zienne (C-Lipschitzienne) s’il existe une constante C > 0 et pour tout z,y € X on
a:

1. 81 C =1 : Uapplication [ est appelée non erpansive

2. 51 C < 1 Uapplication f est appelée contractante .
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Pour une application f on définit la constante Lipschitzienne par

@)
11 Ly = Lip(f) : #Iy) dx(z,y)

Définition 1.3.2 :/1]

Soit (X,d,e) un espace métrique pointé
Une molécule sur X est un application m : X — R a support fini telle que

Z m(z) =0

zE€supp(m)

On note par M (X)) espace vectoriel de toutes les molécules sur X .

On peut écrire

=30 (i~ 14)

J=1

Et
!

m= E )\jmw;_

J=1

Ml pgy = infL2 000 [Nl (g, 25) sur toutes les reprsentations}
Il s’ensuit que||.|| vy, est une norme sur lespace M(X).
On note par (X, dx) le complete de Uespace normé (M(X), ||| vyx) -

Proposion 1.3.3 :/9/

1. Soient X, Y deux espaces métriques et f,g deux fonctions lipschitziennes de X
dans Y .Alors

Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g)

Preuve :

d((f+9)(@),(f+9) ) = |(f+9)(x)—(f+9) ()
|f(x) +g(z) — fy) — 9(y)]
)= fW)l +lg(z) — g(y)]
p(f)d(w,y) + Lip(g)d(z,y)
d(z,y)(Lip(f) + Lip(g)

INAIA
e
g~

= f + g est Lipschitzienne

2. Soit (X,d) un espace métrique et a € R et f,g: (X,d) — R deuz fonctions
Lipschitziens ,alors
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Lip(af) = |a| Lip(f)
Preuve :

Lip(af) = sup

= la| Lip(f
. Soit X, Y, Z trois espaces métriques et f : X — Y et g : Y — Z deux
opérateurs lipschitziens .Alors

Lip(f o g) = Lip(f)Lip(g)
Preuve :

d((go f)(z),(go f)(y))

AIA I
e
=

g
(x), fly)) = gofestLipschitzienne.
fd(x

. Lip(fg) < || fllo Lir(g) + ll9ll« Lip(f)
Preuve :

VAN VAN VAN
—
—
&
)
~.
Z‘i
=+
K
S~— S—\/

IA
w
3 e
’U
i
e~
~.
=
s
+
w
=
o
S
<
=
~
-~
=
=

= Lip(fg) < [[fll Lip(g) + llgll L%p(f)

. Soit X un espace métrique et f,g: X — R deux opérateurs Lipschitzien .Alors
Lip(3) < #20 si |f(@)]>a>0,VeX

Preuve :

soit v,y € Xon a

‘L_L’ <y = @)

flx)  fy) — |[f@)f)l

< If(y)—Qf(x)|
< ”{jﬁf d(z,y)

= Lip(j) < #50

. Soient XY deux espaces métriques , [ et f, deux fonctions Lipschitziennes de
X dans 'Y

On suppose que f,converge simplement vers f , Alors

Lip(f) < sup Lip(fn)-

Preuve : f, <5 f <= Vo € Xlim,_,o fo(2) = f(2)

d(f(x), f(y)) = d( lim fo(z), lim f.(y))
= lim d(fu(2), f())
< im Lip(fn)d(z,y)
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WD TW) < Y Lip(f,) < sup Lip(fa) et ceci Va,y € X

BTN
x), J\Y .

= iy < e Liplf)
= Lip(f) < sup Lip(fn)-

Définition 1.3.4 :
Soit ( X, d ,e) un espace métrique pointé
On note Lipy(X) = {f : X — R application Lipschitzienne tel que f(e) = 0}

L’espace (Lipo(X), Lip(.)) est un espace de Banach
On note aussi (Lipo(X), Lip(.)) par X# Il appelé le dual Lipschitzien

E*C E Cc E#

1.3.1 Théoréme de linéarisation ( Weaver1999)

Théoréme 1.3.1 :/9/

Soient (X,d ,e ) un espace métrique pointé , E espace de Banach et T : X — E une
application Lipschitzienne avec T'(e) =0

Alors : 3! application linéaire continue

T:F(X)—E

tel que :

T=Toiet HTH = Lip(T) .

X ——E
P
F(X)




Chapitre 2

Opérateurs Lipschitziens p-sommants

2.1 Factorisation de Pietsch

Opérateur Lipschitzien p-sommant

Définition 2.1.1
Soient (X, d, e) un espace métrique pointé, E espace de Banach.(1 < p < o0)

Une application Lipschitzienne T : (X,d,e) — E , est dite Lip-
schitzienne p - sommante s’il existe une constante positive C  telle que
v<xi)1§i§n;(yi)1§i§n - X;v(ai)lgign C R

Ona :
Zaz T () = Tl < C7 sup Y ai| f(x:) — f(y)lP (2.1)

fEBX# i=1

On note

7T£(T) = inf {C': Cvérifiant (2.1)}
et

L _ ! . . . .,
IT; (X, E) = {l'espace des applications Lipschitziennes p — sommants de X dans E'} .

L - L
IL;(X, E) est un espace de Banach muni de la norme m;(.)

Remarque 2.1.2 :
Si on restreint a  a; = 1 on a la méme définition.
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Proposition 2.1.3 :

La boule unité Bx# est compacte pour la topologie de la convergence simple :
By# ={f € Lipo(X) Lip(f) <1}

Proposition 2.1.4 :(Propriété d’idéal)

Soient X, Y,E et F des espaces métriques , S : E — F et R:Y — X deux fonctions
Lipschitziennes et T : X — E un opérateur Lipschitzien p-sommant, alors SoT o R
est Lipschitzien p-sommant et

T2 (STR) < Lip(S)my (T)Lip(R)
Preuve 2.1.5 :

>imi ISTR(z:) = STRG)|E < Lip(s)” 30 ITR(z) — TR(z)I[%

< Lip(s)’nl(T) Sgp Z|f(R(z,))—f(R(z£))|p
ISR FRED)P
< Lip(s)'n L(T)Lip(R)pgesgp > la((z:)) — gD

—> STR est p -sommant et np(STR) < Lip(s)n(T)Lip(R)

Théoréme 2.1.6 :

Soit T : X — Y un opérateur linéaire entre deux espaces métrique X etY ,
(1 <p<o0)

Si T est linéaire p-sommant alors T Lipschitzien p- sommant

Preuve 2.1.7
(ZHT a;(@; >Hp> < sup (Z‘ & ai(z; — yi)[" )
§€BX* i=1
(Z o () —T(ynnp) < Wp(T)ésgp (Z o €(w) —§<yz->|p)
i=1 EBxx \ =1
< (A 7 Z P ’
< fesgz# (2@ f (@) — F(wi)l )

= 1)(T) < mp(T)
Théoréme 2.1.8 : [5/(Théoréme de domination de Pietsch)

Soient 1 <p<oo,T: X — Y application entre espaces métriques et C > 0 .
les propriétés suivantes sont équivalentes,

1) T est Lipschitzienne p- sommant et 7/(T) < C

10
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2) 1l existe une mesure de probabilité p sur By« telle que

P

IT(x) =Tyl <C (/B () = F)I” du(f))

3) Pour toute application isométrique J de Y dans un espace 1- injectif Z le
diagramme suivant commute :

Loo(p) e Ly()
7 ok
X Y A

avec Lip(T) < C
Preuve 2.1.9 :

La propriété 1) = 2) :

On suppose que Wﬁ(T) =1

Soit C le cone convexe dans C(Bx#) des fonctions de la forme

Py i () = {Z CPa | f (i) = fya)l” — ai || T () — T(yi)llp}

=1

oun € Nya; € Ry et x;,y; € X Uensemble M est un cone conveve. En effet , soit
b1,02 dans M et a € [0,1] tel que :

ni
S1((ar (o (f) = D CPari | f1:) = Fyna) P — axi | T (1) — T(wn) 1P
=1
et
no
a((azn) (o o) () = D CPagi | [ (w5) — f(yai) P — a2 [|T(w2i) — T () |I”
=1

il en résulte que pour a € Rt

ap = aP((ar),(@10),(w1)) (f)
= > CPaay; | f(z) — fyn)|” — aay; || T (x) — T(yu) ||

= O((aars),(e10),(1:) (f)

et
o1+ g2 = Dt CPay; |f(w1s) — fya)]” — an [|T(215) — T(yu)l]”
+ 22 CPag | f(x2i) — f(y2i)|” — a9 |T(22:) — T(y2)||”
= 2 CPaq | f(xi) — f(wa)l” — ai [|T (w5 — ya) |
enfin on a :

O1+ b2 =Y Cay|f(x:) = Fy)l" — i || T(x:) = T(y)|"
=1

11
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avec n = "nq + N9

@ — a1, St 1§z§n1
)l ag st o np+1<i<n

. — T1; st 1§2§n1
) a2y st m+1<i<n

Sy st 1<i<m
vi= Yo st np+1<i<n

Par hypothese, le cone conveze C est disjoint du négatif venir et C_ = {¢p € C(Bx#) :
U(f) < 0,Yf € By}

qui est un sous- ensemble convexe ouvert de C(Bx#).
Par le théoréme de Hahn- Banach forme analytique "grand théoréme de séparation” et
de Riez "théoréeme de représentation”, il existe un Radon- Borel fini signé (une mesure
de Radon- Borel signée sur le compact est finie) mesure p # 0 et un réel « tel que pour
tout ¢ € C et ¢ € C_, nous avons :

/ S()dp(f) < a < / o(F)du(f)
BX# BX#

Parce que 0 € C et les constantes négatives sont dans C_, nous pouvons donc calculer

a=0. Aussi, on a

s . »(f)du(f) <0, Y eC. <= u>0. On peut mettre (Bx#) =1, si ce n'est
X

pas le cas on divise par N(Bx#). En particulier on prend

o(f) = CP1f(x) = fFWI" = IT(x) = T(y)lI"

s, 0Ndu(f) =[5 _, CP1f(@) = FOIPIT(x) = TW)I" du(f)
0

v

Cela implique

3=

IT(x) =Tl < C (/B |f(@) = fF(y)If du(f))
La propriété 2)=> 3)

Soit i : X — Loo(Bx#,1) le plongement isométrique naturel qui est [’identité
formelle de C(Bx#) dans Loo(Bx#, 1) composé avec ix.
Alors 2) dit que la norme de Lipschitz de T restreinte a i,(i(X)) est bornée par

C, qui est 3).
La propriété 3)=> 1)

Par ce qui précéde, nous avons

T (T) =mp(T) < Lip(T)m}(i,) Lip(i)
< Lip(T)my(ip) Lip(i)
< Lip(T)
< C

—
N}



Chapitre 2 Opérateurs Lipschitziens p-sommants

Théoréme 2.1.10 :(Théoréme d’inclusion)
Sotent X |, Y deux espaces métriques , T : X — Y est Lipschitzien p-sommant et

1 <p<q<+o0 ,alors

mo(T) <l (T) et IIX(X,Y) C IIH(X,Y)
Démonstration 2.1.11 :
T:X — Y est Lipschitzien p-sommant
p <gq, d’ot % < %, donc il existe r > 1 tel que %—i—% =
De théoréme (2.1.8) on a

1
p

p

IT(2) = T(y)|| < 7 (T) </B f(z) = F(y)If -1pdu(f)> VY, y € X,

On utilise l'inégalité de Hélder on trouve

(L ren)

Q=

IT(2) = T(y)ll < my (T) </B () = F(W)l* '1qdu(f)>

x#

T est Lipschitzien g-sommant et 72(T) < z}(T) 1

2.2 Relation entre opérateurs Lipschitziens p-
sommants et linéaires p- sommants

Dans cette section nous montrons que la norme d’opérateur Lipschitzien p-sommant
est la méme que sa norme d’opérateur p- sommant . Ceci justifie que la notion d’opé-
rateur sommant lipschitzien soit en réalité une généralisation du concept d’opérateur
linéaire p- sommant.

Théoreme 2.2.1 :
Soit T' un opérateur Lipschitzien de X dans Y, si T est linéaire continu et 1 < p < 0.

Alors w2(T) = my(T).

p
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Chapitre 3

Opérateurs strictement Lipschitziens
p-sommants et Lipschitziens
M-strictement p-sommants

3.1 Introduction et préliminaire

Dans ce chapitre ;nous basons notre travail sur larticle [2] de M.Belaala et K.saadi
, on introduit quelques notations principales et on va faire un rappel des définitions
sur les opérateurs linéaires p-sommants , les opérateurs Cohen strongly p-sommants et
I'opérateurs p-nucléaires lesquels on aura besoin dans 1’étude d’opérateurs Lipschitziens
, en suite on va étudier la caractérisation des opérateurs strictement Lipschitziens p-
sommants , les opérateurs M-strictement Lipschitziens et les opérateurs Lipschitziens
p-nucléaires.

Définition 3.1.1 :

L’espace libre Lipschitzien sur X ,noté F(X) est [’étendue linéaire fermée des formes
linéaires 0(z,) de Lipo(X)*
telles que - 6($,y)(f) = f(l') - f(y)7 vf € LZpO(X)

c’est a dire :

Lipo(X)*

F(X) =span {0y v,y € X}

nous avons X# = F(X)* tient isométriquement via l’application
px(f)(m) =m(f), f € X¥etm € F(X)

Théoréme 3.1.2 :

Soit X un espace métrique pointé , E un espace de Banach, on note Lipy(X,F)
Uespace de Banach de toutes les fonctions Lipschitziennes (opérateurs Lipschitziens)
T:X — E tel que T(0) = 0 avec addition ponctuelle et norme de Lipschitzien.
Notons que pour tout T € Lipo(X, E), alors il existe une unique application linéaire
(linéarisation de T) T : F(X) — E telle que Todx =T et HTH = Lip(T)

1e, le schéma suivant commute :

14
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X E

T
2
F(X)
Ou 6x est le plongement canonique tel que (0x(X), f) = Owo(f) = f(x) pour
feXx#.
S1 X est un espace de Banach etT' : X — E est un opérateur linéaire, alors lopérateur
linéaire correspondant T' donné par

T:TOﬁX

ot Bx : F(X) — X est une application de quotient linéaire qui vérifie Bx o 0x = idx
et ||Bx|l < 1.

Théoréme 3.1.3 :

Soit X, Y deux espaces métriques. Soit T : X — Y un opérateur Lipschitzien,
alors il existe un opérateur linéaire unique T' tel que le schéma suivant commute :

X T Y
Sx Sy (3.1)
F(X) T F(Y)

ie By oT =Todx

Définition 3.1.4 :

Soient X | Y deux espaces métriques et T : X — Y wune application Lipschitzienne
qui préserve l’élément distingué :
On définit T# 'adjoint d’opérateur Lipschitzien par :

T#. Y# . X#
g— T#(g) = g(T(x)) = (go T)(z) ,VgeY#etwe X

Définition 3.1.5 :

Un opérateur transposé Lipschitzien T : E* — X7 est la restriction de T dans E*.
nous avons :

T# =gy o T ooy T' = o3 0 1" (3:2)

Définition 3.1.6 :///

Soit X un espace métrique et E espace de Banach, on note X X E le produit tensoriel
Lipschitzien de X et F.

Cet espace est engendré par les formes linéaires 6, ) Me sur Lipy(X : E*) définies par :

Sa) B e(f) = (O (f)s ) = (Owo)(f) = Sy (f) €) = (f(2) = f(y).e)

15
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Définition 3.1.7 :

Soit 2 un espace de Banach, Bg désigne sa boule unitaire fermée et E* son dual
(topologique). Soit 1 < p < oo et n € N*.
On note I7(E) 'espace de Banach de toutes les suites (e;)i~; C I avec la norme

1
1€i)illin i) ZH@H )?

et ["(E) Uespace de Banach de toutes les suites faibles (e;)i=; C E avec la norme

n

1
H(ei)ing’w(E) = Sup (Z (es, €))7

6*€BE* i=1
S1 E =K on écrit simpifiquement [} et [*

Nous rappelons quelques définitions dont nous aurons besoin dans la suite :
Soitl < p < oo et p* son conjugué, i,e :(% + z% =1).

Soit E , I’ deux espaces de Banach et R : E — F' un opérateur linéaire,

1. On dit que R un opérateur linéaire Cohen strongly p- sommant s’ il existe une
constante C' > 0 tel que pour toutes suites (z;)"; C F et ("), C F* ;on a:

Z\ (), 9701 < Cll@a)llip ey (i) limye (3:3)

On note par D,(E, F') la classe d’opérateur Cohen strongly p-sommant de E
dans F', laquelle est un espace de Banach avec la norme d,(R).

2. On dit que R un opérateur linéaire p- nucléaire s’ il existe une constante C' > 0
tel que pour toutes suites (z;)"; C E et (Y;*)", C F* , on ait :

7

Z\ (@), y7)| < Cll (@)l 1 (07)

e () (3-4)

On note par N,(E, F) la classe d’opérateurs p-nucléaires de E dans F', c’est un
espace de Banach avec la norme N,(R).

On a un autre définition R est p-nucléaire si et seulement si R = R; o Ry tel que
R, Cohen strongly p-sommant et Ry p-sommant .

3. Un opérateur linéaire R est (p,r,s) -sommant s’il existe un constante C positive
tel que pour tout (z;); € X et pour tout(y;); € F*, on a

IR @),y i < C @)l sy [1(55)

La classe la d’opérateurs (p,r,s)-sommant de E dans F' noté par II,, (£, F)
c’est un espace de Banach muni de la norme 7,  (R).

s (F*)
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3.2 Caractérisation des opérateurs Lipschitziens
strictement p-sommants

3.2.1 Notations

La norme tensorielle de Chevet-Saphar est définie en espace de Banach par

dy(w) = inf {[|(z:) 5 )

Ot I'infinimum prend sur toutes les représentations de u sous la forme
u=> " 2®y € E®F lanorme tensoriel définie comme suit :

p(z T ® y;) = d;(z T ®Y;) = dp(z Yi @ ;)
=1 =1 =1

Pour tout v = 22:1 Oapye) X sy € X X E on note par A, 'ensemble e toutes les
représentations de u € F(X) ® E, ie :

0 (E) 1(y2)i

i=1

&:%meh@wwnHWMTWW*E”:iW®% o

puisque la linéarisation 7" peut étre vue comme F (X) ® E*alors

l l
Z (T(zx) — Z 0 (rr) © Sk)

k=1 k=1

on pose u = 22:1 O(zp,y) X 57, alors pour tout m € A, on a :

l ni
> (T(xx) = T(yw),sp) =T (Z m; @ e;> (3.6)
k=1 i=1
S (T(xe) = T(we),s3) = T (2 1mz®6 )
- X < i)
= > W(T D =T() . e)
k; 1 o
mi = 20 Af;%g 7)
n2 yjsoo
Zj:l )\z 5(mz,yf)
Avec ny = max;', k; et les termes entre k; et ny sont nuls.

Or soit o une norme tensorielle définie entre deux espaces de Banach , par [[7],théoréme
3.1] ,il existe une norme croisé a’ qui définie le produit tensoriel Lipschitzien X X E

comme suit z l
t (Z Oan ) B9 Sk) = (Z Oan,n) ® Sk) (3.7)
k=1 k=1

alors 22:1 Oapy) @5k € F(X)®F .
On considére la norme d,, on peut défini dzf comme suit

dﬁ = dp (22:1 Oarn) ® 3k>

- inf {Hmi
m=((m;);—y,(ei)f_,) €Ay

Alors

p* (E) }

I (F(X)) [(ei)i
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Définition 3.2.1 :/7/

Soit 1 < p < oo, un opérateur Lipschitzien T : X — E est dit Lipschitzien
strictement p-sommant s’il existe une constante positive C
tel que pour toute xy,yp € X et sp € E* (1 <k<l) ona

l

D AT(ak) = Ty, si)| < Cdy (), (3.8)

k=1

0l u= 3 O ) B SE

On note par HEL(X, E) 1" espace de Banach de tous les opérateurs Lipschitziens stric-
tement p-sommants de X dans E , dont la norme WpSL(T) est la plus petite constante
vérifiant(3.8) .

Si on considere des opérateurs linéaires définis sur des espaces de Banach on a mon-
tré dans ([7] la proposition 3.8 ) que les trois notions : p-sommant, Lipschitzien p-

sommant, Lipschitzien strictement p-sommant coincident.

Théoréme 3.2.2 :
Soitent 1 < p < oo , X un espace métrique pointé , E un espace de Banach et
T : X — FE opérateur Lipschitzien , les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) T est Lipschitzien strictement p-sommant .

2) T est p-sommant.

3) 1l existe un constante C' > 0 et p probabilité de Radon dans Bx# tel que
V(@) () € X et (V)7 CKj(n € N*), ona

=0

n

sc(/BX# >

j=1

N (f(2?) - () du(f)>p (3.9)

S V() = T()

4) 11 eziste un constante C' > 0 tel que ¥(x)™,, ()™, C X et (M)™, C K,
(1<j<ng);(ni,ne € N*), ona

5 (femanof) e

i=1 fex# 2

S NG - 1)

S M) - £w)

Démonstration 3.2.3 :
1) = 2) (de le théoréeme 3.5 dans[7])

Supposons que T € TL(F(X); E).soit z;,y; € X et e € E*(1 <i < n) ,on pose
U=y " Oy Xelalors

S () = T )] = S (T )|
7| dy(ow) = ||7]

IN

m, dp(u)

1,
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Chapitre 3

M-strictement p-sommants

Donc T est Lipschitzien strictement p-sommant et

2)=1)

Supposons que T € IH(X, E) soit m; € F(X)(m;

E(1<i<n)

S (), ef)

I Tllngs <

<

=35

S S (T(ad) -

Tl d(u) =

ki

=2 2N
acyl

i=1 j=1

Alors ¢(u) Y1, m; @ e Donc T est p-sommant et ‘

de Radon p dans Bx# tel que pour tout m € F

(¥)j_y C X et(N)'_, CK, on pose

m = Z)\j(S(xj,yj) S .F(X)

=1

“(f (S

Soit (27)}_,,
Alors
T (Z Ai(s(ﬂ’yi))
j=1
ainst
—(T(¥"))
3)=4): ‘
Soit (z])1,,(y))it, € X et(M)L, C K,
(1<i<m)
()
Donc :

Z:L:ll 2721 /\i (T'(x )) - (T(yf

<

<

0< [ éwm]))—

(

IN

J=1

>N

7j=1

m
Clp, 2
CsupfeBX# >

Y

ni
i=1

)\]

(m)| < c ( / y If(m)\”du(f))p

2

J

le(ZE

))\]3‘

o < T

On applique le théoréeme de Pietsch d’opérateur linéaire p-sommant il existe une mesure

(f(")

()

2N (f(@

j=1"%

no )\j

j=1""

7

Tl (6 ()

du(f))

p

(f(x

1
p

du(f))

du(f))

(2

) -

J

) = (f(y,

));A{ € Retef €

3=

(1 < j < ng), par (3.9) on a pour tout

P

DI
(7))
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En fin ,on a
ZAJ — ()

( ZAJ (T()) )pscfsg(p# (Z )

4) = 1), soit u =Y, O(apun) X sy € X W E*, SoitA, Uensemble définie en (3.5) .
Soit m = ((my)iy, (€)izy) € Au(mi =302, )\75 yy) par (5.6)

S (T(ar) - T, ZZ@ (T, e
k=1 i=1 j=1
par Holder
< (oS - @) (S )

1
>

< Coupgexs (S0 (SN ED) = GED)]) (S e )’
< Cllma)ll e 7 x)) l1(€7)]

ny
1" (E)

On prend Uinfinmum sur toues les représentation de m € A,,on obtient :

S (T () = T, 57)

k=1

< Cdy(u),

Alors T' est strictement Lipschitzien p-sommant .
Si on pose ny = 1 dans la formule (3.10) on obtient exactement la définition d’opérateur
Lipschitzien p-sommant .

Définition 3.2.4 :

Sotent 1 <p< oo, X etY deux espaces métriques .
Un opérateur Lipschitzien T : X — Yest dit Lipschitzien M-strictement p-sommant
s’il existe une constante positive C telle que pour toute xy,yx € X et g, € Y7 (1<k<

[) ,on a
!

ZQk(T(xk)) — ge(T(yr))| < Cdl(w), (3.11)
k=1
ou u = 22:1 Oz (we) Mg € X X Y# | Y est un espace de Banach, pour y* € Y* on
Lip(y*) = |ly*|| ,alors
[1(y7)]

Par conséquent , la définition ci- dessous conduit au cas d’opérateurs Lipschitziens
strictement p-sommants .

Comme caractérisation intéressante des opérateurs M-strictement Lipschitziens p-
sommants, nous avons le résultat suivant.

(3.12)

Ly #) T [1(y7)] I (Y*)

Proposition 3.2.5 :
sotent 1 < p < oo ,X etY deuxr espaces métriques.Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
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1. T: X —'Y est M-strictement Lipschitzien p-sommant
2. La linéarisation d’opérateur T : F(X) — F(Y) est p- sommant.

3. L’opérateur adjoint de Lipschitz T# : Y# —s X% est Cohen strongly p-
sommant.
pour la preuve nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.6 :
Soit X un espace métrique pointé et ¥, I deux espaces de Banach , on suppose que
E et F sont isométriguement isomorphes via a certaine application ().

soit u = 22:1 Oz M sp € XK E alors
L L
dy (u) = d, (w),
lorsque w =341 Oappe) X Q(s1) € X K F.
Preuve 3.2.7 :

L’identification F(X) ®@ E = F(X) ® F tient via la transformation
Zmi ® e — Zmz’ ® Q(e;:)
i=1 i=1

soit m = ((m;)Py, (e:)iy) € Ay , alors Y m; @ Q(e;) € Ay -
Rappelons que A, était définie en (3.5).Nous avons

Y (F(X)) ”(Q(ei))iuzg* (£)
. (B)

(|7

di(w) <
< lma

Iy (F(X)) [(ei)i
en prend I infinimum sur A, ,on trouve dY(w) < d(u)

Preuve de proposition (3.2.5) :

1) =2)

soit (x3)F=1 C X et (ff)F=' € F(Y*) , nous dy o T est Lipschitzien strictement
p-sommant, donc il existe (gz)F=* C Y7 tel que f; = Qy(gx) pour tout 1 < k <1, on
utilise le lemme (3.2.6) nous avons :

Sy (y 0 T(xy) — Sy o T(yp), f)

= ‘22:1 (O ()T QY<9k)>‘

— ‘22:1 ge(T(xp)) — gk<T(yk))‘

< Cd-(u) = CdE (w)
Ofl u = 22:1 5(”7%) X gk & XK Y# et w= 22:1 (5(%7%) X f]: S XX f(Y)*

Alors 0 o T est Lipschitzien strictement p-sommant. Maintenait par la factorisation
(3.1) on a:

by oT =T ody
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Ceci montre que la linéarisation de dy o T est T, alors d’aprés le théoréme (3.2.2 ) T
est p-sommant.
2)=3)
on a par (3.2 )
T# = px' o T" 0 py

Donc par (??) et la propriété d’idéal ,7# est Cohen strongly p*-sommant .
3.) = 1). supposons que T# est Cohen strongly p*-sommant .
S0t U = 3k Oy M gr € X Y # alors

St (T @) = gl T(w)| = | Shes (T#(00), G|

< Cop(Xhet 9t @ Sap)
< Odp(Shey ) @ )
= Cd}(u)

Donc T est M-strictement Lipschitz p-sommant.

3.3 Opérateurs strictement Lipschitziens p-nucléaires
Définition 3.3.1 :

Soit1 <p < oo et E,F deur espaces de Banach, on définit la norme tensorielle w,
dans E ® F' par

wp(u) = inf {1 (@) gy @)l }

tel quew =Y | 2;Qy; € EQF |, ou linfinimum est porté sur toutes les représentations
de u.

Définition 3.3.2 :
Soient X un espace métrique pointé , E espace de Banach ,
u= 22:1 O(apye) X5k € X W E et A, Uensemble définie dans (3.5). On considére

w§t(w) = inf LIl oy I (Ellinso i }

meAy

Définition 3.3.3 :

Soit 1 < p < o0, lopérateur T' : X — E est Lipschitzien strictement p-nucléaire
si pour tout T,y et sy € E*(1 <k <) ona

S (T(@) = Tl 5h)

k=1

< Cwi(u) (3.13)

0t U = Y%y Oaran) X 55 On note par NPH(X,E) la classe d’opérateur Lipschitzien
strictement p-nucléaires de X dans E
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Théoreme 3.3.1 :

Sotent 1 < p < oo, X un espace métriqgue pointé , E un espace de Banach et
T : X — E un opérateur Lipschitzien. les propriétés sutvantes sont équivalentes

1. T est Lipschitzien strictement p— nucléaire

2. la linéarisation d’opérateur T est p-nucléaire
d’autre part

NJH(X,E) = N, (F(X), E)

Preuve 3.3.2 -
Supposons que T est p- nucléaire. soit x, , yp € X et ej € E*(1 < k <) on pose

l *
U= =1 Oaran) X Sk
Soit A, Uensemble défini en (1.2).pour tout m € A, par (2.2) on a

l n1

ST T(an) = Tlye) sp) =Y <T<mz‘)’ i >

k=1 =1

Maintenant , T est strictement Lipschitzien p-nucléaire. soit m = ((m;)it,), (€f)it, €
Ay par (3.4) on a

~

’2221 (T'(zr) = T(yr), 872)) = ‘Zﬁl <T(mi)’ 6?>‘
< Np<T) H(mi)”z;l*w(f()()) ()] U (E)

pour prendre linfinimum de toutes les représentations de m € A, , on obtient

S (T ) = T 5| < Ny Sy © 57)

A

< Ny (T ywy ™ (u)

p

Alors T est strictement Lipschitzien et p- nucléaire
NJH(T) < N,(T)
Inversement, soit m; € F(X) et ef € E*(1 < i <mny).Alors

~

Z?zll <T(mi), €f> = SUp(gi)ieBln1 Z?:ll & <T(mz)7 €f>‘
= Sup(&i)iEBlgg Z:L:ll &i <Zyi1 )\i (T(xf) - T(Qf)): €j>’

=SBy, (S S T]) = T(), Neer)
< SUP(&)ieB;m N;?L(T)WEL(U)

S

ol
_ ni na o Je %
u o= 35 Zj:l (xZ,yi)lXAiglei
noe N2 AJgo *
2221 v ijl )\7, 6(zg,yf_) X €
_ 1 *
= Yl &mie;
donc

T * S
(Ttma),e)| < supieeny VST il el i
<

SL
Ny T [l

DY (F(X)) [(ei)i DL ()
Alors, par (3.4) T est p-nucléaire et

N,(T) < N3¥(T)
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3.4 Opérateurs Lipschitziens strictement (p,r,s)-
sommants

Définition 3.4.1 :
Sotent X un espace métrique pointé, E un espace de Banach . T : X — E une appli-
cation Lipschitzienne. T est Lipschitzienne (p,r,s)-sommant s’il existe une constante
C > 0 telle que Vn € N* (2;); , ()i C X , (€); C Y* et (N)i ,(K;); dans RY |
(1<i<n),ona:

[ (T (i) = T(), €)); (3.14)

< C’wfip (()\ikjl,l'z',yi)i) H(kie;)i”l?’w(E*

I )

ot wk® ((/\z-k:;l, x;, ei)jzl) est Lipschitzien faible p-norme définie par

wh? (\ki L zy)) = sup Zp\ L

fGBX# i—1

= H)‘ 5mi,yi

[ (F(X))

On note par HPTS(X E) lespace de Banach de toutes les opérateurs Lipschitziens
(p,r,8)-sommants muni par la norme T) la plus petite constante C vérifier [’in-

prs(
égalité (3.14)

Définition 3.4.2 :
sotent 0 < p,r,s < oo tel que % < %+% , X un espace métrique pointé et E un
espace de Banach. Un opérateur Lipschitzien T : X — E est Lipschitzien strictement

(p,r,5)-sommant s’il existe une constante C' >0 telle que :
\V/Tl € N* ( )z 1> (yz)z 1 C X ( ):Lzll C E* el (Af)lzl - K(j = 1,...712) , 0N a

> (el gy
(3.15)

p % ni
) < C sup (Z
La classe de tous les opérateurs strictement Lipschitziens (p,r, s)-sommants de X dans

f€Bx# \ =1
E est notée par IE (X, E) , qui est un espace de Banach sa norme w5, (T) est la

plus petite constante C' vérifiée 'inégalité (3.15)

S ON(f) = f))

i=1 j=1

>

<ZV ) —=T(y))), f>

7j=1

Remarque 3.4.3 :

1) Si on pose ny =1 on obtient

1
T

(Z\ T(yi)) e >\p> <C sup (Z!Kil&(f(xi)—f(yi))lj (K€ iz

feBx# \'i—1

B =

1.€.,

5L (X, B) cIE, (X, E)

p,T,8 p,T,8

2) Sip=1,r ets vérifiant % + ; = 1 la définition coincide avec la définition
Lipschitzien strictement r- nucléaire.
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Opérateurs strictement Lipschitziens p-sommants et Lipschitziens
Chapitre 3 M-strictement p-sommants

Théoréme 3.4.4 :

1 _ 1 1 - o .y
Supposons que b = + 3, sowent X un espace métrique pointé et E un espace de

Banach,et T' : X — FE un opérateur Lipschitzien . Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1) T est Lipschitzien strictement (p,r,s)-sommant .

2) T est (p,r,s)-sommant. Dans ce cas on a

Tpars(T) = Ty o(T)

p7r7s

Preuve :

1) = 2) : Soit T un opérateur Lipschitzien strictement (p,r,s)-sommant. Soit m; €
n2

F(X) sous la forme m; = Z)\Zé(xf,yf) et ey, ...,e, € E*. Alors

WY = (S N @ - 160) )

< mor (T SUP Z|f m; |T> e ) limw ey

Tors(T )H(mz)llmlw y el

IN

(B
Alors, T est (p,r,8)-sommant et on a

Tprs(T) < 1ot (T)

p7T7S

2) = 1) soil ( Z)Z lj(yl):bll € X ()\gxl:ll - K(] = 17 "'7n2) et chaque 61, ceey n1 e b
P R » %
€ ) = (Z:L <T(mi),€f>’ )
< mons (D M)l gy 1) e gy

< wSL(T) sup (Z SN () -

feBx# \i=1 |j=1

=

Y AT () = T()),

(=

Alors, T est Lipschitzien (p,r,s)-sommant et on a

7L (T) < mprs(T). |

p7T7S
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Chapitre 4

Opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants

Dans ce chapitre, nous allons étudier la classe des opérateurs Lipschitziens ¢-
sommants qui a été introduite par M. Belaala [3] en 2017 . Cette classe est une gé-
néralisation naturelle de celle du cas linéaire introduite par R. Khalil et W. Deeb|6]
en 1987. On verra qu’elle vérifie également le théoréeme de factorisation de Pietsch et
quelques propriétés.

4.1 Opérateur linéaire ¢ -sommant

4.1.1 Fonction module

Définition 4.1.1.1 : (Fonction module)[6]

Une fonction ¢ : [0, 00— [0, 00[ est appelée fonction module (modulus) si
1. ¢ est une fonction continue en [0, 00|
2. 6(0) =0,
3. ¢z +vy) < o(x)+ ¢(y),Vr,y € (0,00 (sous- additif),

4. ¢ est strictement croissante.

Propriété 4.1.1.2
De la définition de la fonction module,on peut trouver

1. Si ¢ une fonction module , alors ,
1. ¢ est bijective.
ii. ¢~ n ’est pas fonction module
2. La composition de deux fonctions modules est une fonction module et n’est pas

commutative.
ne€N":¢o..o¢ est une fonction module et ¢"(ax) < (n+ o)™ (z),a > 0.

Exemple 4.1.1.3 :
Ces fonctions ¢(z) = P et ¢(x) = In(1 4+ x) pour x > 0 lorsque 0 < p < 1 sont des
fonctions modules.

Définition 4.1.1.4 :
Soient E , F' deuz espaces de Banach et ¢ une fonction module sur [0,00). Considérons
les deux espaces suivants :
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Chapitre 4 Opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants

flz*]I<1

1. l¢<E>—{xn : sup men, \<oomn€E}

2. 1°(F) = {(xn) : >, ¢ ||xn|| < 00,1, € F}
Pour x = (x,) € 1 < E >, on définie

Izl = sup Z¢>| T, T

=<1

et pour y = (y,) € I°(F), on définie

Iyl =D &llyal

Définition 4.1.1.5 :
Un opérateur linéaire T : 19 (E) — [9(F) sera appelé métriquement borné
si pour tout v = (x,) € T : 1 (E) il existe un X\ > 0 tel que

1T ()l < Al

On note L?(E, F) l'espace de tout les opérateurs métriquement bornés de 1¢ (E)
dans 12(F) de norme

IT|ly = inf {X: [ T@)[l, < Mall, = € 1°(E) }

4.1.2 Opérateur linéaire ¢ -sommant

Définition 4.1.2.1 [6] :

Pour les espaces de Banach E et F', un opérateur linéaire borné T : EE — F' est appelé
¢ -sommant si pour tout ensemble fini (x;)?_, dans E il existe une constante C > 0
telle que

ZMT )< C sup me )| (4.1)

Bx+ 2

4.1.3 Théoréme de domination de Pietsch

Théoréme 4.1.3.1 :

Soit T € L(E, F) .Les éléments suivants sont équivalents :
1) T e I*(E, F).
2) Il existe A >0 etv € S(M) (la spheére de M)tel que

oI T @) < A /B 6w, ") dv(z”)

Preuve 4.1.3.2 2)=1) , évident
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Chapitre 4 Opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants

1)=2) ,Soit T € NI?(E,F) et A = |T|[, pour toute suite finie (x;)?  dans
E,définissent ’application

Q:S(M) — C

p — QU = X S IT@) = AT [y ol(w a2y du. (P

Clairement,la fonction est convexe .De plus il existe un point oy € S(M) tel
que. En effet choisir la mesure de dirac xf l’endroit ou

Y olwag) = sup Y ol{wia)]
i=1

De plus ,si Q1, ..., Q, est une collection de telles fonction définies par (4.2),alors
pour toute (a1, ...,a,),y ., ap = 1 il existe Q) défini de maniére similaire,bien
que Y., axQr(u) pour tout S(M).

D’ou l’ensemble des fonction dans S(M) défini par (4.2)satisfait le lemme de
Fan’s .1l existe donc une mesure dans S(M) tel que Q(v) < 0 pour tout () défini
par (4.2).avec la suite associex,x € E on obtient

¢||T(xi>||§A/B ol e do.

4.2 Opérateurs Lipschitziens ¢g-sommants

Définition 4.2.1 :/3/

Soit ¢ une fonction module et soit X,Y des espaces métriques pointés . Une application
Lipschitzienne T € Lip(X,Y') est appelée ¢- sommant s’il existe une constante C' > 0.
telle que quel que soit le choiz des points (x;)1, (z5), dans X et le choix des nombres
(a;)’, dans R, on a linégalité

n

> ad(d(T (2, T(x})))) < Cfsup > ad(|f (i) — f(})]) (4.3)

=1 GBX# i=1
on note
75(T) = {inf C : C vérifiant(4.3)}

Rrmarque 4.2.2 :
La définition (4.2.1) est la méme si on se restreint 4 a; = 1

Lemme 4.2.3 :
Si (X, d) est un espace métrique pointé, on peut considérer une nouvelle métrique sur
X en mettant dy = ¢ od.

Preuve 4.2.4 : pour tout x,y € X on a

d¢(l‘,y) =0 <= QﬁOd({L’,y)
<~ d(x,y) =0
— r=y
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Chapitre 4 Opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants

Bt
dy(r,y) = ¢od(z,y)

= ¢(Dd(y,$)

= dy(y, )

pour tout x,y,z € X on a

d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) = ¢od(x,2) < pod(x,y)+dodly, 2)
e dy(z,2) < dy(y, 2) + dy(y, 2)
On définit alors Lipy(X,Y )= Lip((X,¢pod),(Y,pod)) et

¢(d(T(x), T(y)))
¢(d(z,y))

pour toutes T € Lipy(X,Y). Les assertions suivantes peuvent étre vérifiées facilement.

Lz’p¢(T)—sup{ :x,yEX,x#y}

Proposition 4.2.5 :

Soit ¢ est une fonction module et X, Y sont des espaces métriques pointés.
1) Lip(X,Y) C Lipy(X,Y) et Lipy(T) < 14 Lip(T') pour tous les T € Lip(X,Y).
2) IIZ(X,Y) C Lipy(X,Y) et Lipy(T) < wi(T) pour tout T € I (X,Y).

Preuve 4.2.6 :

1) SiT € Lip(X,Y), alors
d(T(x),T(y)) < Lip(T)d(z,y).
pour tout x,y € X , et ainsi

¢(d(T'(x), T(y))) (sz(T)d(z: Y))

<
< (L+ Lip(T))o(d(z,y))

Donc pour tout x,y € X et cela preuve 1)

2) SiTell(X,Y),ona
Z@b(d(T(%)aT(y))) < mg(T) fesgp Zcb |f (i) = f(wi)]) (4.4)

pour tout (x;)P_y, (y;)y C X. En particulier (n=1),

¢(d(T(2),T(y) < m5(T)supsep, , o(f(x) = f(y)])

= m5(T)o(d(z,y)),

pour tout x,y € X et on obtient ainsi 2).Pour la derniére égalité ci dessus ,
notez que

¢d(x,y)) = ¢(|hy(x) — hy(y)]) < sup o([f(x) — f(y)]) < o(d(z,y))

f€Bx#
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Chapitre 4 Opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants

ou hy est la fonction dans Bx# définie par

hy(z) = d(Z,y) - d(()?y)

pour tout z € X on a
hy(x) — hy(y) = d(z,y)
]

Proposition 4.2.7 :
Soit ¢ une fonction module , soit XY, Z, W des espaces métrique pointé , soit B €
Lip(X,Y), T eU}(Y,Z) et A € Lip(Z,W).Alors AoT o B € IIL(X, W) et

Wé(AtB) < Lz’pd,(A)de)(T)(l + Lip(B))
Preuve 4.2.8 :

pour tout (x;), (z5)r, C X,on utilise la définition d’opérateur Lipschitzien ¢—
sommant,on a

> im1 O(d(AT B(x;)), AT B(x}))) < Lim(A)Z?—lcb(d(TB(xi) TB(x;)))
< Lipy(A)my( Sup Z¢Ig —9(B(x))))

Y#zl

On utilise 'inégalité ¢(at) < (14 a)p(t), on trouve

¢(lg(B(z:)) — g(B(;))])

o(Lip(B)) | g5 (1) — vty (1))

< (14 Lip(B))6 | 1555 (wi) — 15855 (2))

)

Alors
Zcb(d(ATB(xi)),ATB(xé))) < Lipy(A)my(T)(1+Lip(B Sup Zcﬁ |f (i) = f(2)])

Donc ATB € TIJ(X,Y) et 7 (AT B) < Lipg(A)7j(T)(1 4 Lip(B)) ®
Théoréme 4.2.9 :

Soient ¢ une fonction modulus et X, Y deux espaces métriques,
T : X — Y un opérateur lipschitzien. Alors T est lipschitzien ¢ sommant si et seule-
ment si il existe une constante C' > 0 et une mesure de probabilité réguliere pn sur Bx#
telle que

o(d(T(2), T(x'))) < C / (1 () — F@@))du(f)

pour tout x,x’ € X : Dans ce cas, 7T¢L5(T) est le minimum de toutes les constantes C
pour lequel une mesure existe.
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Chapitre 4 Opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants

Preuve 4.2.10 :
Supposons que T € wh(X,Y) pour tout (z;)j-; ; ()i, € X et (\i)iz, € R; on définit
la fonction oz, z;ayr, » Bx# — R par

P, () = D No(d(T (@) T(@')) = 7] Z Nid(|f(x) — f(2)))

Soit A l’ensemble constitué de telles fonctions,A est une partie convexe de C'(Bx#) ,en
effet soient

Plzs,yi,08) 1<i<n et P(a)y5.81)1<5<m €A
tel que o; > 0,2, 27 € X(1 <i<n)B; >0 ,y;,y; € X(1<j<m)ona

Plaratocicn (f) = 2oy @iCO(|f () — f(27)]) — doimy ud([| T (i) — T(7)]])
Pt inesen () = 2021 BiCO(| Fy) — FW))]) = 5=y Bio([| T (ys) = T(w))|])

alors,
()O(aci,x;,aihgign(f) + (p(yj,y;,ﬁjhgjgm (f) =

n+m n+m

Z WwC(| f (21) Z WOUT () = T(2)I) € A, v > 0,25, 2, € X

Lequel
| T(xk) st 1<k<n
T(Zk)_{ T(yp—n) si n+1<k<n+m
T(s) = T(x}) st 1<k<n
Ol T(ey) st n+1<k<n+m
{ oy si 1<k<n
Ve =

Bien st n+1<k<n+m

soit A > 0,
AP (st aiycicn () = 20021 ACO(| f (i) — f(@)]) — 22021 Aaad([| T (i) — T(2))]]) € A

Maintenant en considére l’ensemble
B={peC(Bx#):¢(f)>0,Vf € Bx#}

Clairement, B est un sous- ensemble ouvert convexe de [’espace de Banach C(Bx#).
De plus, A et B sont disjoint.

En effet, sinon, on pourrait trouwver (x;)!—,, (z;)7-, dans X et (), dans R tel que
Pty (f) > Opour tout f € Bx#, c’est- a- dire

w5 Y Nd(|f (@) = f(a))]) < 7f Z Xip(d(T (), T (7))

=1

pour tous les f € Bx#. Mais puisque Bx# est faiblement compact et que f ——
S (| f () — f(@!)|) est une fonction continue de ( Bx#,w*) dans R, on aurait

wkosup ST Ne(| () — fla wa T(x7)))

fGBX# i=1
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Chapitre 4 Opérateurs Lipschitziens ¢ -sommants

et ceci est impossible car T est dans T15(X,Y).

Alors, par le théoréme de séparation de Hahn Banach et le théoréme de représentation
de Riesz, il existe une mesure j réquliere de probabilité de Borel sur Bx# et un scalaire
c € R tel que

/ oty du(f) < ¢ < /B odp(f).

By# X#
pour tout Oz, 2)n € A et tout ¢ € B. Remarquons que ¢ = 0.
En effet, 0 < ¢ puisque la fonction nulle oy, 2, 27)n | est dansA ; et ¢ <0 puisque toutes
les fonctions constantes positives sont dans B. Il s’ensuit que

| Gt (P)dutr) <0
By
pour tout x,x’ € X, et puisque u est une mesure de probabilité, nous conclurons que
oA(Ta). () < 7 [ o1 = ) haut
xX#

pour tous x,x’ € X Inversement, supposons que le deuxiéeme énoncé du théoréme soit
vrai et soit ()1, ((«})P_y C X. Nous avons

P(d(T (:), T(x7))) < C/B O(1f (i) = f(3))dp(f)

pourt=1,....,n. Il s’ensuit que

2 i O(d(T (), T(x7))) C [, 2oima O (i) = F))du(f)
C I, Wsen,y 2im O1f (i) = F))du(f)

C’supfeB 4 2im O f (@) = f(27)]

IA A CINA

DoncT € IE(X,Y) et 7j(T) < C.

Enfin, il ressort de la preuve que Wq%(T) est la valeur minimale de C.

Proposition 4.2.11 : R
Soit ¢ une fonction module, Soit XY deux espace métriques et T € L@p(X Y). Si T
est g-sommant , Alors T est Lipschitzien ¢- sommant et mj(T) < 7o (T)

Preuve 4.2.12 : X R
d(T(@), (1) = [[or) = drn|| = | 76) =) )
pour tout x,y € X. Si T est p-sommant,on a

> i o(IT Gl) < 7o(T) SUPpep, . Soiy O(1F(3)]) pour chague ensemble (v) C
F(X).

Alors

Zgb(d(T(xi),T(yi))) < () sup Z¢IF CI—I))

FGB]:(X>* i=1

= 7r¢ A sup Zéb |QX xl_(syi)D

FGBX# = 1

< m(T) sup Zab!F (y:)])-

En conséquent , T est Lipschitzien ¢ -sommant et W(%(T) < 7T¢(T).
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Conclusion

Dans ce mémoire intitulé "quelques opérateurs Lipschitziens sommants "

on a présenté quelques classes d’opérateurs non linéaires,en passant par les étapes
suivantes :

le premier chapitre , Dans ce chapitre nous avons donné des définitions et
propriétés sur les applications linéaires et 'opérateurs p-sommants et les opérateurs
Lipschitziens p-sommants .

Le deuxiéme chapitre , est consacré a la version non linéaire d’un opérateur
p-sommant introduite par D.Farmer et W.B.Johnson & savoir la propriété d’idéale et
le théoréeme de domination de Pietsch qui ont montré que si en prend T un opérateurs
linéaire alors la norme d’opérateur linéaire p-sommant et la méme norme d’opérateur
Lipschitzien p-sommant.et si la linéarisation T de T est p -sommant alors T est
Lipschitzien p-sommant

Le troisiéme chapitre : Ce chapitre est basé sur l'article de M.Belaala et
k.Saadi ou ils ont donné une nouvelle caractérisation d’opérateurs Lipschitziens
strictement p-sommants, ils ont adopté cette définition & d’autres classes d’opérateurs
Lipschitziens ,appelés Lipschitziens strictement p-nucléairs et opérateurs Lipschitziens
strictement(p,r,s)-sommants.

A travers les démonstrations des théorémes qui incluent la relation entre des
opérateurs Lipschitziens strictement p-sommants et leur linéarisations été déduit que
NEH(X, ) = Ny(F(X). E)

Tp,r,s (T) = 775,%,3 (T)
NUX E) CIDHNX, E) c IX(X, E)
Hgfn’,s(X, E)C Hﬁ(X, E)

Le quatriéme chapitre ( dernier chapitre) . Dans ce chapitre on va étudier les
opérateurs linéaires ¢-sommants entre espaces métriques en donnant une version non
linéaire du théoréme de domination de Pietsch pour cette classe et quelques propriétés
de ces opérateurs.
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Abstract

The context of this dissertation falls within the framework of functional analysis and more
precisely the geometry of space of Banach. We have studies the nonlinear operator .First we
discussed the generalization of the Lipschitz operator definition and from the definition of
strictly Lipschitz operator summing. We have introduced new characterization. Finally we
finished our work by the study of the notion of Lipschitz ¢-summing operators.

Key words :
Lipschitz p-summing operator , strictly Lipschitz p-summing opérator,strictly p-nuclear
operator , norme tensor,Peitsch factorisation.



