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Notations

() : Pensemble vide
GL, : groupe linéaire des matrices
(B) : sous-groupe engendré par la partier B
|G| : Pordre de G
O(z) : Vordre de x
Aut : automorphisme
~ : isomorphe
ker f : noyau de f
Im f : image de f
R,: relation d’équivalence a gauche
Ry: relation d’équivalence a droite
(G/H) : ensemble des classes
H <G : H est sous-groupe normale de G
|G : H] : indice de H dans G
Orb(z) : orbite de z
S, @ groupe symétrique
1 2 e m

o(l) o(2) .. o(n)
Supp : support

: permutation

A, : groupe alterné
G1 X GGy : produit direct de G et Gs
H x4 G : produit semi-direct de H par G relativement a 6

GW,.H : produit en couronne de G et H.



Introduction générale

La notion de groupe a été introduite explicitement en mathématique, au début du dix-
neuviéme siécle. Elle intervient en effet a cette époque, pour la premiére fois, dans les
travaux relatifs aux équations algébriques dans les travaux d’Evariste Galois (1811-1832)

A peu prés au méme moment, les groupes commencent & jouer un role en géométrie,
notamment, des groupes de symétries de polygones ou polyédres réguliers. Ainsi, c’est a
partir de cette double origine, algébrique et géométrique, qu’a été congue, vers la fin du
dix-neuvieme siécle, la notion abstraite de groupe et que, progressivement, a été construite
la théorie des groupes.

Les groupes sont a la base d’autres notions mathématiques comme les anneaux, les corps,

les espaces vectoriels. Mais vous les retrouvez aussi en arithmétique, en cryptographie.

Le produit en couronne dans la théorie de groupe est un produit spécialisé de deux
groupes. Le produit en couronne est un outil important dans la classification des groupes

de permutation.
Ce mémoire se compose de trois chapitre :

Dans le premier chapitre on donne un rappel des notions et notations utilisées par la
suite : lois de compositions internes, notion de groupe, sous-groupe, homomorphisme de
groupe, relation déquivalence modulo un sous-groupe, théoreme de Lagrange, groupe quo-

tient, groupe cyclique, groupe opérant sur un ensemble.

Dans le deuxiéme chapitre nous avous étudier les groupes symetriques et quelques pro-

priétés.



Dans le troisiéme chapitre on étudie le produit direct, produit semi direct, et produit en
couronne de groupes, et dans la fin de ce chapitre, en applicant le produit en couronne sur

le groupe de permutation.



Chapitre 1

Notions élémentaires sur les groupes

Introduction

Ce premier chapitre contient les définitions et les propriétés des outils que nous utiliserons
par la suite : lois de compositions internes, notion de groupe, sous-groupe, homomorphisme
de groupe, relation d’équivalence modulo un sous-groupes, théoréme de Lagrange, groupe

quotient, groupe cyclique, groupe opérant sur un ensemble.

Contenu

1.1. Lois de compositions interne.

1.2. Notion de groupe.

1.3. Sous-groupe.

1.4. Homomorphisme de groupes.

1.5. Relation d’équivalence modulo un sous-groupe.

1.6. Théoréeme de Lagrange.



1.7. Groupe quotient.
1.8. Groupe cyclique.

1.9. Groupe opérant sur un ensemble.



1.1 Lois de compositions internes

Définition 1.1.1
Une loi de composition interne sur un ensemble F est une application de £ x E dans FE.
A un couple (z,y), on associe, donc un élément noté z * y, x + y, ou xy, ..., appelé composé

de x et de y . Une loi de composition interne sur E est :

1- Associative si: Vz,y,z € E, (xxy) 2 = x * (y * 2);

2- commutative si : Vr,y € F,xxy =y * x;

3- elle admet un élément neutre e si Vo € E : x x e = e x x = x, si ’élément neutre existe,
il est unique ;

4- un élément 2 est inversible (ou symétrisable) dans (E, *) s'il existe 2° € FE, (dit inverse

ou symétrique de x) tel que : x * r=xxz=e.
Exemples 1.1.2

1- E=N et x=+
+:NxN-—N
(n,m) — n+m
2- E=R et x=x
X:RxR-—R

(z,y) — 2y



1.2 Notions de groupes

Définition 1.2.1
Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne noté ” *”. G est un

groupe pour la loi 7 %7 si :
1- Laloi ” % ”est associative : Vz,y,z € G:axx (yxz) = (x xy) * z;
2- la loi 7 * "posséde un élément neutre : de € G,Vx € G,xxe =exx = 1;

3- tout élément z € G posséde un symétrique unique ' € G tel que : %z =2 *x = e.
Exemples 1.2.2

1- (Z,+),(Q,+),(R,+),(C, +) sont des groupes abéliens.
2- (Q*, x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes abéliens.

3- L’ensemble GL,,(R) des matrices carrées n x n inversible a coefficients dans R muni de

la multiplication des matrices est un groupe non commutatif. L’élément neutre est la

matrice identité.

1.3 Sous-groupe

Définition 1.3.1

Soit (G, %) un groupe on appelle sous-groupe de (G, *) tout sous ensemble non vide H

7 7

de G tel que la restriction de 7 %7 a H en fait un groupe. Comme ” %7 est associative dans

G alors sa restriction & H est aussi associative, par suite H # () est un sous-groupe de (G, *)

7 7

s’il est stable par rapport & 7 x” et a I’opération inversion, c’est a dire :

()H # 0
1n)Va,b € H,axbe H;
(44) ;
(iii)Va € G,a"'eH.



Proposition 1.3.2
Soient (G, ) un groupe et H C G, alors :
(i)H # 0;

H est un sous-groupe de G <
(ii)Va,b € Hyaxb™' € H.

Définition 1.3.3
Soit (G,-) un groupe et H un sous-groupe de G, on dit que H est un sous-groupe

distingué ou normale (H < G) de G ¢'il vérifie I'une des propriétés suivantes :
1- Vge G:gH = Hy;

2- Vge G,Yhe H: ghg™t € H.

Exemples 1.3.4

1- Z(G) = {zx € G,xa = ax,Va € G} est appelé le centre du groupe G c’est un sous-groupe
de G.

2- G, ={z€C,3k € N,(2")" = 1} est un sous-groupe de (C*,) :

i) G, #0;VEeEN, (1" =1=1¢€ Gy;

ii) soient 2 22 € G, on montre que z; - 22 € G,

on a : 2 € Gy <=3k eN, ()" =1
7 €G, <=3k eN, () =1
alors (21 % 2)"" ™ = (1"7") - (28™M7)
= (okynks . (gnkynk

= 1"k . nk2

donc z1 - 25 € G,,.

iii) soit z € G,,, on montre que 27! = % e G,

I
—

onazé€G, < JkeN, ()"

— e N, (Lm = L

donc z7'=1eq@,.

z

Alors G,, est un sous-groupe de (C*,-).



Lemme 1.3.5

Les sous-groupes additifs de 7 sont de la forme nZ,n € N.
Preuve

nZ est clairement un sous-groupe de Z. Inversement, soit H un sous-groupe de Z. Si
H = {0}, alors H = 0Z, sinon soit n > 0, le plus petit tel que n € H et soit h € H. Alors
par division euclidienne, on peut écrire h = nqg+r, avec 0 < r <n. Mais r=h—nq € H,
donc si r # 0, il y a contradiction avec la minimalité de n, d’ou r = 0 et h = ng c’est-a-dire
H C nZ. L’inclusion inverse étant immédiate, H = nZ.
Proposition 1.3.6

L’intersection d’une famille de sous-groupe H;,i € I d’un groupe G est un sous-groupe
de G.
Preuve

i) ViGI,lgeHiﬁlgeﬂiejHi

= H # ;

ii) a,b € H = Vi,a,b€ H;
— Vi,ab™! € H;

— ab' € H.

Proposition 1.3.7

Soit G un groupe, B C G, F ={H/H sous-groupe de G qui contient B}, alors :

(| H est un sous-groupe de G appelle sous-groupe engendré par la partie B, est noté
par}?%i, c’est a dire (B) = (| H.
HeF

Exemple 1.3.8

({2}) = 27Z, est un sous-groupe de (Z, +).
Définition 1.3.9 (Ordre d’un groupe, ordre d’un élément)

Un groupe G est dit fini s’il n’a qu'un nombre fini d’élément. Dans ce cas, le cardinal

de G s’appelle l'ordre du groupe G et est noté |G|. Soient G un groupe et z un élément de



G. On appelle ordre de z, qu’on note Ord(z), le cardinal de (). Si ce cardinal est infini,
on dit que x est d’ordre infini.

Exemples 1.3.10

1- Une rotation d’angle 27“ est un élément d’ordre n du groupe des rotations du plan.

2- Ord(R) = oo(infinie).

1.4 Homomorphisme de groupes

Dans ce partie, on considére (G, -) et (H,*) deux groupes, avec lg et 1y leurs éléments
neutres respectifs.
Définition 1.4.1

Une application f : G — H est appelée homomorphisme de groupes de G dans H si
Va,b € G: f(a-b) = f(a)* f(b). Si f est bijective on dit que f est isomorphisme de groupes
de G sur H. On dit alors que G est isomorphe a H qu’on note G ~ H, ou que G et H
sont isomorphes. Si G = H, on dit que f est un endomorphisme de G, et si de plus f est
bijective on dit que f est un automorphisme de groupe de G.

Notations 1.4.2

1- L’ensemble des morphismes de groupes de G dans H est noté Hom(G, H).
2- L’ensemble des endomorphismes d’un groupe G est noté End(G).

3- L’ensemble des automorphismes d’un groupe G est noté Aut(G).
Exemples 1.4.3

1- Soient G' un groupe et H un sous-groupe de G}
I'injection canonique i: H — G
r—x

est un morphisme de groupes.

10



2- Soient (R, +) et (R, x), des groupes, alors les applications :
f : (Rv +) - (R’ *) et g: (Rv *) - (R’ +)
xr — exp(z) x — In |z|

sont des homomorphismes de groupes.

Proposition 1.4.4

Soit f: G — H un homomorphisme de groupes, alors :

1- f(1g) = 1u;
2- Vaec G:(f(a)™! = fla™);

3-VaeG,VnelZ: f(a") = (f(a))".

Preuve

7

1- 1y étant I’élément neutre de ” *” et 15 celui de ” -7, alors

fe-1¢) = f(le) = 1u = f(1lc)
et comme f est homomorphisme on déduit que

1y * f(lg) = f(1g) * f(1a)

et comme tous les éléments du groupe (H, ) sont réguliers on déduit que 15 = f(1g).

2- Soit a € G et montrons que f(a~!) est I'inverse de f(a) dans le groupe (H, x).

f étant un homomorphisme de groupe alors :

fla)xfla™) = fla-a™) = f(lg) et fla™!)xf(a) = f(a™" a) = f(lc)

sachant que f(1g) = 1y d’aprés la premiére propriété on déduit que :

(f(a)™" = fla™).

11



3- pour n =0,2° = 15 et (f(2))° = 1y; on est ramené au (7).

Pour n > 0,2" = zz...x (n fois), d’ou

donc Fam) = (f(a))"
Pour n < 0, on pose n = —n/,n, > 0;

2= @) = f@) = (fa))" = (fa)
d’ot flam) = (f ()"

Définition 1.4.5
Soit f : G — H un homomorphisme de groupes. On appelle noyau de f I’ensemble :
ker f = /=1 ({1u})
—{0€ G, f(a) = 1u)
et I'image de f l’ensemble :

Im f = f(G) = {f(a),a € G}
Proposition 1.4.6

Soit f: G — H un homomorphisme de groupes, alors :

1- f est injective si, et seulement si ker f = {1g};

2- f est surjective si, et seulement si Im f = H.

Théoréme 1.4.7 (premier théoréme d’isomorphisme)
Considérons deux groupes (G,*,1g) et (H,-,1y). Soit f : G — H un morphisme de

groupes. Alors, il existe un isomorphisme naturel de groupes

G/kerf ~Imf.

12



1.5 Relation d’équivalence modulo un sous-groupe

Définition 1.5.1

Soit H un sous-groupe d’un groupe . On définit sur G une relation d’équivalence,
appelée relation d’équivalence a gauche (résp, a droite) associée a H, par :
aRyb <= a~tb € H (vésp, aRyb < ab™' € H).

La classe a gauche de a pour cette relation est ’ensemble des b € G qui sont liés a a par
R,, c’est a dire, 'ensemble {b € G/bR,a} = {b € G/b~'a € H} = Ha (de méme, la classe &
droite de a est aH).

Définition 1.5.2

L’ensemble des classes a gauche (G/H), est le quotient de G par cette relation d’équivalence
(et de méme pour (G/H)y).

Lemme 1.5.3

Soit H < G un sous-groupe de G. Il existe une bijection de l’ensemble des classes a
droite sur l’ensemble des classes & gauche. D’ou |(G/H)q4| = |(G/H),|.

Preuve
Il faut d’abord définir une application de (G/H ), dans (G/H),. Soit donc zH une classe

a droite, associons-lui la classe & gauche Hz .

Cette correspondre est une application.
En effet, si on prend deux représentations de la classe zH (c’est a dire deux éléments de
zH), x et z', alors tH = ' H. La correspondance définie ci-dessus fait correspondre a

1

zH aussi bien Hz~! que Hz'~'. Pour qu’elle soit une application, il faut que ces deux

!
1y € H ou encore

classes a gauche coincident, autrement dit que x%gx/. Or zRyz’, ot 2~
2 e H = 2" € Ha ', donc Hz™' = Hz'~! cette application est clairement est
bijective, d’otu le résultat.
Définition 1.5.4

Le cardinal de ’ensemble des classes & gauche (= le cardinal de ’ensemble des classes
a droite) est appelé indice de H dans G et noté |G : H|, on a donc [G : H] = |(G/H),| =

(G : H)ql.

13



1.6 Théoréme de Lagrange

Théoréme 1.6.1 (Lagrange)

L’ordre d’un sous-groupe H d’un groupe fini G divise L’ordre de G. L’indice |G : H|
divise aussi |G| et |G : H| = |G|/|H|.
Preuve

G est clairement la réunion disjointes des Hx (en effet : tout élément = de G appartient
au moins & Hx et Hx N Hy = () ou Hx = Hy). D’ou |G| = Y_ |Hx|. De plus, |Hz| = |H]|,
pour tout z, car application H — Hx, h — hz, est bijective, d'ou |Hz| = |Hy|, pour
tous x,y € G, et la somme ci-dessus est égale au nombre de classes fois |H|, ce qui est
précisément la formule cherchée. Conséquence : si n ne divise pas |G|, alors il n’existe pas
de sous-groupe de G d’ordre n, si n divise |G/, il n’existe pas nécessairement de sous-groupe
d’ordre n.
Corollaire 1.6.2

Soient H, H' deuz sous-groupes d’un groupe fini G, H C H', alors G: H| = [G : H'] [H, : H}.

La preuve est immédiate :

G H]|H| _ |

[G:H}:]G\/\H\:Tf[G:H'}ﬁ: G:H|[H :H]|.

1.7 Groupe quotient

Définition 1.7.1
Soit G’ un groupe et H un sous-groupe normale de GG, on écrit alors H < G, notons dans

ce cas que l'ensemble quotient gauche (G/H), coincide avec I'ensemble quotient & droite
(G/H)a.
(G/H)y ={9H/g € G}
(G/H)a={Hg/g € G}
Si H < G alors 'ensemble quotient (G/H,-) a une structure de groupe dit groupe
quotient :
1- L’opération sur les classes est définie par : pour g1 H, g2 H € (G/H),3g3 € G :

g H - g2H = g19:H = g3H € (G/H);

14



2- laloi 7 -7 est associative : g1 H - (g2 H - g1H) = (91 H - g2 H) - g1 H;
3- la classe H désigne 1’élément neutre VgH € (G/H) : gH -H = H - gH = gH,

4- ona gH -g'H =g -g'H = eH = H, ce qui montre g~ ' H est symétrique de gH.

1.8 Groupe cyclique

Définition 1.8.1

Soit (G, ) un groupe s’il existe g € G tel que G = (g) dans ce cas, on dit que le groupe
G est monogeéne .
Définition 1.8.2

Soit (G, -) un groupe s’il existe g € G tel que G = (g), |G| =net G = {g,9% ¢3,..9" = 1g},
avec Vi, j € 1,n,i # j,g* # ¢’, dans ce cas G est dit groupe cyclique.
Exemple 1.8.3

(Z/37Z,+) est un groupe cyclique ou Z/37Z = {0, 1,2};
Fl0[|1]2
_ 0(0]1]2
la table de Cayley de (Z/37Z,+) est : —
1 {1120
212101

1.9 Groupe opérant sur un ensemble

Définition 1.9.1
On dit qu'un groupe G opére (a gauche) sur un ensemble F, si on a une application
f:GxE— E,
on écrit habituellement ¢ - x pour f(g, ), telle que pour tout z € FE, et tout g1, g9, € G on

ait
1- 1g - x = x, ol 14 désigne le neutre de G;

2- (9192) -z =91 (g2~ @).

15



On dit aussi que f est une action de G sur F, ou encore que G agit sur E par f. Bien
étendu, il peut avoir plusieurs actions différents d’un groupe sur le méme ensemble.

Exemples 1.9.2

1- Le groupe linéaire GI,,(R) opére sur R” de la maniére suivante : pour A € GI,(R),v €
R™, (A;v) — Av € R". On vérifie immédiatement que cela définit bien une opération

sur R"”.

2- On peut aussi faire opérer les matrices inversibles Gl,,(C) sur I'ensemble M, (C) des
matrices n X n de la maniére suivante : (A; M) — AMA~!. Dans ce cas, rappelons
que deux matrices M, M’ sont semblables si, et seulement si elles appartiennent a la
méme orbite sous l'action de GI,(C). Chaque orbite posséde alors un représentant

"canonique" : sa forme de Jordan. Il y a donc un nombre fini d’orbites.

Notation 1.9.3

Si G un groupe qui opére sur ’ensemble E on dit que F est un G-ensemble.
Définition 1.9.4

Pour G agissant sur F, et x dans E, l'orbite de x, noté Orb(x), est 'ensemble de tous

les points de E de la forme g - z, pour g parcourant GG. En formule,
Orb(z) ={y € E : ilexiste g € G tel que y =g - =} .

Exemple 1.9.10

Soit GG le groupe de toutes les rotations du plan de centre P, et E est le cercle de centre
P, Orb(M) = le cercle de centre P et de rayon PM.
Définition 1.9.11

E étant un G-ensemble, le sous-groupe G, de G, associé a tout x € F et défini par :
Stab(x), = {g € G;g-x = x} est appelé stabilisateur de .
Lemme 1.9.12

Si un groupe fini G opére sur ’ensemble fini S, et s € S, alors :

__ g
|Orb(s)| = Stab(s)]”

16



Chapitre 2

Etudes sur les groupes symétriques

Introduction

Dans ce chapitre on donne les définitions et les propriétés des outils que nous utiliserons
par la suite :
groupe de permutation, composition de permutations, notion de o-orbite (ou orbite suivant
o), cycle dans S,,. Transposition, décomposition d’une permutation en un produit de cycles
ou en un produit de transpositions, inversion d’une permutation. Calcule de la signature,

groupe alterné.

Contenu

2.1. Groupe de permutation.

2.2. Composition de permutations.

2.3. Notion de os-orbite (ou orbite suivant o).
2.4. Cycle dans S,. Transposition.

2.5. Décomposition d’une permutation en un produit de cycles ou en un

produit de transpositions.

17



2.6. Inversion d’une permutation. Calcule de la signature.

2.7. Groupe alterné.
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2.1 Groupe de permutation

Soit n un entier naturel non nul.
Définition 2.1.1

On note S, 'ensemble des permutations de 'ensemble {1, 2, ...,n} c’est-a-dire I’ensemble
des bijections de {1,2,...,n} vers {1,2,...,n}.
Proposition 2.1.2

Le couple (S,,0) est un groupe .
Preuve

L’identité est une permutation de {1,2,...,n} donc S,, n’est pas vide. La composée de
deux bijections est une bijection donc on a une loi interne. La composition est clairement
associative, 'identité est 1’élément neutre pour la composition. Enfin tout élément de S,
est inversible d’inverse sa fonction réciproque.
Définition 2.1.3

Le groupe S,, est appelé groupe symétrique de degré n.

Notations 2.1.4

1- Sio:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} est un permutation, on dénote par :

2- L’élément neutre /dx est représenté par :

1 2 ... n
1 2 ... n

2- L’élément inverse o' de o par :
o(l) o(2) ... o(n)
1 2 ..on

Bien qu’il s’agit de la composition, on parle souvent du < produit de ¢ par 7 >, et 'on
écrit aussi o7 au lieu de o o 7, qui signifier < effectuer d’abord la permutation 7, puis la

permutation o >>.

19



Exemple 2.1.5

) ) 1 2 3 4 5 6 7 .
Soit la permutation o = , 'inverse de o est :

5 2 1 7 6 3 4

1 2 3 45 6 7

3 2 6 71 5 4
Proposition 2.1.6

Le cardinal de S,, est n!.
Preuve

Une permutation de S, est entiérement déterminée par les images de {1,2,...,n}, qui
sont des éléments distincts de {1,2,...,n}. Pour compter le nombre d’éléments o de S,
observons que pour l'image de 1, il ya n choix, pour I'image de 2 il ya n — 1 choix (car
o(2) ¢ {o(1)}), pour I'image de 3, il ya n — 2 choix (car ¢(3) ¢ {o(1),0(2)}), et ainsi de
suite, enfin pour I'image de n, il ya 1 choix (car o(n) ¢ {o(1),...,0(n—1)}). Donc au total,
il ya n! =n.(n —1)...2.1 permutation de {1, ...,n, } c’est 'ordre du groupe S,,.

Exemples 2.1.7

1- Pour n = 2,|S,| =2! =2

1 2 1 2
52: 9
1 2 2 1
2- Pour n =3,|5;3]| =3!=6
( \
1 2 3 1 2 3 1 2 3
123 V312 V23 1]
Sy —
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 32) \213/)'\3 21

\ /

2.2 Composition de permutations

La composition 70, de deux permutations o et 7 de .S,,, correspondonds & superposer

deux tels diagrammes de fléches, plagant celui de o au-dessus de celui de 7. Ainsi, le composé
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 4 3 5 3 1 2 5 4

s’obtient en < suivant > les fleches dans la figure obtenue par cette superposition
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Y
a :
T Y
Figure 1.1 Composition de permutation.
1 2 3 4 5
Donc 70 =
4 1 2 5 3

Proposition 2.2.1
Sin > 3,8, est un groupe non commutatif.

Preuve

Soit n > 3. Pour montrer que S,, est non commutatif, soient o, 7 € S,,, pour

a b ¢ x ...y a b ¢ «x
o= et m= ,on calcul mroo et g o.
b ¢ a x .. vy b a ¢ x ...y
a b c x ...y a b ¢ «x Y
ToQOg = ,etoom = ,
a ¢ b x ..y c b a =x Y

donc moo # o om.

Alors, si n > 3 le groupe S,, est non commutatif.
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1 2 3 1 2 3
Par exemple n =3 : 71 = et 0 =
3 1 2 3 2 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
mTOOo = O =
3 1 2 3 2 1 2 1 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
goTm = (o] =
3 2 1 3 1 2 1 3 2

donc moo # oom.

2.3 Notion de o-orbite (ou orbite suivant o)

Définition 2.3.1 (Ordre d’une permutation)
On appelle ordre d’une permutation o € S, le plus petit entier p € N* tel que o? = Id.

On rappelle la convention d’écriture o? = go...oa0.
—

p foi
Exemple 2.3.2
( 3\
1 2 3 1 2 3 1 2 3
T = , T2 = y T3 = )
1 2 3 3 1 2 2 3 1
Soit 53 =
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Ty = y 5 = y e =
1 3 2 2 1 3 3 2 1
\ Vs
Ord(my) = 1,0rd(r4) = Ord(ms) = Ord(mg) = 2,Ord(ms) = Ord(ws) = 3.

Définition 2.3.3

Soit o € S, le support de o est ’ensemble :

Supp(o) = {i € Ny;0(i) #i} ou N, = {1,2,....,n}.

Remarque 2.3.4

Dans S, 0 = e si, et seulement si Supp(c) = 0.
Proposition 2.3.5

Dans tout groupe S,,, deux permutations dont les supports sont disjoints commutent.
Preuve

La propriété étant immédiate pour n = 1, supposons n > 1 et considérons o, # 09

dans S, tels que Supp(c1) N Supp(cz) = (. Si 'une des deux permutations est 1'identité,
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la propriété est vérifiee. Supposons les deux supports non vides, soit i € Supp(cy), alors

i ¢ Supp(os) et o1(i) ¢ Supp(os), par suit :

010 Ug(i) = O'l(i) et oy 0 Ul(i) = Ul(i)a

de méme pour ¢ € Supp(oz), on a :

010 09(i) = 02(i) et 090 01(1) = 02(1).

D’autre part, s’il existe i € N, tel que ¢ € Supp(o1) U Supp(os), alors o1 0 09(i) = i et
09 001(i) = i. On en conclut que o1 0 09 = g9 0 07.
Définition 2.3.6

A toute permutation o € S,,, on associe la relation binaire R, définie dans NN,, par :
iRk <= 3reZ,0"(i) =k.

Il est facile de vérifier que R, est une relation d’équivalence dans N, et que la classe

d’équivalence modulo R, d’un élément 7 € N,, est :

Q, (1) ={0"(i);r € Z}.

Définition 2.3.7
Pour tout o € S, et tout i € N,,, Q,(7) s’appelle la o-orbite de i (ou 'orbite de i suivant
o).

Remarques 2.3.8

1- Supposons n > 1 et o # e dans S, tel que Ord(c) =p, on a alors : (o) ={o";r € Z} =
{e,o,...,0P71}; par suit, en notant |, (7)| le cardinal de la o-orbite de 4, on a pour
tout i € N, : 1 < |Q,(4)] < p. Sii¢ Supp(oy), alors Q,(i) = {i}, donc |Q,(i)| = 1.
Une o-orbite de cardinal 1 sera dite ponctuelle, si i € Supp(o;), on a nécessairement

2 < [Q:())] < p.

2- Si {iy,149,...,7;} est une famille de représentations des o-orbite distinctes de NV, les

{Q0(ig) }1 <4 <+ forment une partition de N,,, d’ottn =3 et 192 (7q)]-

23



Exemple 2.3.9
1 2 3 4 5 6

5 2 1 6 3 4
0,(1) = {1,5,3}, Qu(2) = {2}, 0, (4) = {4,6).

Soit 0 =

2.4 Cycle dans S,. Transposition

Définition 2.4.1 (cycle)

Une permutation o € S,, est un cycle de longueur r (1 < r < n) dans un ensemble or-
donné de r entiers distincts de N,,, {i1,ts, ..., i, } tel que : o(iy) = i, 0(is) = i3,...,0(ir_1) =
ir,0(i,) = i1, et pour tout k € N,\{i1,iz2,...,5-},0(k) = k. Un tel cycle sera noté
o = (irig...iy).

Remarques 2.4.2

1- Un cycle (iyiy...i,) peut aussi noté (ixigii...iri10s...15—1) quel que soit k (1 < k <r).

2- Tout cycle de longueur 1 est I'identité e : en effet, si 0 = (i), on a o(i) = i et pour tout

k # i, donc o = e.
Exemples 2.4.3

1 2 3 4 5 6 7
1- 0 = = (162354) est un cycle de longueur 6.

6 3 5 1 4 2 7

1 2 3 4 5 6 )
2- 7 = = (1243)(56) cette permutation contenant un cycle de

2 41 3 6 5
longueur 2 et un cycle de longueur 4.

Définition 2.4.4

On dira que les cycles 0 = (iyiz...ip) €t T = (j1j2...J4) sont disjoints, si les ensembles
{i1,i9, ..., 15} et {j1, J2, ..., o} sont disjoints.
Définition 2.4.5 (Transposition)

Un cycle de longueure 2 dans S,, (n > 2) est appelé transposition. Si o = (i1i2), on

a o(iy) = ig,0(i2) = i1, et o(k) = k, pour tout k € N,\{i1 ,i2}, qui notée par 7;,;,. Une
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transposition dans .S,, est donc une permutation qui, dans N, échange deux éléments et
laisse invariants tous les autres (lorsque n > 3).

Exemples 2.4.6

1- Sy = {e, 7} ou 7 est la transposition qui échange 1 et 2.

2
2- 0= = (34) est une transposition 734.
1 2 4 3
Remarque 2.4.7

Pour n > 2 dans N,,, le nombre des transpositions dans S, est égale au nombre de

couples (i,7) € N, x N, tel que i # j; ce nombre est donc C? = @
Définition 2.4.8 (permutation circulaire)
1 2 3 .. n
Dans S, (n > 2), le cycle de longueur n : 7 = (1,2,....,.n) = , est
2 3 4

appelé permutation circulaire des entiers 1, 2, ..., n.

Remarques 2.4.9

1- Dans S,, (n > 3) un cycle de longueur n n’est pas nécessairement la permutation circu-

laires.
1 2 3 4

Par exemple, dans Sy : ~ = est le cycle (1,3,4,2) différent de
3 1 4 2

(1,2,3,4).

2- Dans S, un cycle de longueur r (1 < r < n) sera appelé un r-cycle.

Proposition 2.4.10
Dans tout groupe S,,, un r-cycle est un élément d’ordre r.
Preuve

Soit v = (j1, ja, --., Jr) un r-cycle dans S,,.
- Sir =1, alors v = ¢, donc O(y) = 1.
- Supposons 1 < r < n pour tout k£ (1 < k < ), on a: Y(jx) = Jer1, V20r) =

Jetzs o Y R Gk) = Jry s ¥ (Gk) = Jjr. D’autre part, si v < n et i ¢ supp(7y), alors
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(i) = i. Les r élément j, ja, ..., j étant distincts, r est le plus petit entier positif tel

que ¥ = e, d’ou Ord(y) =r.

Corollaire 2.4.11

2 1

Si T est une transposition dans S,,, alors 7 =e donc T =T.

2.5 Décomposition d’une permutation en un produit
de cycles ou en un produit de transpositions

Théoréme 2.5.1

Toute permutation o # e dans S,, s’écrit sous la forme :

ot s € N* vy 79y, ..., 7, sont des cycles disjoints, tous différents de e et la décomposition (x)
est unique a l'ordre des facteurs preés.
Preuve

Soit o # e dans S,; le support de o étant non vide, il existe au moins une o-orbite
non ponctuelle ,(i). Si Q, (i) = {i,0(i),...,0?71(i)} avec 2 < p < n; posons i = j;,0(i) =
J2y -, 0P71(i) = j, et notons v le cycle (jija...jp). La restriction de o & {ji,j2, ..., jp} est
égal a restriction de v & son support. Ainsi, & toute o-orbite non ponctuelle 2, on peut
associer un cycle v dont le support est €. Soit {Q,}1<,<s la famille des o-orbites non
ponctuelle distinctes dans IN,,. A toute o-orbite {2, associons, comme plus haut, le cycle v,,
dont le support est €2,. Les o-orbites ©, (1 < ¢ < s) sont deux a deux disjoints, donc ils

’ / . . .
commutent entre eux. Posons 0 =y, 07,0...07, et comparons ¢ et 0. Soit j = [J € il
1<q<s

existe 1, (1 <1 < s) tel que j € (. Puisque o, =, ,, on a d(j) = 7,(j). D’autre part, on
peut écrire 0 = v, 0 [] vy pour q # 1,7,(j) = j, d’ou o (j) = v,(j). De plus, sl existe

1<q<s
q#l

ke N,\ U Q4 onadc(k)=Fketaussi ¢ (k) = k. On en conclut que o = o

1<q<s

Supposons que ¢ = ; 0y, O ... 0 7y, soit une autre décomposition de o en un produit de

cycles disjoints, tous différents de e. Pour tout p (1 < p < r), notons Q;) la 7;,—orbite non
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ponctuelle; les cycles 7;) étant disjoints, les o-orbites non ponctuelles sont alors les Q;), pour
1 < p < r. La décomposition de N, en o-orbites étant unique, on en déduit que r = s et
qu’il existe une permutation 7 dans le groupe symétrique S; telle que Q;D = () et par suit
7;) = Yn(p); A0t P'unicité de la décompositon (*) & 'ordre des facteurs pres.

Exemple 2.5.2

) ) 1 2 3 4 5 6 .
Soit la permutation o = € S¢ - La décomposition de Ng en

5 2 1 6 3 4

o-orbites implique o = v, 0 7y, ot 7; = (153) et v, = (46).
Théoréme 2.5.3

Pour tout n > 2 dans N,, toute permutation o € S, se décompose, de maniére non
unique, en un produit de transposition.
Preuve

Si n > 2 implique qu’il existe au moins une transposition 7 dans S,. e = 72, donc
e est produit de transpositions. Sachant que toute permutation o # e dans S, est un
produit de cycles, il suffit de prouver que tout cycle est un produit de transposition, soit
v = (j1j2...Jr) dans S,, tel que 1 < r < n. Notons (j,j,) la transposition qui échange j, et
Jq tels que 1 < p < ¢ < n; en écrivant (j,j,) (Jijm) & la place de (jpjg)o (Jijm), posons :
v = (j1j2) (j2js)---(jr—1jr). Pour tout k (1 <k <r—1),ona~ (ji) = jes1 = 7(jr); de plus
v (Gr) = j1 = (). S'il existe k € N, \supp(7), alors 7' (k) = k = v(k). On en déduit que
v =, dott (jija-jr) = (j1d2) (Gas)-- (Gro1dr)eeremeeneene *
De la décomposition canonique d’une permutation ¢ en un produit de cycles, on peut donc
déduire une permutation ¢ en un produit de transposition, mais cette derniére n’est pas
unique si n > 3, car, étant donné une transposition quelconque (jk) dans S,, on vérifie
facilement que (jk) = (17)(1k)(17)......... s
D’autre part, si j, k, [ sont trois entiers distincts dans N, on a : (j,k)(k,l) # (k,1)(j, k),
on en déduit que dans une décomposition d’une permutation o € S,, (n > 3) en un produit
de transposition, deux transpositions distincts non disjointes ne sont pas permutables.
Exemples 2.5.4

1 2 3 4 5 6

1- Soit v = ; v est le cycle (2465) dans Sg;
1 4 3 6 2 5
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en appliquant la formule ” ' 7, on obtient : v = (24)(46)(65).

1 2 3 4 5 6
2- Soit 0 = ; o est le cycle (153)(46) dans Sg;
5 2 1 6 3 4

en appliquant la formule ” ** ”, on obtient : ¢ = (15)(53)(46). D’apreés la relation
” % 7 on peut écrire, (53) = (15)(13)(15), on en déduit que o = (13)(15)(46).

2.6 Inversion d’une permutation. Calcule de la signa-
ture

Définition 2.6.1 (Inversion d’une permutation)

Soit o € S,,. On appelle nombre d’inversion de o le nombre de pair {i,j} € {1,...,n}
telle que la restrictions de o a {4, j} soit décroissante (i.e. si ¢ > j alors o(i) < o(j)). On
note I(o) cet entier.

Exemple 2.6.2
1 2 3 45

5 3 2 1 4
Les paires {7, j} ou il ya a inversion sont {1,2}, {1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4} et {3,4}.

Ainsion a I(o) = 7.

Dans S5 on considére o =

Définition 2.6.3 (Signature d’une permutation)

On appelle signature de o I'entier valant +1 ou —1 défini par :

() = (_1)1(0) B 1<i1;[j<n 0@2 :j(j)

Corollaires 2.6.4

- Si o =e, alors €(e) = 1.
- Si T est une transposition dans S,, alors €(17) = —1.

- Si 7y est une r-cycle dans S, alors e(y) = (—1)""%.
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Définition 2.6.5

(@) On dira que

Soit o € S,,. On appelle signature de ¢ U'entier (égal & +1) €(o) = (—1)
o est pair (resp. impaire) si €(o) =1 (resp. si €(o) = —1).
Proposition 2.6.6

Quelle que soient deux permutations o,y € S, on a €(oy) = €(0)e(y). En d’autres
termes, 'application

€: 8, — {+1,-1}
o +— ¢€(0)

€ est un morphisme de groupes.
Preuve

eVo €S, e(o) =1{+1, —1};

e Soient o et v deux éléments de S,,,

p
o se décompose en produit de transposition o = [] 7x,€(0) = (—1)P.
k=1

q !
v se décompose en produit de transposition v = [ 7,,€(y) = (—1)7.
k=1

Nors: o = (11 ) (H )
Done €(0y) = (1) = (=1)(~1)1 = e(o)e(7).

2.7 Groupe alterné

Définition 2.7.1

Pour tout entier n > 2, le noyau de € est appelé n-iéme groupe alterné. On le note A,.
Le sous-groupe A,, de S, est donc I’ensemble des permutations de .S,, qui sont de signature
1 (c’est-a-dire qui se décomposent en un nombre paire de transposition).

Proposition 2.7.2

n!
5

Pour tout entier n > 2, le groupe A, est fini d’ordre
Preuve
Soient X = {7 € Sp,e(7) = —1}, et A, = {0 € S,,,¢(0) = 1}. Le sous-ensemble X est
non vide. Si l'on fixe 7 € X. On défini 'application :
w: A, — X

O+FH——T7T0.
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L’application ¢ est bien défini car :
Voi,00 €S, :01 =09 = T01 = T0y
= p(01) = ¢(02).
Et on a ¢(10) = (1) - ¢(0)
=—-1x1=-1.

On montre que 'application ¢ est bijective

1- L’injectivité : €(oq1) = €(03) = 701 = TO9
= 770, = 77 709

— 01 = 09.
2- La surjectivité : Vy € X, Jo € A, : v = ¢(0)
v=¢l0) <= y=710
= o=1ly
alors ¢(771y) = 1. Donc ¢ est bijective.
OnasS,=XUA,et XNA,=0=|S,| =|X|+|A,.]

et comme |X| = |A,| = |S,| = 2|4,

= |A,| = Bl = 2,

Exemples 2.7.3

1- Pour n =2, on a Ay = {e}.

2- Pour n =3, on a A3 = {e,0,0%} avec 0 =
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Chapitre 3

Produit en couronne de groupes

Introduction

Dans ce chapitre, on présente des notions sur le produit direct, produit semi direct et
produit en couronne, et dans la fin de ce chapitre, en applicant le produit en couronne sur

le groupe de permutation.

Contenu

3.1. Produit direct de groupes;
3.2. Produit semi-direct de groupes;
3.3. Produit en couronne de groupes;

3.4. Produit en couronne de groupes de permutation.
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3.1 Produit direct des groupes

Soient (G, .) et (G, %) deux groupes.
Proposition 3.1.1

Lensemble Gy x Gy muni de la loi interne (g1, 92)(g1, gy) = (9191, g2 * g) est un groupe.
Preuve

Soient g1, gy, 9, appartenant a Gy et go, g, g5 appartenant a Gy. Comme G et Gy sont

des groupes, on a :

1" 1" " "

((91,92)(91> 92)) (915 92) = (9191, 9295) (91 9)
= ((9191)91+ (929)95)
= (91(9191), 92(9295))
= (91,92)(9191 9295)

" 1"

= (91,92)((91.92)(91 92))-

Dot la loi sur G; x G5 est associative.
Cette loi admet ’élément (15, , 15, ) comme élément neutre et tout élément (gq, g2) de G1 X G5
est inversible d’inverse (g7, g5 ). Donc G x Gy est un groupe.

Exemples 3.1.2

1- Soient (Z,+) et (Q*, X) deux groupes.

L’ensemble Z x Q*muni de la loi interne (z,y)(z',3') = (z +2',y x %) a un structure

de groupe.

i) Cette loi admet I’élément (0, 1) comme élément neutre :
V(z,y) € Z x Q*(x,y)(0,1) = (x4 0,y x 1)
= (2,9);
ii) tout élément (z,y) de Z x Q* admet un symétrique (—z,y~!) :

(@, y)(—2,y7") = (0,1).

2- Soient S3 = {e, 71,79, 7T3,01,02} et Zy = {0,1} deux groupes.

L’ensemble S3 X Zy muni de la loi interne (7,7) - (0,7) = (T 00,T+7¥) a un structure

de groupe.
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Définition 3.1.3

Le groupe G'; x G5 est appelé produit direct de groupes G et Gb.
Propriété 3.1.4

Le groupe GG; x G5 est abélien si, et seulement si G; et G5 sont abéliens.
Preuve

Le groupe G; x (G5 est abélien si, et seulement si pour tous les g; et g'1 appartenant a
G et gy et g, appartenant a G (g1, 92)(9, 95) = (91, 95) (g1, g2) ’est-a-dire :
(9191, 9292) = (9191, 9292)-

D’ott Gy x Gy est abélien si, et seulement si g;9; = g,¢1 pour tous les g et g; appartenant
a Gy et gagy = gogo pour tous les gy et g, appartenant a Gy, c’est-a-dire si, et seulement si

G et G4 sont abéliens.

3.2 Produit semi-direct de groupes

Soient G et H deux groupes.
Soit # un homomorphisme de G dans Aut(H). Pour tout g appartenant & GG, on note 6, a
la place 6(g). Puisque Hg(h/) appartenant & H pour tout élément k' de H, on peut définir
une loi interne sur G x H en posant : (g,h)(g',h') = (g9, h0,(h)).
Proposition 3.2.1

Lensemble G x H muni de la loi interne (g,h) - (g',h') = (99", h0,(h')) est un groupe.

Preuve

2

i) Montrons que la loi 7 -7 est associative : soient h, h' et h"appartenant & H et ¢,¢ et g

appartenant a G.

((97 h) : (glv h/)) ' (g”7 h”) = ((gg/a h09<h/))(g”7 h//)

ron

= (99'g", hby(h)0,, (h"))

ron

=(999¢ ,heg(h/)ﬁg(ﬁg/(hu)) car f est un homomorphisme.
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D’autre part

(g,h) - ((g",h)) - (9" 1) = (g.h) - (g'g", H'0,(h"))

ron

= (999" hby(h'64(h"))

ron

=(99 9 ,hﬁg(h')ﬁg(%/(hn)) car f est un homomorphisme.

D'ou ((g,h) - (g, h))-(¢",h") = (g9,h) - ((¢",h') - (¢",h")) et la loi est associative.

ii) Pour tout élément h de H et pour tout élément g de G on a :
(9,h) - (1,1) = (g1, hb,4(1)) = (g, h) et (1,1) - (g, h) = (1g,04(R)) = (g, Id(h)) = (g, h)
car ¢ est un homomorphisme donc la loi 7 -7 admet I’élément (1,1) comme élément
neutre.

iii) Soient h appartenant a H et g appartenant & G montrons que (g, h) admet un inverse.
Comme 6, est bijective, il existe un élément i de H tel que 6,(h') = h™".

)= (997 hby(h) = (99 H'h7") = (L,1).

Comme 6 est un homomorphisme de G' dans Aut(H) on a :

1

D'ou (g,h) - (g

6,1 = (0,)"". Dot f,1(h~1) = .
0,-1 est un homomorphisme donc 0 -1(h) =0 -1 ((h™"))~" = (¢

en déduit que

(g7 H) (g h) = (g g, WO, (h) = (g g, 10,1 (h)) = (9 "g. W' ) = (1,1). D'on

(g,h) admet (g ,0,-1(h~')) comme inverse.

-1

On en déduit que G' x H est un groupe pour la loi (g,h) - (g, k) = (gg’, h04(h)).

Définition 3.2.2

Le groupe G x H muni de la loi (g,h) - (¢',h') = (99, ho,(h")) est appelé produit semi-
direct de G par H relativement & 6 et noté par G xy H.
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3.3 Produit en couronne de groupes

Définition 3.3.1
Soient H et K deux groupes. On dit que H agit sur K comme un groupe si chaque k

de K a correspond un unique élément k" de K tel que pour hq, ho, h de H et ky, ko, k de K

(khl)hZ _ ]{;hth,l{?lH =k et (kll{?Q)h = k?kg

Théoréeme 3.3.2
Soient H et G deux groupes. Soit HY = {f : G — H} l’ensemble de tous les fonctions

définies sur G avec des valeurs dans H.

1- (HEC,.) est un groupe ou la loi ” -7 est définie par : ¥, € HY Vx € G : (p-)(x) =
o) - Y(x).
2- Le groupe G agit sur HE tel que :
G x HY — H¢
(a,0) —a-o
a - noté p®ou p*(x) = p(xa™t).
3- L’ensemble de tous les paires (a,p), avec la multiplication donnée par (a,p)(b,) =

(ab, o*), ot a,b € G, et (p,v) € HY est un groupe noté par GW,H, s’appelle le

produit en couronne de G et H.
Preuve

1- (H®,-) est un groupe ot la loi ” - "est définie par Vp,¢p € HE Vo € G : (p-9)(z) =
p(x) - p(x) :

i) H® est non vide, il est contient par exemple I’élément défini par : pour tout x dans

b

G,z —— 1y, laloi 7 -7 est interne puisque si ¢,v € HY, alors p(x),v(z) € H,

par conséquent ¢(z) - ¥ (x) € H, donc (p -1)(x) € H, finalement ¢ -1 € HE.

ii) La loi est associative sur H, alors elle est aussi associative dans H¢.
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iii) L’¢élément ¢ de G — H donné par e(z) = 1y, pour tout * € G, ou 1y est

I’élément neutre de H, est 1’élément neutre de (HY,-). En effet :
Vo e HY :p-e=e-p=0p,(p-e)(x) = pa) - e(r) = p(x) 1 = p(z).
iv) Chaque élément ¢ € HY admet un élément symétrique noté ¢~ 'est défini par :
Ve e G, o (z) = (p(x))™. Ona: ¢-p !t =e deméme o' p=c.
Et (¢ o7)(2) = ¢(z) - 7 (2) = p(z) - (p(2)) ™! = Lu.

Alors (HY,-) est un groupe.

2- Le groupe G agit sur HY tel que (a, ¢)(x) = ¢*(x) = p(xa™!), avec a,x € G,p € HY :

iii) (p)*(z) = pY(za™)
= p(ra=" )Y (ra™)
= *(x)Y*(x).

3- Maintenant nous montrons que G x H est un groupe avec la multiplication.

i) La loi est interne sur G x HY par définition.
ii) L’associativité : soient ¢, v, n € H® et a,b,c € G :
((a, ) (b, ))(e,m) = (ab, ©"¥)(c, n)
= ((ab)e, (¢"¥)°n).
D’autre part
(@, ©)((b,9)(c,n)) = (a, p)(be, ¥*n)
= (a(be), ¢"9)n)
= ((ab)d, "¢ n).
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iii) Soit ¢ € HY, ¢ = ¢, g € G, I'application ¢ — 9 est un automorphisme de
HS. Alors si e I'élément neutre de H%, e9 =e. On a :
(a,9)(1g, €) = (ala,p'¢)
= (a,pe)
= (a, ).
Aussi
(16, €)(a,9) = (1ga, e%)
— (a,e9)
= (a,e).
Alors I’élément neutre est existé.
iv) On a (a,9)(a ™, (™)@ ) = (@, (¢ @ ) (a, ) = (1g,e). Alors 'inverse de
(a, ) est (a™, (7)),

Proposition 3.3.3

1- Si G et HE sont des groupes fini, alors le produit W en couronne est un groupe fini

d’ordre |W| = |G| - |H|I.

2- Les groupes HE et G sont des sous-groupes de W.

3- GW,H® = G x HC.

Preuve

1- Il est claire.

2- On a Papplications ® : HY — G x H® donnée par f — (1g, f), et ¥: G — G x H®

donnée par a — (a,e). ® et ¥ sont des homomorphismes car :
o(fifo) = (1g, fif2) = (1ele, 1(1G)f2)
= (g, f)Wr(1G, f2)

= O(f1)W,D(f2).
Et
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U (ab) = (ab, e) = (ab, ebe)
= (a,e)W,(b,e)

= U(a)W, T(D).

e L’injectivité de ® : H® — G x H®
fr— (g, f)
ker® = {f € HY : ®(f) = (1g,e)}, ot e: G — H,x — e(x) = 1y
={f € HY: ®(f) = (lg, f) = (lg,e)}, donc f =ce,
ker & = {e}. Alors ® est injective.
D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme on a: HY/ker® ~ Im® < G x HY,
et comme ker ® = {e}, alors H/{e} ~ Im® < G x HY alors HY ~ Im® <
G x HY. Donc HY est un sous-groupe de G x HC.
e L’injectivité de ¥ : G — G x H®
ar— (a,e)
ker¥ = {a € G:¥(a) = (1g,e)}, on 15 est I’élément neutre de G.
={a € G:¥Y(a) = (a,e) = (1lg,e)}, donc a = 1g,
ker W = {15}. Alors ¥ est injective.

D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme on a : G/ker ¥ ~ Im ¥ < G x HY,
et comme ker ¥ = {15}, alors G/{lg} ~ Im¥ < G x H, alors G ~ ImV¥ <
G x HY. Donc G est un sous-groupe de G' x HC.

3- Ona GW,H® = G x HY, car (a,e)W,(1g, f) = (alg,e'¢ f) = (a, f), pour tous (a, f) €
G x HC.
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3.4 Produit en couronne des groupes de permutation

Théoréme 3.4.1

Soit S(T') et S(A) sont des groupes de permutation sur T et A respectivement. Soit
S(T)? I’ensemble de tous les applications de A wvers le groupe de permutation S(T), i.e.
S(T)A ={f: A — S(T)}. Pour tout fi, fo € S(T)2,(S(T)?,") est un groupe o fi - fo
est définie par : pour tout 6 dans A, (f1- f2)(0) = f1(0) - f2(9).

Preuve

i) S(T)” est non vide, il est contient par exemple 1’élément défini par : pour tout J dans
A,§ — idp. Laloi 7 -7 est interne puisque, si fi, fo € S(T)?, alors f1(0), f2(d) €
S(T). Par conséquent f1(6)- f2(0) € S(T) donc (f1- f2)(9) € S(T), finalement f; - fo €
S(T)A.

ii) La loi est associative sur S(T'), alors elle est aussi associative dans S(T).

iii) L’élément e de A — S(T') donné par e(d) = idr, pour tout § € A, o idr est 'élément
neutre de S(T), est 'élément neutre de (S(7)%,:). En effet Vf € S(T)» : f-e =
e-f=f, et (f-e)d)=[(d)-e(d) = [f(d)idr = f(0).

iv) Chaque élément f € S(T)® admet un élément symétrique noté f~lest défini par :
Voe A f1(0)=(f(6) ™ Ona: f-ft=e demeéme [ f=e.

Bt (f-f71)(©0) = f(0) - f71(0) = £(5) - (f(0))™" = idr-

Alors (S(T)%,-) est un groupe.

Proposition 3.4.2
Le groupe S(A) agit sur S(T)> comme suit : S(A) x S(T)* — S(T)2, (s, f) —
s-f=f% ou f5(6) = (fos 1)) = (fs1)(d), pour tout 6 € A.
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Preuve

Soit f, f1, f2 € S(T)* et s, 51,5, € S(A).

i) ((s152) - [)(0) = [C1°2)(0)

iii) (f1f2)"(6) = (fifa0s71)(9)
= fuf2(s71(0))
= f1(s71(9)) fa(s71(0))
= [1(9)/5(0).
Proposition 3.4.3
L’ensemble de tous les paires (f,s) avec la multiplication donnée par (fi,s1)(f2,82) =
<f1f251_1,3132>, ol 51,55 € S(A), fi, f2 € S(T)?, est un groupe noté par S(T)*W,.S(A),

s’appelle le produit en couronne de S(T)> par S(A).

Preuve

i) La loi est interne sur S(T)* x S(A) par définition.

ii) L’associativité : soient fi, fo, f3 € S(T)> et s1, 52,53 € S(A).
((f1,51)(f2,82))(f3,83) = (flf;; ,8182) (f3,83)
- (fl >t f§5152)_1,515253>
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-1 —1_-1
_ 51 pS2 51
= (fl 2 J3 ,818283>'

D’autre part :

(Fro50) (e 2) (for ) = () (fafi? s230)
= (AR )T 51505
= (A 127 sy ).

iii) Pour tout f € S(T)?, on a fi9a = f. Soit s € S(A), I'application f — f* est

automorphisme de S(T)2. Si e est 'élément neutre de S(T)2, tel que e® = e.
Alors : (f7)° = (f*) 4, (f,s)(e,ida) = (fe s 0ids) = (/. 9)
D’autre part : (e,ida)(f,s) = (ef(idA)fl,idA o s) =(f,s).

Alors (e, idp) est 'élément neutre de S(T) x S(A).

iv) On a (f,s)((f7)% s = ((f 1% s (f,s) = (e,ida). Alors l'inverse de (f,s) est
((f7),s7h).

Proposition 3.4.4

o
1

Si S(A) et S(T) sont des groupes fini, alors le produit W en couronne est un groupe

d’ordre |W| = |S(T)|'A1-1S(A)].

[\
i

Les groupes S(T)? et S(A) sont des sous-groupes de W .

oo
1

S(T)AW,S(A) = S(T)A x S(A).

N
1

L’action de W sur T x A est donné par (f,s)(,0) = (f(8)(7), s(9)), pour tous (f,s) €
S(T)2 x S(A) et (v,0) € T x A.

Preuve

1- Il est claire;

2- On a lapplications ® : S(T)* — S(T)» x S(A), f = (f,idp), et ¥ : S(A) —

S(T)2 x S(A), s+ (e, s). sont des homomorphismes car :
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(fuf2) = (hfovids) = (ASF™) ida o ida
= (f1,ida)Wy(fa,idA)
= ©(f1)W,2(f2).

Et
W(s1 0 85) = (€, 810 83) = (eew*, 81 0 52>
,51)Wi (e, s2)
S1

= (e
= \II( )WT‘I’(SZ)'

e L’injectivité de & : S(T)* — S(T)* x S(A)
[ (f,ida)
ker® = {f € S(T)? : ®(f) = (e,idp)}, ot e : A — S(T),8 — e(d) = idy
—{f € S(T)®: 0(f) = (fida) = (e,ida)}, done f = e,
ker & = {e}. Alors ® est injective.
D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme on a : S(T)?/ker® ~ Im® <
S(T)2 x S(A), et comme ker @ = {e}, alors S(T)2/{e} ~Im® < S(T)* x S(A),
alors S(T)» ~ Im® < S(T)» x S(A). Donc S(T)? est un sous-groupe de
S(T)? x S(A).
e L’injectivité de ¥ : S(A) — S(T)2 x S(A)
s +— (e, s)
ker ¥ = {s € S(A) : U(s) = (e,ida)}, ot ida est I’élément neutre de S(A)
= {s € S(A):U(s) = (e,5) = (e,ida)}, donc s = ida,
ker W = {ida}. Alors ¥ est injective.
D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme on a : S(A)/ker¥ ~ ImV¥ <
S(T)? x S(A), et comme ker U = {ida}, alors S(A)/{ida} ~ Im ¥ < S(T)A x
S(A), alors S(A) ~ Im ¥ < S(T)2 x S(A). Donc S(A) est un sous-groupe de
S(T)A x S(A).

3- On a S(T)AW,S(A) = S(T)2 x S(A), car : (f,ida)W, (e, s) = ( Felida)™ i, os) -
(f,s), pour tous (f,s) € S(T)> x S(A).
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4- Soient (f1,51)(f2,82) € S(T)2 x S(A) et (v,6) € T x A.

i) (e,ida)(7,0) = (e(6) (), ida(9)) = (idr (1), ) = (1,)
i) (50 (f2r52))(3,9) = (flf;fi slsz) (4:9)

flfz ), s182( >

(
(5056) 0 et

(f100)(f2 © 51) (9))(7), 5152(9))-

D’autre part

(f1,51)((f2, 82)(7,9)) = (f1,81)(f2(0)(7), 52(9))
= (f1(52(0))(f2(0) (7)), 5152(0))-

Proposition 3.4.5

Sous laction de W sur T x A, le stabilisateur de tout point (v,d) dans T x A dénoté
par W5 est donné par : Wi, 5 = S(T)2(8), x S(A)s. Ou S(T)*(5), est Uensemble de
tout le f(9) qui stabilisent v, et S(A)s est le stabilisateur de § sous laction de S(A) sur
A.

Preuve
On a:
Wi = {(f, 8)65() x S(A)/(f,5)(7,0) = (7,9)}
={(; S S(A)/(£(8)y,5(8)7) = (7.0)}
—{f, ) x S(A)/f(8)y =, s(8)y =5}

= S(T)A(é),y X S(A)s.
Exemple 3.4.6
On consideére les groupes de permutation S(7") = {(1), (12)} et S(A) = {(1), (12), (13), (23),
(123), (132)} sur les ensembles T' = {1,2} et A = {1,2, 3} respectivement. Soit S(T)* = {f
: A — S(T)}, tel que |S(T)[IAl = 23 = 8. Les applications sont :

frile— (1,2 — (1),3— (1)
foi L (1),2— (1),3+— (12)
foi L (1),2— (12),3 — (1)
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fi:1—(1),2— (12),3 — (12)
fs:1—(12),2— (1),3— (1)
fo: 11— (12),2— (1),3 — (12)
fr:1— (12),2 — (12),3 — (1)
fs 11— (12),2 — (12),3 — (12)
On a

ST x S(A) = {(£.5)/1 € S(T)3,s € S(A)}
={(fi, (1), (fi, (12)), (fi, (13)), (f:- (23)), (fi, (123)), (fi, (132))}, tel que

11 <0 <8
Et

|S(T)A x S(A)| = |S(T)A] - |S(A)| = 8- 6 = 48.
Alors (S(T)” x S(A), ) est un groupe avec la loi défini par (¢, s1) (1, s2) = <g0¢(51)71, 8182>.
Ona:

Tx A ={(1,1),(1,2),(1,3), (2. 1),(2,2), (2,3)}.

Le stabilisateur de (1,1) dénoté par :
W = ST x S(A),

= {f1, far f5, fu x {(1), (23)}

= {(f1, (D), (f2, (1)), (fs, (1)), (fa, (1)), (f1.(23)), (f2, (23)), (f3, (23)), (fa, (23))}-
Alors Wy 1y est un sous-groupe de S(T')* x S(A) d’ordre 8.

De la méme facon on a :
W) = S(T)2(2)1 x S(A)2
= {f1. fa. f5, o} x {(1), (13)}

= {(f1, (1)), (f2, (1)), (fs, (1)), (fe, (1)), (f1, (13)), (f2, (13)), (f5, (23)), (fs, (23))}-
Alors W(; 9y est un sous-groupe de S(T')* x S(A) d’ordre 8.

Wi = S(T)2(3)1 x S(A)s
= {f1, f3, fs, J2} x {(1),(12)}

= {(f1, (M), (fs, (1)), (fs, (1)), (f7, (1)), (f1, (12)), (f3, (12)), (f5, (12)), (f7, (12))}-
Alors Wy 3) est un sous-groupe de S(T)* x S(A) d’ordre 8.

Wiz = S(T)2(1)2 x S(A)
= {f1, fa. f5, fa} x {(1),(23)}
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= {(f1, (1)), (f2, (1)), (fs, (1)), (f, (1)), (f1,(23)), (f2, (23)), (f3, (23)), (fa, (23))}-

Alors W1y est un sous-groupe de S(T')* x S(A) d’ordre 8.

Wia2) = S(T)*(2)2 x S(A)2

{f1, fa, f5, fo} < {(1), (13)}
= {(f1, (1)), (f2, (1)), (f5, (1)), (s, (1)), (f1, (13)), (f2, (13)), (f5, (13)), (f6, (13))}-

Alors W99 est un sous-groupe de S(T)* x S(A) d’ordre 8.

W23 = S(T)*(3)2 x S(A)s

U1, f3, fs, f2} < {(1), (12)}
= {(f1, (1)), (f3, (1)), (f5, (1)), (f7, (1)), (f1, (12)), (f3, (12)), (f5, (12)), (f7, (12))}.

Alors Wy 3) est un sous-groupe de S(T)* x S(A) d’ordre 8.

En conclusion, nous avons :

- W(273).

= W3

= [Wi22)|

= [W,2)|

= W2,

Wl

00
% oo
Il
—| =
=1,
|W —~~ ~~
(@ i —
17 17 —
__ — = ~— ~—
i
— - ([
= e
= - = =X =
— - N M ™
wn i
= - ZZ 2
o —~ = =
© A Y
|-/ 7(((
W < 0
h— ()))
__ __ 17 17 —
- — — — —
— — ~— ~— ~~—
n\o ./)\'/\I/
- = N M =
e ~—
= — 48 488
. f”(((
o= — I
£ = o 4
= oo O
- — ~— ~—
< NN
.. ~—
(@
m S =R = %
— ~— ~— ~~—
- m/\ Z T
- [a\] [a\] N
< = L ===
VA Lc ~—
= 2 ([
m /N /N
—~ i — —
e L i - IS
—~ m i — —
< - = = <
c 8 =23 5 =
—
s g -
o fas] — — — —
e A R

~— ~—

~— ~—

~— ~—

ag)

P
—_— o~~~

~—~ Y~
ANy ™
—
=
(@]
= o404
__ 171717
S~— N
\1|./\|/)\|/
P A ® @
—
= Z 2
— -
—
1888
=== s
S N [
SN—

~~
— SN—— SN~— SN~—
— ~ —
= N ™ @
N~—
~ Z &
NI
s
~ S~— SN— N—
S~
— I
__ —~~ o~
— — —
—~ -~ -~
— — i —
" ~— ~— ~—
NN N
= N o ™
—~ — N
— ~— ~— ~—
TS B
< ===
S~—
! i
~— — —
—~~ i i
— -~ -
- i i —
— ~— ~— ~—

~—_— N /N

~— ~—

~— ~—

~— ~—

~

—_— o~
—_— o~~~

o N e T e e T T N N N

M T ' Y Y~ ~— ~— —

45



Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail le produit en couronne de groupes, plus précissement
le produit en couronne des groupes de symétries, d’autre part on fait une étude sur I'action

de groupe précédent sur le produit cartésien de deux ensembles.
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Résumeé:

Ce meémoire de master mathématiques discrétes s'inscrit dans le cadre de la
théorie des groupes. Dans ce travail, nous avons suivrons les étapes suivantes :

* Notions élémentaires sur les groupes.
* Etudes sur les groupes symétriques.

* Le produit en couronne de groupes symétriques.

Mots clés:

Groupe, morphisme de groupes, actions de groupe, produit direct, produit semi direct
et produit en couronne.

Abstract:

This memory of master degree mathematics discrete lies within the scope of the
theory of the groups. In this work, we have will follow the following stages :

* General information on the groups.
* Study on the groups symmetrical.

* The wreath product on the group of permutation.

Key words:

Group, morphisms of groups, acts of groups, direct product, semi direct product,
wreath product.






