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Notations

; : l�ensemble vide
GLn : groupe linéaire des matrices

hBi : sous-groupe engendré par la partier B
jGj : l�ordre de G
O(x) : l�ordre de x

Aut : automorphisme

' : isomorphe
ker f : noyau de f

Im f : image de f

Rg: relation d�équivalence à gauche

Rd: relation d�équivalence à droite

(G=H) : ensemble des classes

H C G : H est sous-groupe normale de G

[G : H] : indice de H dans G

Orb(x) : orbite de x

Sn : groupe symétrique0@ 1 2 ::: n

�(1) �(2) ::: �(n)

1A : permutation

Supp : support

An : groupe alterné

G1 �G2 : produit direct de G1 et G2

H o� G : produit semi-direct de H par G relativement à �

GWrH : produit en couronne de G et H.
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Introduction générale

La notion de groupe a été introduite explicitement en mathématique, au début du dix-

neuvième siècle. Elle intervient en e¤et à cette époque, pour la première fois, dans les

travaux relatifs aux équations algébriques dans les travaux d�Evariste Galois (1811-1832)

. A peu près au même moment, les groupes commencent à jouer un rôle en géométrie,

notamment, des groupes de symétries de polygones ou polyèdres réguliers. Ainsi, c�est à

partir de cette double origine, algébrique et géométrique, qu�a été conçue, vers la �n du

dix-neuvième siècle, la notion abstraite de groupe et que, progressivement, a été construite

la théorie des groupes.

Les groupes sont à la base d�autres notions mathématiques comme les anneaux, les corps,

les espaces vectoriels. Mais vous les retrouvez aussi en arithmétique, en cryptographie.

Le produit en couronne dans la théorie de groupe est un produit spécialisé de deux

groupes. Le produit en couronne est un outil important dans la classi�cation des groupes

de permutation.

Ce mémoire se compose de trois chapitre :

Dans le premier chapitre on donne un rappel des notions et notations utilisées par la

suite : lois de compositions internes, notion de groupe, sous-groupe, homomorphisme de

groupe, relation déquivalence modulo un sous-groupe, théorème de Lagrange, groupe quo-

tient, groupe cyclique, groupe opérant sur un ensemble.

Dans le deuxième chapitre nous avous étudier les groupes symètriques et quelques pro-

priétés.
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Dans le troisième chapitre on étudie le produit direct, produit semi direct, et produit en

couronne de groupes, et dans la �n de ce chapitre, en applicant le produit en couronne sur

le groupe de permutation.
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Chapitre 1

Notions élémentaires sur les groupes

Introduction

Ce premier chapitre contient les dé�nitions et les propriétés des outils que nous utiliserons

par la suite : lois de compositions internes, notion de groupe, sous-groupe, homomorphisme

de groupe, relation d�équivalence modulo un sous-groupes, théorème de Lagrange, groupe

quotient, groupe cyclique, groupe opérant sur un ensemble.

Contenu

1.1. Lois de compositions interne.

1.2. Notion de groupe.

1.3. Sous-groupe.

1.4. Homomorphisme de groupes.

1.5. Relation d�équivalence modulo un sous-groupe.

1.6. Théorème de Lagrange.
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1.7. Groupe quotient.

1.8. Groupe cyclique.

1.9. Groupe opérant sur un ensemble.
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1.1 Lois de compositions internes

Dé�nition 1.1.1

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de E�E dans E.
À un couple (x; y); on associe, donc un élément noté x � y, x+ y, ou xy; :::, appelé composé
de x et de y . Une loi de composition interne sur E est :

1- Associative si : 8x; y; z 2 E; (x � y) � z = x � (y � z);

2- commutative si : 8x; y 2 E; x � y = y � x;

3- elle admet un élément neutre e si 8x 2 E : x � e = e � x = x, si l�élément neutre existe,

il est unique ;

4- un élément x est inversible (ou symétrisable) dans (E; �) s�il existe x0 2 E, (dit inverse
ou symétrique de x) tel que : x � x0 = x

0 � x = e.

Exemples 1.1.2

1- E = N et � = +

+ : N� N �! N

(n;m) 7�! n+m

2- E = R et � = �

� : R� R �! R

(x; y) 7�! x � y
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1.2 Notions de groupes

Dé�nition 1.2.1

Soit G un ensemble non vide muni d�une loi de composition interne noté " � ". G est un
groupe pour la loi " � " si :

1- La loi " � "est associative : 8x; y; z 2 G : x � (y � z) = (x � y) � z;

2- la loi " � "possède un élément neutre : 9e 2 G; 8x 2 G; x � e = e � x = x;

3- tout élément x 2 G possède un symétrique unique x
0 2 G tel que : x � x0 = x

0 � x = e.

Exemples 1.2.2

1- (Z;+); (Q;+); (R;+); (C;+) sont des groupes abéliens.

2- (Q�;�); (R�;�); (C�;�) sont des groupes abéliens.

3- L�ensemble GLn(R) des matrices carrées n� n inversible à coe¢ cients dans R muni de

la multiplication des matrices est un groupe non commutatif. L�élément neutre est la

matrice identité.

1.3 Sous-groupe

Dé�nition 1.3.1

Soit (G; �) un groupe on appelle sous-groupe de (G; �) tout sous ensemble non vide H
de G tel que la restriction de " � " à H en fait un groupe. Comme " � " est associative dans
G alors sa restriction à H est aussi associative, par suite H 6= ; est un sous-groupe de (G; �)
s�il est stable par rapport à " � " et à l�opération inversion, c�est à dire :

(i)H 6= ;;

(ii)8a; b 2 H; a � b 2 H;

(iii)8a 2 G
0
; a�1 2 H.
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Proposition 1.3.2

Soient (G; �) un groupe et H � G, alors :

H est un sous-groupe de G ,

8<: (i)H 6= ;;
(ii)8a; b 2 H; a � b�1 2 H.

Dé�nition 1.3.3

Soit (G; �) un groupe et H un sous-groupe de G, on dit que H est un sous-groupe

distingué ou normale (H C G) de G s�il véri�e l�une des propriétés suivantes :

1- 8g 2 G : gH = Hg;

2- 8g 2 G; 8h 2 H : ghg�1 2 H.

Exemples 1.3.4

1- Z(G) = fx 2 G; xa = ax; 8a 2 Gg est appelé le centre du groupe G c�est un sous-groupe
de G.

2- Gn =
�
z 2 C;9k 2 N; (zn)k = 1

	
est un sous-groupe de (C�; �) :

i) Gn 6= ;;8k 2 N; (1n)k = 1 =) 1 2 Gn;

ii) soient z1;z2 2 Gn; on montre que z1 � z2 2 Gn

on a :

8<: z1 2 Gn () 9k 2 N; (zn1 )k1 = 1
z2 2 Gn () 9k 2 N; (zn2 )k2 = 1

alors (z1 � z2)
nh1+k2 = (zn

h1+k2

1 ) � (znh1+k22 )

= (znk11 )nk2 � (znk22 )nk1

= 1nk1 � 1nk2

donc z1 � z2 2 Gn.

iii) soit z 2 Gn, on montre que z�1 = 1
z
2 Gn

on a z 2 Gn () 9k 2 N; (zn)k = 1

=) 9k 2 N; ((1
z
)n)k = ((1)n)k

((z)n)k
= 1

((z)n)k
= 1

donc z�1 = 1
z
2 Gn.

Alors Gn est un sous-groupe de (C�; �).
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Lemme 1.3.5

Les sous-groupes additifs de Z sont de la forme nZ; n 2 N.
Preuve

nZ est clairement un sous-groupe de Z. Inversement, soit H un sous-groupe de Z. Si

H = f0g, alors H = 0Z, sinon soit n > 0, le plus petit tel que n 2 H et soit h 2 H. Alors
par division euclidienne, on peut écrire h = nq + r, avec 0 � r < n. Mais r = h� nq 2 H,
donc si r 6= 0, il y a contradiction avec la minimalité de n, d�où r = 0 et h = nq c�est-à-dire

H � nZ. L�inclusion inverse étant immédiate, H = nZ.

Proposition 1.3.6

L�intersection d�une famille de sous-groupe Hi; i 2 I d�un groupe G est un sous-groupe

de G.

Preuve

Soit H = \i2IHi 6= ;;

i) 8i 2 I; 1G 2 Hi =) 1G 2 \i2IHi

=) H 6= ;;

ii) a; b 2 H =) 8i; a; b 2 Hi

=) 8i; ab�1 2 Hi

=) ab�1 2 H.

Proposition 1.3.7

Soit G un groupe, B � G;F = fH=H sous-groupe de G qui contient Bg, alors :T
H2;F

H est un sous-groupe de G appelle sous-groupe engendré par la partie B, est noté

par hBi, c�est à dire hBi =
T

H2;F
H.

Exemple 1.3.8

hf2gi = 2Z, est un sous-groupe de (Z;+).
Dé�nition 1.3.9 (Ordre d�un groupe, ordre d�un élément)

Un groupe G est dit �ni s�il n�a qu�un nombre �ni d�élément. Dans ce cas, le cardinal

de G s�appelle l�ordre du groupe G et est noté jGj. Soient G un groupe et x un élément de

9



G. On appelle ordre de x, qu�on note Ord(x), le cardinal de hxi. Si ce cardinal est in�ni,
on dit que x est d�ordre in�ni.

Exemples 1.3.10

1- Une rotation d�angle 2�
n
est un élément d�ordre n du groupe des rotations du plan.

2- Ord(R) =1(in�nie).

1.4 Homomorphisme de groupes

Dans ce partie, on considère (G; �) et (H; �) deux groupes, avec 1G et 1H leurs éléments

neutres respectifs.

Dé�nition 1.4.1

Une application f : G �! H est appelée homomorphisme de groupes de G dans H si

:8a; b 2 G : f(a �b) = f(a)�f(b). Si f est bijective on dit que f est isomorphisme de groupes
de G sur H. On dit alors que G est isomorphe à H qu�on note G ' H, ou que G et H

sont isomorphes. Si G = H, on dit que f est un endomorphisme de G, et si de plus f est

bijective on dit que f est un automorphisme de groupe de G.

Notations 1.4.2

1- L�ensemble des morphismes de groupes de G dans H est noté Hom(G;H).

2- L�ensemble des endomorphismes d�un groupe G est noté End(G).

3- L�ensemble des automorphismes d�un groupe G est noté Aut(G).

Exemples 1.4.3

1- Soient G un groupe et H un sous-groupe de G;

l�injection canonique i : H �! G

x 7�! x

est un morphisme de groupes.

10



2- Soient (R;+) et (R;�), des groupes, alors les applications :

f : (R;+) �! (R; �) et g : (R; �) �! (R;+)

x �! exp(x) x �! ln jxj

sont des homomorphismes de groupes.

Proposition 1.4.4

Soit f : G �! H un homomorphisme de groupes, alors :

1- f(1G) = 1H ;

2- 8a 2 G : (f(a))�1 = f(a�1);

3- 8a 2 G; 8n 2 Z : f(an) = (f(a))n.

Preuve

1- 1H étant l�élément neutre de " � " et 1G celui de " � ", alors

f(1G � 1G) = f(1G) = 1H � f(1G)

et comme f est homomorphisme on déduit que

1H � f(1G) = f(1G) � f(1G)

et comme tous les éléments du groupe (H; �) sont réguliers on déduit que 1H = f(1G).

2- Soit a 2 G et montrons que f(a�1) est l�inverse de f(a) dans le groupe (H; �).

f étant un homomorphisme de groupe alors :

f(a)�f(a�1) = f(a �a�1) = f(1G) et f(a�1)�f(a) = f(a�1 �a) = f(1G)

sachant que f(1G) = 1H d�après la première propriété on déduit que :

(f(a))�1 = f(a�1).

11



3- pour n = 0; x0 = 1G et (f(x))0 = 1H ; on est ramené au (i).

Pour n > 0; xn = xx:::x (n fois), d�où

f(xn) = f(x)f(x):::f(x) (n fois)

donc f(xn) = (f(x))n.

Pour n < 0, on pose n = �n0 ; n0 > 0;

xn = (x�1)n
0
=) f(xn) = (f(x�1))n

0
= (f(x))�n

0

d�où f(xn) = (f(x))n.

Dé�nition 1.4.5

Soit f : G �! H un homomorphisme de groupes. On appelle noyau de f l�ensemble :

ker f = f�1(f1Hg)
= fa 2 G; f 0(a) = 1Hg

et l�image de f l�ensemble :

Im f = f(G) = ff(a); a 2 Gg
Proposition 1.4.6

Soit f : G �! H un homomorphisme de groupes, alors :

1- f est injective si, et seulement si ker f = f1Gg;

2- f est surjective si, et seulement si Im f = H.

Théorème 1.4.7 (premier théorème d�isomorphisme)

Considérons deux groupes (G; �; 1G) et (H; �; 1H). Soit f : G ! H un morphisme de

groupes. Alors, il existe un isomorphisme naturel de groupes

G= ker f ' Im f .
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1.5 Relation d�équivalence modulo un sous-groupe

Dé�nition 1.5.1

Soit H un sous-groupe d�un groupe G. On dé�nit sur G une relation d�équivalence,

appelée relation d�équivalence à gauche (résp, à droite) associée à H, par :

a<gb() a�1b 2 H (résp, a<db() ab�1 2 H).
La classe à gauche de a pour cette relation est l�ensemble des b 2 G qui sont liés à a par

<g, c�est à dire, l�ensemble fb 2 G=b<gag = fb 2 G=b�1a 2 Hg = Ha (de même, la classe à

droite de a est aH).

Dé�nition 1.5.2

L�ensemble des classes à gauche (G=H)g est le quotient deG par cette relation d�équivalence

(et de même pour (G=H)d).

Lemme 1.5.3

Soit H < G un sous-groupe de G. Il existe une bijection de l�ensemble des classes à

droite sur l�ensemble des classes à gauche. D�où j(G=H)dj = j(G=H)gj.
Preuve

Il faut d�abord dé�nir une application de (G=H)d dans (G=H)g. Soit donc xH une classe

à droite, associons-lui la classe à gauche Hx�1. Cette correspondre est une application.

En e¤et, si on prend deux représentations de la classe xH (c�est à dire deux éléments de

xH), x et x
0
, alors xH = x

0
H: La correspondance dé�nie ci-dessus fait correspondre à

xH aussi bien Hx�1 que Hx
0�1. Pour qu�elle soit une application, il faut que ces deux

classes à gauche coïncident, autrement dit que x<gx
0
. Or x<dx

0
, d�où x�1x

0 2 H ou encore

x�1x
0 2 H =) x

0�1 2 Hx�1, donc Hx�1 = Hx
0�1 cette application est clairement est

bijective, d�où le résultat.

Dé�nition 1.5.4

Le cardinal de l�ensemble des classes à gauche (= le cardinal de l�ensemble des classes

à droite) est appelé indice de H dans G et noté [G : H], on a donc [G : H] = j(G=H)gj =
j(G : H)dj.
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1.6 Théorème de Lagrange

Théorème 1.6.1 (Lagrange)

L�ordre d�un sous-groupe H d�un groupe �ni G divise L�ordre de G. L�indice [G : H]

divise aussi jGj et [G : H] = jGj=jHj.
Preuve

G est clairement la réunion disjointes des Hx (en e¤et : tout élément x de G appartient

au moins à Hx et Hx \Hy = ; ou Hx = Hy). D�où jGj =
P
jHxj. De plus, jHxj = jHj,

pour tout x, car l�application H �! Hx; h �! hx, est bijective, d�où jHxj = jHyj, pour
tous x; y 2 G, et la somme ci-dessus est égale au nombre de classes fois jHj, ce qui est
précisément la formule cherchée. Conséquence : si n ne divise pas jGj, alors il n�existe pas
de sous-groupe de G d�ordre n, si n divise jGj, il n�existe pas nécessairement de sous-groupe
d�ordre n.

Corollaire 1.6.2

Soient H;H
0
deux sous-groupes d�un groupe �ni G;H � H

0
, alors [G : H] =

�
G : H

0� �
H

0
: H
�
.

La preuve est immédiate :

[G : H] = jGj=jHj = [G : H] jH 0j
jHj =

�
G : H

0� jH 0j
jHj =

�
G : H

0� �
H

0
: H
�
.

1.7 Groupe quotient

Dé�nition 1.7.1

Soit G un groupe et H un sous-groupe normale de G, on écrit alors H C G, notons dans

ce cas que l�ensemble quotient gauche (G=H)g coïncide avec l�ensemble quotient à droite

(G=H)d:

(G=H)g = fgH=g 2 Gg

(G=H)d = fHg=g 2 Gg

Si H C G alors l�ensemble quotient (G=H; �) a une structure de groupe dit groupe
quotient :

1- L�opération sur les classes est dé�nie par : pour g1H; g2H 2 (G=H);9g3 2 G :

g1H � g2H = g1g2H = g3H 2 (G=H);

14



2- la loi " � " est associative : g1H � (g2H � g1H) = (g1H � g2H) � g1H;

3- la classe H désigne l�élément neutre 8gH 2 (G=H) : gH �H = H � gH = gH;

4- on a gH � g�1H = g � g�1H = eH = H, ce qui montre g�1H est symétrique de gH.

1.8 Groupe cyclique

Dé�nition 1.8.1

Soit (G; �) un groupe s�il existe g 2 G tel que G = hgi dans ce cas, on dit que le groupe
G est monogène .

Dé�nition 1.8.2

Soit (G; �) un groupe s�il existe g 2 G tel queG = hgi, jGj = n etG = fg; g2; g3; :::gn = 1Gg ;
avec 8i; j 2 1; n; i 6= j; gi 6= gj; dans ce cas G est dit groupe cyclique.

Exemple 1.8.3

(Z=3Z;+) est un groupe cyclique où Z=3Z = f0; 1; 2g;

la table de Cayley de (Z=3Z;+) est :

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

1.9 Groupe opérant sur un ensemble

Dé�nition 1.9.1

On dit qu�un groupe G opère (à gauche) sur un ensemble E, si on a une application

f : G� E �! E,

on écrit habituellement g � x pour f(g; x), telle que pour tout x 2 E, et tout g1; g2 2 G on

ait

1- 1G � x = x, où 1G désigne le neutre de G;

2- (g1g2) � x = g1 � (g2 � x).
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On dit aussi que f est une action de G sur E, ou encore que G agit sur E par f: Bien

étendu, il peut avoir plusieurs actions di¤érents d�un groupe sur le même ensemble.

Exemples 1.9.2

1- Le groupe linéaire Gln(R) opère sur Rn de la manière suivante : pour A 2 Gln(R); v 2
Rn; (A; v) 7�! Av 2 Rn. On véri�e immédiatement que cela dé�nit bien une opération
sur Rn.

2- On peut aussi faire opérer les matrices inversibles Gln(C) sur l�ensemble Mn(C) des

matrices n� n de la manière suivante : (A;M) 7�! AMA�1. Dans ce cas, rappelons

que deux matrices M;M
0
sont semblables si, et seulement si elles appartiennent a la

même orbite sous l�action de Gln(C). Chaque orbite possède alors un représentant

"canonique" : sa forme de Jordan. Il y a donc un nombre �ni d�orbites.

Notation 1.9.3

Si G un groupe qui opère sur l�ensemble E on dit que E est un G-ensemble.

Dé�nition 1.9.4

Pour G agissant sur E, et x dans E, l�orbite de x, noté Orb(x), est l�ensemble de tous

les points de E de la forme g � x, pour g parcourant G. En formule,

Orb(x) = fy 2 E : il existe g 2 G tel que y = g � xg .

Exemple 1.9.10

Soit G le groupe de toutes les rotations du plan de centre P , et E est le cercle de centre

P , Orb(M) = le cercle de centre P et de rayon PM .

Dé�nition 1.9.11

E étant un G-ensemble, le sous-groupe Gx de G, associé à tout x 2 E et dé�ni par :

Stab (x)G = fg 2 G; g � x = xg est appelé stabilisateur de x:
Lemme 1.9.12

Si un groupe �ni G opère sur l�ensemble �ni S, et s 2 S, alors :

jOrb(s)j = jGj
jstab(s)j .

16



Chapitre 2

Etudes sur les groupes symétriques

Introduction

Dans ce chapitre on donne les dé�nitions et les propriétés des outils que nous utiliserons

par la suite :

groupe de permutation, composition de permutations, notion de �-orbite (ou orbite suivant

�), cycle dans Sn. Transposition, décomposition d�une permutation en un produit de cycles

ou en un produit de transpositions, inversion d�une permutation. Calcule de la signature,

groupe alterné.

Contenu

2.1. Groupe de permutation.

2.2. Composition de permutations.

2.3. Notion de �-orbite (ou orbite suivant �).

2.4. Cycle dans Sn. Transposition.

2.5. Décomposition d�une permutation en un produit de cycles ou en un

produit de transpositions.
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2.6. Inversion d�une permutation. Calcule de la signature.

2.7. Groupe alterné.
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2.1 Groupe de permutation

Soit n un entier naturel non nul.

Dé�nition 2.1.1

On note Sn l�ensemble des permutations de l�ensemble f1; 2; :::; ng c�est-à-dire l�ensemble
des bijections de f1; 2; :::; ng vers f1; 2; :::; ng.
Proposition 2.1.2

Le couple (Sn; �) est un groupe .
Preuve

L�identité est une permutation de f1; 2; :::; ng donc Sn n�est pas vide. La composée de
deux bijections est une bijection donc on a une loi interne. La composition est clairement

associative, l�identité est l�élément neutre pour la composition. En�n tout élément de Sn

est inversible d�inverse sa fonction réciproque.

Dé�nition 2.1.3

Le groupe Sn est appelé groupe symétrique de degré n.

Notations 2.1.4

1- Si � : f1; 2; :::; ng �! f1; 2; :::; ng est un permutation, on dénote par :0@ 1 2 ::: n

�(1) �(2) ::: �(n)

1A.
2- L�élément neutre IdX est représenté par :0@ 1 2 ::: n

1 2 ::: n

1A.
2- L�élément inverse ��1 de � par :0@ �(1) �(2) ::: �(n)

1 2 ::: n

1A.
Bien qu�il s�agit de la composition, on parle souvent du � produit de � par � �, et l�on
écrit aussi �� au lieu de � � � ; qui signi�er � e¤ectuer d�abord la permutation � , puis la

permutation � �.
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Exemple 2.1.5

Soit la permutation � =

0@ 1 2 3 4 5 6 7

5 2 1 7 6 3 4

1A ; l�inverse de � est :

��1 =

0@ 1 2 3 4 5 6 7

3 2 6 7 1 5 4

1A.
Proposition 2.1.6

Le cardinal de Sn est n!.

Preuve

Une permutation de Sn est entièrement déterminée par les images de f1; 2; :::; ng ; qui
sont des éléments distincts de f1; 2; :::; ng : Pour compter le nombre d�éléments � de Sn,
observons que pour l�image de 1, il ya n choix, pour l�image de 2 il ya n � 1 choix (car
�(2) =2 f�(1)g); pour l�image de 3, il ya n � 2 choix (car �(3) =2 f�(1); �(2)g); et ainsi de
suite, en�n pour l�image de n, il ya 1 choix (car �(n) =2 f�(1); :::; �(n� 1)g). Donc au total,
il ya n! = n:(n� 1):::2:1 permutation de f1; :::; n; g c�est l�ordre du groupe Sn.
Exemples 2.1.7

1- Pour n = 2; jS2j = 2! = 2

S2 =

8<:
0@ 1 2

1 2

1A ,
0@ 1 2

2 1

1A9=;.
2- Pour n = 3; jS3j = 3! = 6

S3 =

8>>>>>><>>>>>>:

0@ 1 2 3

1 2 3

1A ;

0@ 1 2 3

3 1 2

1A ;

0@ 1 2 3

2 3 1

1A ;0@ 1 2 3

1 3 2

1A ;

0@ 1 2 3

2 1 3

1A ;

0@ 1 2 3

3 2 1

1A

9>>>>>>=>>>>>>;
.

2.2 Composition de permutations

La composition ��, de deux permutations � et � de Sn, correspondonds à superposer

deux tels diagrammes de �èches, plaçant celui de � au-dessus de celui de � : Ainsi, le composé

de � =

0@ 1 2 3 4 5

1 2 4 3 5

1A et � =

0@ 1 2 3 4 5

3 1 2 5 4

1A
s�obtient en � suivant � les �èches dans la �gure obtenue par cette superposition
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Figure 1:1 Composition de permutation:

Donc �� =

0@ 1 2 3 4 5

4 1 2 5 3

1A.
Proposition 2.2.1

Si n � 3; Sn est un groupe non commutatif.
Preuve

Soit n � 3. Pour montrer que Sn est non commutatif, soient �; � 2 Sn, pour

� =

0@ a b c x ::: y

b c a x ::: y

1A et � =

0@ a b c x ::: y

b a c x ::: y

1A, on calcul � � � et � � �.
� � � =

0@ a b c x ::: y

a c b x ::: y

1A, et � � � =
0@ a b c x ::: y

c b a x ::: y

1A,
donc � � � 6= � � �.
Alors, si n � 3 le groupe Sn est non commutatif.
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Par exemple n = 3 : � =

0@ 1 2 3

3 1 2

1A et � =

0@ 1 2 3

3 2 1

1A
� � � =

0@ 1 2 3

3 1 2

1A �

0@ 1 2 3

3 2 1

1A =

0@ 1 2 3

2 1 3

1A
� � � =

0@ 1 2 3

3 2 1

1A �
0@ 1 2 3

3 1 2

1A =

0@ 1 2 3

1 3 2

1A
donc � � � 6= � � �.

2.3 Notion de �-orbite (ou orbite suivant �)

Dé�nition 2.3.1 (Ordre d�une permutation)

On appelle ordre d�une permutation � 2 Sn le plus petit entier p 2 N� tel que �p = Id.

On rappelle la convention d�écriture �p = � � ::: � �| {z }
p foi

.

Exemple 2.3.2

Soit S3 =

8>>>>>><>>>>>>:
�1 =

0@ 1 2 3

1 2 3

1A ; �2 =

0@ 1 2 3

3 1 2

1A ; �3 =

0@ 1 2 3

2 3 1

1A ;

�4 =

0@ 1 2 3

1 3 2

1A ; �5 =

0@ 1 2 3

2 1 3

1A ; �6 =

0@ 1 2 3

3 2 1

1A

9>>>>>>=>>>>>>;
Ord(�1) = 1; Ord(�4) = Ord(�5) = Ord(�6) = 2; Ord(�2) = Ord(�3) = 3.

Dé�nition 2.3.3

Soit � 2 Sn; le support de � est l�ensemble :
Supp(�) = fi 2 Nn;�(i) 6= ig où Nn = f1; 2; :::; ng.

Remarque 2.3.4

Dans Sn; � = e si, et seulement si Supp(�) = ;.
Proposition 2.3.5

Dans tout groupe Sn, deux permutations dont les supports sont disjoints commutent.

Preuve

La propriété étant immédiate pour n = 1, supposons n > 1 et considérons �1 6= �2

dans Sn tels que Supp(�1) \ Supp(�2) = ;. Si l�une des deux permutations est l�identité,
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la propriété est véri�ée. Supposons les deux supports non vides, soit i 2 Supp(�1), alors

i =2 Supp(�2) et �1(i) =2 Supp(�2), par suit :

�1 � �2(i) = �1(i) et �2 � �1(i) = �1(i),

de même pour i 2 Supp(�2), on a :

�1 � �2(i) = �2(i) et �2 � �1(i) = �2(i).

D�autre part, s�il existe i 2 Nn tel que i 62 Supp(�1) [ Supp(�2), alors �1 � �2(i) = i et

�2 � �1(i) = i. On en conclut que �1 � �2 = �2 � �1.
Dé�nition 2.3.6

A toute permutation � 2 Sn, on associe la relation binaire R� dé�nie dans Nn par :

iR�k () 9r 2 Z; �r(i) = k.

Il est facile de véri�er que R� est une relation d�équivalence dans Nn et que la classe

d�équivalence modulo R� d�un élément i 2 Nn est :


�(i) = f�r(i); r 2 Zg.

Dé�nition 2.3.7

Pour tout � 2 Sn et tout i 2 Nn, 
�(i) s�appelle la �-orbite de i (ou l�orbite de i suivant
�).

Remarques 2.3.8

1- Supposons n > 1 et � 6= e dans Sn tel que Ord(�) = p, on a alors : h�i = f�r; r 2 Zg =
fe; �; :::; �p�1g; par suit, en notant j
�(i)j le cardinal de la �-orbite de i, on a pour
tout i 2 Nn : 1 � j
�(i)j � p. Si i 62 Supp(�1), alors 
�(i) = fig, donc j
�(i)j = 1.
Une �-orbite de cardinal 1 sera dite ponctuelle, si i 2 Supp(�1), on a nécessairement
2 � j
�(i)j � p.

2- Si fi1; i2; :::; itg est une famille de représentations des �-orbite distinctes de Nn, les
f
�(iq)g1 �q �t forment une partition de Nn, d�où n =

P
1 �q �t

j
�(iq)j.
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Exemple 2.3.9

Soit � =

0@ 1 2 3 4 5 6

5 2 1 6 3 4

1A

�(1) = f1; 5; 3g;
�(2) = f2g;
�(4) = f4; 6g.

2.4 Cycle dans Sn. Transposition

Dé�nition 2.4.1 (cycle)

Une permutation � 2 Sn est un cycle de longueur r (1 � r � n) dans un ensemble or-

donné de r entiers distincts de Nn; fi1; i2; :::; ir; g tel que : �(i1) = i2; �(i2) = i3; :::; �(ir�1) =

ir; �(ir) = i1, et pour tout k 2 Nnnfi1; i2; :::; irg; �(k) = k. Un tel cycle sera noté

� = (i1i2:::ir).

Remarques 2.4.2

1- Un cycle (i1i2:::ir) peut aussi noté (ikik+1:::iri1i2:::ik�1) quel que soit k (1 � k � r).

2- Tout cycle de longueur 1 est l�identité e : en e¤et, si � = (i), on a �(i) = i et pour tout

k 6= i; donc � = e.

Exemples 2.4.3

1- � =

0@ 1 2 3 4 5 6 7

6 3 5 1 4 2 7

1A = (162354) est un cycle de longueur 6.

2- � =

0@ 1 2 3 4 5 6

2 4 1 3 6 5

1A = (1243)(56) cette permutation contenant un cycle de

longueur 2 et un cycle de longueur 4.

Dé�nition 2.4.4

On dira que les cycles � = (i1i2:::ip) et � = (j1j2:::jq) sont disjoints, si les ensembles

fi1; i2; :::; ipg et fj1; j2; :::; jqg sont disjoints.
Dé�nition 2.4.5 (Transposition)

Un cycle de longueure 2 dans Sn (n � 2) est appelé transposition. Si � = (i1i2), on

a �(i1) = i2; �(i2) = i1, et �(k) = k, pour tout k 2 Nnnfi1 ; i2g, qui notée par � i1i2 : Une
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transposition dans Sn est donc une permutation qui, dans Nn, échange deux éléments et

laisse invariants tous les autres (lorsque n � 3).
Exemples 2.4.6

1- S2 = fe; �g où � est la transposition qui échange 1 et 2.

2- � =

0@ 1 2 3 4

1 2 4 3

1A = (34) est une transposition � 34.

Remarque 2.4.7

Pour n � 2 dans Nn; le nombre des transpositions dans Sn est égale au nombre de

couples (i; j) 2 Nn �Nn tel que i 6= j; ce nombre est donc C2n =
n(n�1)
2
.

Dé�nition 2.4.8 (permutation circulaire)

Dans Sn (n � 2), le cycle de longueur n : � = (1; 2; :::; n) =

0@ 1 2 3 ::: n

2 3 4 ::: 1

1A, est
appelé permutation circulaire des entiers 1; 2; :::; n.

Remarques 2.4.9

1- Dans Sn (n � 3) un cycle de longueur n n�est pas nécessairement la permutation circu-
laires.

Par exemple, dans S4 : 
 =

0@ 1 2 3 4

3 1 4 2

1A est le cycle (1; 3; 4; 2) di¤érent de

(1; 2; 3; 4).

2- Dans Sn, un cycle de longueur r (1 � r � n) sera appelé un r-cycle.

Proposition 2.4.10

Dans tout groupe Sn, un r-cycle est un élément d�ordre r.

Preuve

Soit 
 = (j1; j2; :::; jr) un r-cycle dans Sn.

- Si r = 1, alors 
 = e, donc O(
) = 1.

- Supposons 1 < r � n pour tout k (1 � k � r), on a : 
(jk) = jk+1; 

2(jk) =

jk+2; :::; 

r�k(jk) = jr; :::; 


r(jk) = jk. D�autre part, si r < n et i =2 supp(
), alors
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(i) = i. Les r élément j1; j2; :::; jr étant distincts, r est le plus petit entier positif tel

que 
r = e, d�où Ord(
) = r.

Corollaire 2.4.11

Si � est une transposition dans Sn, alors � 2 = e donc ��1 = � .

2.5 Décomposition d�une permutation en un produit

de cycles ou en un produit de transpositions

Théorème 2.5.1

Toute permutation � 6= e dans Sn s�écrit sous la forme :

� = 
1 � 
2 � ::: � 
s:::::(�),

où s 2 N�; 
1; 
2; :::; 
s sont des cycles disjoints, tous di¤érents de e et la décomposition (�)
est unique à l�ordre des facteurs près.

Preuve

Soit � 6= e dans Sn; le support de � étant non vide, il existe au moins une �-orbite

non ponctuelle 
�(i): Si 
�(i) = fi; �(i); :::; �p�1(i)g avec 2 � p � n; posons i = j1; �(i) =

j2; :::; �
p�1(i) = jp et notons 
 le cycle (j1j2:::jp). La restriction de � à fj1; j2; :::; jpg est

égal à restriction de 
 à son support. Ainsi, à toute �-orbite non ponctuelle 
, on peut

associer un cycle 
 dont le support est 
. Soit f
qg1�q�s la famille des �-orbites non
ponctuelle distinctes dans Nn. A toute �-orbite 
q associons, comme plus haut, le cycle 
q,

dont le support est 
q. Les �-orbites 
q (1 � q � s) sont deux à deux disjoints, donc ils

commutent entre eux. Posons �
0
= 
1 �
2 � :::�
s et comparons �

0
et �. Soit j =

S
1�q�s


q; il

existe 1; (1 � l � s) tel que j 2 
l. Puisque �j
 = 
l j
 , on a �(j) = 
l(j). D�autre part, on

peut écrire �
0
= 
l �

Q
1�q�s
q 6=l


q; pour q 6= l; 
q(j) = j, d�où �
0
(j) = 
l(j). De plus, s�il existe

k 2 Nnn
S

1�q�s


q, on a �(k) = k et aussi �
0
(k) = k. On en conclut que � = �

0
.

Supposons que � = 

0
1 � 


0
2 � ::: � 


0
r soit une autre décomposition de � en un produit de

cycles disjoints, tous di¤érents de e. Pour tout p (1 � p � r), notons 

0
p la 


0
p-orbite non
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ponctuelle; les cycles 

0
p étant disjoints, les �-orbites non ponctuelles sont alors les 


0
p, pour

1 � p � r. La décomposition de Nn en �-orbites étant unique, on en déduit que r = s et

qu�il existe une permutation � dans le groupe symétrique Ss telle que 

0
p = 
�(p) et par suit



0
p = 
�(p); d�où l�unicité de la décompositon (�) à l�ordre des facteurs près.
Exemple 2.5.2

Soit la permutation � =

0@ 1 2 3 4 5 6

5 2 1 6 3 4

1A 2 S6 . La décomposition de N6 en

�-orbites implique � = 
1 � 
2 où 
1 = (153) et 
2 = (46).
Théorème 2.5.3

Pour tout n � 2 dans Nn, toute permutation � 2 Sn se décompose, de manière non

unique, en un produit de transposition.

Preuve

Si n � 2 implique qu�il existe au moins une transposition � dans Sn: e = � 2, donc

e est produit de transpositions. Sachant que toute permutation � 6= e dans Sn est un

produit de cycles, il su¢ t de prouver que tout cycle est un produit de transposition, soit


 = (j1j2:::jr) dans Sn, tel que 1 < r � n. Notons (jpjq) la transposition qui échange jp et

jq tels que 1 � p < q � n; en écrivant (jpjq) (jljm) à la place de (jpjq)� (jljm), posons :


0
= (j1j2)(j2j3):::(jr�1jr). Pour tout k (1 � k � r� 1), on a 
0(jk) = jk+1 = 
(jk); de plus



0
(jr) = j1 = 
(jr). S�il existe k 2 Nnnsupp(
), alors 


0
(k) = k = 
(k). On en déduit que



0
= 
, d�où (j1j2:::jr) = (j1j2)(j2j3):::(jr�1jr):::::::::::::" �

0
"

De la décomposition canonique d�une permutation � en un produit de cycles, on peut donc

déduire une permutation � en un produit de transposition, mais cette dernière n�est pas

unique si n � 3, car, étant donné une transposition quelconque (jk) dans Sn, on véri�e

facilement que (jk) = (1j)(1k)(1j):::::::::" �00 "
D�autre part, si j; k; l sont trois entiers distincts dans Nn, on a : (j; k)(k; l) 6= (k; l)(j; k),
on en déduit que dans une décomposition d�une permutation � 2 Sn (n � 3) en un produit
de transposition, deux transpositions distincts non disjointes ne sont pas permutables.

Exemples 2.5.4

1- Soit 
 =

0@ 1 2 3 4 5 6

1 4 3 6 2 5

1A; 
 est le cycle (2465) dans S6;
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en appliquant la formule " �0 ", on obtient : 
 = (24)(46)(65).

2- Soit � =

0@ 1 2 3 4 5 6

5 2 1 6 3 4

1A; � est le cycle (153)(46) dans S6;
en appliquant la formule " �0 ", on obtient : � = (15)(53)(46). D�après la relation

" �" ", on peut écrire, (53) = (15)(13)(15), on en déduit que � = (13)(15)(46).

2.6 Inversion d�une permutation. Calcule de la signa-

ture

Dé�nition 2.6.1 (Inversion d�une permutation)

Soit � 2 Sn. On appelle nombre d�inversion de � le nombre de pair fi; jg 2 f1; :::; ng
telle que la restrictions de � à fi; jg soit décroissante (i:e: si i > j alors �(i) < �(j)). On

note I(�) cet entier.

Exemple 2.6.2

Dans S5 on considère � =

0@ 1 2 3 4 5

5 3 2 1 4

1A;
Les paires fi; jg où il ya a inversion sont f1; 2g; f1; 3g; f1; 4g; f1; 5g; f2; 3g; f2; 4g et f3; 4g.
Ainsi on a I(�) = 7.

Dé�nition 2.6.3 (Signature d�une permutation)

On appelle signature de � l�entier valant +1 ou �1 dé�ni par :

�(�) = (�1)I(�) =
Q

1�i<j�n

�(i)� �(j)

i� j
.

Corollaires 2.6.4

- Si � = e, alors �(e) = 1.

- Si � est une transposition dans Sn, alors �(�) = �1.

- Si 
 est une r-cycle dans Sn, alors �(
) = (�1)r�1.
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Dé�nition 2.6.5

Soit � 2 Sn. On appelle signature de � l�entier (égal à �1) �(�) = (�1)I(�). On dira que
� est pair (resp. impaire) si �(�) = 1 (resp. si �(�) = �1).
Proposition 2.6.6

Quelle que soient deux permutations �; 
 2 Sn, on a �(�
) = �(�)�(
). En d�autres

termes, l�application

� : Sn �! f+1;�1g
� 7�! �(�)

� est un morphisme de groupes.

Preuve

� 8� 2 Sn; �(�) = f+1; �1g;
� Soient � et 
 deux éléments de Sn,
� se décompose en produit de transposition � =

pQ
k=1

� k; �(�) = (�1)p.


 se décompose en produit de transposition 
 =
qQ
k=1

�
0
k; �(
) = (�1)q.

Alors : �
 =
�

pQ
k=1

� k

��
qQ
k=1

�
0
k

�
.

Donc �(�
) = (�1)p+q = (�1)p(�1)q = �(�)�(
).

2.7 Groupe alterné

Dé�nition 2.7.1

Pour tout entier n � 2, le noyau de � est appelé n-ième groupe alterné. On le note An.
Le sous-groupe An de Sn est donc l�ensemble des permutations de Sn qui sont de signature

1 (c�est-à-dire qui se décomposent en un nombre paire de transposition).

Proposition 2.7.2

Pour tout entier n � 2, le groupe An est �ni d�ordre n!
2
.

Preuve

Soient X = f� 2 Sn; �(�) = �1g, et An = f� 2 Sn; �(�) = 1g. Le sous-ensemble X est

non vide. Si l�on �xe � 2 X. On dé�ni l�application :
' : An �! X

� 7�! ��.
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L�application ' est bien dé�ni car :

8�1; �2 2 Sn : �1 = �2 =) ��1 = ��2

=) '(�1) = '(�2).

Et on a '(��) = '(�) � '(�)
= �1� 1 = �1.

On montre que l�application ' est bijective

1- L�injectivité : �(�1) = �(�2) =) ��1 = ��2

=) ��1��1 = ��1��2

=) �1 = �2.

2- La surjectivité : 8
 2 X;9� 2 An : 
 = '(�)


 = '(�)() 
 = ��

=) � = ��1


alors �(��1
) = 1. Donc ' est bijective.

On a Sn = X [ An et X \ An = ; =) jSnj = jXj+ jAnj,
et comme jXj = jAnj =) jSnj = 2jAnj

=) jAnj = jSnj
2
= n!

2
.

Exemples 2.7.3

1- Pour n = 2, on a A2 = feg.

2- Pour n = 3, on a A3 = fe; �; �2g avec � =

0@ 1 2 3

2 3 1

1A.
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Chapitre 3

Produit en couronne de groupes

Introduction

Dans ce chapitre, on présente des notions sur le produit direct, produit semi direct et

produit en couronne, et dans la �n de ce chapitre, en applicant le produit en couronne sur

le groupe de permutation.

Contenu

3.1. Produit direct de groupes;

3.2. Produit semi-direct de groupes;

3.3. Produit en couronne de groupes;

3.4. Produit en couronne de groupes de permutation.
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3.1 Produit direct des groupes

Soient (G1; :) et (G2; �) deux groupes.
Proposition 3.1.1

L�ensemble G1�G2 muni de la loi interne (g1; g2)(g
0
1; g

0
2) = (g1:g

0
1; g2 �g

0
2) est un groupe.

Preuve

Soient g1; g
0
1; g

00
1 appartenant à G1 et g2; g

0
2; g

00
2 appartenant à G2. Comme G1 et G2 sont

des groupes, on a :

((g1; g2)(g
0
1; g

0
2))(g

00
1 ; g

00
2 ) = (g1g

0
1; g2g

0
2)(g

00
1 ; g

00
2 )

= ((g1g
0
1)g

00
1 ; (g2g

0
2)g

00
2 )

= (g1(g
0
1g

00
1 ); g2(g

0
2g

00
2 ))

= (g1; g2)(g
0
1g

00
1 ; g

0
2g

00
2 )

= (g1; g2)((g
0
1; g

0
2)(g

00
1 ; g

00
2 )).

D�où la loi sur G1 �G2 est associative.

Cette loi admet l�élément (1G1 ; 1G2) comme élément neutre et tout élément (g1; g2) deG1�G2
est inversible d�inverse (g�11 ; g�12 ). Donc G1 �G2 est un groupe.

Exemples 3.1.2

1- Soient (Z;+) et (Q�;�) deux groupes.

L�ensemble Z�Q�muni de la loi interne (x; y)(x0 ; y0) = (x+ x0 ; y� y0) a un structure
de groupe.

i) Cette loi admet l�élément (0; 1) comme élément neutre :

8(x; y) 2 Z�Q�(x; y)(0; 1) = (x+ 0; y � 1)

= (x; y);

ii) tout élément (x; y) de Z�Q� admet un symétrique (�x; y�1) :

(x; y)(�x; y�1) = (0; 1).

2- Soient S3 = fe; � 1; � 2; � 3; �1; �2g et Z2 = f0; 1g deux groupes.

L�ensemble S3 �Z2 muni de la loi interne (� ; x) � (�; y) = (� � �; x+ y) a un structure
de groupe.
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Dé�nition 3.1.3

Le groupe G1 �G2 est appelé produit direct de groupes G1 et G2.

Propriété 3.1.4

Le groupe G1 �G2 est abélien si, et seulement si G1 et G2 sont abéliens.

Preuve

Le groupe G1 � G2 est abélien si, et seulement si pour tous les g1 et g
0
1 appartenant à

G1 et g2 et g
0
2 appartenant à G2 (g1; g2)(g

0
1; g

0
2) = (g

0
1; g

0
2)(g1; g2) c�est-à-dire :

(g1g
0
1; g2g

0
2) = (g

0
1g1; g

0
2g2).

D�où G1 �G2 est abélien si, et seulement si g1g
0
1 = g

0
1g1 pour tous les g1 et g

0
1 appartenant

à G1 et g2g
0
2 = g

0
2g2 pour tous les g2 et g

0
2 appartenant à G2, c�est-à-dire si, et seulement si

G1 et G2 sont abéliens.

3.2 Produit semi-direct de groupes

Soient G et H deux groupes.

Soit � un homomorphisme de G dans Aut(H). Pour tout g appartenant à G, on note �g à

la place �(g). Puisque �g(h
0
) appartenant à H pour tout élément h

0
de H, on peut dé�nir

une loi interne sur G�H en posant : (g; h)(g
0
; h

0
) = (gg

0
; h�g(h

0
)).

Proposition 3.2.1

L�ensemble G�H muni de la loi interne (g; h) � (g0 ; h0) = (gg0 ; h�g(h
0
)) est un groupe.

Preuve

i) Montrons que la loi " � " est associative : soient h; h0 et h00appartenant à H et g; g
0
et g

00

appartenant à G.

((g; h) � (g0 ; h0)) � (g00 ; h00) = ((gg0 ; h�g(h
0
))(g

00
; h

00
)

= (gg
0
g
00
; h�g(h

0
)�gg0 (h

00
))

= (gg
0
g
00
; h�g(h

0
)�g(�g0 (h

00
)) car � est un homomorphisme.
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D�autre part

(g; h) � ((g0 ; h0) � (g00 ; h00)) = (g; h) � (g0g00 ; h0�g0 (h
00
))

= (gg
0
g
00
; h�g(h

0
�g0 (h

00
))

= (gg
0
g
00
; h�g(h

0
)�g(�g0 (h

00
)) car � est un homomorphisme.

D�où ((g; h) � (g0 ; h0)) � (g00 ; h00) = (g; h) � ((g0 ; h0) � (g00 ; h00)) et la loi est associative.

ii) Pour tout élément h de H et pour tout élément g de G on a :

(g; h) � (1; 1) = (g1; h�g(1)) = (g; h) et (1; 1) � (g; h) = (1g; �1(h)) = (g; Id(h)) = (g; h)
car � est un homomorphisme donc la loi " � " admet l�élément (1; 1) comme élément
neutre.

iii) Soient h appartenant à H et g appartenant à G montrons que (g; h) admet un inverse.

Comme �g est bijective, il existe un élément h
0
de H tel que �g(h

0
) = h�1.

D�où (g; h) � (g�1 ; h0) = (gg�1 ; h�g(h
0
)) = (gg

�1
; h

0
h�1) = (1; 1).

Comme � est un homomorphisme de G dans Aut(H) on a :

�g�1 = (�g)
�1. D�où �g�1(h�1) = h

0
.

�g�1 est un homomorphisme donc �g�1 (h) = �g�1 ((h
�1))�1 = (�g�1 (h

�1))�1 = h
0�1
on

en déduit que

(g
�1
; h

0
) � (g; h) = (g�1g; h0�g�1 (h)) = (g

�1
g; h

0
�g�1 (h)) = (g

�1
g; h

0
h
0�1
) = (1; 1). D�où

(g; h) admet (g
�1
; �g�1(h

�1)) comme inverse.

On en déduit que G�H est un groupe pour la loi (g; h) � (g0 ; h0) = (gg0 ; h�g(h
0
)).

Dé�nition 3.2.2

Le groupe G�H muni de la loi (g; h) � (g0 ; h0) = (gg0 ; h�g(h
0
)) est appelé produit semi-

direct de G par H relativement à � et noté par Go� H.
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3.3 Produit en couronne de groupes

Dé�nition 3.3.1

Soient H et K deux groupes. On dit que H agit sur K comme un groupe si chaque k

de K à correspond un unique élément kh de K tel que pour h1; h2; h de H et k1; k2; k de K

(kh1)h2 = kh1h2 ; k1H = k et (k1k2)
h = kh1k

h
2

Théorème 3.3.2

Soient H et G deux groupes. Soit HG = ff : G �! Hg l�ensemble de tous les fonctions
dé�nies sur G avec des valeurs dans H.

1- (HG; �) est un groupe où la loi " � "est dé�nie par : 8';  2 HG;8x 2 G : (' �  )(x) =
'(x) �H  (x).

2- Le groupe G agit sur HG tel que :

G�HG �! HG

(a; ') 7�! a � '

a � ' noté 'aoù 'a(x) = '(xa�1).

3- L�ensemble de tous les paires (a; '), avec la multiplication donnée par (a; ')(b;  ) =

(ab; 'b ), où a; b 2 G, et (';  ) 2 HG est un groupe noté par GWrH
G, s�appelle le

produit en couronne de G et H.

Preuve

1- (HG; �) est un groupe où la loi " � "est dé�nie par 8';  2 HG;8x 2 G : (' �  )(x) =
'(x) �  (x) :

i) HG est non vide, il est contient par exemple l�élément dé�ni par : pour tout x dans

G; x 7�! 1H , la loi " � " est interne puisque si ';  2 HG, alors '(x);  (x) 2 H;

par conséquent '(x) �  (x) 2 H, donc (' �  )(x) 2 H, �nalement ' �  2 HG.

ii) La loi est associative sur H, alors elle est aussi associative dans HG.
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iii) L�élément e de G �! H donné par e(x) = 1H ; pour tout x 2 G; où 1H est

l�élément neutre de H, est l�élément neutre de (HG; �). En e¤et :

8' 2 HG : ' � e = e � ' = '; (' � e)(x) = '(x) � e(x) = '(x) � 1H = '(x).

iv) Chaque élément ' 2 HG admet un élément symétrique noté '�1est dé�ni par :

8x 2 G;'�1(x) = ('(x))�1. On a : ' � '�1 = e, de même '�1 � ' = e.

Et (' � '�1)(x) = '(x) � '�1(x) = '(x) � ('(x))�1 = 1H .

Alors (HG; �) est un groupe.

2- Le groupe G agit sur HG tel que (a; ')(x) = 'a(x) = '(xa�1), avec a; x 2 G;' 2 HG :

i) ('a)b(x) = 'a(xb�1)

= '((xb�1)a�1)

= '(x(ab)�1)

= 'ab(x).

ii) '1G(x) = '(x1�1G ) = '(x).

iii) (' )a(x) = ' (xa�1)

= '(xa�1) (xa�1)

= 'a(x) a(x).

3- Maintenant nous montrons que G�HG est un groupe avec la multiplication.

i) La loi est interne sur G�HG par dé�nition.

ii) L�associativité : soient ';  ; � 2 HG et a; b; c 2 G :

((a; ')(b;  ))(c; �) = (ab; 'b )(c; �)

= ((ab)c; ('b )c�).

D�autre part

(a; ')((b;  )(c; �)) = (a; ')(bc;  c�)

= (a(bc); 'bc c�)

= ((ab)d; 'bc c�).
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iii) Soit ' 2 HG; '1G = '; g 2 G, l�application ' �! 'g est un automorphisme de

HG. Alors si e l�élément neutre de HG; eg = e. On a :

(a; ')(1G; e) = (a1G; '
1Ge)

= (a; 'e)

= (a; ').

Aussi

(1G; e)(a; ') = (1Ga; e
a')

= (a; e')

= (a; e).

Alors l�élément neutre est existé.

iv) On a (a; ')(a�1; ('�1)(a)�1) = (a�1; ('�1)(a)�1)(a; ') = (1G; e). Alors l�inverse de

(a; ') est (a�1; ('�1)(a)
�1
).

Proposition 3.3.3

1- Si G et HG sont des groupes �ni, alors le produit W en couronne est un groupe �ni

d�ordre jW j = jGj � jHjjGj.

2- Les groupes HG et G sont des sous-groupes de W .

3- GWrH
G = G�HG.

Preuve

1- Il est claire.

2- On a l�applications � : HG �! G�HG donnée par f 7�! (1G; f); et 	 : G �! G�HG

donnée par a 7�! (a; e). � et 	 sont des homomorphismes car :

�(f1f2) = (1G; f1f2) = (1G1G; f
(1G)
1 f2)

= (1G; f1)Wr(1G; f2)

= �(f1)Wr�(f2).

Et
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	(ab) = (ab; e) = (ab; ebe)

= (a; e)Wr(b; e)

= 	(a)Wr	(b).

� L�injectivité de � : HG �! G�HG

f 7�! (1G; f)

ker� = ff 2 HG : �(f) = (1G; e)g; où e : G �! H; x 7�! e(x) = 1H

= ff 2 HG : �(f) = (1G; f) = (1G; e)g, donc f = e,

ker� = feg. Alors � est injective.

D�après le premier théorème d�isomorphisme on a : HG= ker� ' Im� � G�HG;

et comme ker� = feg, alors HG=feg ' Im� � G � HG, alors HG ' Im� �
G�HG. Donc HG est un sous-groupe de G�HG.

� L�injectivité de 	 : G �! G�HG

a 7�! (a; e)

ker	 = fa 2 G : 	(a) = (1G; e)g, où 1G est l�élément neutre de G.

= fa 2 G : 	(a) = (a; e) = (1G; e)g, donc a = 1G,

ker	 = f1Gg. Alors 	 est injective.

D�après le premier théorème d�isomorphisme on a : G= ker	 ' Im	 � G�HG,

et comme ker	 = f1Gg, alors G=f1Gg ' Im	 � G � HG, alors G ' Im	 �
G�HG. Donc G est un sous-groupe de G�HG.

3- On a GWrH
G = G�HG, car (a; e)Wr(1G; f) = (a1G; e

1Gf) = (a; f), pour tous (a; f) 2
G�HG.
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3.4 Produit en couronne des groupes de permutation

Théorème 3.4.1

Soit S(T ) et S(�) sont des groupes de permutation sur T et � respectivement. Soit

S(T )� l�ensemble de tous les applications de � vers le groupe de permutation S(T ), i.e.

S(T )� = ff : � �! S(T )g. Pour tout f1; f2 2 S(T )�; (S(T )�; �) est un groupe où f1 � f2
est dé�nie par : pour tout � dans �, (f1 � f2)(�) = f1(�) � f2(�).
Preuve

i) S(T )� est non vide, il est contient par exemple l�élément dé�ni par : pour tout � dans

�; � 7�! idT . La loi " � " est interne puisque, si f1; f2 2 S(T )�, alors f1(�); f2(�) 2
S(T ). Par conséquent f1(�) �f2(�) 2 S(T ) donc (f1 �f2)(�) 2 S(T ), �nalement f1 �f2 2
S(T )�.

ii) La loi est associative sur S(T ), alors elle est aussi associative dans S(T )�.

iii) L�élément e de � �! S(T ) donné par e(�) = idT , pour tout � 2 �, où idT est l�élément
neutre de S(T ), est l�élément neutre de (S(T )�; �). En e¤et 8f 2 S(T )� : f � e =
e � f = f , et (f � e)(�) = f(�) � e(�) = f(�) � idT = f(�).

iv) Chaque élément f 2 S(T )� admet un élément symétrique noté f�1est dé�ni par :

8� 2 �; f�1(�) = (f(�))�1. On a : f � f�1 = e, de même f�1 � f = e.

Et (f � f�1)(�) = f(�) � f�1(�) = f(�) � (f(�))�1 = idT .

Alors (S(T )�; �) est un groupe.

Proposition 3.4.2

Le groupe S(�) agit sur S(T )� comme suit : S(�) � S(T )� �! S(T )�; (s; f) 7�!
s � f = f s; où f s(�) = (f � s�1)(�) = (fs�1)(�); pour tout � 2 �.
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Preuve

Soit f; f1; f2 2 S(T )� et s; s1; s2 2 S(�).

i) ((s1s2) � f)(�) = f (s1s2)(�)

= (f(s1s2)
�1)(�)

= (f(s�12 s�11 ))(�)

= (fs�12 )(s
�1
1 (�))

= (s2 � f)(s�11 (�))

= (s1 � (s2 � f))(�).

ii) f id�(�) = (fid�1� )(�)

= (fid�)(�)

= (f)(�).

iii) (f1f2)s(�) = (f1f2 � s�1)(�)

= f1f2(s
�1(�))

= f1(s
�1(�))f2(s

�1(�))

= f s1 (�)f
s
2 (�).

Proposition 3.4.3

L�ensemble de tous les paires (f; s) avec la multiplication donnée par (f1; s1)(f2; s2) =�
f1f

s�11
2 ; s1s2

�
, où s1; s2 2 S(�); f1; f2 2 S(T )�, est un groupe noté par S(T )�WrS(�),

s�appelle le produit en couronne de S(T )� par S(�).

Preuve

i) La loi est interne sur S(T )� � S(�) par dé�nition.

ii) L�associativité : soient f1; f2; f3 2 S(T )� et s1; s2; s3 2 S(�).

((f1; s1)(f2; s2))(f3; s3) =
�
f1f

s�11
2 ; s1s2

�
(f3; s3)

=
�
f1f

s�11
2 f

(s1s2)�1

3 ; s1s2s3

�
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=
�
f1f

s�11
2 f

s�12 s�11
3 ; s1s2s3

�
.

D�autre part :

(f1; s1)((f2; s2)(f3; s3)) = (f1; s1)
�
f2f

s�12
3 ; s2s3

�
=
�
f1(f2f

s�12
3 )s

�1
1 ; s1s2s3

�
=
�
f1f

s�11
2 f

s�12 s�11
3 ; s1s2s3

�
.

iii) Pour tout f 2 S(T )�, on a f id� = f . Soit s 2 S(�), l�application f 7! f s est

automorphisme de S(T )�. Si e est l�élément neutre de S(T )�; tel que es = e.

Alors : (f�1)s = (f s)�1; (f; s)(e; id�) =
�
fes

�1
; s � id�

�
= (f; s).

D�autre part : (e; id�)(f; s) =
�
ef (id�)

�1
; id� � s

�
= (f; s).

Alors (e; id�) est l�élément neutre de S(T )� � S(�).

iv) On a (f; s) ((f�1)s; s�1) = ((f�1)s; s�1) (f; s) = (e; id�). Alors l�inverse de (f; s) est

((f�1)s; s�1).

Proposition 3.4.4

1- Si S(�) et S(T )� sont des groupes �ni, alors le produit W en couronne est un groupe

d�ordre jW j = jS(T )jj�j � jS(�)j.

2- Les groupes S(T )� et S(�) sont des sous-groupes de W .

3- S(T )�WrS(�) = S(T )� � S(�).

4- L�action de W sur T �� est donné par (f; s)(
; �) = (f(�)(
); s(�)), pour tous (f; s) 2
S(T )� � S(�) et (
; �) 2 T ��.

Preuve

1- Il est claire;

2- On a l�applications � : S(T )� �! S(T )� � S(�); f 7! (f; id�); et 	 : S(�) �!
S(T )� � S(�); s 7! (e; s). sont des homomorphismes car :
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�(f1f2) = (f1f2; id�) =
�
f1f

(id�)
�1

2 ; id� � id�
�

= (f1; id�)Wr(f2; id�)

= �(f1)Wr�(f2).

Et

	(s1 � s2) = (e; s1 � s2) =
�
ee(s1)

�1
; s1 � s2

�
= (e; s1)Wr(e; s2)

= 	(s1)Wr	(s2).

� L�injectivité de � : S(T )� �! S(T )� � S(�)

f 7�! (f; id�)

ker� = ff 2 S(T )� : �(f) = (e; id�)g; où e : � �! S(T ); � 7�! e(�) = idT

= ff 2 S(T )� : �(f) = (f; id�) = (e; id�)g, donc f = e,

ker� = feg. Alors � est injective.

D�après le premier théorème d�isomorphisme on a : S(T )�= ker� ' Im� �
S(T )��S(�), et comme ker� = feg, alors S(T )�=feg ' Im� � S(T )��S(�),
alors S(T )� ' Im� � S(T )� � S(�). Donc S(T )� est un sous-groupe de

S(T )� � S(�).

� L�injectivité de 	 : S(�) �! S(T )� � S(�)

s 7�! (e; s)

ker	 = fs 2 S(�) : 	(s) = (e; id�)g, où id� est l�élément neutre de S(�)

= fs 2 S(�) : 	(s) = (e; s) = (e; id�)g, donc s = id�,

ker	 = fid�g. Alors 	 est injective.

D�après le premier théorème d�isomorphisme on a : S(�)= ker	 ' Im	 �
S(T )� � S(�), et comme ker	 = fid�g, alors S(�)=fid�g ' Im	 � S(T )� �
S(�), alors S(�) ' Im	 � S(T )� � S(�). Donc S(�) est un sous-groupe de

S(T )� � S(�).

3- On a S(T )�WrS(�) = S(T )� � S(�), car : (f; id�)Wr(e; s) =
�
fe(id�)

�1
; id� � s

�
=

(f; s), pour tous (f; s) 2 S(T )� � S(�).
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4- Soient (f1; s1)(f2; s2) 2 S(T )� � S(�) et (
; �) 2 T ��.

i) (e; id�)(
; �) = (e(�)(
); id�(�)) = (idT (
); �) = (
; �)

ii) ((f1; s1)(f2; s2))(
; �) =
�
f1f

s�11
2 ; s1s2

�
(
; �)

=
�
f1f

s�11
2 (�)(
); s1s2(�)

�
=
��
f1(�)f

s�11
2 (�)

�
(
); s1s2(�)

�
= (f1(�)(f2 � s1) (�))(
); s1s2(�)).

D�autre part

(f1; s1)((f2; s2)(
; �)) = (f1; s1)(f2(�)(
); s2(�))

= (f1(s2(�))(f2(�)(
)); s1s2(�)).

Proposition 3.4.5

Sous l�action de W sur T ��; le stabilisateur de tout point (
; �) dans T �� dénoté

par W(
;�) est donné par : W(
;�) = S(T )�(�)
 � S(�)�. Où S(T )�(�)
 est l�ensemble de

tout le f(�) qui stabilisent 
; et S(�)� est le stabilisateur de � sous l�action de S(�) sur

�.

Preuve

On a :

W(
;�) =
�
(f; s) 2 S(T )� � S(�)=(f; s)(
; �) = (
; �)

	
=
�
(f; s) 2 S(T )� � S(�)=(f(�)
; s(�)
) = (
; �)

	
=
�
(f; s) 2 S(T )� � S(�)=f(�)
 = 
; s(�)
 = �

	
= S(T )�(�)
 � S(�)�.

Exemple 3.4.6

On considère les groupes de permutation S(T ) = f(1); (12)g et S(�) = f(1); (12); (13); (23);
(123); (132)g sur les ensembles T = f1; 2g et � = f1; 2; 3g respectivement. Soit S(T )� = ff
: � �! S(T )g; tel que jS(T )jj�j = 23 = 8. Les applications sont :
f1 : 1 7�! (1); 2 7�! (1); 3 7�! (1)

f2 : 1 7�! (1); 2 7�! (1); 3 7�! (12)

f3 : 1 7�! (1); 2 7�! (12); 3 7�! (1)
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f4 : 1 7�! (1); 2 7�! (12); 3 7�! (12)

f5 : 1 7�! (12); 2 7�! (1); 3 7�! (1)

f6 : 1 7�! (12); 2 7�! (1); 3 7�! (12)

f7 : 1 7�! (12); 2 7�! (12); 3 7�! (1)

f8 : 1 7�! (12); 2 7�! (12); 3 7�! (12)

On a :

S(T )� � S(�) =
�
(f; s)=f 2 S(T )�; s 2 S(�)

	
= f(fi; (1)); (fi; (12)); (fi; (13)); (fi; (23)); (fi; (123)); (fi; (132))g, tel que

: 1 � i � 8
Et ��S(T )� � S(�)

�� = ��S(T )��� � jS(�)j = 8 � 6 = 48.
Alors (S(T )��S(�); �) est un groupe avec la loi dé�ni par ('; s1)( ; s2) =

�
' (s1)

�1
; s1s2

�
.

On a :

T �� = f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 1); (2; 2); (2; 3)g.
Le stabilisateur de (1; 1) dénoté par :

W(1;1) = S(T )�(1)1 � S(�)1

= ff1; f2; f3; f4g � f(1); (23)g
= f(f1; (1)); (f2; (1)); (f3; (1)); (f4; (1)); (f1; (23)); (f2; (23)); (f3; (23)); (f4; (23))g.

Alors W(1;1) est un sous-groupe de S(T )� � S(�) d�ordre 8.

De la même façon on a :

W(1;2) = S(T )�(2)1 � S(�)2

= ff1; f2; f5; f6g � f(1); (13)g
= f(f1; (1)); (f2; (1)); (f5; (1)); (f6; (1)); (f1; (13)); (f2; (13)); (f5; (23)); (f6; (23))g.

Alors W(1;2) est un sous-groupe de S(T )� � S(�) d�ordre 8.

W(1;3) = S(T )�(3)1 � S(�)3

= ff1; f3; f5; f7g � f(1); (12)g
= f(f1; (1)); (f3; (1)); (f5; (1)); (f7; (1)); (f1; (12)); (f3; (12)); (f5; (12)); (f7; (12))g.

Alors W(1;3) est un sous-groupe de S(T )� � S(�) d�ordre 8.

W(2;1) = S(T )�(1)2 � S(�)1

= ff1; f2; f3; f4g � f(1); (23)g
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= f(f1; (1)); (f2; (1)); (f3; (1)); (f4; (1)); (f1; (23)); (f2; (23)); (f3; (23)); (f4; (23))g.
Alors W(2;1) est un sous-groupe de S(T )� � S(�) d�ordre 8.

W(2;2) = S(T )�(2)2 � S(�)2

= ff1; f2; f5; f6g � f(1); (13)g
= f(f1; (1)); (f2; (1)); (f5; (1)); (f6; (1)); (f1; (13)); (f2; (13)); (f5; (13)); (f6; (13))g.

Alors W(2;2) est un sous-groupe de S(T )� � S(�) d�ordre 8.

W(2;3) = S(T )�(3)2 � S(�)3

= ff1; f3; f5; f7g � f(1); (12)g
= f(f1; (1)); (f3; (1)); (f5; (1)); (f7; (1)); (f1; (12)); (f3; (12)); (f5; (12)); (f7; (12))g.

Alors W(2;3) est un sous-groupe de S(T )� � S(�) d�ordre 8.

En conclusion, nous avons :

jW(1;1)j = jW(2;1)j = jW(1;2)j = jW(2;2)j = jW(1;3)j = W(2;3).

Pour (
; �) 2 T ��, on a
��W(
;�)

�� � jW (
; �)j = jW j, alors jW (
; �)j = jW j��W(
;�)

�� = 48

8
= 6.

Dans cet exemple, on a :

(f1; (1))(1; 1) = (f2; (1))(1; 1) = (f3; (1))(1; 1) = (f4; (1))(1; 1) = (1; 1)

(f1; (12))(1; 1) = (f2; (12))(1; 1) = (f3; (12))(1; 1) = (f4; (12))(1; 1) = (1; 2)

(f1; (13))(1; 1) = (f2; (13))(1; 1) = (f3; (13))(1; 1) = (f4; (13))(1; 1) = (1; 1)

(f1; (23))(1; 1) = (f2; (23))(1; 1) = (f3; (23))(1; 1) = (f4; (23))(1; 1) = (1; 1)

(f1; (123))(1; 1) = (f2; (123))(1; 1) = (f3; (123))(1; 1) = (f4; (123))(1; 1) = (1; 2)

(f1; (132))(1; 1) = (f2; (132))(1; 1) = (f3; (132))(1; 1) = (f4; (132))(1; 1) = (1; 3)

(f5; (1))(1; 1) = (f6; (1))(1; 1) = (f7; (1))(1; 1) = (f8; (1))(1; 1) = (2; 1)

(f5; (12))(1; 1) = (f6; (12))(1; 1) = (f7; (12))(1; 1) = (f8; (12))(1; 1) = (2; 2)

(f5; (13))(1; 1) = (f6; (13))(1; 1) = (f7; (13))(1; 1) = (f8; (13))(1; 1) = (2; 3)

(f5; (23))(1; 1) = (f6; (23))(1; 1) = (f7; (23))(1; 1) = (f8; (23))(1; 1) = (2; 1)

(f5; (123))(1; 1) = (f6; (123))(1; 1) = (f7; (123))(1; 1) = (f8; (123))(1; 1) = (2; 2)

(f5; (132))(1; 1) = (f6; (132))(1; 1) = (f7; (132))(1; 1) = (f8; (132))(1; 1) = (2; 3)

Alors l�orbite de (1; 1) est f(1; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 1); (2; 2); (2; 3)g = T ��.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail le produit en couronne de groupes, plus précissement

le produit en couronne des groupes de symétries, d�autre part on fait une étude sur l�action

de groupe précédent sur le produit cartésien de deux ensembles.
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 مهخص 

  انخطواث الآتيت: نتبع نعمما هذا في. هي جشء من نظزيت انشمز ،ة ماستز رياضياث متقطعتهذه مذكز

 معهوماث عامت عن انشمز. -

 دراست حول انشمز انمتجانست. -

 .هشمز انمتجانستنحهقي ان انجذاء -

 انجذاء -جذاء انشبه مباشز -انجذاء انمباشز -تأثيزاث انشمز -تشاكم انشمز -ة سمز  :انكهماث انمفتاحيت

 .حهقيان

 

Résumé: 

     Ce mémoire de master mathématiques discrètes s'inscrit dans le cadre de la 

théorie des groupes. Dans ce travail, nous avons suivrons les étapes suivantes :  

• Notions élémentaires sur les groupes. 

• Etudes sur les groupes symétriques. 

• Le produit en couronne de groupes symétriques. 

Mots clés: 

  Groupe, morphisme de groupes, actions de groupe, produit direct, produit semi direct 

et produit en couronne. 

 

 

Abstract: 

This memory of master degree mathematics discrete lies within the scope of the 

theory of the groups. In this work, we have will follow the following stages :  

• General information on the groups. 

• Study on the groups symmetrical. 

• The wreath product on the group of permutation. 

Key words: 

  Group, morphisms of groups, acts of groups, direct product, semi direct product, 

wreath product. 




