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Notations

ensemble des nombres réels.

ensemble des nombres réels positifs.

espace de dimension NV .

espace de Hilbert .

vecteur de RY, v = (2, 29,...,2n5), 2 ER1<i < N .
mesure de Lebesgue de dimension N .

ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue .

la fermeture de € .

fonction mesurable définie de €2 dans R .

: __ (Ou Ou ou
gradient de u, Vu = (55 50, 5.5)
: : _ Ov ov . ov
divergence du vecteur v, dive = g + g+ -+ - + 5=

laplacien de u, Auz%—i—%—i—---ﬂL% .
espace des fonctions continues sur €2.
espace des fonctions continues sur €2 dont les dérivées partielles
d’ordre < k sont continues sur €2, k entier positif.
I’ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue.
Iespace C™°(Q) = (o, CF(Q).
espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2, a support compact dans €.
LP(Q) = {u : © — Rmesurable | [, [ul’dz < oo} (1 < p < 00, constant) .
L>*(Q) = {u:Q — Rmesurable | 3¢ > 0 tell que |u(z)| <c¢ pp z€Q}.
conjugé de Holder de p, p/ = p%l sip>letp =ocosip=1.
Np

lexposant se Sobolev tel que : p* = o avec N > p.



WhP(Q)  espace de Sobolev des fonctions de LP(Q) dont les dérivées
partielles au sens faible d’ordre 1 sont également dans LP(2),
muni de la norme ||ul|lwrr = > ||Oiulp.

Wol’p(Q) la fermeture de D(Q2) dans WhP(Q), i.e. mw "’(Q)_

H'(Q) ue L*(N) et Vue L*(Q).

@ b

p-p- presque partout.

T.AF théoréme des accroissements finis.

T.C.D théoréme de convergence dominé de Lebesgue.
S.C.I Semi continue inférieur.

E — F  FE s'injecte continiment dans F'.

E —. F F s'injecte d’'une maniére compacte dans F'.

— convergence faible.

— convergence forte .

E’ est le dual topologique de E ou I'espace des formes linéaire et continue sur F.

E|s est la restriction de F a S, tel que E fonction définie sur un espace V et S
partie de V.

ul v u orthogonale a v.

Ft I'orthogonale de I’ensemble F.



Introduction

La théorie de la bifurcation tente d’expliquer divers phénoménes découverts et
décrits dans les sciences naturelles au cours des siécles. Le flambement de la tige
d’Euler, apparition de vortex de Taylor et I'apparition d’oscillations dans un cir-
cuit électrique, par exemple, ont tous une cause commune : un parameétre physique
spécifique franchit un seuil et cet événement force le systéme a organiser un nouvel
état qui différe considérablement de celui observé avant. Mathématiquement, il se
produit ce qui suit : Les états observés d’'un systéme correspondent & des solutions
d’équations non linéaires modélisant le systéme physique.

Dans ce mémoire, on présente des travaux dans l'article [12] qui consiste a I’étude
de la bifurcation pour la valeur propre principale d’une classe d’opérateurs de gra-
dient possédé la condition Palais-Smale. L’existence de la branche de bifurcation
est vérifiées en utilisant la compacité dans le sens de la condition Palais Smale et
lordre de la non-linéarité chez 'opérateur. Ce résultat principal sera appliqué sur
un probléme elliptique semi linéaire avec un exposant critique de sobolev .

Ce mémoire comprend trois chapitres et est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques outils de base qui sont
utilisés par la suite. Et on divisé ce chapitre en trois section.

Dans la premiére section on introduit un rappel et certains notions et propriétés des
espaces de Lebesgue et ’espace de Sobolev, on présente dans la deuxiéme section,
quelques définitions sur la notion de la différentiabilité et les points critiques et dans
la troisiéme section nous avons donné un rappele sur quelque notion de la géométrie

différentielle.



Le deuxiéme chapitre, consiste a présenté un critére de compacité qui s’appelle
la condition de Palais Smale et quelques opérateurs qui sera utiles dans la suite, puis
nous avons présenté le principe variationnel d’Ekeland et conséquence, en termine ce

chapitre par le théoréme fondamentale de ce travail avec une démonstration détaillé

Dans le troisiéme chapitre, on donne une application qui s’inspire de ’article
[11], plus précisement on s’intéresse a l'existence de point de bifurcation de probléme

suivant :
—Au=ANu+ |u|*2u) dans Q;

u(z) =0 sur .

Ou © est un ouvert de RY.



Chapitre 1

Préliminaire et notions de base

Ce chapitre constitue un rappel de quelques préliminaires et résultats nécessaires
pour la suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires

des espaces fonctionnels.

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Espace LP((2)

Dans ce que suit, 2 désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue dx

Définition 1.1 (Voir [8]) Soit p un nombre réels avec 1 < p < 0o , on pose

LP(Q):{f:Q—HR, | mesurable et/ﬂ|f(x)]pdx<oo}.

. { [1sr dx] v

La quantité || . ||L» définit une norme sur lespace vectoriel LP(S2) ce qui montre que

On note

I

LP(Q) est un espace normé.
Définition 1.2 On pose
L>*(Q) = {f :Q = R, fest mesurable. 3C > 0t.q |f(x)] < C pp. sur Q}
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L>(Q) est un espace normé quand le muni par la norme :
|/ = inf {C:1/(@)] < C pp sur @},

Proposition 1.1 (Inégalité de Holder) (Voir [8]) Soient f € LP(Q) et g € L (Q)
1 1

avec p € [1,00[ tel que — 4+ — =1 alors f.g € L'(Q) et
p p

/Q ol <l Nl g 1l -

Théoréme 1.1 (Convergence dominée de Lebesgue T.C.D) (Voir [8])
Soit (f,) une suite des fonctions de L*(Q2). On suppose que :
1. fulz) — f(z) pp sur Q,

2. 1l existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(x) p.p.

sur QL.

Alors f € LYQ) et || fr— f [l;i— 0.

Théoréme 1.2 (Convergence dominée de Lebesgue inverse) (Voir [8])
Soient (f,) une suite de LP et f € LP, tels que : || fo — f |[Le—> 0. Alors, il existe
une sous suite extraite (fy,) telle que :

1. fo () — f(x) p.p. sur )

2.

fnk(:c)) < h(x) Vk et pp. sur Q avec h € LP

Théoréme 1.3 (Voir [8]) 1. L’espace LF(Q) est de Banach pour 1 < p < oo,
2. L’espace LP(Q)) est séparable pour 1 < p < oo,

3. L’espace LP(Q) est réflexif pour 1 < p < co.

1.1.2 Espace de Sobolev

Soit © un ouvert de RY, on note par D(Q) I'espace des fonctions de classe C>

et de support compacte inclus dans ).

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (f,)



L’espace W'?(Q)
Définition 1.3 (voir [8]) Soit p € R avec 1 < p < oo, lespace de Sobolev WP(Q)
est définie par :

Whe(Q) = {u e LP(Q),3g; € LP(Q) - / w22 4y = / gip Vo € D(Q)Yi € ﬁ}
o O; Q

En particulier, pour p =2, on pose :

Pour uw € W'2(Q) on note

ou

(3_%:% et Vuz(

ou Ou ou )

8!1717 81’2’ o 8xN

Vu est appelé la dérivé au sens faible de g.
L’espace WP est muni de la norme :
[l lwre=ll ulle + | Vi |lzo -
(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente [|| u |2, + || Vu ||5,]"/7).

Proposition 1.2 L’espace H'(Q2) est un espace de Hilbert muni par le produit sca-

laire

(u,v) g1 = (u,v)r2 + (Vu, Vo) 2,

la norme associée :
1/2
lullm= [l vl + || Vu|Z:] .

est équivalent & norme de WH2(2).

Proposition 1.3
1. L’espace W'P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo,
2. lespace WP (Q) est réflexif pour 1 < p < co et séparable pour 1 < p < oo,

3. lespace H'(Q) est un espace de Hilbert séparable.



L’espace W, (Q)

Définition 1.4 (/8/) Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy *(Q) la fermeture
de D(Q) dans WHP(Q), c’est o dire WyP(Q) = mwlm(ﬂ) .

On note HL(Q) = W, *(Q).

Lespace Wy P(Q) est munit de la norme induite par W5P(2), Uespace HY(Q) est

munit du produit scalaire induit par H'(Q).

Proposition 1.4 (Inégalité de Poincaré) (/8/) Soit Q un ouvert, borné alors il

existe une constante C (dépendant de |Q| et p) telle que :
| w o< C || Vu ||zr Yue WP(Q)  (1<p< o).

Autrement dit, sur Wy*(Q) la quantité | Vu ||p» est une norme équivalente a la

norme usuelle de W'P((Q).

1.1.3 Injection de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et com-
pactes concernant aux espaces de Sobolev. Rappelons qu’un opérateur linéaire T
entre deux espaces vectoriels topologiques (par exemple normé) E et F' est dit com-
pact si 'image par T' de toute partie bornée de E est relativement compacte (adhé-
rance compacte) dans F. Plus précisément, pour toute suite (z,) une suite bornée
dans E, on peut extraire une sous suite u, = (T'(z,,))n, € N de la suite u,, = T'(x,)
converge dans F'. Si F s’injecte continiment dans F', le caractére compacte de cette
injection entraine que toute suite faiblement convergente est fortement convergente
dans I'espace d’arrivée.

Rappelons qu’un espace E s’injecte d’une maniére continue dans F, signifie que
I'injection canonique j : E — F' est continue et on le note par £ — F, et on dit que
FE s’injecte d’une maniére compacte dans F, signifie que l'injection j : £ — F est

compacte et on le note par £ —, F.
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Si1<p< N, 'exposant critique de Sobolev de p est définie par :

. Np

p_N_p'
ou :

1 1 1

pr p N

Théoréme 1.4 (/8]) Soit 1 < p < co. On suppose que ) est un ouvert de classe

Ct, borné, ou bien Q =RY, on a :
1. Si1<p< N, alors W'? — L' (Q),
2. Sip=N, alors WP — L1(Q) Vq € [p, +oo],

3. Sip>N, alors WP — L>=(Q).

Théoréme 1.5 (Rellich-Kondrachov) (/8/) On suppose que Q borné de classe
C'. Ona

1. Si1<p<N, alors W'?» —_L1Q) Vqell,p,
2. Sip=N, alors WP —_ L1(Q) Vq € [p, +o0o],

3. Sip>N, alors WP —_ L>=(Q).

1.2 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

Dans ce que suit, on introduit quelque notions des dérivées pour des fonctions
définies sur des espaces de Banach. Nous commencons par celle de la dérivée direc-

tionnelle.

1.2.1 Dérivé au sens de Gateau

Définition 1.5 (/9]) Soit X un espace de Banach, Q@ C X un ensemble ouvert et
soit I : Q@ — R une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Giteau

(G-différentiable) en u € Q, sl existe A € X' (A linéaire et continue), noté par

11



I}, (u) tel que, pour tout v € X, ou I(u-+tv) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée

directionnelle 1/,(u) existe c-a-d :

Pj% I(u+tv) — I(u) (A (L1)

si I est différentiable au sens de Gdteau en u, il existe seulement une fonctionnelle

linéaire vérifié (1.1).

1.2.2 Dérivé au sens de Fréchet

Définition 1.6 (/9]) Soit X un espace de Banach, Q@ C X un ensemble ouvert et
soit I : @ — R une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Fréchet

enu € Q, s’il existe A € X' tel que :
Iu+v)—1I(u) — Av

lof|—0 | vl

ou
Iu+v) = I(w) = Av -+ of|| v |}).
Si I est différentiable, alors A est unique et on note I'(u) = A. L’ensemble des

fonctions différentiables sera noté C*(Q, R).

Proposition 1.5 (/9/) Soit Q@ C E un ensemble ouvert, supposons que I est Géteau
différentiable sur ) et que If, est continue en u € 2. Alors I est différentiable en u

et on a : I (u) = I'(u).

Remarque 1.1 L’importance de la proposition (1.5) réside dans le fais qu’il est
souvent techniquement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gateau et ensuite
de prouver qu’il est continu, plutdt que de prouwver directement la différentiabilité au

sens de Fréchet.

1.2.3 Points critiques

Définition 1.7 (/9/) Soient Q un ouvert d’un espace de Banach X. Supposons que
I € CHQ,R). On dit que u € 2 est un point critique de I, si :

I'(u) = 0.

12



St u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I.

Si c € R, alors on dit que ¢ est une valeur critique de I, s’il existe u € ) tel que
I(u) =c et I'(u) =0.

St ¢ n'est pas valeur critique, alors on dit que c est une valeur réguliére de I.

1.3 Rappele de Géométrie Différentiel

Définition 1.8 (Variété) Supposons k > 1 un entier. Un ensemble M C RY est
dit variété de classe CF de dimension m si, pour chaque x € M, il existe un ensemble

ouvert U contenant x et la fonction F € C*(U,RN™™) qui est réqulier dans chaque

point de U et M NU = {x: F(x) =0}

Définition 1.9 (Variété Différentiable) Une variété différentiable de dimension
M et de classe C* est un sous-ensemble M de RN(N > M) avec la propriété
susvante :

Pour chaque x € M il y a un voisinage W de x (en RN ) et un C*-difféomorphisme
v de W en RY tel que

PMOW) ={y = (41, un) ERY a1 = .. = yw = 0} N (W)

Un voisinage relatif W N M avec 1 s’appelle une carte (locale) au point x € M. Les
premiéres coordonnées M (y1, ..., Yar) sont appelées les coordonnées locales de x sur

M. La collection de toutes les cartes de M est appelée un atlas de M.

Rappelons par un résultat de Lusternik qui s’exprime sous forme moderne dans |[3]

Théoréme 1.6 (/12]) soit ® et ¢ deuz fonctions dans C'(H,R). On pose M, =
{u € H : ¢(u) = c} et supposons que Vi(u) # 0 pour u € M,. Soit TM.(w) la
variété tangentielle de M, a w. Supposons qu’il existe ug € M, tel que pour tout

v € TM(up), on a (P (ug),v) = 0. Alors ® (ug) = k' (uo) pour certain k € R

13



Chapitre 2

Résultat d’existence de point de
bifurcation pour une classe

d’opérateurs

2.1 Condition de Palais-Smale

La condition de Palais-Smale joue un role assez semblable pour des suites
sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur critique
potentielle et pas seulement vers la borne inférieure. C’est une condition a priori, a
vérifier au cas par cas sur chaque fonctionnelle. Indépendamment de 'existence ou
non des valeurs critiques. Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer

cette existence dans un certain de nombre de cas.

Définition 2.1 (/10]) Soit X un espace de Banach et I : X — R de classe C".
Si c € R on dit que I vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) si de toute

suite u, de X telle que :
I(uy,) —> ¢ dans R et I'(u,) — 0 dans X'.

Alors, on peut extraire une sous suite convergente.

14



Condition de Palais-Smale satisfaite au niveau c = O et pasenc = 1

2.2 Quelques opérateurs utiles

Notons que (., .) désigne le produit scalaire dans un espace de Hilbert.

Proposition 2.1 (Adjoint) pour chaque opérateur linéaire borné A : H — X, il

existe un unique opérateur linéaire borné A* : X' — H, tel que
(A(u),v*) = (u, A*(v*)), pour tout v € H et v* € X .
L opérateur A* est appelé opérateur adjoint de A.

Définition 2.2 (Auto Adjoint) Un opérateur linéaire borné A : H — H est dit

auto-adjoint, si A = A* c’est a dire
(A(u),v) = (u, A(v)) Yu,v € H

Définition 2.3 (Opérateur Complétement Continue) Soit X un espace de Ba-
nach, soit U un ouvert de X, on dit que A : U — X completement continue si A

est continue et compact.

15



Définition 2.4 (Opérateur Potentiel) Soit X un espace de Banach, un opéra-
teur f : X — X' est dite opérateur potentiel (opérateur gradient) sur l’ensemble

A C X s’il existe une fonctionnelle Gateau différentiable F : A C X — R tel que

fu) = Fg(u)

cette fonctionnelle Fest dite le potentiel de l'opérateur f dans A.

Si F' est fréchet différentiable tel que :

flu) = F'(u).
Alors f est appellé opérateur fortement potentiel et F est le potentiel fort de f

Théoréme 2.1 (Hilbert-Schmidt) (/13]) Soit H un espace de Hilbert séparable et
T un opérateur auto-adjoint compacte. Alors il existe une base orthonormale {e, }5°,

ou e, est le vecteur propre de T .

Si
Te, = ppe, et u= Z(u, €n)en, (2.1)
n=1
alors
Tu = Z i (U, €5) €. (2.2)
n=1

La notion d’approximation des fonctionnelles liée de maniére essentielle a la

linéarisation d’un opérateur.

Définition 2.5 On dit que la fonctionnelle ®(u) au voisinage de origine dans H
est une approximation quadratique du (1/2)(Tu,u), si pour tout € > 0, il existe un

d > 0 tel que, pour tout || u ||< 6, l'inégalité suivante est satisfait :
1 2
d(u) — Q(Tu,u) <el| ull (2.3)
Le lemme suivant est de Krasnosel’skii |7]

Lemme 2.1 Soit ® un opérateur linéaire qui est le gradient d’une fonctionnelle
O (u) définie au voisinage de lorigine dans H. Soit O un dérivé de Fréchet T  zéro.

Alors le quadratique (1/2)(Tu,u) se rapproche de la fonctionnelle ®(u)

16



2.3 Lemme d’Ekeland et conséquence

Définition 2.6 (S.C.I) Soit X un espace de Banach normé et Q@ C X, on dit
qu’une fonctionnelle E : X — R est semi-continue inférieurement (S.C.I) au point

xo, si pour chaque suite (x,) C ), telle que x, — xo, on a

E(zo) < liminf E(z,).

n—o0

Voici un résultat préliminaire important, ¢’est une version du principe variation

d’Ekeland (Lemme 2.2)

Lemme 2.2 [12] Soit M un espace métrique complet muni de la distance d et soit
E : M — R une fonctionnelle semi-continu inférieur, bornée inférieurement. Alors,

pour tout € et 6 > 0 et tout u € M avec
E(u) <inf E+¢,

il existe v € M strictement minimaisant

E,(w) = BE(w) + —d(v,w) (2.4)

De plus, E(v) < E(u), d(u,v) <0 .

Une technique standard de la méthode variationnelle applique le principe variation-
nel d’Ekeland & une suite minimisante d’une fonctionnelle coercive semi-continue
inférieurement ou la fonctionnelle est minoré. Le principe variationnel d’Ekeland
garantit ensuite une suite de Palais-Smale, qui produit un point presque critique,
Voir par exemple [5].

On applique ici la méme approche, adaptée pour une restriction & une variétée, plu-
tot que sur un ensemble ouvert contenant un minimum local. La variété ici est la

sphére.

Corollaire 2.1 Soit X un espace de Banach et on suppose que S, C X est la sphere

de rayon p. Supposons que E € CY(X) est borné inféricurement. Alors, il existe une

17



suite minimisante {vy,} pour E dans S, telle que
E(vy) — iglf E, Els (vn) — 0 dans X’ (2.5)

lorsque m — oo, ou E|g, est la restriction de £ a S,. On note que pour tout v € S,

on a :

| Bl (0) = sup 00

(2.6)
wETS,H(v) ” w ||

Démonstration. On choisit une suite arbitraire {¢,,}, €, > 0, €, — 0. On définit
I'espace métrique S, avec la distance d(u,v) =|| u — v ||. Pour m € N, on choisit
Um € 5, tel que

E@m)gggE+f;, (2.7)

soit € = €2, § = ¢, et on prend v,, = v, d’aprés le principe variationnel d’Ekeland,
satisfaisant

E(vm) < B(vm +) + em | wllx Vom+we S,

par conséquent

sup E(vm) — E(vy, +w)

el x <6 | wllx
VmFwES) w#0

< €m. (2.8)

En exprimant la dérivée au sens de Fréchet, on a :

 (Bls, (o + 1) = Bls, (vm) = Bl (vm). 1)
lim =0, (2.9)
h—0 | A ||

vm+h€eS,

en utilisant (2.8) on obtient :

(Bls, (v + 1) = Els, (vm)

, h
I (E m,———):: I > e, (21
iy (Bl (om) ) = i 7] 2 ~em (210)
vm+heS, vm+heS,
En remplacant h par —h on obtient :
I ‘(Er (0), — )‘< (2.11)
R A T VAR |
'Um+h€Sp

Pour h € S,(vy,), soit



ot T'(h) € 75,(vy) et N(h) L 75,(vy,). En raison de la condition de tangence, on

a:
. N(h)
lim ——= = 2.12
M TaT " (242
et par suite :
sup E]/Sp('vm), ¢> <e,—0 (2.13)
GETSp(vm)
llgll=1
lorsque m — o0, on obtient :
I Els,(vm) [|= 0 (2.14)

Ce qui montre le résultat.

2.4 Théoréme d’existence

Définition 2.7 (valeur propre et fonction propre) Soit H un espace de hil-
bert, et A: H — H un opérateur .
On dit que p est une valeur propre (et w est une foction propre) de l'opérateur A
St

Alw) = pw (2.15)
On appelle A = 1/p une valeur caractéristique pour A. On dit que (A\,w) € R x H

est une solution signifie que NA(w) = w.

Définition 2.8 (Point de bifurcation) Soit X,Y deux espaces de Banach. on
considere [’équation sutvant

Sy, w) = (2.16)

ot S:Rx X =Y est tel que

S(u,0) =0 Y eR
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La solution w = 0 est appelée la solution triviale de (2.16). L’ensemble
So = {(w) ERx X : w £0, S(u,w) = 0}

appelé Uensemble des solutions non triviales de (2.16). Un point de bifurcation pour
(2.16) est un nombre p* € R tel que (u*,0) appartient & la fermeture de ¥. Autre-
ment dit p* est un point de bifurcation s’il existe des suites p, € R,w, € X \ {0}

tel que
1. S(pp,w,) =0,
2. (Hns wn) = (1", 0).
i.e.
1. pp — p*  dans R,
2. w, — 0 dans X.

L objectif principal de la théorie de bifurcation est d’établir les conditions pour la

recherche de points de bifurcation et, en général, d’étudier la structure de 3.

Dans le lemme suivant, on calcule la dérivée au sens de Fréchet d’une famille des

fonctionnelle qui sera utile dans ce que suit.

Lemme 2.3 Soit H un espace de Hilbert et soit & : H — R une fonctionnelle
de classe C1 et sa dérivée linéaire ®, on définit pour tout uw € H, la famille des

fonctionelles :

I(w) =5 | -A2(u)

avec A € R .

Cette famille est de classe C' avec :
(I\(w), v) = (u,v) = NP (u), v)

Démonstration. Soit u,v € H et soit t € R, d’abord on calcule la limite suivante :

lim I)\(U + tU) - I)\(U)
t—0 t

= (I(u),v).
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| 1l 2 Ly
lim t — gréz[ﬁ lutto [P A0+ tv) = 5 || u |2 +A2(w)
11 , 17 N
= dim |5l +5 1o 2+, v) = A(@(u +to) -
— 2 2

O(w) =5 |l u|?]

On pose :
P(s) = P(u+ sv) — P(u), se€]0,t].

Soit ¢(s) : [0,t] — R, on a 1(s) est continue sur l'intervalle fermé [0, ¢] et dérivable
sur l'intervalle ouvert ]0, ¢[ alors d’aprés le théoréme des accroissement finis (T.A.F),

il existe un réel ¢; €]0, ¢[ vérifiant :

U(t) = ¥(0) = t'(cr),
c’est a dire
O (u + tv) — P(u) = (D' (u + ¢v), v),
et lorsque t — 0, on a ¢; — 0

]A(u + tU) - I)\(u)

, ot 2 /
lim = 11_{1(1)2 | v]l* +{(u,v) = AX{(®'(u+ cv),v)

t—0

= (u,v) — MP®'(u), v).

On vérifier que l'application v — (u, v) — A(®'(u),v) est une forme linéaire et conti-
nue.

En effet, on pose

Au: H —- R

v — (Au,v) = (u,v) — MP'(u),v).
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Au est linéaire, en effet : soit vy, v, € H et soit o, 5 € R :

(Au, avy + Bug) = (u, avy + Bog) — MP'(u), avy + Pug)
= (u, avy) + (u, Bvg) — MP®'(u), avy) — MNP’ (u), fvg)
= a(u,v) — aXNP'(u),v1) + B{u,v) — BA(D'(u), v2)

= a(Au,v1) + S{Au, vs).

Au est continue, en effet : pour tout u,v € H

| (Au,0) | = | {u,0) = M(®'(u),v) |
< [ v) [+A (@ (), v) |
< Nullallollg #3110 w) el vlla
< min{f| w g A [ ®(u) [} [ v lla
< Cllola .

Donc Au est continue. Et par suite I, est G-différentiable.

Reste a vérifier que A est continue tel que A est définit comme suit :
Aus (u, ) — MNP (u),.)

Soit

u, — u dans H,

on montre que

Au,, — Au dans H',

i.e.

Au, — A
| Ay, — Au [Jg= sup ¥4~ A:0)
vl <1 | vl
veEH
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Donc

| (Au, — Au, v) | =| (un, v) — MP'(u,),v) — (u,v) + MNP’ (u),v) |

| (un = u, v) = NP (un) — '(u),v) |

<| un — v, 0) | +A ] (P (un) — '(u),v) |
<[ un = [l v ] +A (P (un — ), 0) |
<[ un —w [l v [ +A [ 9 (un —w) [ v [|= 0.

D’ou A est continue.

Donc I, est de classe C*.
[ |

Voici un résultat de base de la bifurcation qui & été démontrer par Krasnosel’skii .

Théoréme 2.2 On suppose que ® : H — R est faiblement continu et uniformément
différenciable au voisinage de 0 et supposons que A = & : H — H est complétement
continu. Alors, si A est différenciable a 0, chaque valeur propre u, # 0 de la dérivée
A'(0) est un point de bifurcation pour (2.15) .

Plus précisément, pour tout v > 0 suffisamment petit, il existe p, € R w, € H avec
| wy ||= 1 telle que

A (wr) = MWy

et en plus

W —> i lorsque r — 0.

Le théoréme suivant améliore le théoréme 2.2 en éliminant 1’exigence de la continuité
compléte de @ et la continuité faible de ®. Ce théoréme & été prouver en 2011 par

Tonkes, voir [12]

Théoréme 2.3 Soit & un opérateur linéaire qui est le gradient d’une fonctionnelle
®(u) de classe C. Soit ® admet une dérivée de Frechet T a lorigine dans H,

ot T est un opérateur auto-adjoint, compleétement continu. Supposons que iy est
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la plus grande valeur propre (c’est-a-dire que N\g = 1/po soit la plus petite valeur
caractéristique positive) de T. On suppose que, pour certains & > 0, la famille des

fonctionnelles

Iw) =5 | u | -A%(u) (2.17)

satisfait la condition (PS). pour A\g —&§ < X\ < Ao + & et pour ¢ € R au voisinage de
0.

Alors, po est un point de bifurcation pour ®'.

Démonstration. Soit Hy I’espace propre correspondant a j et on définie H; comme
complément orthogonal & Hy dans H. Soit Py le projecteur de H sur Hy et P le
projecteur de H sur H;. Soit v la plus grande valeur propre positive de T' différente
de g, soit v = 0 si cela n’existe pas.

Comme T est complétement continu, d’aprés le théoréme 2.1 on a la décomposition

suivant :
Tu = Z wi(u, e;)e; (2.18)
i=0

pour tout v € H. En particulier, cela signifie que
(TPu,u) <v| Pul|* Yue H
en effet

(TPiu,u) = (TPyu, Pou+ Piu)
= (T Pyu, Pyu) + (T Pyu, Piu)
= (uPiu, Pyu) + (pPyru, Pru)
= u(Pyu, Pyu) + p(Pyu, Piu)
= pu || Pru|f?

<v| Pu?

ou v est la plus grande valeur propre positive. D’aprés le lemme (2.1), on sait que

®(u) est approximative & (1/2)(Tu,w). Pour certains petits € > 0, soit 4, un nombre
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suffisamment petit de la définition de I'approximation quadratique.

On note par p € (0,0) un nombre tel que pour tout || u ||< p,
1
O(u) — é(Tu,u) < €1 (u,u), (2.19)

1€ (u) = Tul|< e | ul. (2.20)

ol €; et €5 sont choisis suffisamment petits tel que

— 6
€1<M06y, €2 < Uo 1-— 6_1
Ho— ¥ (2.21)
do— < (mda) ) Ates (1m0
0 N " v
Par conséquence, pour tout u € Hy, || u ||< p on a
1 2
=) = 5(Tuv) [z e ul
et comme Tu = pgu, alors
1 1
(I)(U) > —(TU, ’LL) - (I)(U) - —(TU, U’)
2 2 (2.22)
> (@ —e1)(u,u).
2
Pour une fonction propre normalisée de T'. ¢y € Hy, on définie
¢, = sup (u) > ®(ppg) > (@ —e)p* (2.23)

uesS, 2

Puisque ® n’est pas faiblement continu, on ne peut pas garantir immeédiatement
que la suprémum est atteinte. Au lieu de compter sur la complétement continue, on
invoque la condition (P.S).

En appliquant le corollaire (2.1) & —®, il existe une suite {u,} C S, telle que
D (uy,) — ¢,
et

I <I>|igp(un) |I— 0 lorsque n — oo.
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Par définition, pour toute suite {v,} satisfait :
lim || v, [|[< C < o0,

et v, € 75,(uy,), alors

/

(P (up),v,) — 0.

On prend une sous-suite si nécessaire, pour tout n suffisamment grand on a :

D(up) > (% — 261)p% (2.24)
Soit
(Un, Un) p?

M= @ o) (@ () ) (2.25)

alors d’aprés le lemme 2.3 on trouve

(13, (un), up) = 0. (2.26)

Dans la partie suivante de la preuve, les bornes sont placées sur lim A, pour tout n
n—oo
suffisamment grand de sorte que U'inégalité (2.24) soit satisfaite en vertu (2.19) on

a :

D (u,) < %(Tun,un) + | P(uy,) — %(Tun,un)
< %(,unun, Uy) + €10
< %un(Poun + Piuy, Pou, + Pruy) + €07 (2.27)
St | Pot 2+ | P | +e1p?

14
< S P |2 45 1| Pruw | +ep?,

IA

et par suite :

14
(5 = 260" < ®(un) < 22 1| Poun |” +3 || Pran | +erp”
alors
14
(5 —26)0* < B2l Poun | +5 1| Pro |2 +e10%, (2.28)
mais

I 1P=I Porn |12 + 1| Prc ||
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i.e.

p* =l Pown [I* + || Pruy |I*

On prend || Piu, ||*= p*— || Pouy, ||?, on obtient :
6 2
| Py |2 7 =
Mo —V
et on prend || Pyu, [|?= p?>— || Piu, ||*, on obtient
Ge1 p?
| P [P<
Mo —V

de l'inégalité (2.29)

6e M2p2
| T P21 T Poun |P= 1§ || Pon |72 pgp® — ——
Mo —V
et par 'inégalité (2.20)
19 (un) = T || 2 (] @(un) | = || Tun )
I (un) [| 2l T [| = | & (un) = Tun |

661
Zﬂop\ll_ﬂo_y_ﬁz || Un H

661
:P{MO 1- —62}-
Mo —V

Pour tout n, chaque w € H peut étre s’écrit sous la forme

w = tyu, + vy,

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

ot t, € R et v, € 75,(u,). En utilisant le faite que (®'(u,),v,) = o(1) lorsque

n — 00, 0N & :

1 (wn) || = sup | ((un),w) |

wES

’

= sup{| (P (un), tnun +vy,) |: t, € R,

Un € TSp(un)» | tntin + vy ||= 1}

= sup{| (®(wn), tuttn) ]| tuttn [|< 1} +o(1)

1
= E((ID (un), upn) + o(1).
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Par conséquence,

! / 6
lim (@ (un), un) = lim p || @ (un) |> p2{u0 - 62} >0, (2.35)
n—oo n—oo Mo — V
Alinsi,
6 -1
lim A, < (Mo -4 62> . (2.36)
n—>00 Mo — V

D’autre part,

| @ (un) (| <II " (un) = Tun | + || T |

<é | un |+ Zﬂi(unaei)ei | (2.37)
=0
< (€2 + pio)p-
Alinsi,
Jim (@ (), ) = T p | () 1< 0% (e2 + o). (2:39)

En combinant avec (2.36), on obtient :

G -1
o + €)1 < lim Ay = \o < [uo, S 62} , (2.39)
n—00 Mo — U

lorsque € — oo, on peut choisit p petit pour que €; et e — 0.

On considére la suite {u, } agissant sur le fonctionnel I, (u). En utilise encore I’équa-

tion (2.33), on obtient :

- SuP{| (Un, tntin + Un) B >‘0<(I),(un)v lnn + 'Un) | (240)

Dty + v, € St}

Comme u,, 1 v,, donc

(um Un) - 07

uy est une suite maximisante pour ® dans S,, alors

(D' (uy),vn) = o(1) lorsque n — oo
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on a :

I 1o (un) (I = sup{| (un, tntin) = Ao(® (), tntin) |:]| ttin [ < 1} + o(1)

= sup{tn | (Un, un) — Ao (P (un), tnun) 0l un (IS 1} 4+ 0(1)

Y 1 (2.41)
= sup{ty | (tn, un) — Xo( D' (Un), up) |: tn < ;} +o(1)
1 /
= ; | (uns un) = Ao(P(un), un) | +o(1).
Mais || uy, || =Au(®'(uy), u,) = 0, donc
!/ 1 /
I 13 () || = = 1l [1* =A0(® (wn), wn) | +o(1)
" (2.42)
= [ [1* =X (@' (wn), wn) | +o(1) = 0.
On a aussi :
1
L, (u,) = 5,)2 — X ®(uy). (2.43)

Pour p > 0 suffisamment petit, on peut assurer que nh—>r£10 I, (uy,) est arbitrairement
petit. Par conséquent (2.42) et (2.43) implique que w,, est une suite de (PS). pour
I, ou c s’annule lorsque p tend a 0.

Puisque I, satisfait la condition (PS). pour ¢ au voisinage de zéro, on a u, est
fortement convergent vers uy € S,, olt up doit étre un maximam pour (2.23).

Le théoréme de Lusternik 1.6 compléte la preuve en montrant que uy doit étre une

fonction propre de ®’ et Ay une valeur caractéristique de @' :
O (ug) = puy, (2.44)

oul/A=peR.
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Chapitre 3

Applications sur un probléme
elliptique non linéaire avec un

exposant critique de sobolev

3.1 Présentation du probléme

Définition 3.1 Soit Q un ouvert de RN. On dit qu’une fonction (x,s) — f(x,s),
définie sur QxR a valeurs dans R, est Caratheodory, si est mesurabl en x, ecntinue

p.p. en s, autrement dit :

Vs € R, la fonction f(.,s) est mesurable sur ;

p.p. en x € R la fonction f(x,.) est continue sur R.

Chiappinelli [1] montre que chaque valeur propre de —A sur un domaine borné

Q) C RY forme un point de bifurcation pour le probléme

—Au = Nu+ f(z,u)) dans Q;
u(z) =0 sur o,

(3.1)

ot f: xR — R est une fonction Caratheodory. Dans cette section on généralise

ce résultat & une famille des problémes nonlinéare.
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—Au=ANu+ |u|*2u) dans Q;

(3.2)
u(z) =0 sur .
La solutions de (3.2) correspondent & des points critiques de la fonctionnelle :
I(u ):—||u|]2 —)\ /u + (3.3)
Lemme 3.1 I, est une fonctionnelle de classe C*, de plus on a :
(I (u),v) = / VuVudr — )\[/ uvdx +/ | u |* 2 uvdx]
Q Q Q
Démonstration. De la méme maniére avec la preuve de lemme (2.3)
|

Définition 3.2 u € H () est dite solution faible de (3.2) si et seulement si :

/ VuVudx — )\[/ uvdx +/ | w ¥ 2 wvdz| =0 (3.4)
Q 0 Q

Remarque 3.1 On remarque que u est une solution faible de (3.2) si et seulement

st uw est un point critique de Iy.

3.2 Existence d’une branche de bifurcation du pro-
bléme (3.1)

Lemme 3.2 (Brezis-Lieb) ([9]) Soient 1 < p < oo et (uy), une suite bornée de

fonctions de LP(S)) convergeant p.p. vers u. Alors u € LP(Q) et :
P— i p_ _ P
= m (1w 1~ 1w = ).
Le lemme suivant est s’inspire de [11].

Lemme 3.3 Pour \ > 0, I\ satisfait la condition (PS). pour tout ¢ < ¢ =
(1/N)SN/2//\(N_2)/2
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Démonstration. Soit (u,) C Hi(Q) telle que :
I(u,) — ¢,

I (u,) = 0 dans (Hy(Q))'.

Etape 1 :(u,) est une suite bornée dans H} ().

On pose
1 *
H(w) = o

de la relation (3.5) on a :

1 , 1 ,

12 A 2 A () = ¢+ o(1),
et de (3.6), on obtient :

(15 (un),v) = 0, Vv e Hy(Q).
On pose v = u,,, on obtient :
Il I1* =X [ wn 172 —2°AH (1) = o(1).

De (3.7) on trouve :

|t |2 =[] wn [|72= 2MH (u,) + 2¢ + o(1).

En combinant (3.8) et (3.9) on a

A2 — 2)H (up) = 2¢ + o(1),

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.9)

de sorte que H(u,) est borné, i.e. (u,) est borné dans L%, et comme L* s L2

puisque 2* > 2, on déduit que (u,) est borné dans L?. Donc (u,) est borné dans

H (). De la reflexivité de HJ(2) et I'injection compacte de Hj () <. L*(Q2) on

peut extraire une sous suite (u,, ) = (u,) telle que

u, —u dans Hy},
U, — u dans L2,

U, — u p.p. dans .
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Etape 2 : On vérifier que I,(u) > 0, en effet, pour tout ¢ € H} on a

([é\(un)ﬂO) = / Vu,Vyp — )‘/ Un¥p — )‘/ | Un |2*_2 unp = o(1),
Q Q Q

par passsage a la limite
/Vqup—)\/ugp—)\/ | u | 2 up =0,
Q Q Q
on prend ¢ = u, on trouve :

[l =M w2 =M u|?e=0.

En utilisant la derniére relation (3.10), on obtient :

1 1 1 .
D) =5l =53 ullfe —goh lu
1 1 .
= )\(5 - g) H u ||%2*
A .
= S lulle>0

Etape 3 : On pose

Wy = Uy — U,

et on prouve que w, — 0 dans H} pour ¢ suffisament petit, on a :
[ n 1= wn |2+ [ w |? —o(1),

[l IZ2=l w [IZ2 +o(1),

d’apré le lemme 3.2 :

D’une part :
Ta(wn) = () + & [l 2 = A || w0y [Zar +o(1)
2MUp ) = 1)U 2 Wp, 2* Wnp, 2" 0

D’autre part, lorsque (I3 (uy,), u,) — 0 on a :
P 12 =2 [ [ =2 (172 = o(1).
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En combinant (3.11),(3.13), et (3.15), on obtient :

Fwn 17 4 1w * =2 [ lI7:

(1),

d’ou

= —(lul* =Mz -

=o(1).

(1))

Fwn 1* =X wn

Donc on peut écrire :

2*
L= @

hm | wy, ||*= )\hm | w,

D’aprés linjection continue du H} < L?", alors on a

<|| Wn, ||2
avec S =inf{|| u ;|| u|[p=1}.
En faisant le passage a la limite :
Q. 2
S(—) < aq,
(¥ <a
d’ou,
Sl < o2/N
)\ - Y
et par suite :
y 1
@287 5,
de (3.5), on peut avoir que
1 9 1 1
c=Iyw)+ 3 llwn | (1) = (W) + 5o — 5-a+o(1)
S 1
—«
- N
1 ~ 1
Z N‘Sz )\N/Q’

ce qui est une contradiction.
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Soit \g la valeur caractéristique principale du probléme linéaire

—Au = M\u,
u € HL(Q).

On définit Uopérateur 1" par :

(T'u,v) :/uvda:,
Q

et opérateur R par :
(R(u),v) = / | w | 7% uoda.

On remarque que T et R sont bien définie, car pour tout v € H{, on peut vérifier

que Tu € (H}(Q)) et Ru € (H}(Q)) i.e. linéaire et continue tel que

T: Hy(Q) = (Hy(Q))

u— Tu
et

R: Hy(Q) = (Hy(Q))

u— Ru
Tu linéaire, en effet : soit vy, vy € HJ(Q) et soit a, B € R :

(Tu, vy + Pog) = / u(avy + Buy)

Q

:/uavl+/uﬁvg

Q Q

—oz/uvl—i-ﬁ/uvg
Q Q

= a(Tu,vr) + S(Tu, v2)

La méme preuve avec Ru.

Tu continue, en effet pour tout u,v € H} et on utilise 'inégalité de poincaré on
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obtient :

(Tu,0)| =

/ uvdx
Q

< Nwllealivflee

< cffu el Vo g

IN

Cll ol -

2%

La continuité de Ru, d’aprés I'injection continue de H} — L*" tel que (2*) = 51

on a .
| (R(u),v) | = \ [ 1ul e

s/ru|2"—1|v|da:
Q

<Jj u*! Il 2=y

ICRIPZS

* *
= </<| w P HF) T | o ||
Q
w, 2% -1
<c( [ 1ul)F vl
Q
<C vl

Lemme 3.4 T est un opérateur complétement continue (i.e. compact et continue)

et auto-adjoint .

Démonstration.

La continuité : Soit u, une suite dans H; tel que
u, — u dans H}

on montre que

Tu, — Tu dans (Hy)'

i.e. pour tout v € H;

H Tuy, — Tu ”(Hé)’: sup



Soit v € H tel que || v ||< 1, d’aprés l'injection continue H} < L? et 'inégalité de

/Qunv—/ﬂuv
/Q(un—u)v

Fun = w |2 v [ 2

poincaré on obtient :

(Tu, — Tu,v)| =

IN

IN

Cllun =gyl o g

< Oy —ullg— 0.

Alors Tu,, — Tu dans (H})', ce qui implique que T est continu.

La compacité :

Soit u, une suite bornée dans Hj (), puisque H} est reflexif, alors on peut extraire
une sous-suite (u,, ) = (u,) converge faiblement dans H; (£2), mais on sait que Hy <>,

L% car 2 € [1,2*[, on montre que :

| Tun — T || (gpy= sup

Soit v € Hy tel que || v ||< 1:

{(Tu, — Tu,v)| =

/Qunv—/guv
/Q(un—u)v

<|lun =2l v [lz2

<O un = w2l vl

<C wp —u g2 -
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Alors T est compact.

T auto-adjoint : en effet, pour tout u,v € H}, on a :
(Tu,v) = /uvdx
= /vudm

= (Tv,u)

= (u,Tv).

Remarque 3.2 1. On peut réécrire (3.4) sous la forme suivante :
(u,v) — MTu,v)y — A(Ru,v) =0
(u,v) = MTu+ Ru,v)

u = ANTu+ Ru).

Donc le probléeme (3.2) devient w = A\(Tu + Ru).

2. St on pose
A(u) = Tu + Ru,

le probléeme (3.2) est equivalent &

1
A(U) = pu, p= Xa

de plus, l'opérateur A admet un dériwé au sens de fréchet dans ['origine 0, et
on a

A0) =T.

Théoréme 3.1 Pour tout r > 0 suffisament petit, il existe une solution (N, u,) de
(3.2) avec || u, ||=r.

On a N\, — Ao lorsque r — 0
Démonstration. Il est claire que u est une solution faible pour (3.2) si :
A(u) = Tu + R(u) = pu, (3.16)
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ol = 5. Si

() = /u +—/\uy2

alors

Le lemme (3.3) fournit que I, satisfait la condition (PS). au voisinage spécifi¢ dans

le théoréme 2.3.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudier I'existence d’une branche de bifurcation qui est
vérifier par I'utilisation de la compacité dans le sens de la condition Palais Smale,
puis on a appliquer ce résultat principal sur un probléme elliptique semi linéaire

avec un exposant critique de sobolev suivant :

—Au = MNu+ |u |*2u) dans Q;
u(z) =0 sur .

Ou Q est un ouvert de RY.
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Abstract

Jh this memory, we have studied the bifurcation at the principal eigenvalue of a class of gradient operators which

possess the Palais-Smale condition. The existence of the bifurcation branch is verified by using the compactness in the
Palais Smale condition .

Our objective 1n this work 1s to study the existence of bifurcation point for a semu-hnear elliptique problem with a critical

exponent of sobolev following:

—Au = A(u + [u]? %) sur Q,
u(x)=0 sur 0Q.

Where €2 is an open of ]RN.

Keygords: Bifurcation, potential operator, sobolev space, Ekeland’s variational principle, critical pomt.

Résumeé

‘Dans ce mémoire, nous avons étudié les points de bifurcations dans la valeur propre principale d’une classe
s p propre p p

d’opérateur de gradient possédé la condition de palais-smale. L'existence de la branche de bifurcation s” appuit sur la
condition Palais Smale.

Nous appliquons ce résultat sur le probléme elliptique semi linéaire avec un exposant critique de sobolev suivant:

—Mu=Au+[u? ) surq,
u(x)=0 sur 0Q.

Ou £ est un ouvert de ]RN

Mots clés: Point de bifurcation, opérateur potentiel, espace de sobolev, principe variationnel d’Ekeland, point critique.




