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Notations

R ensemble des nombres réels.

R+ ensemble des nombres réels positifs.

RN espace de dimension N .

H espace de Hilbert .

x vecteur de RN , x = (x1, x2, . . . , xN), xi ∈ R,1 ≤ i ≤ N .

dx mesure de Lebesgue de dimension N .

Ω ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue .

Ω la fermeture de Ω .

u fonction mesurable dé�nie de Ω dans R .

∇u gradient de u,∇u = ( ∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, · · · , ∂u

∂xN
) .

div v divergence du vecteur v, divv = ∂v
∂x1

+ ∂v
∂x2

+ · · ·+ ∂v
∂xN

∆u laplacien de u, 4u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ · · ·+ ∂2u
∂x2N

.

C(Ω) espace des fonctions continues sur Ω.

Ck(Ω) espace des fonctions continues sur Ω dont les dérivées partielles

d'ordre ≤ k sont continues sur Ω, k entier positif.

C1(Ω,R) l'ensemble des fonctions di�érentiables et la dérivée est continue.

C∞(Ω) l'espace C∞(Ω) =
⋂∞
k=0C

k(Ω).

D(Ω) espace des fonctions indé�niment dérivables dans Ω, à support compact dans Ω.

Lp(Ω) Lp(Ω) = {u : Ω→ Rmesurable |
∫

Ω
|u|p dx <∞} (1 ≤ p <∞, constant) .

L∞(Ω) L∞(Ω) = {u : Ω→ Rmesurable | ∃c ≥ 0 tell que |u(x)| ≤ c p.p x ∈ Ω}.

p′ conjugé de Hölder de p, p′ = p
p−1

si p > 1 et p′ =∞ si p = 1.

p∗ l'exposant se Sobolev tel que : p∗ = Np
N−p , avec N > p.
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W 1,p(Ω) espace de Sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées

partielles au sens faible d'ordre 1 sont également dans Lp(Ω),

muni de la norme ‖u‖W 1, p =
∑
‖∂iu‖Lp .

W 1,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans W 1,p(Ω), i.e. D(Ω)

W 1,p(Ω)
.

H1(Ω) u ∈ L2(Ω) et ∇u ∈ L2(Ω).

H1
0 (Ω) D(Ω)

H1(Ω)
.

p.p. presque partout.

T.A.F théorème des accroissements �nis.

T.C.D théorème de convergence dominé de Lebesgue.

S.C.I Semi continue inférieur.

E ↪→ F E s'injecte continûment dans F .

E ↪→c F E s'injecte d'une manière compacte dans F .

⇀ convergence faible.

→ convergence forte .

E ′ est le dual topologique de E ou l'espace des formes linéaire et continue sur E.

E |S est la restriction de E à S, tel que E fonction dé�nie sur un espace V et S

partie de V .

u ⊥ v u orthogonale à v.

F⊥ l'orthogonale de l'ensemble F .
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Introduction

La théorie de la bifurcation tente d'expliquer divers phénomènes découverts et

décrits dans les sciences naturelles au cours des siècles. Le �ambement de la tige

d'Euler, l'apparition de vortex de Taylor et l'apparition d'oscillations dans un cir-

cuit électrique, par exemple, ont tous une cause commune : un paramètre physique

spéci�que franchit un seuil et cet événement force le système à organiser un nouvel

état qui di�ère considérablement de celui observé avant. Mathématiquement, il se

produit ce qui suit : Les états observés d'un système correspondent à des solutions

d'équations non linéaires modélisant le système physique.

Dans ce mémoire, on présente des travaux dans l'article [12] qui consiste à l'étude

de la bifurcation pour la valeur propre principale d'une classe d'opérateurs de gra-

dient possédé la condition Palais-Smale. L'existence de la branche de bifurcation

est véri�ées en utilisant la compacité dans le sens de la condition Palais Smale et

l'ordre de la non-linéarité chez l'opérateur. Ce résultat principal sera appliqué sur

un problème elliptique semi linéaire avec un exposant critique de sobolev .

Ce mémoire comprend trois chapitres et est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques outils de base qui sont

utilisés par la suite. Et on divisé ce chapitre en trois section.

Dans la première section on introduit un rappel et certains notions et propriétés des

espaces de Lebesgue et l'espace de Sobolev, on présente dans la deuxième section,

quelques dé�nitions sur la notion de la di�érentiabilité et les points critiques et dans

la troisième section nous avons donné un rappele sur quelque notion de la géométrie

di�érentielle.
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Le deuxième chapitre, consiste à présenté un critère de compacité qui s'appelle

la condition de Palais Smale et quelques opérateurs qui sera utiles dans la suite, puis

nous avons présenté le principe variationnel d'Ekeland et conséquence, en termine ce

chapitre par le théorème fondamentale de ce travail avec une démonstration détaillé

.

Dans le troisième chapitre, on donne une application qui s'inspire de l'article

[11], plus précisement on s'intéresse à l'existence de point de bifurcation de problème

suivant :  −∆u = λ(u+ | u |2∗−2 u) dans Ω;

u(x) = 0 sur ∂Ω.

Où Ω est un ouvert de RN .
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Chapitre 1

Préliminaire et notions de base

Ce chapitre constitue un rappel de quelques préliminaires et résultats nécessaires

pour la suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires

des espaces fonctionnels.

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Espace Lp(Ω)

Dans ce que suit, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx

Dé�nition 1.1 (Voir [8]) Soit p un nombre réels avec 1 ≤ p <∞ , on pose

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R, f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}
.

On note

‖ f ‖Lp=
[∫

Ω

|f(x)|p dx
]1/p

.

La quantité ‖ . ‖Lp dé�nit une norme sur l'espace vectoriel Lp(Ω) ce qui montre que

Lp(Ω) est un espace normé.

Dé�nition 1.2 On pose

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ R, f est mesurable . ∃ C > 0 t.q |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
.
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L∞(Ω) est un espace normé quand le muni par la norme :

‖ f ‖L∞= inf
{
C ; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω

}
.

Proposition 1.1 (Inégalité de Hölder) (Voir [8]) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω)

avec p ∈ [1,∞[ tel que
1

p
+

1

p′
= 1 alors f.g ∈ L1(Ω) et :

∫
Ω

|fg| ≤‖ f ‖Lp‖ g ‖Lp′ .

Théorème 1.1 (Convergence dominée de Lebesgue T.C.D) (Voir [8])

Soit (fn) une suite des fonctions de L1(Ω). On suppose que :

1. fn(x) −→ f(x) p.p sur Ω,

2. il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p.

sur Ω 1.

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖ fn − f ‖L1−→ 0.

Théorème 1.2 (Convergence dominée de Lebesgue inverse) (Voir [8])

Soient (fn) une suite de Lp et f ∈ Lp, tels que : ‖ fn − f ‖Lp−→ 0. Alors, il existe

une sous suite extraite (fnk) telle que :

1. fnk(x) −→ f(x) p.p. sur Ω

2.
∣∣∣fnk(x)

∣∣∣ ≤ h(x) ∀k et p.p. sur Ω avec h ∈ Lp

Théorème 1.3 (Voir [8]) 1. L'espace Lp(Ω) est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. L'espace Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞,

3. L'espace Lp(Ω) est ré�exif pour 1 < p <∞.

1.1.2 Espace de Sobolev

Soit Ω un ouvert de RN , on note par D(Ω) l'espace des fonctions de classe C∞

et de support compacte inclus dans Ω.

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (fn)
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L'espace W 1,p(Ω)

Dé�nition 1.3 (voir [8]) Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞, l'espace de Sobolev W 1,p(Ω)

est dé�nie par :

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω),∃gi ∈ Lp(Ω) :

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giϕ,∀ϕ ∈ D(Ω),∀i ∈ 1, n
}
.

En particulier, pour p = 2, on pose :

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Pour u ∈ W 1,2(Ω) on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN

)
.

∇u est appelé la dérivé au sens faible de g.

L'espace W 1,p est muni de la norme :

‖ u ‖W 1,p=‖ u ‖Lp + ‖ ∇u ‖Lp .

(ou parfois, si 1 < p <∞, de la norme équivalente [‖ u ‖pLp + ‖ ∇u ‖pLp ]
1/p).

Proposition 1.2 L'espace H1(Ω) est un espace de Hilbert muni par le produit sca-

laire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (∇u,∇v)L2 ,

la norme associée :

‖ u ‖H1=
[
‖ u ‖2

L2 + ‖ ∇u ‖2
L2

]1/2
.

est équivalent à norme de W 1,2(Ω).

Proposition 1.3

1. L'espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. l'espace W 1,p(Ω) est ré�exif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞,

3. l'espace H1(Ω) est un espace de Hilbert séparable.
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L'espace W 1,p
0 (Ω)

Dé�nition 1.4 ([8]) Étant donné 1 ≤ p <∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture

de D(Ω) dans W 1,p(Ω), c'est à dire W 1,p
0 (Ω) = D(Ω)

W 1,p(Ω)
.

On note H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

L'espace W 1,p
0 (Ω) est munit de la norme induite par W 1,p(Ω), l'espace H1

0 (Ω) est

munit du produit scalaire induit par H1(Ω).

Proposition 1.4 (Inégalité de Poincaré) ([8]) Soit Ω un ouvert, borné alors il

existe une constante C (dépendant de |Ω| et p) telle que :

‖ u ‖Lp≤ C ‖ ∇u ‖Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞).

Autrement dit, sur W 1,p
0 (Ω) la quantité ‖ ∇u ‖Lp est une norme équivalente à la

norme usuelle de W 1,p(Ω).

1.1.3 Injection de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et com-

pactes concernant aux espaces de Sobolev. Rappelons qu'un opérateur linéaire T

entre deux espaces vectoriels topologiques (par exemple normé) E et F est dit com-

pact si l'image par T de toute partie bornée de E est relativement compacte (adhé-

rance compacte) dans F . Plus précisément, pour toute suite (xn) une suite bornée

dans E, on peut extraire une sous suite un = (T (xnk))nk ∈ N de la suite un = T (xn)

converge dans F . Si E s'injecte continûment dans F , le caractère compacte de cette

injection entraîne que toute suite faiblement convergente est fortement convergente

dans l'espace d'arrivée.

Rappelons qu'un espace E s'injecte d'une manière continue dans F , signi�e que

l'injection canonique j : E → F est continue et on le note par E ↪→ F , et on dit que

E s'injecte d'une manière compacte dans F , signi�e que l'injection j : E → F est

compacte et on le note par E ↪→c F .
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Si 1 ≤ p < N , l'exposant critique de Sobolev de p est dé�nie par :

p∗ =
Np

N − p
.

ou :
1

p∗
=

1

p
− 1

N
.

Théorème 1.4 ([8]) Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose que Ω est un ouvert de classe

C1, borné, ou bien Ω = RN
+ , on a :

1. Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p ↪→ Lp
∗
(Ω),

2. Si p = N , alors W 1,p ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[ ,

3. Si p > N , alors W 1,p ↪→ L∞(Ω).

Théorème 1.5 (Rellich-Kondrachov) ([8]) On suppose que Ω borné de classe

C1. On a

1. Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p ↪→c L
q(Ω) ∀q ∈ [1, p∗[ ,

2. Si p = N , alors W 1,p ↪→c L
q(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[ ,

3. Si p > N , alors W 1,p ↪→c L
∞(Ω).

1.2 Dérivés d'une fonctionnelle et points critiques

Dans ce que suit, on introduit quelque notions des dérivées pour des fonctions

dé�nies sur des espaces de Banach. Nous commençons par celle de la dérivée direc-

tionnelle.

1.2.1 Dérivé au sens de Gâteau

Dé�nition 1.5 ([9]) Soit X un espace de Banach, Ω ⊆ X un ensemble ouvert et

soit I : Ω −→ R une fonctionnelle. On dit que I est di�érentiable au sens de Gâteau

(G-di�érentiable) en u ∈ Ω, s'il existe A ∈ X ′ (A linéaire et continue), noté par
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I ′G(u) tel que, pour tout v ∈ X, où I(u+ tv) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée

directionnelle I ′G(u) existe c-à-d :

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
= 〈A, v〉 (1.1)

si I est di�érentiable au sens de Gâteau en u, il existe seulement une fonctionnelle

linéaire véri�é (1.1).

1.2.2 Dérivé au sens de Fréchet

Dé�nition 1.6 ([9]) Soit X un espace de Banach, Ω ⊆ X un ensemble ouvert et

soit I : Ω −→ R une fonctionnelle. On dit que I est di�érentiable au sens de Fréchet

en u ∈ Ω, s'il existe A ∈ X ′ tel que :

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− Av
‖ v ‖

= 0,

ou

I(u+ v)− I(u) = Av + o(‖ v ‖).

Si I est di�érentiable, alors A est unique et on note I ′(u) = A. L'ensemble des

fonctions di�érentiables sera noté C1(Ω,R).

Proposition 1.5 ([9]) Soit Ω ⊆ E un ensemble ouvert, supposons que I est Gâteau

di�érentiable sur Ω et que I ′G est continue en u ∈ Ω. Alors I est di�érentiable en u

et on a : I ′G(u) = I ′(u).

Remarque 1.1 L'importance de la proposition (1.5) réside dans le fais qu'il est

souvent techniquement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gâteau et ensuite

de prouver qu'il est continu, plutôt que de prouver directement la di�érentiabilité au

sens de Fréchet.

1.2.3 Points critiques

Dé�nition 1.7 ([9]) Soient Ω un ouvert d'un espace de Banach X. Supposons que

I ∈ C1(Ω,R). On dit que u ∈ Ω est un point critique de I, si :

I ′(u) = 0.
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Si u n'est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I.

Si c ∈ R, alors on dit que c est une valeur critique de I, s'il existe u ∈ Ω tel que

I(u) = c et I ′(u) = 0.

Si c n'est pas valeur critique, alors on dit que c est une valeur régulière de I.

1.3 Rappele de Géométrie Di�érentiel

Dé�nition 1.8 (Variété) Supposons k ≥ 1 un entier. Un ensemble M ⊆ RN est

dit variété de classe Ck de dimension m si, pour chaque x ∈M , il existe un ensemble

ouvert U contenant x et la fonction F ∈ Ck(U,RN−m) qui est régulier dans chaque

point de U et M ∩ U = {x : F (x) = 0}

Dé�nition 1.9 (Variété Di�érentiable) Une variété di�érentiable de dimension

M et de classe Ck est un sous-ensemble M de RN(N ≥ M) avec la propriété

suivante :

Pour chaque x ∈M il y a un voisinageW de x (en RN) et un Ck-di�éomorphisme

ψ de W en RN tel que

ψ(M∩W) = {y = (y1, ..., yN) ∈ RN : yM+1 = ... = yN = 0} ∩ ψ(W)

Un voisinage relatif W ∩M avec ψ s'appelle une carte (locale) au point x ∈M.Les

premières coordonnéesM (y1, ..., YM) sont appelées les coordonnées locales de x sur

M. La collection de toutes les cartes deM est appelée un atlas deM.

Rappelons par un résultat de Lusternik qui s'exprime sous forme moderne dans [3]

Théorème 1.6 ([12]) soit Φ et ψ deux fonctions dans C1(H,R). On pose Mc =

{u ∈ H : ψ(u) = c} et supposons que ∇ψ(u) 6= 0 pour u ∈ Mc. Soit τMc(ω) la

variété tangentielle de Mc à ω. Supposons qu'il existe u0 ∈ Mc tel que pour tout

v ∈ τMc(u0), on a 〈Φ′(u0), v〉 = 0. Alors Φ
′
(u0) = kψ

′
(u0) pour certain k ∈ R
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Chapitre 2

Résultat d'existence de point de

bifurcation pour une classe

d'opérateurs

2.1 Condition de Palais-Smale

La condition de Palais-Smale joue un rôle assez semblable pour des suites

sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur critique

potentielle et pas seulement vers la borne inférieure. C'est une condition à priori, à

véri�er au cas par cas sur chaque fonctionnelle. Indépendamment de l'existence ou

non des valeurs critiques. Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer

cette existence dans un certain de nombre de cas.

Dé�nition 2.1 ([10]) Soit X un espace de Banach et I : X −→ R de classe C1.

Si c ∈ R on dit que I véri�e la condition de Palais-Smale (au niveau c) si de toute

suite un de X telle que :

I(un) −→ c dans R et I ′(un) −→ 0 dans X ′.

Alors, on peut extraire une sous suite convergente.
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2.2 Quelques opérateurs utiles

Notons que (., .) désigne le produit scalaire dans un espace de Hilbert.

Proposition 2.1 (Adjoint) pour chaque opérateur linéaire borné A : H → X, il

existe un unique opérateur linéaire borné A∗ : X ′ → H, tel que

(A(u), v∗) = (u,A∗(v∗)), pour tout u ∈ H et v∗ ∈ X ′ .

L'opérateur A∗ est appelé opérateur adjoint de A.

Dé�nition 2.2 (Auto Adjoint) Un opérateur linéaire borné A : H → H est dit

auto-adjoint, si A = A∗ c'est à dire

(A(u), v) = (u,A(v)) ∀u, v ∈ H

Dé�nition 2.3 (Opérateur Complètement Continue) Soit X un espace de Ba-

nach, soit U un ouvert de X, on dit que A : Ū → X completement continue si A

est continue et compact.
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Dé�nition 2.4 (Opérateur Potentiel) Soit X un espace de Banach, un opéra-

teur f : X → X ′ est dite opérateur potentiel (opérateur gradient) sur l'ensemble

A ⊂ X s'il existe une fonctionnelle Gâteau di�érentiable F : A ⊂ X → R tel que

f(u) = F ′G(u)

cette fonctionnelle F est dite le potentiel de l'opérateur f dans A.

Si F est fréchet di�érentiable tel que :

f(u) = F ′(u).

Alors f est appellé opérateur fortement potentiel et F est le potentiel fort de f

Théorème 2.1 (Hilbert-Schmidt) ([13]) Soit H un espace de Hilbert séparable et

T un opérateur auto-adjoint compacte. Alors il existe une base orthonormale {en}∞n=1

où en est le vecteur propre de T .

Si

Ten = µnen et u =
∞∑
n=1

(u, en)en, (2.1)

alors

Tu =
∞∑
n=1

µn(u, en)en. (2.2)

La notion d'approximation des fonctionnelles liée de manière essentielle à la

linéarisation d'un opérateur.

Dé�nition 2.5 On dit que la fonctionnelle Φ(u) au voisinage de l'origine dans H

est une approximation quadratique du (1/2)(Tu, u), si pour tout ε > 0, il existe un

δ > 0 tel que, pour tout ‖ u ‖< δ, l'inégalité suivante est satisfait :∣∣∣Φ(u)− 1

2
(Tu, u)

∣∣∣ ≤ ε ‖ u ‖2 (2.3)

Le lemme suivant est de Krasnosel'skii [7]

Lemme 2.1 Soit Φ
′
un opérateur linéaire qui est le gradient d'une fonctionnelle

Φ(u) dé�nie au voisinage de l'origine dans H. Soit Φ
′
un dérivé de Fréchet T à zéro.

Alors le quadratique (1/2)(Tu, u) se rapproche de la fonctionnelle Φ(u)
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2.3 Lemme d'Ekeland et conséquence

Dé�nition 2.6 (S.C.I) Soit X un espace de Banach normé et Ω ⊂ X, on dit

qu'une fonctionnelle E : X → R est semi-continue inférieurement (S.C.I) au point

x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

E(x0) ≤ lim inf
n→∞

E(xn).

Voici un résultat préliminaire important, c'est une version du principe variation

d'Ekeland (Lemme 2.2)

Lemme 2.2 [12] SoitM un espace métrique complet muni de la distance d et soit

E :M→ R une fonctionnelle semi-continu inférieur, bornée inférieurement. Alors,

pour tout ε et δ > 0 et tout u ∈M avec

E(u) ≤ inf
M
E + ε,

il existe v ∈M strictement minimisant

Ev(ω) ≡ E(ω) +
ε

δ
d(v, ω) (2.4)

De plus, E(v) ≤ E(u), d(u, v) ≤ δ .

Une technique standard de la méthode variationnelle applique le principe variation-

nel d'Ekeland à une suite minimisante d'une fonctionnelle coercive semi-continue

inférieurement où la fonctionnelle est minoré. Le principe variationnel d'Ekeland

garantit ensuite une suite de Palais-Smale, qui produit un point presque critique,

Voir par exemple [5].

On applique ici la même approche, adaptée pour une restriction à une variétée, plu-

tôt que sur un ensemble ouvert contenant un minimum local. La variété ici est la

sphère.

Corollaire 2.1 Soit X un espace de Banach et on suppose que Sρ ⊂ X est la sphère

de rayon ρ. Supposons que E ∈ C1(X) est borné inférieurement. Alors, il existe une
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suite minimisante {vm} pour E dans Sρ telle que

E(vm)→ inf
Sρ
E, E|′Sρ(υm)→ 0 dans X ′ (2.5)

lorsque m→∞, où E|Sρ est la restriction de E à Sρ. On note que pour tout v ∈ Sρ

on a :

‖ E|′Sρ(υ) ‖= sup
ω∈τSρ(v)

| (E ′(v), ω) |
‖ ω ‖

(2.6)

Démonstration. On choisit une suite arbitraire {εm}, εm > 0, εm → 0. On dé�nit

l'espace métrique Sρ avec la distance d(u, v) =‖ u − v ‖. Pour m ∈ N, on choisit

um ∈ Sρ tel que

E(um) ≤ inf
Sρ
E + ε2m, (2.7)

soit ε = ε2m , δ = εm et on prend vm = v, d'aprés le principe variationnel d'Ekeland,

satisfaisant

E(vm) ≤ E(vm + ω) + εm ‖ ω ‖X ∀ vm + ω ∈ Sρ,

par conséquent

sup
‖ω‖X≤δ

vm+ω∈Sρ,ω 6=0

E(vm)− E(vm + ω)

‖ ω ‖X
≤ εm. (2.8)

En exprimant la dérivée au sens de Fréchet, on a :

lim
h→0

vm+h∈Sρ

(
E|Sρ(vm + h)− E|Sρ(vm)− E|′Sρ(vm), h

)
‖ h ‖

= 0, (2.9)

en utilisant (2.8) on obtient :

lim
h→0

vm+h∈Sρ

(
E|′Sρ(vm),

h

‖ h ‖

)
= lim

h→0
vm+h∈Sρ

(
E|Sρ(vm + h)− E|Sρ(vm

)
‖ h ‖

≥ −εm. (2.10)

En remplaçant h par −h on obtient :

lim
h→0

vm+h∈Sρ

∣∣∣(E|′Sρ(vm),
h

‖ h ‖

)∣∣∣ ≤ εm. (2.11)

Pour h ∈ Sρ(vm), soit

h = T (h) +N(h),
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où T (h) ∈ τSρ(vm) et N(h) ⊥ τSρ(vm). En raison de la condition de tangence, on

a :

lim
h→0

N(h)

‖ h ‖
= 0, (2.12)

et par suite :

sup
φ∈τSρ(vm)

‖φ‖=1

(
E|′Sρ(vm), φ

)
< ε

′

m → 0 (2.13)

lorsque m→∞, on obtient :

‖ E|′Sρ(vm) ‖→ 0 (2.14)

Ce qui montre le résultat.

2.4 Théorème d'existence

Dé�nition 2.7 (valeur propre et fonction propre) Soit H un espace de hil-

bert, et A : H → H un opérateur .

On dit que µ est une valeur propre (et ω est une foction propre) de l'opérateur A

si :

A(ω) = µω (2.15)

On appelle λ = 1/µ une valeur caractéristique pour A. On dit que (λ, ω) ∈ R ×H

est une solution signi�e que λA(ω) = ω.

Dé�nition 2.8 (Point de bifurcation) Soit X, Y deux espaces de Banach. on

considère l'équation suivant

S(µ, ω) = 0 (2.16)

où S : R×X → Y est tel que

S(µ, 0) = 0 ∀µ ∈ R
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La solution ω = 0 est appelée la solution triviale de (2.16). L'ensemble

ΣS = {(µ, ω) ∈ R×X : ω 6= 0, S(µ, ω) = 0}

appelé l'ensemble des solutions non triviales de (2.16). Un point de bifurcation pour

(2.16) est un nombre µ∗ ∈ R tel que (µ∗, 0) appartient à la fermeture de Σ. Autre-

ment dit µ∗ est un point de bifurcation s'il existe des suites µn ∈ R, ωn ∈ X \ {0}

tel que

1. S(µn, ωn) = 0,

2. (µn, ωn)→ (µ∗, 0).

i.e.

1. µn → µ∗ dans R,

2. ωn → 0 dans X.

L'objectif principal de la théorie de bifurcation est d'établir les conditions pour la

recherche de points de bifurcation et, en général, d'étudier la structure de Σ.

Dans le lemme suivant, on calcule la dérivée au sens de Fréchet d'une famille des

fonctionnelle qui sera utile dans ce que suit.

Lemme 2.3 Soit H un espace de Hilbert et soit Φ : H → R une fonctionnelle

de classe C1 et sa dérivée linéaire Φ′, on dé�nit pour tout u ∈ H, la famille des

fonctionelles :

Iλ(u) =
1

2
‖ u ‖2 −λΦ(u)

avec λ ∈ R .

Cette famille est de classe C1 avec :

〈I ′λ(u), v〉 = 〈u, v〉 − λ〈Φ′(u), v〉

Démonstration. Soit u, v ∈ H et soit t ∈ R, d'abord on calcule la limite suivante :

lim
t→0

Iλ(u+ tv)− Iλ(u)

t
= 〈I ′λ(u), v〉.
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On a

lim
t→0

Iλ(u+ tv)− Iλ(u)

t
= lim

t→0

1

t

[1

2
‖ u+ tv ‖2 −λΦ(u+ tv)− 1

2
‖ u ‖2 +λΦ(u)

]
= lim

t→0

1

t

[1

2
‖ u ‖2 +

t2

2
‖ v ‖2 +t〈u, v〉 − λ(Φ(u+ tv)−

Φ(u))− 1

2
‖ u ‖2

]
= lim

t→0

t

2
‖ v ‖2 +〈u, v〉 − λ

t
(Φ(u+ tv)− Φ(u)).

On pose :

ψ(s) = Φ(u+ sv)− Φ(u), s ∈ [0, t].

Soit ψ(s) : [0, t]→ R, on a ψ(s) est continue sur l'intervalle fermé [0, t] et dérivable

sur l'intervalle ouvert ]0, t[ alors d'après le théorème des accroissement �nis (T.A.F),

il existe un réel ct ∈]0, t[ véri�ant :

ψ(t)− ψ(0) = tψ′(ct),

c'est à dire

Φ(u+ tv)− Φ(u) = t〈Φ′(u+ ctv), v〉,

et lorsque t→ 0, on a ct → 0

lim
t→0

Iλ(u+ tv)− Iλ(u)

t
= lim

t→0

t

2
‖ v ‖2 +〈u, v〉 − λ〈(Φ′(u+ ctv), v〉

= 〈u, v〉 − λ〈Φ′(u), v〉.

On véri�er que l'application v 7→ 〈u, v〉 − λ〈Φ′(u), v〉 est une forme linéaire et conti-

nue.

En e�et, on pose

Au : H → R

v → 〈Au, v〉 = 〈u, v〉 − λ〈Φ′(u), v〉.
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Au est linéaire, en e�et : soit v1, v2 ∈ H et soit α, β ∈ R :

〈Au, αv1 + βv2〉 = 〈u, αv1 + βv2〉 − λ〈Φ′(u), αv1 + βv2〉

= 〈u, αv1〉+ 〈u, βv2〉 − λ〈Φ′(u), αv1)− λ(Φ′(u), βv2〉

= α〈u, v〉 − αλ〈Φ′(u), v1〉+ β〈u, v〉 − βλ〈Φ′(u), v2〉

= α〈Au, v1〉+ β〈Au, v2〉.

Au est continue, en e�et : pour tout u, v ∈ H

| 〈Au, v〉 | = | 〈u, v〉 − λ〈Φ′(u), v〉 |

≤ | 〈u, v〉 | +λ | 〈Φ′(u), v〉 |

≤ ‖ u ‖H′‖ v ‖H +λ ‖ Φ′(u) ‖H′‖ v ‖H

≤ min{‖ u ‖H′ +λ ‖ Φ′(u) ‖H′} ‖ v ‖H

≤ C ‖ v ‖H .

Donc Au est continue. Et par suite Iλ est G-di�érentiable.

Reste à véri�er que A est continue tel que A est dé�nit comme suit :

A : u 7→ 〈u, .〉 − λ〈Φ′(u), .〉

Soit

un → u dans H,

on montre que

Aun → Au dans H ′,

i.e.

‖ Aun − Au ‖H′= sup
‖v‖≤1

v∈H

| 〈Aun − Au, v〉 |
‖ v ‖
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Donc

| 〈Aun − Au, v〉 | =| 〈un, v〉 − λ〈Φ′(un), v〉 − 〈u, v〉+ λ〈Φ′(u), v〉 |

=| 〈un − u, v〉 − λ〈Φ′(un)− Φ′(u), v〉 |

≤| 〈un − u, v〉 | +λ | 〈Φ′(un)− Φ′(u), v〉 |

≤‖ un − u ‖‖ v ‖ +λ | 〈Φ′(un − u), v〉 |

≤‖ un − u ‖‖ v ‖ +λ ‖ Φ′(un − u) ‖‖ v ‖→ 0.

D'où A est continue.

Donc Iλ est de classe C1.

Voici un résultat de base de la bifurcation qui à été démontrer par Krasnosel'skii .

Théorème 2.2 On suppose que Φ : H → R est faiblement continu et uniformément

di�érenciable au voisinage de 0 et supposons que A = Φ
′
: H → H est complètement

continu. Alors, si A est di�érenciable à 0, chaque valeur propre µ∗ 6= 0 de la dérivée

A′(0) est un point de bifurcation pour (2.15) .

Plus précisément, pour tout r > 0 su�samment petit, il existe µr ∈ R, ωr ∈ H avec

‖ ωr ‖= r telle que

A(ωr) = µrωr

et en plus

µr → µ∗ lorsque r → 0.

Le théorème suivant améliore le théorème 2.2 en éliminant l'exigence de la continuité

complète de Φ
′
et la continuité faible de Φ. Ce théorème à été prouver en 2011 par

Tonkes, voir [12]

Théorème 2.3 Soit Φ
′
un opérateur linéaire qui est le gradient d'une fonctionnelle

Φ(u) de classe C1. Soit Φ
′
admet une dérivée de Frechet T à l'origine dans H,

où T est un opérateur auto-adjoint, complètement continu. Supposons que µ0 est
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la plus grande valeur propre (c'est-à-dire que λ0 = 1/µ0 soit la plus petite valeur

caractéristique positive) de T . On suppose que, pour certains ξ > 0, la famille des

fonctionnelles

Iλ(u) =
1

2
‖ u ‖2 −λΦ(u) (2.17)

satisfait la condition (PS)c pour λ0 − ξ < λ < λ0 + ξ et pour c ∈ R au voisinage de

0.

Alors, µ0 est un point de bifurcation pour Φ
′
.

Démonstration. SoitH0 l'espace propre correspondant à µ0 et on dé�nieH1 comme

complément orthogonal à H0 dans H. Soit P0 le projecteur de H sur H0 et P1 le

projecteur de H sur H1. Soit ν la plus grande valeur propre positive de T di�érente

de µ0, soit ν = 0 si cela n'existe pas.

Comme T est complètement continu, d'aprés le théorème 2.1 on a la décomposition

suivant :

Tu =
∞∑
i=0

µi(u, ei)ei (2.18)

pour tout u ∈ H. En particulier, cela signi�e que

(TP1u, u) ≤ ν ‖ P1u ‖2 ∀ u ∈ H

en e�et

(TP1u, u) = (TP1u, P0u+ P1u)

= (TP1u, P0u) + (TP1u, P1u)

= (µP1u, P0u) + (µP1u, P1u)

= µ(P1u, P0u) + µ(P1u, P1u)

= µ ‖ P1u ‖2

≤ ν ‖ P1u ‖2

où ν est la plus grande valeur propre positive. D'après le lemme (2.1), on sait que

Φ(u) est approximative à (1/2)(Tu, u). Pour certains petits ε > 0, soit δ, un nombre
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su�samment petit de la dé�nition de l'approximation quadratique.

On note par ρ ∈ (0, δ) un nombre tel que pour tout ‖ u ‖≤ ρ,∣∣∣Φ(u)− 1

2
(Tu, u)

∣∣∣ ≤ ε1(u, u), (2.19)

‖ Φ
′
(u)− Tu ‖≤ ε2 ‖ u ‖, (2.20)

où ε1 et ε2 sont choisis su�samment petits tel que

ε1 <
µ0 − ν

6
, ε2 < µ0

√
1− 6ε1

µ0 − ν

λ0 − ξ < (
1

λ0

+ ε2)−1 , λ0 + ξ > (
1

λ0

√
1− 6ε1

µ0 − ν
− ε2)−1.

(2.21)

Par conséquence, pour tout u ∈ H0, ‖ u ‖≤ ρ on a

− | Φ(u)− 1

2
(Tu, u) |≥ ε1 ‖ u ‖2

et comme Tu = µ0u, alors

Φ(u) ≥ 1

2
(Tu, u)−

∣∣∣Φ(u)− 1

2
(Tu, u)

∣∣∣
≥ (

µ0

2
− ε1)(u, u).

(2.22)

Pour une fonction propre normalisée de T . ϕ0 ∈ H0, on dé�nie

cρ ≡ sup
u∈Sρ

Φ(u) ≥ Φ(ρϕ0) ≥ (
µ0

2
− ε1)ρ2. (2.23)

Puisque Φ n'est pas faiblement continu, on ne peut pas garantir immédiatement

que la suprémum est atteinte. Au lieu de compter sur la complètement continue, on

invoque la condition (PS).

En appliquant le corollaire (2.1) à −Φ, il existe une suite {un} ⊂ Sρ telle que

Φ(un)→ cρ,

et

‖ Φ|′Sρ(un) ‖→ 0 lorsque n→∞.
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Par dé�nition, pour toute suite {vn} satisfait :

lim ‖ vn ‖< C <∞,

et vn ∈ τSρ(un), alors

(Φ
′
(un), vn)→ 0.

On prend une sous-suite si nécessaire, pour tout n su�samment grand on a :

Φ(un) ≥ (
µ0

2
− 2ε1)ρ2. (2.24)

Soit

λn =
(un, un)

(Φ′(un), un)
=

ρ2

(Φ′(un), un)
, (2.25)

alors d'aprés le lemme 2.3 on trouve

(I ′λn(un), un) = 0. (2.26)

Dans la partie suivante de la preuve, les bornes sont placées sur lim
n→∞

λn pour tout n

su�samment grand de sorte que l'inégalité (2.24) soit satisfaite en vertu (2.19) on

a :

Φ(un) ≤ 1

2
(Tun, un) +

∣∣∣Φ(un)− 1

2
(Tun, un)

∣∣∣
≤ 1

2
(µnun, un) + ε1ρ

2

≤ 1

2
µn(P0un + P1un, P0un + P1un) + ε1ρ

2

≤ 1

2
µn ‖ P0un ‖2 +

1

2
µn ‖ P1un ‖2 +ε1ρ

2

≤ µ0

2
‖ P0un ‖2 +

ν

2
‖ P1un ‖2 +ε1ρ

2,

(2.27)

et par suite :

(
µ0

2
− 2ε1)ρ2 ≤ Φ(un) ≤ µ0

2
‖ P0un ‖2 +

ν

2
‖ P1un ‖2 +ε1ρ

2.

alors (µ0

2
− 2ε1

)
ρ2 ≤ µ0

2
‖ P0un ‖2 +

ν

2
‖ P1un ‖2 +ε1ρ

2, (2.28)

mais

‖ un ‖2=‖ P0un ‖2 + ‖ P1un ‖2
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i.e.

ρ2 =‖ P0un ‖2 + ‖ P1un ‖2 .

On prend ‖ P1un ‖2= ρ2− ‖ P0un ‖2, on obtient :

‖ P0un ‖2≥ ρ2 − 6ε1ρ
2

µ0 − ν
, (2.29)

et on prend ‖ P0un ‖2= ρ2− ‖ P1un ‖2, on obtient

‖ P1un ‖2≤ 6ε1ρ
2

µ0 − ν
(2.30)

de l'inégalité (2.29)

‖ Tun ‖2≥‖ TP0un ‖2= µ2
0 ‖ P0un ‖2≥ µ2

0ρ
2 − 6ε1µ

2
0ρ

2

µ0 − ν
(2.31)

et par l'inégalité (2.20)

‖ Φ
′
(un)− Tun ‖ ≥ −(‖ Φ

′
(un) ‖ − ‖ Tun ‖)

‖ Φ
′
(un) ‖ ≥‖ Tun ‖ − ‖ Φ

′
(un)− Tun ‖

≥ µ0ρ

√
1− 6ε1

µ0 − ν
− ε2 ‖ un ‖

= ρ
{
µ0

√
1− 6ε1

µ0 − ν
− ε2

}
.

(2.32)

Pour tout n, chaque ω ∈ H peut être s'écrit sous la forme

ω = tnun + vn (2.33)

où tn ∈ R et vn ∈ τSρ(un). En utilisant le faite que (Φ
′
(un), vn) = o(1) lorsque

n→∞, on a :

‖ Φ′(un) ‖ = sup
ω∈S1

| (Φ′(un), ω) |

= sup{| (Φ′(un), tnun + vn) |: tn ∈ R,

vn ∈ τSρ(un), ‖ tnun + vn ‖= 1}

= sup{| (Φ′(un), tnun) |:‖ tnun ‖≤ 1}+ o(1)

=
1

ρ
(Φ
′
(un), un) + o(1).

(2.34)
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Par conséquence,

lim
n→∞

(Φ
′
(un), un) = lim

n→∞
ρ ‖ Φ

′
(un) ‖≥ ρ2

{
µ0

√
1− 6ε1

µ0 − ν
− ε2

}
> 0. (2.35)

Ainsi,

lim
n→∞

λn ≤
(
µ0

√
1− 6ε1

µ0 − ν
− ε2

)−1

. (2.36)

D'autre part,

‖ Φ′(un) ‖ ≤‖ Φ′(un)− Tun ‖ + ‖ Tun ‖

≤ ε2 ‖ un ‖ + ‖
∞∑
i=0

µi(un, ei)ei ‖

≤ (ε2 + µ0)ρ.

(2.37)

Ainsi,

lim
n→∞

(Φ
′
(un), un) = lim

n→∞
ρ ‖ Φ

′
(un) ‖≤ ρ2(ε2 + µ0). (2.38)

En combinant avec (2.36), on obtient :

[µ0 + ε2]−1 ≤ lim
n→∞

λn ≡ λ0 ≤
[
µ0

√
1− 6ε1

µ0 − v
− ε2

]−1

, (2.39)

lorsque ε→∞, on peut choisit ρ petit pour que ε1 et ε2 → 0.

On considère la suite {un} agissant sur le fonctionnel Iλ0(u). En utilise encore l'équa-

tion (2.33), on obtient :

‖ I ′λ0(un) ‖ = sup
‖ω‖=1

| (I ′λ0(un), ω) |

= sup{| (un, tnun + vn)− λ0(Φ′(un), tnun + vn) |

: tnun + vn ∈ S1}

(2.40)

Comme un ⊥ vn, donc

(un, vn) = 0,

un est une suite maximisante pour Φ dans Sρ, alors

(Φ′(un), vn) = o(1) lorsque n→∞
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on a :

λ

‖ I ′α0
(un) ‖ = sup{| (un, tnun)− λ0(Φ′(un), tnun) |:‖ tnun ‖≤ 1}+ o(1)

= sup{tn | (un, un)− λ0(Φ′(un), tnun) |:‖ un ‖≤ 1}+ o(1)

= sup{tn | (un, un)− λ0(Φ′(un), un) |: tn ≤
1

ρ
}+ o(1)

=
1

ρ
| (un, un)− λ0(Φ′(un), un) | +o(1).

(2.41)

Mais ‖ un ‖2 −λn(Φ′(un), un) = 0, donc

‖ I ′λ0(un) ‖ =
1

ρ
|‖ un ‖2 −λ0(Φ′(un), un) | +o(1)

=
1

ρ
|‖ un ‖2 −λn(Φ′(un), un) | +o(1)→ 0.

(2.42)

On a aussi :

Iλ0(un) =
1

2
ρ2 − λ0Φ(un). (2.43)

Pour ρ > 0 su�samment petit, on peut assurer que lim
n→∞

Iλ0(un) est arbitrairement

petit. Par conséquent (2.42) et (2.43) implique que un est une suite de (PS)c pour

Iλ0 où c s'annule lorsque ρ tend à 0.

Puisque Iλ0 satisfait la condition (PS)c pour c au voisinage de zéro, on a un est

fortement convergent vers u0 ∈ Sρ, où u0 doit être un maximam pour (2.23).

Le théorème de Lusternik 1.6 complète la preuve en montrant que u0 doit être une

fonction propre de Φ′ et λ0 une valeur caractéristique de Φ′ :

Φ′(u0) = µu0, (2.44)

où 1/λ0 ≡ µ ∈ R .
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Chapitre 3

Applications sur un problème

elliptique non linéaire avec un

exposant critique de sobolev

3.1 Présentation du problème

Dé�nition 3.1 Soit Ω un ouvert de RN . On dit qu'une fonction (x, s) 7→ f(x, s),

dé�nie sur Ω×R à valeurs dans R, est Caratheodory, si est mesurabl en x, cntinue

p.p. en s, autrement dit : ∀s ∈ R, la fonction f(., s) est mesurable sur Ω;

p.p. en x ∈ R la fonction f(x, .) est continue sur R.

Chiappinelli [1] montre que chaque valeur propre de −∆ sur un domaine borné

Ω ⊂ RN forme un point de bifurcation pour le problème −∆u = λ(u+ f(x, u)) dans Ω;

u(x) = 0 sur ∂Ω,
(3.1)

où f : Ω × R → R est une fonction Caratheodory. Dans cette section on généralise

ce résultat à une famille des problèmes nonlinéare.
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 −∆u = λ(u+ | u |2∗−2 u) dans Ω;

u(x) = 0 sur ∂Ω.
(3.2)

La solutions de (3.2) correspondent à des points critiques de la fonctionnelle :

Iλ(u) =
1

2
‖ u ‖2 −λ

(1

2

∫
u2 +

1

2∗

∫
| u |2∗

)
. (3.3)

Lemme 3.1 Iλ est une fonctionnelle de classe C1, de plus on a :

〈I ′λ(u), v〉 =

∫
Ω

∇u∇vdx− λ
[ ∫

Ω

uvdx+

∫
Ω

| u |2∗−2 uvdx
]

Démonstration. De la même manière avec la preuve de lemme (2.3)

Dé�nition 3.2 u ∈ H1
0 (Ω) est dite solution faible de (3.2) si et seulement si :∫

Ω

∇u∇vdx− λ
[ ∫

Ω

uvdx+

∫
Ω

| u |2∗−2 uvdx
]

= 0 (3.4)

Remarque 3.1 On remarque que u est une solution faible de (3.2) si et seulement

si u est un point critique de Iλ.

3.2 Existence d'une branche de bifurcation du pro-

blème (3.1)

Lemme 3.2 (Brezis-Lieb) ([9]) Soient 1 ≤ p < ∞ et (un)n une suite bornée de

fonctions de Lp(Ω) convergeant p.p. vers u. Alors u ∈ Lp(Ω) et :

‖ u ‖pp= lim
n→∞

(‖ un ‖pp − ‖ u− un ‖pp).

Le lemme suivant est s'inspire de [11].

Lemme 3.3 Pour λ > 0, Iλ satisfait la condition (PS)c pour tout c < c∗λ =

(1/N)SN/2/λ(N−2)/2.
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Démonstration. Soit (un) ⊂ H1
0 (Ω) telle que :

Iλ(un)→ c, (3.5)

I ′λ(un)→ 0 dans (H1
0 (Ω))′. (3.6)

Étape 1 :(un) est une suite bornée dans H1
0 (Ω).

On pose

H(u) =
1

2∗
‖ u ‖2∗

L2∗ ,

de la relation (3.5) on a :

1

2
‖ un ‖2 −1

2
λ ‖ un ‖2

L2 −λH(un) = c+ o(1), (3.7)

et de (3.6), on obtient :

(I ′λ(un), v)→ 0, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

On pose v = un, on obtient :

‖ un ‖2 −λ ‖ un ‖2
L2 −2∗λH(un) = o(1). (3.8)

De (3.7) on trouve :

‖ un ‖2 −λ ‖ un ‖2
L2= 2λH(un) + 2c+ o(1). (3.9)

En combinant (3.8) et (3.9) on a

λ(2∗ − 2)H(un) = 2c+ o(1),

de sorte que H(un) est borné, i.e. (un) est borné dans L2∗ , et comme L2∗ ↪→ L2

puisque 2∗ > 2, on déduit que (un) est borné dans L2. Donc (un) est borné dans

H1
0 (Ω). De la re�exivité de H1

0 (Ω) et l'injection compacte de H1
0 (Ω) ↪→c L

2(Ω) on

peut extraire une sous suite (unk) = (un) telle que

un ⇀ u dans H1
0 ,

un → u dans L2,

un → u p.p. dans Ω.
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Étape 2 : On véri�er que Iλ(u) ≥ 0, en e�et, pour tout ϕ ∈ H1
0 on a

(I ′λ(un), ϕ) =

∫
Ω

∇un∇ϕ− λ
∫

Ω

unϕ− λ
∫

Ω

| un |2
∗−2 unϕ = o(1),

par passsage à la limite∫
Ω

∇u∇ϕ− λ
∫

Ω

uϕ− λ
∫

Ω

| u |2∗−2 uϕ = 0,

on prend ϕ = u, on trouve :

‖ u ‖2 −λ ‖ u ‖2
L2 −λ ‖ u ‖2∗

L2∗= 0. (3.10)

En utilisant la dernière relation (3.10), on obtient :

Iλ(u) =
1

2
‖ u ‖2 −1

2
λ ‖ u ‖2

L2 −
1

2∗
λ ‖ u ‖2∗

L2∗

= λ(
1

2
− 1

2∗
) ‖ u ‖2∗

L2∗

=
λ

N
‖ u ‖2∗

L2∗≥ 0.

Étape 3 : On pose

wn = un − u,

et on prouve que wn → 0 dans H1
0 pour c su�sament petit, on a :

‖ un ‖2=‖ wn ‖2 + ‖ u ‖2 −o(1), (3.11)

‖ un ‖2
L2=‖ u ‖2

L2 +o(1), (3.12)

d'apré le lemme 3.2 :

‖ un ‖2∗

L2∗=‖ wn ‖2∗

L2∗ + ‖ u ‖2∗

L2∗ +o(1). (3.13)

D'une part :

Iλ(un) = Iλ(u) +
1

2
‖ wn ‖2 − 1

2∗
λ ‖ wn ‖2∗

L2∗ +o(1). (3.14)

D'autre part, lorsque (I ′λ(un), un)→ 0 on a :

‖ un ‖2 −λ ‖ un ‖2
L2 −λ ‖ un ‖2∗

L2∗= o(1). (3.15)
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En combinant (3.11),(3.13), et (3.15), on obtient :

‖ wn ‖2 + ‖ u ‖2 −λ ‖ u ‖2
L2 −λ ‖ wn ‖2∗

L2∗ −λ ‖ u ‖2∗

L2∗= o(1),

d'où

‖ wn ‖2 −λ ‖ wn ‖2∗

L2∗ = −(‖ u ‖2 −λ ‖ u ‖2
L2 −λ ‖ u ‖2∗

L2∗ +o(1))

= o(1).

Donc on peut écrire :

lim
n
‖ wn ‖2= λ lim

n
‖ wn ‖2∗

L2∗= α.

D'aprés l'injection continue du H1
0 ↪→ L2∗ , alors on a

S ‖ wn ‖2∗

L2∗≤‖ wn ‖2,

avec S = inf{‖ u ‖; ‖ u ‖L2∗= 1}.

En faisant le passage à la limite :

S(
α

λ
)

2
2∗ ≤ α,

d'où,

S
1

λ
≤ α2/N ,

et par suite :

α ≥ S
N
2

1

λN/2
,

de (3.5), on peut avoir que

c = Iλ(u) +
1

2
‖ wn ‖2 − 1

2∗
λ ‖ wn ‖2∗

L2∗ +o(1) = Iλ(u) +
1

2
α− 1

2∗
α + o(1)

≥ 1

N
α

≥ 1

N
S
N
2

1

λN/2
,

ce qui est une contradiction.
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Soit λ0 la valeur caractéristique principale du problème linéaire −∆u = λu,

u ∈ H1
0 (Ω).

On dé�nit l'opérateur T par :

(Tu, v) =

∫
Ω

uvdx,

et l'opérateur R par :

(R(u), v) =

∫
| u |2∗−2 uvdx.

On remarque que T et R sont bien dé�nie, car pour tout u ∈ H1
0 , on peut véri�er

que Tu ∈ (H1
0 (Ω))′ et Ru ∈ (H1

0 (Ω))′ i.e. linéaire et continue tel que

T : H1
0 (Ω)→ (H1

0 (Ω))′

u→ Tu

et

R : H1
0 (Ω)→ (H1

0 (Ω))′

u→ Ru

Tu linéaire, en e�et : soit v1, v2 ∈ H1
0 (Ω) et soit α, β ∈ R :

(Tu, αv1 + βv2) =

∫
Ω

u(αv1 + βv2)

=

∫
Ω

uαv1 +

∫
Ω

uβv2

= α

∫
Ω

uv1 + β

∫
Ω

uv2

= α(Tu, v1) + β(Tu, v2)

La même preuve avec Ru.

Tu continue, en e�et pour tout u, v ∈ H1
0 et on utilise l'inégalité de poincaré on
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obtient :

|(Tu, v)| =

∣∣∣∣∫
Ω

uvdx

∣∣∣∣
≤ ‖ u ‖L2‖ v ‖L2

≤ c ‖ u ‖L2‖ ∇v ‖L2

≤ C ‖ v ‖H1
0
.

La continuité de Ru, d'aprés l'injection continue de H1
0 ↪→ L2∗ tel que (2∗)′ = 2∗

2∗−1
,

on a :

| (R(u), v) | =
∣∣∣∣∫ | u |2∗−2 uvdx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

| u |2∗−1| v | dx

≤‖ u2∗−1 ‖(L2∗ )′‖ v ‖L2∗

= (

∫
Ω

(| u |2∗−1)
2∗

2∗−1 )
2∗−1
2∗ ‖ v ‖L2∗

≤ c(

∫
Ω

| u |2∗)
2∗−1
2∗ ‖ v ‖H1

0

≤ C ‖ v ‖H1
0
.

Lemme 3.4 T est un opérateur complètement continue (i.e. compact et continue)

et auto-adjoint .

Démonstration.

La continuité : Soit un une suite dans H1
0 tel que

un → u dans H1
0

on montre que

Tun → Tu dans (H1
0 )′

i.e. pour tout v ∈ H1
0

‖ Tun − Tu ‖(H1
0 )′= sup

v 6=0

‖v‖≤1

| 〈Tun − Tu, v〉 |
‖ v ‖

→ 0
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Soit v ∈ H1
0 tel que ‖ v ‖≤ 1, d'aprés l'injection continue H1

0 ↪→ L2 et l'inégalité de

poincaré on obtient :

|〈Tun − Tu, v〉| =

∣∣∣∣∫
Ω

unv −
∫

Ω

uv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

(un − u)v

∣∣∣∣
≤ ‖ un − u ‖L2‖ v ‖L2

≤ C ‖ un − u ‖H1
0
‖ v ‖H1

0

≤ C ‖ un − u ‖H1
0
→ 0.

Alors Tun → Tu dans (H1
0 )′, ce qui implique que T est continu.

La compacité :

Soit un une suite bornée dans H1
0 (Ω), puisque H1

0 est re�exif, alors on peut extraire

une sous-suite (unk) = (un) converge faiblement dansH1
0 (Ω), mais on sait queH1

0 ↪→c

L2, car 2 ∈ [1, 2∗[, on montre que :

‖ Tun − Tu ‖(H1
0 )′= sup

v 6=0

‖v‖≤1

〈Tun − Tu, v〉
‖ v ‖

→ 0

Soit v ∈ H1
0 tel que ‖ v ‖≤ 1 :

|〈Tun − Tu, v〉| =
∣∣∣∣∫

Ω

unv −
∫

Ω

uv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

(un − u)v

∣∣∣∣
≤‖ un − u ‖L2‖ v ‖L2

≤ C ‖ un − u ‖L2‖ v ‖H1
0

≤ C ‖ un − u ‖L2 .
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Alors T est compact.

T auto-adjoint : en e�et, pour tout u, v ∈ H1
0 , on a :

〈Tu, v〉 =

∫
uvdx

=

∫
vudx

= 〈Tv, u〉

= 〈u, Tv〉.

Remarque 3.2 1. On peut réécrire (3.4) sous la forme suivante :

〈u, v〉 − λ〈Tu, v〉 − λ〈Ru, v〉 = 0

〈u, v〉 = λ〈Tu+Ru, v〉

u = λ(Tu+Ru).

Donc le problème (3.2) devient u = λ(Tu+Ru).

2. Si on pose

A(u) = Tu+Ru,

le problème (3.2) est equivalent à

A(u) = µu, µ =
1

λ
,

de plus, l'opérateur A admet un dérivé au sens de fréchet dans l'origine 0, et

on a

A′(0) = T.

Théorème 3.1 Pour tout r > 0 su�sament petit, il existe une solution (λr, ur) de

(3.2) avec ‖ ur ‖= r.

On a λr → λ0 lorsque r → 0

Démonstration. Il est claire que u est une solution faible pour (3.2) si :

A(u) = Tu+R(u) = µu, (3.16)
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où µ = 1
λ
. Si

Φ(u) =
1

2

∫
u2 +

1

2∗

∫
| u |2∗ ,

alors

A(u) = Φ′(u).

Le lemme (3.3) fournit que Iλ satisfait la condition (PS)c au voisinage spéci�é dans

le théorème 2.3.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudier l'existence d'une branche de bifurcation qui est

véri�er par l'utilisation de la compacité dans le sens de la condition Palais Smale,

puis on a appliquer ce résultat principal sur un problème elliptique semi linéaire

avec un exposant critique de sobolev suivant : −∆u = λ(u+ | u |2∗−2 u) dans Ω;

u(x) = 0 sur ∂Ω.

Où Ω est un ouvert de RN .
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