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تعميما ناطقة رتب ذات التفاضلية المعادلات تعتبر
الى تطرقنا المذكرة هذه في الكلاسيكية, التفاضلية للمعادلات
باستخدام ذلك و المعادلات لهذه للحل عددية تقريبات دراسة
هذه نطبق و الطرقة من الـكثير اصل من (HPMوVIM)يقتين طر
مؤكدة التقريبات هذه وفعالية كابيتو بمعنى الـكسري الموثر على الطرق

امثلة بعدة

Abstract

We say the fractional differential equations are généralisa-
tion of ordinary differential equations. In this work, we study
annalytic approximations of the solution of the fractional
differential problem by two methods VIM and HPM, applied to
the fractional derivative in the sense of Caputo.
this efficent of approximations are prouved by examples

Résumé

On sait que les équations différentielles d’ordre fraction-
naires ce sont des généralisations des équations différentielles
ordinaires. Dans ce travail, nous étudions des approximations
analytiques dela solution d’un problème différentiel d’ordre
fractionnaire par les deux méthodes VIM et HPM permis
plusieurs appliquée a la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
cette efficacité d’approximations justifier par plusieurs des
exemples
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INTRODUCTION

Historiquement, il est établi que la question de la dérivation numérique d’ordre
fractionnaire des fonctions et de son opération inverse l’intégrale a été discutée dans
diverses correspondances entre Gottfried Leibniz (1646-1716), Guillaume de L’Hôspital
(1661-1704). Cependant la question restera confinée à ce fait et aucun développement
majeur ne fut réalisé par ces premiers précurseurs dans ce domaine des mathématiques.
Ce n’est que plus tard, lors de l’étude de certains phénomènes en mécanique des fluides,
qu’il a été remarqué la présence d’une intégrale d’ordre un demi dans les équations de la
chaleur quand on veut par exemple expliciter un flux de chaleur latérale d’un écoulement
fluide en fonction de l’évolution temporelle de la source interne. Dès lors les dévelop-
pements fusèrent dans différents domaines d’études, en particulier en hydrodynamique,
thermodynamique, en théorie de la diffusion , en électrochimie pour ne citer que ces
exemples. Les mathématiciens Joseph Liouville et Bernhard Riemann apportèrent une
importante contribution au milieu du 19 siècle. Toutes les ambiguïtés faisant suite aux
diverses définitions proposées furent levées avec l’avènement de la théorie des distribu-
tions. Actuellement doté du cadre abstrait et formel et élaboré par l’apport de beaucoup
d’auteurs le calcul fractionnaire a fini par constituer à lui seul un domaine dans les mathé-
matiques sous l’appellation : analyse fractionnaire. Si aujourd’hui on continue à utiliser
la dénomination calcul fractionnaire, c’est beaucoup plus par nostalgie et par respect des
traditions qui ont entouré cette notion. La perception d’une dérivée d’ordre un nombre
réel quelconque n’est plus un fait renversant mais bien au contraire. Son apport a permis
et permet encore d’entrevoir les phénomènes de la nature qui nous entoure autrement,
de les modéliser par des équations ou systèmes différentiels d’ordre non entier et qui tra-
duisent mieux le passage du réel au connu. Dans cette optique, les systèmes différentiels
d’ordre non entier, bien que plus compliqués, s’avèrent mieux adaptés à la modélisation
mécanique de certains matériaux qui conservent la mémoire des déformations passées,
comportement qualifié de viscoélastique dans le langage des mécaniciens. L’objectif prin-
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TABLE DES MATIÈRES

cipal de cet mémoire est tout d’abord de présenter des méthodes analytiques ainsi que
leurs combinaisons pour résoudre des équations différentielles d’ordre fractionnaire

Ce document(mémoire) consiste en une introduction et trois chapitres.

Le première chapitre traite des définitions et des concepts généraux qui seront requis
dans le reste du travail. Rappelez-vous que les concepts que nous fournissons sont des
fonctions de Gamma, Beta et Mittag-Leffter et Concepts d’intégrations partielles, dérivés
de Riemann-Liouville et transformations de Caputo et de Laplace.

Le deuxième chapitre est consacré pour expliquer la méthode à fréquence variable
(VIM) et la méthode de décroissance hydrostatique (HPM), puis examinons l’approxima-
tion de chacune de ces méthodes pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Le troisième chapitre est dédié à l’application de ces méthodes (VIM), (HPM) pour
résoudre l’équation différentielle de l’ordre fractionnaire (linéaire et non linéaire)

2



CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et théorémes utiles pour utilisé
dans ce que suit.

1.1 Fonctions utiles

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma , Bêta et Mittag-Leffter qui
seront utilisées dans les autres chapitres. Ces des fonctions jouent un rule très important
dans la théorie du calcul fractionnaire et ces application(Gamma d’Euler,Beta,Mittag-
Leffter)

1.1.1 La fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1.1. On appelle fonction Gamma la fonction définie par :

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt, (z ∈ C,Re(z) � 0). (1.1.1)

Exemple 1.1.1.

i) Γ (1) =
∫+∞

0 e−tdt = 1,

ii) Γ
(

1
2

)
=
∫+∞

0 t
1
2−1e−tdt =

∫+∞
0 t−

1
2 e−tdt = 2

∫+∞
0 e−τ

2
dτ =

√
π(Posant le changement

de variable t =τ 2).

Lemme 1.1.1. La fonction Gamma est une fonction de classe C∞ sur R∗+. (resp.holomorphe
sur le demi plan (z ∈ C,Re(z) � 0).

3



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 1.1.1.

1) Γ (z + 1) = zΓ (z),

2) Γ (n) = (n− 1)!.

Preuve.

1) En intégrant par partie :

Γ(z + 1) =
∫ +∞

0
tze−tdt =

[
−tZe−t

]+∞
0

+ z
∫ +∞

0
tz−1e−tdt,

= zΓ(z) .

2) On pose z = n− 1,

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1)

= (n− 1)(n− 2)...Γ(1)

= (n− 1)!.

Lemme 1.1.2. Pour tout p � 0, on a :

Γ (p) = lim
n→∞

n!np

p (p+ 1) (p+ 2) .... (p+ n)

.

Remarque 1.1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs négatives
non entiers par la formule Γ (z) = Γ(z+1)

z
, et La transition d’un intervalle à un autre (-1,

0), (-2, -1) , (-3,-1) ..... La fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatives entières.

1.1.2 La fonction Beta

Définition 1.1.2. la fonction de bêta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

β (p, q) =
∫ 1

0
tp−1 (1− t)q−1 dt, (p, q ∈ C,Re (p) � 0,Re (q) � 0). (1.1.2)

Lemme 1.1.3. la fonction de beta est relative par la fonction Gamma par la formule
suivante :

pour tout (p, q ∈ C,Re (p) � 0,Re (q) � 0),

β (p, q) = Γ (p) Γ (q)
Γ (p+ q) . (1.1.3)

Proposition 1.1.2. Soit D = (0,+∞)× (0,+∞) ,on a

Γ(p)Γ(q) =
(∫ +∞

0
xp−1e−xdx

)
×
(∫ +∞

0
yz−1e−ydy

)
,

=
∫ ∫

D
xp−1yq−1e−(x+y)dxdy.

4



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

En utilisant le changement des coordonnées ,considérons les nouvelles coordonnées u = x+ y

v = x
x+y

⇒

 x = uv

y = u (1− v)

∂(x,y)
∂(x,t) =

∣∣∣∣∣∣ v

1− v
u

−u

∣∣∣∣∣∣ = −uv − u (1− v) = −u.

De même que le domaine D correspondant à D dans les cordonnées u,v est

D′ = {(u, v)�u � 0, 0 � v � 1} ,

Alors

∫ ∫
D
xp−1yq−1e−(x+y)dxdy =

∫ ∫
D′

(uv)p−1 (u (1− v))q−1 e−u |−u| dudv,

=
∫ ∫

D′
up+q−1 (v)p−1 (1− v)q−1 e−ududv,

=
∫ +∞

0

∫ 1

0
up+q−1 (v)p−1 (1− v)q−1 e−ududv,

=
(∫ +∞

0
up+q−1e−udu

)(∫ 1

0
(v)p−1 (1− v)q−1 dv

)
,

= Γ (p+ q) β (p, q) .

par conséquent
β (p, q) = Γ (p) Γ (q)

Γ (p+ q) .

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffter

Définition 1.1.3. La fonction de Mittag-Leffter est définie par :

Eα(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1) , (z ∈ C,Re(α) � 0). (1.1.4)

et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par :

Eα,β(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β) , (x ∈ C,Re(α) � 0,Re(β) � 0). (1.1.5)

Exemple 1.1.2.

1)

E1,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1) =
+∞∑
k=0

xk

k! = ex.

2)

E2,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(2k + 1) =
+∞∑
k=0

xk

(2k)! = cosh
√
x.

5



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

3)

E1,2(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2) =
+∞∑
k=0

xk

(k + 1)! = 1
x

+∞∑
k=0

xk+1

(k + 1)! = 1
x

(ex − 1) .

Proposition 1.1.3.

i) pour α = n ∈ N, on a

( d
dz

)nEn(λzn) = λEn(λzn),(n ∈ N;λ ∈ C).

ii) pour α = 1/n (n ∈ N\{1}), on a

E1/n(z) = ez
n

[
1 + n

∫ z

0
e−t

(
n−1∑
k=1

tk−1

Γ(k/n)

)
dt

]
, (n ∈ N\{1}).

1.2 Intégration Fractionnaire

Dans cette section, on va définir l’intégrale d’ordre fractionnaire sur un intervalle
fini de l’axe réel au sens de Riemann-Liouville avec quelques proprietés dans l’espace des
fonctions continues .

1.2.1 formule de Dirichlet

pour tout α, β ∈ R et α, β � 0 et h est une fonction continue l’expression suivante
est dite formule de Dirichlet.∫ t

0
(t− x)α−1dx

∫ x

0
(x− y)β−1h(x, y)dy =

∫ t

0
dy
∫ t

y
(t− x)α−1(x− y)β−1h(x, y)dx.

si on prend
h(x, y) = g(x)f(y), et g(x) ≡ 1.

Alors : ∫ t

0
(t− x)α−1dx

∫ x

0
(x− y)β−1f(y)dy = β(α, β)

∫ t

0
(t− y)α+β−1f(y)dy.

où β est la fonction bêta.

1.2.2 L’intégrale fractionnaire

Définition 1.2.1. Soit f : [a, b)→ R une fonction continue. La primitive de f est donnée
par :

I1
af(x) =

∫ x

a
f(t)dt. (1.2.1)

6



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 1.2.1. Soit f : [a, b)→ R une fonction continue. La primitive d’ordre n de
f est donnée par :

Ina f(x) = 1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)(n−1)f(t)dt.

Preuve. En effet, les primitives d’ordre supérieur sont données par :

I2
a+f(x) =

∫ x

a
I1
a+f(s)ds,

=
∫ x

a

(∫ s

a
f(t)dt

)
ds.

en utilisant la formule de Dirichlet , on a :

I2
a+f(x) =

∫ x

a

(∫ x

t
f(t)dt

)
ds,

=
∫ x

a
f(t)

(∫ x

t
ds
)
dt,

Alors
I2
a+f(x) =

∫ x

a
(x− t)f(t)dt.

De même on a :

I3
a+f(x) =

∫ x

a
I2
a+f(s)ds,

= 1
2

∫ x

a
(x− t)2f(t)dt.

Par récurence, on a :

Ina+f(x) = 1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)(n−1)f(t)dt.

1.2.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2. Soit Ω = [a; b] ,un intervalle fini sur R ,et f une fonction intégrable sur
Ω , Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Iαa Iαb d’ordre α ∈ C (<e(α) � 0) est
définie par :

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)(α−1)f(t)dt,

et
Iαb f(x) = 1

Γ(α)

∫ b

t
(t− x)(α−1)f(t)dt.

où Γ est la fonction Gamma.

Lemme 1.2.1. Si f ∈ L1([a; b]), alors Iαa f existe pour tout α � 0 etIαa f ∈ L1([a; b]).

Proposition 1.2.2.

1)
Iαa (Iβa f(x)) = Iα+β

a f(x), α, β � 0.

7



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

2)
d

dx
(Iαa f(x)) = Iα−1

a f(x), α � 0.

3)

Iαa (x− a)β−1 = Γ(β)
Γ(α + β)(x− a)α+β−1, α, β � 0.

Preuve.

1)

Iαa (Iβa f(x)) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− s)(α−1)Iβa f(s)ds,

= 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− s)(α−1)

(
1

Γ(β)

∫ s

a
(s− t)(β−1)f(t)dt

)
ds,

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
(x− s)(α−1)ds

∫ s

a
(s− t)(β−1)f(t)dt.

D’après la formule(1.2.1) de Dirichlet, on a :

Iαa (Iβa f(x)) = β(α, β)
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
(x− t)(α+β−1)f(t)dt,

= 1
Γ(α + β)

∫ x

a
(x− t)(α+β−1)f(t)dt.

= Iα+β
a f(x).

2)

d

dx
(Iαa f(x)) = d

dx

(
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)(α−1)f(t)dt

)
,

= 1
Γ(α)

∫ x

a

d

dx
((x− t)(α−1))f(t)dt,

= (α− 1)
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)(α−2)f(t)dt,

= (α− 1)
(α− 1)Γ(α− 1)

∫ x

a
(x− t)(α−2)f(t)dt,

= 1
Γ(α− 1)

∫ x

a
(x− t)(α−2)f(t)dt,

= Iα−1
a f(x).

3)
Iαa (x− a)β−1 = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1(t− a)β−1dt.

on pose
t = a+ (x− a)y, y ∈ [0, 1] ,

dt = (x− a)dy.

8



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Iαa (x− a)β−1 = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− a+ (x− a)y)α−1(x− a)β−1yβ−1(x− a)dy,

= 1
Γ(α)

∫ 1

0
(x− a)α+β−1(1− y)β−1yβ−1dy,

= (x− a)α+β−1

Γ(α)

∫ 1

0
(1− y)β−1yβ−1dy,

= (x− a)α+β−1

Γ(α) B(α, β),

= Γ(β)
Γ(α + β)(x− a)α+β−1.

1.3 Dérivation fractionnaire

Dans la l’itération il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous
allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications La dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et de Caputo

1.3.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1. La dérivée fractionnaire d’ordre α � 0 au sens de Riemann-Liouville
d’une fonction f définie sur un intervalle [a, b] de R est donnée par :

Dαa f(x) = DnIn−αa f(x) = 1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1f(t)dt. (1.3.1)

où n = [α] + 1 et [α] la partie entière de α.

Si de plus α ∈ [0, 1] ,alors n = 1,d’où

Dαa f(x) = 1
Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a
(x− t)−αf(t)dt.

Lemme 1.3.1. Soient α � 0 et f ∈ L1[a; b], alors l’égalité

DαaIαa f(x) = f(x).

est vrai pour presque tout x ∈ [a; b].

Proposition 1.3.1. Soient α, β � 0 et n−1 ≤ α < n ,m−1 ≤ β < m tel que(n;m ∈ N∗)
alors :

1) si α � β � 0, alors pour f ∈ L1 [a, b] l’égalité

Dβa (Iαa f)(x) = Iα−βa f(x). (1.3.2)

est presque par tout sur [a; b].

9



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

2) S’il existe une fonction ϕ ∈ L1[a; b] tel que f = Iαa ϕ , alors :

Dαa (Iαa f)(x) = f(x). (1.3.3)

pour tout x ∈ [a; b].

3) Pourα � 0 , k ∈ N∗ . Si les dérivées fractionnaires Dαf et Dk+αf existes, alors :

Dka(Dαf(x)) = Dk+αf(x). (1.3.4)

4) Si β � α � 0 et la dérivée fractionnaire Dβ−αf existe, alors :

Dβa (Iαf(x)) = Dβ−αf(x). (1.3.5)

Preuve.

1) Pour α � β � 0,alors n � m,on a :

Dβa (Iαa f(x)) = DnIn−β(Iαa f)(x),

= Dn(In−β+α
a f)(x),

= DnIn(Iα−βa f)(x),

= Iα−βa f(x).

presque pour tout x ∈ [a; b].

2) Par la notation, on obtient

IαaDαa f(x) = Iαa (DαaIαa ϕ(x)),

= Iαa ϕ(x),

= f(x).

3) on a :

Dka(Dαf(x)) = DkDn−αf(x),

= Dk+nIn−α+k−kf(x),

= Dk+nIk+n−(α+k)f(x),

= Dk+α.

4) on a :

Dβa (Iαa f(x)) = DmIm−β(Iαf)(x),

= DmIm−(β−α)f(x),

= Dβ−αa f(x).

existe pour j − 1 ≤ β − α ≺ j et j ≤ m.

10



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.3.1.

La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est pas
nulle ni constante, mais on a :

DαC = C

Γ(1− α)(t− a)−α

comme 1 ≤ α ≤ 0 ⇒ n = 1 car c’est une fonction constante.

La dérivée de f(x) = (x − a)β au sens de Riemann-Liouville : Soit α non entier et
0 ≺ n− 1 < α < n etβ > −1, alors on a :

Dαa (x− a)β = 1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1(t− a)βdt.

En faisant le changement de variable t = a+ s(x− a), on aura :

Dαa (x− a)β = 1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n
(x− a)n+β−α

∫ 1

0
(1− s)n−α−1sβds,

= Γ(n+ β − α + 1)B(n− α, β + 1)
Γ(n− α) (x− a)β−α,

= Γ(n+ β − α + 1)Γ(n− α)Γ(β + 1)
Γ(n− α)Γ(n+ β − α + 1)Γ(β − α + 1)(x− a)β−α,

= Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)(x− a)β−α.

1.3.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 1.3.2. Soit α � 0 et n = [α] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo à gauche
d’ordre α est définée par :

∀t ∈ [a, b] ,Dαa+f(x) = In−αa+

(
d

dx

)n
f(x) = 1

Γ(n− α)

∫ x

0
(x− t)n−α−1f (n)(t)dt. (1.3.6)

Définition 1.3.3. soit α � 0 et n = [α] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo à droite
d’ordre α est définée par :

∀t ∈ [a, b] ,Dαb−f(x) = In−αb−

(
d

dx

)n
f(x) = (−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x
(t− x)n−α−1f (n)(t)dt. (1.3.7)

Proposition 1.3.2. Soit α � 0 ;β � 0 ; n = [α] + 1 ; on a les propriétés suivantes :

i) Si f(x) ∈ Cp([a; b]) , p = [α + β] + 1 , alors :

(CDαa+
CDβa+f)(x) = (CDα+β

a+ f)(x) et (CDαb−CD
β
b−f)(x) = (CDα+β

b− f)(x). (1.3.8)

ii) Si f(x) ∈ Cn([a; b]) ou f(x) ∈ ACn([a; b]), alors :

(Iαa+
CDαa+f)(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k, (1.3.9)

(Iαb−CDαb−f)(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

(−1)(n−k)f (k)(a)
k! (b− x)k. (1.3.10)
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Théorème 1.3.1. la dérivée fractionnaire de Caputo à gouche CDαa+ et à droit CDαb−
d’ordre α ∈ C(Re(α) > 0) avec n = [α] + 1 est définie par :

∀x ∈ [a, b],C Dαa+f(x) = In−αa+ (Dnf)(x) = 1
Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)(n−α−1)f (n)dt, (1.3.11)

et

∀x ∈ [a, b],C Dαb−f(x) = (−1)nIn−αb− (Dnf)(x) = 1
Γ(n− α)

∫ b

x
(t− x)(n−α−1)f (n)dt.

Cas particulier : Si α ∈ [0, 1] alors n = 1, la dérivée fractionnaire de Caputo est

CDαa+f(x) = I1−α
a+ (Df)(x) = 1

Γ(1− α)

∫ x

a
(x− t)(−α)f (1)dt,

et
CDαb−f(x) = (−1)I1−α

b− (Df)(x) = (−1)
Γ(1− α)

∫ b

x
(t− x)(−α)f (1)dt.

Preuve.

i) En utilisant la formule (1.3.11) on obient :

(CDαa+
CDβa+f)(x) = (CDαa+(In−βDnf))(x),

= (In−αDn(In−βDnf))(x),

= (In−(α+β)DnInDnf)(x),

= (In−(α+β)Dnf)(x),

= (CDα+β
a+ f)(x).

ii) D’apres la formule(1.3.11) on a :

(Iαa+
CDαa+f)(x) = Iαa+(In−αa+ Dna+f)(x),

= Ina+Dna+f)(x),

= f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k.

Lemme 1.3.2. soit α ∈ C(Re(α) � 0) et n = [α] + 1 tel que cDα et Dα existent Si
f (k)(a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, ..., n− 1} alors :

cDαf(x) = Dαf(x).

Exemple 1.3.2.

i) La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

CDαC = 0.

ii) La dérivée de f(x) = (x− a)β−1 au sens de Caputo : Soit α non entier et

12
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0 ≤ n− 1 ≤ α ≤ n et β − 1 > 0, alors on a :

(CDαa+f(t))(x) = In−αa+ (Dnf)(x) = 1
Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)(n−α−1)f (n)(t)dt.

et
dn

dxn
(x− a)β−1 = (β − 1)(β − 2)...(β − n)(x− a)β−n−1,

posons
(t− a) = s(x− a) et s ∈ [0; 1],

dt = (x− a)ds.

(CDαa+(t− a)β−1)(x) = (β − 1)(β − 2)...(β − n)
Γ(n− α) (x− a)β−α−1

∫ 1

0
(1− s)n−α−1sβ−n−1ds,

= (β − 1)(β − 2)...(β − n)
Γ(n− α) (x− a)β−α−1β(n− α, β − n),

= (β − 1)(β − 2)...(β − n)Γ(n− α)Γ(β − n)
Γ(n− α)Γ(β − α) (x− a)β−α−1,

= Γ(β)
Γ(β − α)(x− a)β−α−1.

la même resultat avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

1.4 Équations intégrales de Volterra

La forme la plus classique de Volterra linéaires équations intégrales est de la forme :

φ(x)u(x) = f(x) + λ
∫ x

a
K(x, t)u(t)dt (1.4.1)

où les limites de l’intégration sont fonction de x et la fonction inconnue u(x) apparaît
linéairement sous le signe. Si la fonction φ(x) = 1, alors l’équation (1.4.1) devient tout
simplement

u(x) = f(x) + λ
∫ x

a
K(x, t)u(t)dt (1.4.2)

et cette équation est connue comme l’équation intégrale de Volterra du second type ;
considérant que si φ(x) = 0, alors l’équation (1.4.1) devient

f(x) + λ
∫ x

a
K(x, t)u(t)dt = 0 (1.4.3)

qui est connu comme l’équation de Volterra du premier type.

L’opérateur intégral faiblement singulier de Volterra

Vα : C(I)→ C(I) a la forme

(Vαu)(t) =
∫ t

0
(t− s)−αK(t, s)u(s), 0 < α < 1, (1.4.4)

avec une singularité algébrique (t− s)−α, et K ∈ C(D), K(t, t) 6= 0 (t ∈ I).
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CHAPITRE 2

MÉTHODES NUMÉRIQUES

2.1 La méthode VIM

La méthode itérative variationnelle (VIM) a été développé par Je-Haun-He au début
des années 1990. Cette méthode à été utilisée par beaucoup des chercheurs dans une variété
de champs scientifiques et peut résoudre des problèmes non linéaire, et a été proposé la
première fois pour résoudre des problème en mécanique. La méthode est basé sur la
détermination de multiplicateur de Lagrange de façon optimale par l’intermédiaire de la
théorie variationnelle.

2.1.1 Description de la méthode

Nous considérons l’équation différentielle suivante :

L(u) +N(u) = g(x),

où : L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire et g(x) est une fonction
connue. Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itérative
variationnelle suivante :

un+1 = un +
∫ x

0
λ(t)(Lun +Nũn(t)− g(t))dt. (2.1.1)

où λ est un multiplicateur générale du Lagrange. L’indice n représente la n-ième approxi-
mation, ũn(t) est considéré comme une variation restreinte c’est à dire ∂ũn(t) = 0 , Pour
résoudre l’équation par la méthode VIM, on doit d’abord déterminer le multiplicateur de
Lagrange λ qui va être identifier par une intégration par partie. Alors les approximations
successives un de la solution u(x) vont être obtenues en utilisant le multiplicateur de
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Lagrange et une fonction u0 bien choisie (qui doit être au moins satisfaire les conditions
initiales), par conséquent, la solution exacte sera la limite

lim
n→∞

un(x) = u(x) (2.1.2)

2.1.2 Prélimimaires

Zhiwu et al. [15] ont étudié la convergence de la méthode d‘itération variationnelle
(VIM) pour les équations différentielles fractionnaires au sens de Caputo. Ils ont considéré
le problème suivant : 

(CDα0 y)(t) = f(t, y(t)), n− 1 ≺ α � n,

y(k)(0) = yk0 , k = 0, 1, ..., n− 1,
(2.1.3)

où t ∈ [0, T ], y(k)(t) désigne la dérivée d’ordre k de y(t) et f : [0, T ]× R→ R satisfait la
condition de Lipschitz

| f(t, u1)− f(t, u2) |� L | u1 − u2 |; t � 0;u1, u2 ∈ R. (2.1.4)

où L est la constante de Lipschitz. On définit la norme ‖ y ‖∞= max0�t�T | y(t) |,
(CDαa+y)(t) est la dérivée,fractionnaire de Caputo. Pour le nombre réel positif α tel que
n−1 � α � n, on définit la dérivée de Caputo d’ordre α de la fonction f(t) dans l’intervalle
[a, b] comme suit :

(CDαa+f)(x) = In−αa+ (Dnf)(x) = 1
Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)(n−α−1)f (n)dt. (2.1.5)

Diethelm et al. [4] ont prouvé que le problème.(2.1.3) peut être équivalent à l’équation
intégrale de Volterra suivante :

y(t) =
[α]−1∑
j=0

y
(j)
0
tj

j! + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ. (2.1.6)

On pose

g(t) =
[α]−1∑
j=0

y
(j)
0
tj

j! .

L’équation (2.1.6) peut être transformée sous la forme :

y(t) = g(t) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ. (2.1.7)

Selon l‘idée de Xu [16] et Ghorbani et al. [6], l‘itération pour l‘équation.(2.1.7) peut être
construite comme suit :

yn+1(t) = g(t) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, yn(τ))dτ. (2.1.8)

On utilise la valeur initiale y0(t) = y
(0)
0 + y

(1)
1 t + ... + y

(n−1)
n−1 tn−1 et on commence l’ité-

ration.La valeur yn de la n-ième me d’itération se rapproche vers la solution exacte du
problème(2.1.3) par :

y = lim
n→∞

yn. (2.1.9)
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2.1.3 Analyse de convergence

Théorème 2.1.1. Soient y(t), yi(t) ∈ C[0, T ], i = 1, 2, ... . Alors, 1a suite {(yn(t)}∞n=1

définie par (2.1.7) avec y0(t) = y
(0)
0 + y

(1)
1 t+ ...+ y

(n−1)
n−1 tn−1 converge vers 1a so1ution de

1’équation (2.1.3).

preuve. D’après la problème (2.1.3), on a :

y(t) = g(t) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ. (2.1.10)

Soit Ei(t) = yi(t)− y(t), i = 1, 2.... D’après (2.1.3) et (2.1.8), on a :

En+1(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1[f(τ, yn(τ))− f(τ, y(τ))]dτ. (2.1.11)

On considère deux cas pour α
Pour le cas α � 1,∀t ∈ [0, T ] et τ ∈ [0, t], (t − τ)α−1 est bornée. Soit M = max0≤τ≤t≤T |
(t− τ)α−1 | .D’aprés la condition de Lipschitz (2.1.4) , on a :

| En+1(t) | ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
| (t− τ)α−1 | | f(τ, yn(τ))− f(τ, y(τ)) | dτ

≤ M.L

Γ(α)

∫ t

0
| yn(τ)− y(τ) | dτ

≤ M.L

Γ(α)

∫ t

0
| En(t) | dτ

Par récurrence :

| En+1(t) |≤ Mn+1.Ln+1

[Γ(α)]

∫ t

0

∫ τ1

0

∫ τ2

0
...
∫ τn

0
| E0(t) | dτn+1...dτ3dτ2dτ1 (2.1.12)

De plus,

‖ En+1(t) ‖∞ ≤ [M.L

Γ(α) ]n+1max0≤t≤T

∫ t

0

∫ τ1

0

∫ τ2

0
...
∫ τn

0
| E0(t) | dτn+1...dτ3dτ2dτ1

≤ [M.L

Γ(α) ]n+1 T n+1

(n+ 1)! ‖ E0 ‖∞

où M,L, T,Γ(α) et ‖ E0 ‖∞ sont des constantes. Nous avons :

lim
n→∞

‖ En+1(t) ‖∞ ≤ lim
n→∞

[M.L.T

Γ(α) ]n+1‖ E0 ‖∞
(n+ 1)!

= 0

Maintenant, nous considérons le deuxième cas , cas 0 ≺ α ≺ 1, on a

| En+1(t) | ≤ L

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1 | yn(τ)− y(τ) | dτ,

=
∫ t

0
(t− τ)α−1 | En(τ) | dτ.
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Soit
(Iα0+f)(t) = L

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ)dτ.

On obtient
| En+1(t) |≤ LIα0+ | En(τ) |

Selon [13], l’opérateur α0+ vérifie la relation suivante :

(Iα0+Iα0+f)(t) = (Iα+α
0+ f)(t) = (I2α

0+f)(t)

Par conséquent, on a :

|En+1(t)| ≤ L2I2α
0+ |En−1(t)| ,

...

≤ Ln+1I(n+1)α
0+ |E0(t)| ,

= Ln+1 1
Γ(nα + α)

∫ t

0
(t− τ)nα+α−1 |E0(t)| dτ,

≤ Ln+1 ‖E0‖∞ T nα+α

Γ(nα + α)(nα + α) .

D’après [1], on a :

Γ(nα + α) ∼
√

2πe−nα(nα)nα+α− 1
2 ,

Puis
Ln+1T nα+α

Γ(nα + α)(nα + α) ∼
Ln+1T nα+α

√
2πe−nα(nα)nα+α− 1

2 (nα + α)
.

où L est la constante de Lipschitz. On peut trouver un nombre réel délimitée L1 ,qui
satisfait :

Lα1 = L.

tel que

Ln+1T nα+α
√

2πe−nα(nα)nα+α− 1
2 (nα + α)

= 1√
2πeα

(
L1Te

nα

)nα+α (nα) 1
2

(nα + α) .

On a donc
‖En+1‖∞ ≤

‖E0‖∞ (L1Te)nα+α(nα) 1
2

√
2πeα(nα)nα+α(nα + α)

.

où L1, T et ‖E0‖∞ sont des constantes. Ainsi

lim
n→∞

‖En+1‖∞ ≤ lim
n→∞

 ‖E0‖∞ (L1Te)nα+α(nα) 1
2

√
2πeα(nα)nα+α(nα + α)

 ,
≤ ‖E0‖∞√

2πeα
lim
n→∞

(
(L1Te)nα+α

(nα)nα+α

)
,

= 0.
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Exemple 2.1.1. Nous considérons l’équation suivante :


y′ = 2ty

y(0) = 1

on a : f(t, y(t)) = 2ty, α = 1 , et aussi y0 = 1 ,car g(t) = 1 Alors nous avons les
approximations successives suivantes :

y0(t) = 1,

y1(t) = g(t) +
∫ t

0
y′0(x) + 2xy0(x)dx = 1 + t2,

y2(t) = g(t) +
∫ t

0
y′1(x) + 2xy1(x)dx = 1 + t2 + 1

2!t
4,

y3(t) = g(t) +
∫ t

0
y′2(x) + 2xy2(x)dx = 1 + t2 + 1

2!t
4 + 1

3!t
6,

y4(t) = g(t) +
∫ t

0
y′3(x) + 2xy3(x)dx = 1 + t2 + 1

2!t
4 + 1

3!t
6 + 1

4!t
8,

...

yn+1(t) = g(t) +
∫ t

0
y′n(x) + 2xyn(x)dx = 1 + t2 + 1

2!t
4 + 1

3!t
6 + 1

4!t
8 + ...+ 1

n!t
2n.

Rappelez que la solution exacte est donnée par y(t) = limn→∞ yn cela donneé la solustion
exacte y(t) = exp(t2)

2.2 La méthode HPM

La méthode des perturbation de l’homotopie (HPM) a été établie par Ji-Haun-He
en 1999. La méthode a été utilisé par beaucoup de chercheurs et appliquée pour résoudre
plusieurs équations linéaires et non-linéaires.

2.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, On considère l‘équation différen-
tielle non- linéaire suivante(voir :[8],[9],[7])

A(u)− f(r) = 0, r ∈ Ω. (2.2.1)

avec les conditions aux limites

B(u, ∂u
∂n

) = 0, r ∈ Γ. (2.2.2)

où A est un opérateur différentiel général, f(r) est une fonction analytique connue, B est
un opérateur définissant les conditions aux limites, u est la fonction inconnue et Γ la fron-
tière du domaine K. L‘opérateur A peut être généralement décomposé en deux opérateurs
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L et N qui sont respectivement linéaire et non linéaire. Par conséquent, l‘équation (2.2.1)
peut être écrite comme suit :

L(u) +N(u)− f(r) = 0.

On construit une homotopie v(r, p) : Ω× [0, 1]→ R, qui satisfait :

H(v, p) = (1− p)[L(v)− L(u0)] + p[A(v)− f(r)] = 0 (2.2.3)

H(v, p) = L(v)− L(u0) + pL(u0) + p[N(v)− f(r)] = 0 (2.2.4)

où p ∈ [0, 1] est un paramètre d‘homotopie et u0 est une approximation initiale de
l‘équation (2.2.1) qui satisfaite les conditions aux limites (2.2.2) . A partir des équations
(2.2.3) et (2.2.4), on a :

H(v, 0) = L(v)− L(u0) = 0

H(v, 1) = A(v)− f(r) = 0

Le changement de p de zéro à l‘unité transforme u0(r) en u(r). En topologie avec cette
dernière propriété, la fonction v(r, p) est appelée homotopie. Selon la méthode HPM,
nous pouvons d‘abord utiliser le parametre p comme un petit parametre et assumer que
les solutions des équations (2.2.3) et (2.2.4) peuvent être écrites comme des séries de
puissance en p :

v = v0 + pv1 + p2v2 + ... (2.2.5)

Pour p = 1, la solution approchée de l‘équation (2.2.1) s‘écrit :

u = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + ... (2.2.6)

La convergence de la série (2.2.6) a été prouvé dans ( [3], [2]).

2.2.2 Analyse de convergence

Asma et al. [5] ont étudié la convergence de la méthode de perturbation d‘homotopie
(HPM) pour les équations différentielles fractionnaires avec le dérivée au sens de Caputo,
en considérant l‘équation aux dérivées partielles d‘ordre fractionnaire suivante :

(cDα0,tu)(t) = f(t, u(t),Dn1u(t),Dn2u(t), ...,Dnqu(t)), t ∈ [0, T ] (2.2.7)

uk(0) = bk, u(x, t) = g(x, t), k = 0, 1, 2, ... (2.2.8)

où CDα0+,t est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d‘ordre α, m − 1 ≤ α ≤ m.
On considère que l‘application f : [0, T ] × R × R × · · · × R → R avec l‘hypothèse que
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f(t, u1, u2, ..., un) existe et est continue avec des dérivées continues et bornées ∂f
∂ui

.On
suppose de plus que f(t, u1, u2, ..., un) satisfait la condition de Lipschitz

| f(t, u1(t),Dn1u1(t), ...,Dnqu1(t))− f(t, u2(t),Dn1u2(t), ...,Dnqu2(t)) |

≤ L | f(u1,Dn1u1, ...,Dnqu1)− f(u2,Dn1u2, ...,Dnqu2) | , t ≥ 0 (2.2.9)

où L désigne la constante de Lipschitz. Pour illustrer les concepts de base de la méthode
HPM pour l‘équation aux dérivées partielles fractionnaire (2.2.7) avec les conditions ini-
tiales (2.2.8), nous construisons l‘homotopie suivante :

(1− p)(cDα0+,tu)(x, t) + p(cDα0+,tu)(x, t)− f(t, u(t),Dn1u(t),Dn2u(t), ...,Dnqu(t)) = 0
(2.2.10)

ou
(cDα0+,tu)(x, t) = p (f(t, u(t),Dn1u(t),Dn2u(t), ...,Dnqu(t))) (2.2.11)

En substituant (2.2.5) dans (2.2.11) et par identification avec les termes des différents mo-
nômes en p, on obtient les équations suivantes :

p0 : (cDα0+,tu0)(x, t) = f(x, t),

p1 : (cDα0+,tu1)(x, t) = f(t, u0(t),Dn1u0(t),Dn2u0(t), ...,Dnqu0(t)),

p2 : (cDα0+,tu2)(x, t) = f(t, u1(t),Dn1u1(t),Dn2u1(t), ...,Dnqu1(t)),
... (2.2.12)

pn : (cDα0+,tun)(x, t) = f(t, un−1(t),Dn1un−1(t),Dn2un−1(t), ...,Dnqun−1(t)),
...

On utilise l’opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville Iα0+ , (qui est l‘opérateur inverse
de la dérivée de Caputo C

aDαt ), sur les deux membres de (2.2.12). Les premiers termes de
la solution sont données par :

u0(x, t) =
n−1∑
k=0

bktk

k! + (Iα0 , f)(x, t),

u1(x, t) = Iα0 (f(t, u0(t),Dn1u0(t),Dn2u0(t), ...,Dnqu0(t))),

u2(x, t) = Iα0 (f(t, u1(t),Dn1u1(t),Dn2u1(t), ...,Dnqu1(t))), (2.2.13)
...

un(x, t) = Iα0 (f(t, un−1(t),Dn1un−1(t),Dn2un−1(t), ...,Dnqun−1(t))).

La solution de (2.2.7) est écrite sous forme de la série suivante :

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t) + · · · . (2.2.14)
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Exemple 2.2.1. Nous considérons en premier temps l’exemple suivant :

u′ + u2 = 0 ;t > 0, t ∈ Ω

u(0) = 1.

d’où la solution exacte est u(t) = 1
1+t Nous pouvons construire l’homotopie suivante

v : Ω ∗ [0, 1]→ R qui satisfait :

(1− p)(v′ − u′0) + p(v′ + v2) = 0, p ∈ [0, 1], t ∈ Ω. (2.2.15)

avec l’aproximation initiale u0 = 1. Supposons que la solution de (1.2.1) soit sous la
forme :

v = v0 + pv1 + p2v2 + ... (2.2.16)

En remplaçant (2.2.16) dans(2.2.15),et identifions les termes avec les puissances identiques
de p,

p0 : v′0 = u0

p1 : v′1 + u′0 + v2
0 = 0 v1(0) = 0

p2 : v
′

0 + 2v0v1 = 0 v2(0) = 0

Par conséquent, les premiers composants de la solution sont données par :
v0 = 1, v1 = −t, v2 = t2,Donc la solution de est :

u = lim
p→1

v,

= v0 + v1 + v2,

= 1− t− t2.
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APLICATIONS

Dans ce chapitre on fait des application sur des problèmes différentiels linéaire et
non-linéaire en utilisant les méthodes qui est on a être dire dans le chapitre précédant

3.1 cas linéaire

3.1.1 Méthode VIM

Exemple 3.1.1. Nous considérons l’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire
suivant :

cDα0+y = −y, 1 ≤ α ≤ 2 (3.1.1)

avec la condition initiale suivante :

y(0) = 1, y′(0) = 0 (3.1.2)

où cDα0+ désigne le dérivée fractionnaire ou sens de Caputo pour α = 2, la solution exacte
de l’équation

u′ = −u, (3.1.3)

avec la condition initiale(3.1.2) est donnée par :

u = cos(x). (3.1.4)

la solution approchée de l’équation (3.1.1) d’après la méthode VIM et écrit sous la
forme suivant :

y = lim
n→∞

yn.

telle que
yn+1 = g(t) + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− x)α−1f(x, yn(x))dx,
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et

g(t) =
[α]−1∑
j=0

y
(j)
0
tj

j! ,

D’après la formule (3.1.1) et la condition initiale(3.1.2) dans cet exemple f(x, y(x)) = −y;
et g(t) = 1 . D’après la formule(2.1.8),nous obtenons les formules donnant les premiers
termes

y0(t) = 1,

y1(t) = 1 + 1
Γ(α)

∫ t

0
−(t− x)α−1y0dx,

y2(t) = 1 + 1
Γ(α)

∫ t

0
−(t− x)α−1y1dx,

y3(t) = 1 + 1
Γ(α)

∫ t

0
−(t− x)α−1y2dx,

...

yn+1(t) = 1 + 1
Γ(α)

∫ t

0
−(t− x)α−1yndx,

nous obtenons les premiers termes de la solution approchée :

y0(t) = 1

y1(t) = 1− tα

Γ(α + 1)

y2(t) = 1− tα

Γ(α + 1) + t2α

Γ(2α + 1)

y3(t) = 1− tα

Γ(α + 1) + t2α

Γ(2α + 1) −
t3α

Γ(3α + 1)
...

yn(t) = 1− tα

Γ(α + 1) + t2α

Γ(2α + 1) −
t3α

Γ(3α + 1) + t4α

Γ(4α + 1) + ...+ (−1)n tnα

Γ(nα + 1)
comme

y = lim
n→∞

yn

alors

y(t) = lim
n→∞

(1− tα

Γ(α + 1) + t2α

Γ(2α + 1) −
t3α

Γ(3α + 1) + t4α

Γ(4α + 1) + ...+ (−1)n tnα

Γ(nα + 1))

D’après la définition(1.1.3) de Mittag-Leter

y(t) =
∞∑
k=0

(−tα)k
Γ(αk + 1) = Eα(−tα). (3.1.5)

En substituant α = 2 dans(3.1.5),nous obtenons :

y(t) = 1− t2

2! + t4

4! −
t6

6! + · · ·+ (−1)nx2n

n! + · · · = cos(x)
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D’autre part le développement en série de taylor ou voisinage de x=0 pour la solution
exacte (3.1.4) est donné par :

y(t) = 1− t2

2! + t4

4! −
t6

6! + · · ·+ (−1)nx2n

n! + · · · ,

Cela confirme donc notre résultat,

Table 3.1 – Erreur absolue lorsque différentes valeurs de x pour l’equ (3.1.1)
x exacte approuché erreur 1.0e-015
-1 0.5403 0.5403 0.1110
-0.8 0.6967 0.6967 0
-0.6 0.8253 0.8253 0
-0.4 0.9211 0.9211 0
-0.2 0.9801 0.9801 0
0 1.0000 1.0000 0
0.2 0.9801 0.9801 0
0.4 0.9211 0.9211 0.1110
0.6 0.8253 0.8253 0
0.8 0.6967 0.6967 0
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Figure 3.1 – Comparaison entre la solution exacte et approchée pour l’équation(3.1.1)

3.1.2 Méthode HPM

Exemple 3.1.2. Nous considérons l’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire
à coefficients variables suivante :

cDα0+u− 2xu = −2x, 0 ≤ α ≤ 1 (3.1.6)

avec la condition initiale suivante :
u(0) = 2, (3.1.7)

ou cDα0+ désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
pour α = 1, la solution exacte de l’équation

y′ − 2xy = −2x. (3.1.8)

avec la condition initiale (3.1.7) est donnée par :

y = exp(x2) + 1. (3.1.9)

D’après la formule (2.2.3) nous pouvons construire l’homotopie comme suit :

(1− p)[cDα0+v −c Dα0+u0] + p[cDα0+v − 2xv + 2x] = 0, p ∈ [0, 1]
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ou
cDα0+v −c Dα0+u0 + pcDα0+u0 − 2xp[v] + 2p(x) = 0, (3.1.10)

nous essayons maintenant d’obtenir une solution pour (3.1.10) sous la forme :

v = v0 + pv1 + p2v2 + · · · . (3.1.11)

En substituont (3.1.11) dons (3.1.10),et en identifiant avec les termes des d efférents
monômes en p nous obtenons les équations différentielles d’ordre fractionnaire suivantes :

p0 : cDα0+v0 =c Dα0+u0,

p1 : cDα0+v1 +c Dα0+u0 − 2xv0 − 2x = 0,

p2 : cDα0+v1 − 2xv1 = 0, (3.1.12)

p3 : cDα0+v2 − 2xv2 = 0,
...

D’après (3.1.12) et la condition initiale (3.1.7),nous obtenons les premiers termes suivants :

v0(x) = 2,

v1(x) = 2
Γ(α + 2)x

α+1,

v2(x) = 4(α + 2)
Γ(2α + 3)x

2α+2, (3.1.13)

v3(x) = 8(α + 2)(2α + 3)
Γ(3α + 4) x3α+3,

v4(x) = 16(α + 2)(2α + 3)(3α + 4)
Γ(4α + 5) x4α+4,

...

et comme

u(x) = lim
p→1

∞∑
i=0

pivi(x),

la solution approchée de l’équation (3.1.6) s’exprime comme suite :

u(x) = 2 + 2
Γ(α + 2)x

α+1 + 4(α + 2)
Γ(2α + 3)x

2α+2 + 8(α + 2)(2α + 3)
Γ(3α + 4) x3α+3 + · · · . (3.1.14)

pour α = 1, nous obtenons les quatres premiers termes de la solution approchée de
l’équation (3.1.6) dans le cas entier

u(x) = 2 + x2 + x4

2! + x6

3! + x8

4! + · · · . (3.1.15)
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D’autre part le développement en série de taylor ou voisinage de x=0 pour la solution
exacte (3.1.9) est donné par :

u(x) = 1 + (1 + x2 + x4

2! + x6

3! + x8

4! + · · · ),

Cela confirme donc notre résultat.

Table 3.2 – Erreur absolue lorsque différentes valeurs de x pour l’equ (3.1.6)
x exacte approuché erreur 1.0e-015
-1 1 0.9101 0.0899
-0.8 0.6400 0.5696 0.0704
-0.6 0.3600 0.3113 0.0487
-0.4 0.1600 0.1329 0.0271
-0.2 0.0400 0.0310 0.0090
0 0 0 0
0.2 0.0400 0.0310 0.0090
0.4 0.1600 0.1329 0.0271
0.6 0.3600 0.3113 0.0487
0.8 0.6400 0.5696 0.0704
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Figure 3.2 – Comparaison entre la solution exacte et approchée pour l’équation(3.1.6)
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3.2 cas non-linéaire

3.2.1 Méthode VIM

Exemple 3.2.1. Nous considérons l’équation différentielle non-linéaire d’ordre fraction-
naire suivante :

cDα0+y = y2 + 1, 0 ≤ α ≤ 1 (3.2.1)

avec la condition initiale suivante :
y(0) = 0. (3.2.2)

où cDα0+ désigne la dérivée fractionnaire ou sens de Caputo
pour α = 1, la solution exacte de l’équation

u′ = u2 + 1 (3.2.3)

avec la condition initiale(3.2.2) est donnée par :

u = tan(x)

la solution approchée de l’équation (3.2.1) d’après la méthode VIM est écrite ce la forme

y = lim
n→∞

yn

telle que
yn+1 = g(t) + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− x)α−1f(x, yn(x))dx (3.2.4)

dans cet exemple f(x, y(x)) = y2 + 1,et g(t) = 0 D’après (3.2.1) car

g(t) =
[α]−1∑
j=0

y
(j)
0
tj

j! , 0 < α < 1. (3.2.5)

D’après la formule (3.2.4),nous obtenons les formules donnant les premiers termes

y0(t) =

y1(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− x)α−1(y2

0 + 1)dx

y2(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− x)α−1(y2

1 + 1)dx

y3(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− x)α−1(y2

2 + 1)dx

...

yn+1(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− x)α−1(y2

n + 1)dx
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nous obtenons les premiers termes de la solution approchée :

y0(t) = 0

y1(t) = tα

Γ(α + 1)

y2(t) = tα

Γ(α + 1) + Γ(2α + 1)t3α
Γ2(α + 1)Γ(3α + 1) (3.2.6)

y3(t) = tα

Γ(α + 1) + Γ(2α + 1)t3α
Γ2(α + 1)Γ(3α + 1) + 2Γ(2α + 1)Γ(4α + 1)

Γ3(α + 1)Γ(3α + 1) t
5α

+ Γ2(2α + 1)Γ(6α + 1)t7α
Γ4(α + 1)Γ2(3α + 1)Γ(7α + 1)
...

comme
y = lim

n→∞
yn

nous obtenons :

y(t) = tα

Γ(α + 1) + Γ(2α + 1)t3α
Γ2(α + 1)Γ(3α + 1) + 2Γ(2α + 1)Γ(4α + 1)

Γ3(α + 1)Γ(3α + 1) t
5α

+ Γ2(2α + 1)Γ(6α + 1)t7α
Γ4(α + 1)Γ2(3α + 1)Γ(7α + 1) + · · · . (3.2.7)

En substituant α = 1 dans (3.2.7),nous obtenos la-serie suivant :

y(t) = t+ t3

3 + 2t5
15 + t7

63 + 38t5
2835 + · · · .

pour les solutions approchées on prend quatre termes

Table 3.3 – Erreur absolue lorsque différentes valeurs de x pour l’equ (3.2.1)
x exacte approuché erreur 1.0e-015
-1 -1.5574 -1.4959 0.0615
-0.8 -1.0296 -1.0195 0.0102
-0.6 -0.6841 -0.6829 0.0012
-0.4 -0.4228 -0.4227 0.0001
-0.2 -0.2027 -0.2027 0
0 0 0 0
0.2 0.2027 0.2027 0
0.4 0.4228 0.4227 0.0001
0.6 0.6841 0.6829 0.0012
0.8 1.0296 1.0195 0.0102
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Figure 3.3 – Comparaison entre la solution exacte et approchée pour l’équation(3.2.1)

3.2.2 Méthode HPM

Exemple 3.2.2. Nous considérons l’équation différentielle non-linéaire d’ordre fraction-
naire à coefficients variable suivante :

cDα0+u− 2u+ u2 = −1, 0 < α ≤ 1, (3.2.8)

avec la condition initiale
u(0) = 2, (3.2.9)

où cDα0+ désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Si α = 1,on obtient l’équation suivante :

y′ − 2y + y2 = −1, (3.2.10)

l’équation (3.2.10) est une équation de Riccati qui admet la solution exacte suivante :

y(x) = 1
1 + x

+ 1, |x| < 1.

D’après la formule (2.2.3), nous pouvons construire l’homotopie suivante :

(1− p)[cDα0+v −c Dα0+u0] + p[cDα0+v − 2v + v2 + 1] = 0,
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p ∈ [0, 1] ,

ou
cDα0+v −c Dα0+u0 + pcDα0+u0 − p[2v − v2 − 1] = 0, (3.2.11)

nous essayons maintenant d’obtenir une solution pour(3.2.11) sous la forme :

v = v0 + pv1 + p2v2 + · · · . (3.2.12)

En substituant(3.2.12) dans(3.2.11), et identifiant les termes de mêmes puissances de
p,nous obtenons les équations différentielles d’ordre fractionnaire suivants :

p0 : cDα0+v0 =c Dα0+u0,

p1 : cDα0+v1 +c Dα0+u0 − 2v0 − v2
0 + 1 = 0,

p2 : cDα0+v1 − 2v1 + 2v0v1 = 0, (3.2.13)

p3 : cDα0+v2 − 2v2 + 2v0v2 + v2
1 = 0,

...

A partir de l’équation (3.2.13) et la condition (3.2.9) nous obtenons les premiers
termes suivants :

v0(x) = 2,

v1(x) = −1
Γ(α + 1)x

α,

v2(x) = 2
Γ(2α + 1)x

2α, (3.2.14)

v3(x) = −4− Γ(2α + 1)
Γ(3α + 1) x3α,

...

et comme

u(x) = lim
p→1

∞∑
i=0

pivi(x),

nous obtenons les premiers termes de la solution approchée de l’équation (3.2.8) :

u(x) = 2 + −1
Γ(α + 1)x

α + 2
Γ(2α + 1)x

2α + −4− Γ(2α + 1)
Γ(3α + 1) x3α + · · · . (3.2.15)

substituant α = 1 dans (3.2.15) , nous obtenons la solution approchée de l’équation
(3.2.8) dans le cas entier
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u(x) = 2− x+ x2 − x3 + · · · .

Table 3.4 – Erreur absolue lorsque différentes valeurs de x pour l’equ (3.2.8)
x sol app Exact erreur

-0.5 2.9980 3 0.002
-0.4 2.6665 2.6667 0.0002
-0.3 2.4286 2.4286 0
-0.2 2.2500 2.2500 0
-0.1 2.1111 2.1111 0
0 2.0000 2.0000 0
0.1 1.9091 1.9091 0
0.2 1.8333 1.8333 0
0.3 1.7692 1.7692 0
0.4 1.7142 1.7143 0.0001
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Figure 3.4 – Comparaison entre la solution exacte et approchée pour l’équation(3.2.8)
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons essayé d’introduire deux méthode les plus utilisée dans
le calcul des approximation analytique des équation différentielles d’ordre fractionnaire.

Nous avons citer les méthode :VIM et HPM.

puis nous nous sommes intéressé à la équation étudiée l’analyse de convergence pour cette
solution, on terminer ce travail par des résultats qui assurent l’effication de ces méthodes
d’approximation justifier par plusieurs des exemple.
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TABLE DES NOTATIONS

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail :
Γ(z) · · · la fonction Gamma
β (p, q) · · · la fonction de beta
Eα(x) · · · La fonction de Mittag-Leffter
Eα,β(x) · · · la fonction de Mittag-Leffter généralisée
Iαa · · · Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
Dαa · · · La dérivée fractionnaire d’ordre α � 0 au sens de Riemann-Liouville
cDαa+ · · · la dérivée fractionnaire de Caputo à gauche
cDαb− · · · la dérivée fractionnaire de Caputo à droite
L · · · la constante de Lipschitz
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