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Résumé :

Dans ce mémoire de Master on étudie la divisibilité et la congruence, on utilisé quelques
principes fondamentaux que I’on trouve au début de la plupart des livres de théorie des
nombres. Il s’agit, plus précisément, de I’Axiome de bon ordre, le Principe d’induction
mathématique et le Principe de Tiroirs ainsi que les coefficients binomiaux.

Ensuit, on consacré a la notion de la divisibilité et les autres concepts connexes tels que :
nombre premier, plus grand commun diviseur, plus petit commun multiple, algorithme
d'Euclide, fractions continues et équations diophantiennes linéaires.

Enfin, on a étudié les grands théorémes liés a la congruence tels que le théoréme de Wilson, le
théoréme d'Euler, le théoréme de Fermat (le petit théoréme) et le théoréme de reste Chinois.

Mots clés : Arithmétique, Division euclidienne, Nombre premier, Algorithme d’Euclide.

Abstract:

In this memoire of Master we have studied the divisibility and the congruence, we use some
basic principles, which found at the beginning of most number theory books. It is, more
precisely, the well-ordering principle, the mathematical induction principle, the pigeonhole
principle and the binomial coefficients.

Next, is devoted to the notion of divisibility and other related concepts such as: prime number,
greatest common divisor, least common multiple, Euclid's algorithm, continued fractions and
linear diophantine equations.

Finally, we have studied the great theorems related to congruence such as Wilson's theorem,
Euler's theorem, Fermat's theorem (the small theorem) and the Chinese remainder theorem.

Key words : Arithmetic, Euclidean division, Prime number, Euclidean Algorithm.
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Introduction

Dans la littérature mathématique la branche appelée « Théorie des nombres »
s'intéresse & 1’étude des entiers naturels et leurs propriétés. La notion la plus fon-
damentale dans cette branche est « Divisibilité » car toutes les autres notions sont
définies moyennant cette derniére, par exemple on la trouve pour définir : nombre
premier, la congruence, fonction arithmétique, équation diophantienne, ... . La théo-
rie des nombres s’applique dans des différents domaines, on cite ici, a titre d’exemple,
le role essentiel que joue la congruence dans la cryptographie classique et moderne
pour développer et sécuriser la communication électronique.

Les problémes dans cette branche sont caractérisés par le fait qu’ils sont simples
dans leurs formulation mais qui nécessitent beaucoup d’effort pour leur résolution. On
cite ici, a titre d’exemple, le grand probléme posé par Pierre Fermat (1601 — 1665), a
savoir I’équation a™ + b™ = ¢" qui n’a pas de solution en entiers naturels a, b, c,n dés
que n > 3. Cette conjecture est devenue aujourd’hui un théoréme apres une longue
démonstration par Andrew Wiles (Juin 1993).

L’objectif de ce mémiore est de présenter les notions élémentaires d’arithmétique.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Dans le premier chapitre : on présente des principes fondamentaux de raisonne-
ment : axiome du bon ordre, principe d’induction mathématique, coefficients bino-
miaux, principe des Tiroirs. En plus on accompagne a ces notions quelques applica-
tions.

Dans le deuxiéme chapitre on traite les notions liées a la divisibilité telles que :
nombre premier, plus grand commun diviseur, plus petit commun multiple, algorithme
d’Euclide, fractions continues et équations diophantiennes linéaires.

Le troisiéme chapitre est consacré aux grands théorémes liés a la congruence telle



que le théoreme de Wilson, d’Euler, de Fermat (le petit théoréme), de reste Chinois.

Ce chapitre est aussi illustré par quelques applications.



Chapitre 1

Les principes fondamentaux de

raisonnement

Dans tout la suite de ce travail nous noterons par N ’ensemble des entiers naturels

{0,1,2,...}. Et par Z l'ensemble des entiers {...,—2,—1,0,+1,42,...}.

1.1 Axiome du bon ordre

Axiome du bon ordre. Toute partie non vide de ’ensemble N a un plus petit

élément.
Exemple 1.1 Démontrer qu’il n’existent pas d’entiers dans |0, 1].

Solution 1.1 Supposons le contraire i.e., qu’il existe un entiers dans ]0,1[,

S={neN |0<n<1}#0

avec S C N. Donc S a un plus petit élément m > 0. Dot 0 < m? < m < 1 alors m?

est un entier de S qui est inférieur strictement a m, contradiction.
Exemple 1.2 Démontrer que /2 est un irrationnel.

Solution 1.2 Supposons le contraire i.e., \/2 = % ou a et b sont dans N*. Posons

A= {n\@ | n et nv/2 sont des entiers posz’tz’fs} :
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A#0D carae A et ACN, par 'axiome du bon ordre A posséde un plus petit élément
j=kvV2 ouk € N*

iWV2-1) = jV2—j=3jV2-kV2;

= (j — k)V2 est un entier positif.
Vau que 2 < 2v/2 implique 2 — /2 < /2 et j/2 = 2k, nous avons

(]—/C)\/§ = (k\/_—k)\/g:(\/ﬁ_l)k\/i;
= 2-V2)k<kvV2=]

Dot (j —k)V2 € A et (j — k)V2 < j, contradiction.

1.2 Principe d’induction mathématique

Théoréme 1.3 (Principe d’induction mathématique) Si.S une partie d’entiers
non négatifs contient 0, et aussi contient n + 1 lorsque il contient ’entiers n. Alors

S=N.

Preuve. Supposons que S # N (S C N). Alors N\ S est un ensemble non vide d’entiers
strictement positifs. D’aprés le principe de bon ordre N\ S admet un plus petit élément
k > 0. Alors k — 1 > 0 appartient a S. Par hypothese (k—1) +1 € S ie, k € S,

contradiction. Alors S =N. =

Corollaire 1.1 Si A est un ensemble d’entier contient l’entier m et aussi contient
n—+1 lorsque il contient l’entiers n, oun > m, alors A contient tous les entiers positifs

supérieur ou égal a m.

Corollaire 1.2 Si A est un ensemble d’entier contient l’entier m et aussi contient
n + 1 lorsque il contient m + 1,m + 2,...,n, ou n > m, alors A contient tous les

entiers positifs supérieur ou égal a m.

Exemple 1.3 Démontrer que si k est impair, alors 272 divise k2" — 1 pour tout

n > 1.



Solution 1.4 Sin=1 ona

B 1=k —1=(Fk-1)(k+1).
Comme k£ est impair, on pose k = 2t 4+ 1, on distingue deux cas

a) k=2t+1ou t=2t

-1 = (2t)(2t+1);
= 4t(t+1);
= 8i(t+1).

Donc 8 = 23 | k? — 1.

b) k=2t+1lout=2t+1

B —1 = 2t(2t+1) = 4t(t + 1);

Donc 8 = 23 | k? — 1.
Supposons que 2"t2 | k2" — 1 pour n > 1. Démontrons que 2"*3 | k2"

pour n + 1

kn—‘rl_l — (k2")2_1’
= (K = 1)(F" +1).

Par hypothése 272 | k2" — 1;
d’autre par 2 | k¥ + 1, donc (2"72) x 2| (k*" — 1)(k*" + 1)

. n+1
ie., 23 | K27 — 1.

-1



1.3 Coefficients binomiaux

Définition 1.1 (Coefficients binomiaux) Soit n un entier positif et k£ un entier

satisfaisant 0 < k£ < n. On définit

onll=1letnl=nn—-1)---3-2-1.

n
Triangle de Pascal. Les différents coefficients binomiaux L) ou 0 < k < n,
peuvent étre disposés sous la forme d’un triangle, appelé triangle de Pascal, comme

indique dans la figure suivant.

) - (oD (7

Théoréme 1.5 (Bindme de Newton) Soit a, b € R et n € N. Alors

(a+b)" = i (Z) a”Fu>,

k=0

Preuve. On démontre ce théoréme par récurrence.



Pour n =0

(a+b)" = (a+b)°=1;

0
Z <0> a® Rt = (0) a’p’ = 1.
=~ \k 0

0

Supposons que le théoréme est vrai pour n et démontrons-le pour n + 1

(a+b)" = i (Z) a"rb,

k=0

_ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
= <O)a +<1)a b+<2)a b” + +(n—1)ab —|—(n)b.

(a+b)n+1 = (a+b)" - (a+0);

k
k=0
— (Z) an—l—l—kbk + Z (Z) an—kbk—l—l’
k=0 k=0

_ (O) . (1) bt () ab" + (0) a"b + (1) SR
S0 GRIEE (RN RO

D’apres le triangle de Pascal on a

oun0<k<n.



Donc

1 1 1
n+1b0 n+ ab+ -+ n+ ab™ + nt aob"+1;
1 n n+1
n+ (n+1)—kpk

b”®.
k )

_.I_
0

k=
Corollaire 1.3 Soit n un entier non nul. Alors

k=0

Preuve. On utilise le théoréme 1.5 avec z =1 et y = 1, donc

2= (1+1)" = i (Z) 1k = i (Z)

k=0 k=0

1.4 Principe des Tiroirs

Théoréme 1.6 (Principe des Tiroirs) Si plus de n objets sont distribués parmin

boites, alors une des boites contient au moins deux objets.

Preuve. Nous prouvons le principe des Tiroirs en utilisant une preuve par contrapo-
sition. Supposons que chaque boite contient au plus un objet. Alors le nombre total

d’objet serait au plus n, contradiction. Car il y a au plus n objets. m

Exercice 1.7 Montrer que parmi 51 entiers positifs arbitraires, on peut en trouver

deux dont la différence est divisible par 50.

Solution 1.8 Il y a exactement 50 restes possibles lorsqu’on divise les nombres par
50 et ce sont les nombres: 0,1,2,...,49. Puisque l'on a b1 entiers et seulement 50
restes possibles, alors d’aprés le principe des tiroirs, il y a au moins deux nombres
parmi ces 51 entiers qui ont le méme reste. Alors la différence de ces deux entiers a

pour reste 0 et est donc divisible par 50.



Théoréme 1.9 (Dirichlet, début XIXeéme) Pour tout nombre réel x et tout en-

tier N > 2 il existe deux entiers relatifs p et q tels que

x—g‘ﬁ

q

1
qN
avecl < g < N.

Preuve. On considére 'ensemble finie suivant :

E={0-2—[0-2],la—[1-2],...,N-z— [N -z|}

qui peut aussi étre écrit comme suit £ = {{0-z},{1-z},...,{N-x}} C[0,1].
Dans ce cas on a N intervalles [%, %} quand 0 <i < N —1letdans Fona N +1

réels. Alors d’apres le principe des Tiroirs, il y a deux réels pr — [pz] et qx — [qz] de

E qui sont dans le méme intervalle. D’ou

avec | = [qz] — [px].

1
lpr — [pz] — (qv — [gz])| = |(p —q@) x — 1| < e

Ce qui implique

Lo '< N
r—q)| = (—q@N
P I o
= I_a‘SQ_]\WOHP_l’Q_p q.




Chapitre 2
Divisibilité

Diviseurs, multiples d’entiers, nombres premiers et composites, ... sont des no-
tions qui ont été connus et étudies au moins depuis ’epoque d’Euclide, qui vivait a

environ 350 B.C.

2.1 Division

Définition 2.1 Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b (ou b est un
multiple de a), et on note a | b, §'il existe un entier n tel que b = an. Si a ne divise

pas b, on note a t b.
Exemple 2.1 56 est un multiple de —8 car 56 = (—7) x (—8).

Proposition 2.1 Soient a,b et c trois entiers relatifs. Si a divise b et b divise ¢ alors

a divise c.

Preuve. Si a divise b et b divise ¢ alors il existe deux entiers k et k tel que b = ka et

¢ = kb. Donc il existe un entier relatif [ = kk tel que ¢ = la. D’oul a divise c. ®
Exemple 2.2 3 divise 12 et 12 divise 36 alors 3 divise 36.

Proposition 2.2 (Combinaisons linéaires) Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs.

Si ¢ divise a et b alors ¢ divise ma + nb ot m et n sont deux entiers relatifs.

Preuve. Si ¢ divise a et b alors il existe deux entiers relatifs k et & tel que a = ke et

b = ke. Donc il existe un entier relatif [ = mk + nk tel que ma +nb=lc. m

10



Exemple 2.3 Soit un entier relatif N qui divise les entiers relatifs n et n + 1. Alors

N divisen+1—n=1. Donc N =1ou N = —1.

2.2 Division euclidienne

Théoréme 2.1 (Division euclidienne) Soient a et d deux entiers avec d > 1. Il

existe des entiers uniques q et r tels que
a=dqg+r (2.1)
et
0<r<d-1. (2.2)

L’entier q est appelé le quotient et ’entier r appelé le reste dans la division de a par

d.

Preuve. Considérons ’ensemble S des entiers non négatifs qui sont de la forme

a—dx

avec x € Z.Sia > 0,alorsa =a—d-0€ S.8ia<0,soit x =—y, lorsque y
est un entier positif. Puisque d est positif, nous avons a — dr = a + dy € S si y est
suffisamment grand. Donc, S est un ensemble non vide d’entiers non négatifs. Par le
principe de bon ordre, S contient un plus petit élément r, et r = a — dg > 0 pour

certains ¢ € Z. Si r > d, alors

0<r—d=a—d(q+1)<r.
Et r—d € S, ce qui contredit la minimalité de r. Donc, ¢ et r satisfont aux conditions
(2.1) et (2.2).

Soit ¢q, 1, g2, T2 des entiers tels que

a=dq +ry =dgs+ 1o et 0<ry, ro<d-—1.

11



Alors
r—ry |<d-—1

et
d(‘h - Q2> =Ty —Ty.

Si q1 # g9, alors
|l — g2 |> 1

et
d<d|q —q|=|re—r |<d—-1,

ce qui est impossible. Donc, q; = ¢2 et 71 = 79. Alors le quotient et le reste sont

uniques.

Exemple 2.4 La division euclidienne de 4412 par 15 est

4412 = 15 x 294 + 2,

alors ¢ = 294 et r = 2.

Définition 2.2 (Partie entiére, partie fractionnaire) Soit x € R. La partie en-

tiere de z est I'unique entier, noté [x] satisfaisant
r—1<[z] <.

La partie fractionnaire de z est le réel, noté {z}, défini par {z} = = — [z]. D’apres

I’encadrement ci-dessus, on a donc
0<{z}<Ll
Remarque 2.1 Cette définition de la partie entiére est équivalente a
(2] <z <[z]+1

Exemple 2.5 [2.5] =2,{8} =0, [-3.9] = —4, E} =0, {%} = Z,
[—7] = —4,{—7} = 0.8584073. ..

12



Théoréme 2.2 Soient x, y € R. Alors on a
(i) x = [x] + 6 avec 0 € [0,1];

(17) Soit n € Z. Alors on a
[x+n]=[z]+n et {z+n} ={z};

(i)
2] + [yl <[z +y] < [z]+ [y] + 1.

Preuve. (i) Il suffit d’écrire x = [z] + {2} avec 0 < {z} < 1.
(i) Ona [xr+n]=z+n+ 01 et [x] =2z + 0 avec —1 < 0; < 0. Alors

[z +n]—([x] +n) =60, — 0, € ]-1,1],

et comme [z + n| — ([z] + n) € Z, on obtient [z + n| — ([z] + n) = 0.

Pour 'autre égalité, on utilise ce qui précede
{x+n}=x+n—[z+n]=2—[z] ={z}.
(74i) D’une part, d’aprés (i7), on a
2] + [yl = [l2] + 9] < [z +yl.
D’autre part, si x = [z] + 6, et y = [y] + 02 avec 0 < §; < 1, alors on a
[z +yl = [la] + ] + 01+ 0o] = [2] + [y] + [02 + 0] < [2] +[y] + 1,

puisque 0 < 67 + 0y < 2. Ceci implique [#; + 0] =0ou l. m

13



2.3 Nombre premier et plus grand commun divi-

seur

2.3.1 Nombre premier

Définition 2.3 (Nombre premier) Un nombre premier est un entier strictement

supérieur & 1 qui n’est divisible que par 1 et par lui-méme.
Exemple 2.6 Ainsi, 2 est le plus petit nombre premier et I'unique qui est pair.

Théoréme 2.3 (Euclide) Il existe une infinité d’entiers premiers.

Preuve d’Euclide. Supposons que
Pr=2<p=3<--<p

Sont tous les nombres premiers, posons p = pips...p, + 1. Alors ou bien p est

premier et donc p > p;, pour tout i = {1,2,...,7}, ou p n’est pas premier et dans ce
cas il existe un premier p | p et p différent de tous les p; (i = 1,2,...,7). D’ou la liste
1, P2, ..., P, Ne contient pas tous les premiers. m

Remarque 2.2 Comme il y a plusieurs preuves pour le théoreme d’Euclide on va

proposer dans la suite une autre preuve.

Preuve de Pdélya. (voir Pélya & Szego, 1924) Utilise I'idée suivante : il suffit de
trouver une suite infinie des nombres naturels 1 < a1 < ay < --- qui sont deux a
deux premiers entre eux, dans ce cas si p; premier divise a;, si ps premier divise as,
etc., alors on a une infinité d’entiers premiers py, po, ..., .. qui sont tous différents.

Pour cette preuve, les nombres a,, que ’on choisis sont ceux de Fermat donnés
par F, = 22" +1 (n >0). En effet, il est facile de voir, par récurrence sur m, que
F,, —2=FF,---F,_1. Dousin < m, alors F,, divise F},, — 2.

Si p premier divisant & la fois F), et F,,, alors p divise F,,—2 et F,,,. Par conséquent
p doit étre égale a 2. Mais comme F), est impair, F}, ne peut étre divisible par 2. Ce

qui montre que les nombres de Fermat sont deux & deux premiers entre eux. m

14



2.3.2 Crible d’Eratosthéne

Méthode crible d’Eratosthéne. Soit n un entier donné. On écrit la liste des n
premiers entiers naturels non nuls. On éliminé 1, les multiples de 2 plus grand que 2.
Dans une étape intermédiaire on éliminé les multiples du plus petit nombre premier
p restant et qui est supérieur & p. Il suffit faire ceci par p? < n. Ainsi, les multiples

de 2,3,5,7 < +/100 sont éliminés. Alors les premiers inférieurs a 100 sont 2, 3,5, 7.

Exemple 2.7 n = 100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 8 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Les nombres en gras sont les nombres premiers inférieurs ou égaux a 100.

2.3.3 Plus grand commun diviseur et plus petit commun

multiple
Plus grand commun diviseur

Définition 2.4 Soient a et b deux entiers non nuls. Le plus grand commun diviseur
de a et b, noté par pged(a,b) ou simplement (a,b), est le plus grand entier d tel que
d|aetd]|b.

Exemple 2.8 pgcd(4,12) = pged(12,4) = pged(—4, —12) = pged(—4, —12) = 4,
pged(3,5) = 1, pged(12,15) = 3.

15



Définition 2.5 Les entiers ay, as, ..., a; sont appelés relativement premiers si

(ay,a9,...,ax) = 1.
Les entiers ay, as, ..., a; sont appelés deux a deux relativement premiers si

(CLZ‘,CL]‘) = ]_, Vi 7é ]

Exemple 2.9 (6,10,15) = 1, mais (6,10) = 2, (10,15) = 5, (6,15) = 3.

Théoréme 2.4 (Bachet-Bézout) Le plus grand commun diviseur de deux entiers
non nuls a et b peut s’écrire comme combinaisons linéaire de a et b, i.e., il existe deux
entiers x et y tel que

(a,b) = ax + by.

Preuve. Soit A = {ax+by |ax+by >0, z, y € Z}. 1l est claire que l'on +a, £b
est dans A, avec a et b non nul. Par le principe de bon ordre, A contient un plus petit
élément d. Donc, il existe g, 3o tel que d = axy + byo. Nous prouvons que d = (a, b).
Nous prouvons que d | a, d | bet que t | a, t|balorst |d.

Premiérement nous montrons que d | a. Par la division euclidienne, peut étre

trouvé des entiers ¢, r avec 0 < r < d tel que a = dq + r. Alors

r=a—dq=a(l —qxg) — bqyo.

Sir>0,doncr € A. Sir € A, alors r est le plus petit élément de A, contradiction.
Donc 7 = 0. On écrit dg = a, i.e., d | a. De méme maniére on démontre que d | b.
Supposons que t | a, t | b. Alors a = tm, b = tn pour m, n des entiers. Donc

d = azg + byo = t(mxo + nyo), ce qui implique ¢ | d. |

Théoréme 2.5 (Lemme d’Euclide) Soient a, b et ¢ des entiers si a divise bc et

(a,b) =1 alors a divise c.

Preuve. Si (a,b) = 1, par le théoréeme de Bézout il existe des entiers z, y avec
ax + by = 1. Puisque a | be, il existe un entier s tel que as = be. Alors ¢ = ¢+ 1 =

cax + cby = cax + asy, donc il découle que a | c. m
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Théoréme 2.6 Soit k > 2, et soient a,by, by, ..., by des entiers. Si (a,b;) = 1 pour
touti=1,...,k, alors (a,bibg---by) = 1.

Preuve. Soit k = 2 et d = (a, bibz). Nous montrons que d = 1. Du fait que d divise a
et (a,b;) = 1, il découle que (d, by) = 1. Du fait que d divise b;by, on a d’aprés lemme
d’Euclide d divise by. Donc, d est un diviseur commun de a et by. Vu que (a,by) =1
et alors d = 1.

Soit k& > 3, supposons que le résultat détient pour k— 1. Soient a, by, bs, . . ., by sont
des entiers tel que (a,b;) = 1 pour i = 1,..., k. De hypothése on a (a,bibs---bp_1) =
1. Comme nous avons aussi (a, b;) = 1, il découle a partir le cas k = 2 que

(a, ble s bkflbk) =1 m

Théoréme 2.7 Si p un nombre premier divise un produit d’entiers, alors p divise

['un des facteurs.

Preuve. Soient by, bs, ..., b, des entiers tels que p divise b1b, - - - b,. Par le théoréme

2.6, on a (p,b;) > 1 pour certains i. Puisque p est premier, donc p divise b;. ®

Théoréme 2.8 (Théoréme fondamental de ’arithmétique) Tout entier posi-

tif peut étre écrit uniquement (4 ordre prés) comme le produit des nombres premiers.

Preuve. D’abord, nous prouvons que ’entier positif peut étre écrit comme un produit
de nombres premiers. Puisqu’un produit vide est égal a 1, nous pouvons écrire 1
comme le produit vide des nombres premiers. Soit n > 2, supposons que tout entier
positif inférieur & n est un produit des nombres premiers. Si n est premier, nous
avons fini. Si n est composite, alors n = dj, onl<d<d<n. Par I’hypothése de
récurrence, d et d sont tous deux des produits de nombres premiers, et donc n = dd
est un produit de nombres premiers.

Dans la suite nous allons utiliser le principe de récurrence pour démontrer que
cette représentation est unique. La représentation 1 comme le produit de I’ensemble
vide des premiers est unique.

Soit n > 2, supposons que la représentation est unique pour tout entier positif inférieur

ou égal & n. Maintenant nous montrons que si

n:pl...pk:ﬁl...ﬁl’
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ou pi,...,Pk, P1,---, P sont des premiers, donc k = [ et il existe une permutation o
de {1,...,k} telle que p; = P, pour @ = 1,..., k. Par le théoréme 2.7, du fait que
pi, divise py - - - Py, il existe un entier jo € {1,...,1} tel que p; divise pj,, d’oit p;, = pj,

du fait que pj, est premier. Donc

n

I
=p1-Pr—1 = Hﬁj <n.
Dk e

J#70
Il découle, de I'hypothese de récurrence £ — 1 = [ — 1, et il existe une application
injectif de
o:{1l,...; k=1 — {1,.. ., E}\ {jo}
telle que p; = Py pour @ = 1,...,k — 1. Posons o(k) = jo. Ceci déterminer la

permutation o, et terminer la preuve. m

Exercice 2.9 FEcrivez les nombres 3850 et 1911 sous forme de produits de nombres

premiers.

Solution 2.10 3850 = 2 x 52 x 7 x 11,

1911 = 3 x 7* x 13.

Plus petit commun multiple

Définition 2.6 (Plus petit commun multiple) Soit ay,as,...,a, € Z \ {0}. Le
plus petit commun multiple (ou simplement ppcm ) de aq, as. . . ., a, noté [ay, as, . . ., a,]

est le plus petit entier positif, parmi tous les commun multiple de aq, as, ..., a,.

Exemple 2.10 102 =2-3-17 et 138 = 2-3-23, donc ppcm(102,138) =2-3-17-23 =
2346.

Théoréme 2.11 Siq1,qo,...,q sont des nombres premiers et si a = II]_,q;" et

bzﬂgzqu", avec a; > 0 et B, > 0 pouri=1,2,...,r, alors

(a’ b) _ H q;'nin(aq:ﬁz‘) et [a7 b] _ H q;ﬂ&X(OéiaBi)'
i=1 i=1
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De méme, si a = g, b = qu", c = g avec a; > 0, 8, > 0 et y; > 0 pour

1=1,2,...,r, alors

(a,b,c) = H q;ﬂlin(aiﬂmi) et [a,b,c] = q;naX(azwﬁim).
i=1 i=1
Exemple 2.11 Si a = 108 et b = 225, alors
a = 22335% b = 203252,
(a,b) = 2°3259 =9, [a,b] = 223352 = 2700.

Théoréme 2.12 Soient a, b, ¢, k € Z*

(1) ppcm(a,b) = ppem(b, a) ou bien on écrit [a,b] = [b, al;
(2) ppem(ka, kb) = |k| - ppem(a, b);
(3) Sia divise M et b divise M, alors

ppem(a, b) | M.

Preuve. (1) Claire d’aprés la définition.

(2) Soient m; = ppcm(a,b) et mo = ppem(ka, kb). Puisque |k|m; est un multiple
commun de ka et kb, on a donc |k|m; > my d’une part. D’autre part, my est un
multiple commun de ka et kb, donc my | |k| est un multiple commun de a et b et ainsi
ma | |k| > my, ou encore |k|my < ms.

(3) Posons m = ppcm(a,b) et supposons que m { M. La division euclidienne de M
par m s’écrit

M=qm+r avec 0 <r <m.

Et comme a, b divisent m et M, ils divisent M — ¢gm = r. Ainsi r est un multiple

commun de a et b, et donc r > m, donnant ainsi une contradiction. m
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2.4 Algorithme d’Euclide et les fractions continues

Théoréme 2.13 (Algorithme d’Euclide) Soit a, b € Z, a > 0. En appliquant
successivement la division euclidienne (Théoréme 2.1), on obtient la suite d’équa-

tions

b = ag1+1r, 0<ri<a;

a = Tiga+ 1y, 0 <1y <71y

re = rogz+r3, 0<rz <7
Tj—2 = T’j_1Qj—|—Tj70<Tj<7“j_1;
Tji—1 = Tjqj+1;

ou r; = (a,b).
Exemple 2.12 Trouver le pged (42823, 6406).

Solution 2.14  En appliquant l'algorithme d’Euclide pour trouver le pged (42823, 6406 ).

On a b = 42823 et a = 6406

42823 = 6406 - 6 + 4369
6406 = 4369 -1+ 2040
4369 = 2040-2+ 289
2040 = 2897417

289 = 17-17+0.

Donc pged(42823,6406) = 17.
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a
Définition 2.7 (Les fractions continues) Etant donné un nombre rationnel 7
avec (a,b) = 1 et b > 0, d’aprés l'algorithme d’Euclide, il existe un entier positif

n tel que

a = a1b+bl, 0<b1<b;

b = axb + b2, 0<by < bl,

bl = agbz + bg, 0< bg < bg;
bn—3 = ap_1bp_o + bn—h 0<b,_1< bn_g;
bn72 = anbnfl'

En utilisant successivement chacune de ces équations, on peut écrire

a n 1 n 1
- = aqt+——<—=a
b 1 b 1 a —i——l
1 (b
by
1 dé
= a'1+ 1 :f <a17a27 7a‘n>
CL2+ 1
a3—|—
1
1
anfl—i__
Qp,

a
L’expression a plusieurs étage s’appelle le développement du nombre 7 en fraction

continue finie.
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Exemple 2.13

574 70
) D
252 252

14—
= (2,3,1,1,2).

Théoréme 2.15 Soient a et b deux entiers avec b > 1. Si l'algorithme d’Fuclide pour

a et b a une longueur n avec une suite de quotients qo, q1,- .., qn_1, alors

a
E - <QO7QI7"'7QH71> .

Preuve. Soient 1y = a et ;1 = b. On démontre par récurrence sur n. Si n = 1, alors

To = T1qo
et
a To
b—ﬁ—Qo—(Qo)
Si n = 2, alors
To = T1Qo + T2
. = Toq1
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et
a 7T T 1 1
—_ = — = —|— —_— = + _— = + _— = , .
b do " 4q0 3 do Y (90, q1)
)
Soit n > 2, et supposons que le théoréme est vrai pour les entiers a et b > 1
avec l'algorithme d’Euclide a une longueur n. Soient a et b > 1 deux entiers avec

I’algorithme d’Euclide a une longueur n + 1 et dont la suite de quotients partiels est

(0, q1s - - - Gn—1)- Soit

To = T1qo + T2

T = Toq1+ T3
Tn—1 = TnQn-1 + T'n+1

'n = Tn+i1dn.

Soit les n + 1 équations dans l'algorithme d’Euclide pour a = 7y et b = ry.

L’algorithme d’Euclide pour deux entiers positifs r; et 7, a une longueur n avec la

suite de quotient partiels ¢, ..., q,. Il résulte de I’hypothese de récurrence que
™ .
T - <QI7"'7QH>
et donc
a T n 1 4 1 ( >
T = =4 T 7 = 4o =\90,41,---,4n) -
b r 2t (q1,- - )

T2

2.5 Equations diophantiennes

Lemme 2.1 Soient a,b,c € Z tels que ab # 0 et d = pgcd(a,b). L’équation diophan-
tienne ax + by = ¢ posséde au moins une solution dans Z* si et seulement si d divise

C.

Preuve. Sic=0,onad | cet (z,y) = (0,0) est solution dans Z?. On suppose que

¢ # 0. On note aussi u et v des entiers relatifs tels que d = au + bv.
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Supposons d’abord que d 1 ¢ et que ’équation posséde une solution (z,y) dans Z2.

Puisque d | a et d | b, on a d | (ax + by) = ¢, d’ot une contradiction.

cu cv
Réciproquement, supposons que d | ¢. On pose xo = = et yo = R Notons que
I'on a bien (xg,yo) € Z?* puisque d | c. Alors
acu+bcv ¢
axo + byo = geutoev —(au + bv) = c.
d d
cu cv

Ainsi, le couple (xg, y9) = ( ) est une solution de ’équation. m

dd
Théoréme 2.16 Soient a,b,c € Z tels que ab # 0 et d = pgcd(a,b). On suppose que
d | c et on note (xg,yo) une solution particuliére de équation diophantienne

ar + by = c.

Alors, tout (z,y) est solution si et seulement si elle est donnée par

kb

r =X+ F;
e (2.3)

Y=Y d-

OukeZ.

Preuve. On note a = da,b = db et ¢ = dé de sort pged(a,b) = 1. L’équation
équivalant & az + by = ¢. Soit (x,y) une solution de ax + by = ¢ est que (zo,yo). De
Iégalité
axr + By = axg + Eyo
on tire
a(z —x0) = b(yo — )
donc b divise a(z— ). Comme pged(a, b) = 1 on a d’aprés lemme d’Euclide b | z— o,
et ainsi il existe k € Z tel que z = xq + bk.
En remplacant = — x¢ par bk dans (2.4), on obtient y = yo — k.

Réciproquement, on vérifie que les couples (z,y) = (zo + bk, yo — ak), ou k € Z,

sont des solutions de (2.3). m
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Exemple 2.14 Résoudre dans Z? ’équation
18459z 4 3809y = 879.

Solution 2.17 D’apreés l’algorithme d’Euclide, on a pged(18459, 3809) = 293 et comme
879 = 3 x 293, on déduit que l’équation posséde au moins une solution. Aprés simpli-

fication par 293, I’équation équivalente &
63r + 13y = 3. (2.4)

Toujours d’aprés ’algorithme d’Euclide, on a 63(6) + 13(—29) = 1, donc le couple
(o, y0) = (18, —87) est une solution particuliére de (2.4). Soit (x,y) une solution.
Alors

63z + 13y = 63(18) + 13(—87) <= 63(x — 18) = 13(—y — 87).

Et ainsi 13 | 63(x — 18). Puisque pged(63,13) = 1, on a d’aprés lemme d’Euclide
13 | (x — 18),
et donc il existe k € Z tel que x = 18 + 13k. En remplacant, on obtient
y = —87 — 63k.
Réciproquement, on vérifie que les couples (18+ 13k, —87—63k) sont bien solutions
de (2.4). Ainsi
S ={(18 + 13k, —87 — 63k), k € Z}.

On peut résoudre cette équation par d’autre méthode comme ’exemple suivant.
Exemple 2.15 [10]Trouver les solutions de 999z — 49y = 5000.

Solution 2.18 Par la division euclidienne nous observons que 999 = 20 - 49 + 19.

Cela suggére d’écrire l’équation dans la forme
192 — 49(y — 20z) = 5000.
On remplace T = x, § = y — 20z, nous trouvons que l’équation

192 — 49y = 5000.
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C’est plus simple car les coefficients sont plus petits. Du fait que 49 = 2 - 19 + 11,

nous écrivons cette équation comme
19(z — 27) — 11y = 5000.

Ou, 192 — 11y = 5000 tel que & = & — 2y et §j = . Puisque 19 = 2 - 11 — 3, nous

écrivons ’équation comme
—3% — 11(—2% + ) = 5000.

Ou, —32®) — 11y®) = 5000. Tel que @ = &, y® = 22 + . Comme 11 =4 -3 — 1,

nous écrivons l’équation comme
—3(z® + 49®) + 4® = 5000.

Ou, —3z™ + y® = 5000 tel que 2D = 20 4 49y @ = 4O On fait changement

de variable 0°) = 2™ y®) = —324) + 4D on devient
y®) = 5000.

Ici la valeur de y®) est un entier five, et ® est un entier arbitraire. Du fait que
les paires d’entiers (x,y) sont en correspondance biunivoque avec les paires d’entiers
(x(5), y(5)) , 1l suit que ’équation originale a une infinité de solutions entiéres. Pour
exprimer © ety explicité en termes de £ et y®), nous déterminons d’abord x et y
en termes de T et 1, puis en termes de T et 1, et ainsi de suit. Ces transformations
peuvent étre développées en méme temps que l'originale d’équation est simplifiée. Nous

commengcons par

999z — 49y = 5000; (2.5)
r =
y =y
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Nous écrivons cette équation sous la forme

192 —49(y — 20x) = 5000;
T =

20z + (—20x +y) = .

Donc,

192 — 49y = 5000; (2.6)
T =
20c+y =y

Nous réécrivons ces équations

19( — 2§) — 115 = 5000;
F—2j42) = =
20 (% —27)+41 = y.

Donc,

192 — 11y = 5000; (2.7)
T+2y = x;
20z + 41y = vy.

Nous réécrivons ces équations

—33 —11(=2& +9) = 5000;

5% 4 2(—22+9) = x;
1022 +41(—22+9y) = v.
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Donc,

-3z —11y® = 5000; (2.8)
50 4+ 2y =
1022 +419® = .

Nous réécrivons ces équations

—3(z® + 4y®) + 4@ = 5000;
523 4+ 4yB3)) —18y® =
102(z® 4 4y®) — 367y = 4.
Donc,
—32® 1 4@ = 5000; 2.9)

50 — 18y = g
1022 — 367y = .

Nous réécrivons ces équations

=32 +y® = 5000;
—49z% — 18 (—3x(4) + y(4)) =
~9992™ + 367 (=3 + W) = 4.

Donc,

y® = 5000; (2.10)
—4920) — 18y = 2
—99920) — 367y = .
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On remplace y©® par cette valeur, et nous écrivons k a la place de £, nous obtenons

xr = —49k — 90000;
y = —999% — 1835000.

Nous notons que les coefficients en (2.6) sont obtenus de ceux de (2.5) par soustraire
20 fois la deuxieme colonne de la premiere colonne. Similairement, les coefficients en
(2.7) sont obtenus a partir de ceux de (2.6) nous ajoutons deux fois la premiére colonne
a la deuxiéme. En (2.7) nous ajoutons —4 fois la premiére colonne a la deuxiéme pour
obtenir (2.8), et en (2.8) nous ajoutons 3 fois la premiére colonne a la deuxiéme pour
obtenir (2.9).

En général, nous pouvons ajouter un multiple d’une des deux premiéres colonnes
a autre. En plus nous pouvons permuter les deux premiéres colonnes de multiplier
tous les éléments de I'une de ces colonnes par —1. Ainsi nous pouvons modifier les

coefficients au moyen des trois opérations suivantes.

C4) Ajouter un multiple m de I'une des deux premiers colonnes a l'autre.
C3) Echanger les deux premiers colonnes.

C'3) Multiplier tous les éléments de 'une des deux premiers colonnes par —1.
Exemple 2.16 [10]Trouver les entiers = et y tel que 147z + 258y = 369.

Solution 2.19 Nous écrivons

147 258 369 147 111 369 36 111 369 36 3 369
1 0 — 1 -1 — 2 -1 — 2 =7
0 1 0 1 -1 1 -1 4
0 3 369
— 86 —7
—-49 4

Notons les variables par u et v. Du fait que 3v = 369, nous déduisons v = 123, et
que ’ensemble des solutions originales données par x = 86u — 861, y = —49u + 492.
Les variables u et v ont été obtenu des variables originales = et y par un changement

de coordonnés homogéne. Nous pouvons réduire la taille des entiers figurant dans la
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solution moyennant un changement de variable non homogéne. Par exemple, si nous

mettons u = t 4 10, alors nous trouvons que x = 86t — 1, y = —49¢ + 2.
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Chapitre 3

Congruence

Dans ce chapitre on étudie la congruence qui a été introduit par Carl Friedrich

Gauss (1777 — 1855) , 'un des plus grands mathématiciens de tous les temps.

3.1 Congruence linéaire
Soit n un entier strictement positif.

Définition 3.1 Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a est congru a b modulo
n si a — b est un multiple de n.

Cette relation se note a = b mod n ou bien a = b [n].
Exemple 3.1 141 = 9 mod 11, car 141 — 9 = 132 est un multiple de 11.

Théoréme 3.1 Soit n > 0 un entier. Alors
a=bmod n<=n/|(a—>b).

Preuve. =) Supposons a # b. Par I’Algorithme d’Euclide il existe deux entiers
q1 7 qo tels que a = gin+1r et b = gan + r, comme a et b ont le méme reste quand on
la divise par n. Donc a — b = ¢1n — ¢an = (¢1 — g2)n. Ce qui implique n | (a — b).
<=) Sin | (a —b) alors il existe un entier t tel que nt = a — b. Supposons que
a=mn+ry et b=mon+ry avec 0 < ri,ry < n. Alors

nt=a—b=(my—man+r—ro=nt—mi+me)=ri —ro=>n|(r; —ra).
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Puisque |r1 — 73| < m nous avons 11 — 5 = 0 et donc a et b ont le méme reste quand

on les divise par n. m

Théoréme 3.2 Soient a, b, ¢, d, n € Z, k € N* avec a = b mod n et ¢ = d mod n.

Alors

1. a+c=b+dmodn
2. a—c=b—dmodn
3. ac = bd mod n

4. a* = b* mod n.

Preuve. Comme a = b mod n et ¢ = d mod n, il existe ki, ko € Z avec a = b+ kin

et c=d+ kon. Donc a + ¢ =b+d+ n(k; + ko). Aussi on a ac = bd + n(dk; + bks).

On démontre par récurrence a* = b* mod n. Pour k = 1

a' = a et b' = b donc a' = b' mod n.

k= pk k1 = phtlmod n.

Supposons que pour k£ > 1 on a a mod n et montrons a

On a a®* = v¥ mod n et @ = b mod n . Alors, en multipliant membre 4 membre, on
obtient

a1 = p* " mod n.
[ |

Définition 3.2 (Relation d’équivalence) Une relation # sur un ensemble E est

une relation d’équivalence si elle est

i) Reéflexive; Va € E, aRa;

i1) Symétrique; Va,b € E, (aRb) = (bRa);

iii) Transitive; Va,b,c € E, (aRb et bRc) = (aRc).

Théoréme 3.3 Pour tout n positif, la congruence modulo n est une relation d’équi-

valence sur un ensemble des entiers.

Preuve. Réflexivité; si a un entier, alors a = a mod n car n | (a — a) = 0.
Symétrie; si a = b mod n, alors n | (a — b), donc n | (b — a) et donc b = a mod n.
Transitivité; si @ = b mod n et b = ¢ mod n, alors n | (a — b) et n | (b — ¢), puisque

n|la—b)+(b—-c)=(a—c),donca=cmodn. m
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Théoréme 3.4 Soientn, a, b des entiers avecn > 1. Posons d = (a,n). La congruence

ax = bmodn (3.1)

a une solution si et seulement si,

b=0modd.

Si b = 0 mod d, alors la congruence (3.1) a exactement d solutions en entiers qui
sont deux a deux incongrues modulo n.

En particulier, si (a,n) = 1, la congruence (3.1) a une solution unique modulo n.

Preuve. D’apres le théoreme 2.16 nous savons que la solution de 1’équation diophan-

nt at
tienne linéaire ax +ny = b est donnée par x = 1o+ Y=Y d=(a,n),tez,
ol Xy, Yo satisfont axg + nyy = b.
Soit t =0,1,2,...,d— 1, nous obtenons d solutions mutuellement incongrues, du fait

que la valeur absolue de la différence entre deux de ces solutions plus petit que d. Si

nt ) ) . - .
T =1x9+ 7 est moindre que tout autre solution, nous écrivons t comme t = qd + r,

0 <ry<d. Alors

n(qd +ro)
d )
nro

= $0+m]+7;

= xo—l—% mod n.

ZL’:I‘()—F

Ainsi toute solution de la congruence axz = b mod n est congrue mod n & une et une
nt
seul solution de la forme xy + ’l de d valeurs avec 0 <t < d — 1. Ainsi §’il y a une

solution de la congruence, donc il existe d solutions incongrue mod n. m

Lemme 3.1 Sip un nombre premier. Alors z?> = 1 mod p, si et seulement si, v = +1

mod p.

Preuve. Si z = 41 mod p, alors 22 = 1 mod p.
Réciproquement, si 22 = 1 mod p, alors p divise 22 — 1 = (z + 1) (x — 1) , et donc

p divise x + 1 ou x — 1. Ce qui implique z = +1 mod p. =
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Théoréme 3.5 (Wilson) Sip est premier, alors
(p—1)!'=—-1 mod p.

Preuve. C’est vrai pour p =2 et p =3, comme 1! = —1 mod 2 et 2! = —1 mod 3.

Soit p > 5. Par le théoréeme 3.4, pour tout entier a € {1,2,...,p — 1} il existe un

_1:

unique entier ™' € {1,2,...,p — 1} tel que aa 1 mod p.

1 si et seulement si @ = 1 ou @ = p — 1. Donc, nous parti-

Par le lemme 3.1, a = a~
tionnons ’ensemble {2,3,...,p — 2} & p — 3 nombres entre (p — 3) /2 paire d’entiers

{a;,a;'} tel que a;a; " =1 mod p pour i = {1,...,(p— 3) /2}. Alors

-1 =1-2-3---(p=2)(p—1)
(p—3)/2
= (p—-1) H aa;!
i=1
= p—1
= —1 mod p.

Exercice 3.6 Soit p un nombre premier et soit v un entier tel que 1 < r < p. Si

(—1)" r! =1 mod p, montrer que
(p—r—1)'=—-1 mod p.
Déduire de ce résultat que 259! = —1mod 269 et 463! — 1 mod 479.
Solution 3.7 D’aprés le théoréme de Wilson,
p-Dl=@-DFE-2)@-rE-r-)=(-1)"r(p-r-1)!=—-1modp.

Puisque (—1)" 7! =1 mod p, on obtient le résultat.
Pour la deuziéme partie, on observe que 269 et 479 sont premiers et donc il suffit de

remarquer (—1)?9! = 1 mod 269 et que (—1)'* 15! = 1 mod 479.
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3.2 Fonction d’Euler

Définition 3.3 (Fonction d’Euler) La fonction ¢ d’Euler est définie par

dp(n)=#{0<m<n|(n,m)=1}.

Exemple 3.2 ¢(1) =1, 6(2) = 1, (3) = 6 (4) = 2, 6 (5) = 4.
Remarque 3.1 Si p est premier, on a (a,p) =1 pour a = 1,2,3,...,p — 1 donc

¢(p)=p—1.

Exemple 3.3 Si p = 1001 est premier, ¢ (1001) = 1001 — 1 = 1000.
Théoréme 3.8 Soit p est un nombre premier et r est un entier positif. Alors

o) =p —p = (1 - l) :
p
Preuve. Soit un entier k tel que 1 < k < p” sera relativement premier a p”, si et
seulement si, k£ ne divise pas par p puisque, par le théoréme 2.7, les seuls diviseurs de
p” sont les puissances de p. Les entiers k tel que 1 < k < p" et k est divisible par p
sont ceux de la liste p, 2p, 3p, .. .,(p" ! — 1) p. On déduit que le nombre de ces entiers

égale & p"~! — 1. Ainsi les nombres des entiers positifs inférieurs aux p” et relativement

1
premier apestp"—1—(p" ' —1)=p " —p" L. Donc ¢ (p") =p"—p ! =p" (1 - —) :

p
n

Théoréme 3.9 Sip et g deux premiers, alors

¢(pg) =(p—1)(g—1).

Preuve. D’aprés le lemme d’Euclide, un entier k satisfait (k, pg) > 1, si et seulement
si, p | k ou q | k. Le nombre de tels k avec 1 < k < pq est (¢ — 1)(a partir des
multiples de p qui sont inférieurs a pq) plus (p — 1)(a partir des multiples de p qui
sont inférieurs & pq). Ainsi le nombre de k tel que 1 < k < pq et (k,pq) = 1 est

pg—1—(g-1)—(p-1)=pg—q—p+1=(p-1)(¢g—1). =
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3.3 Théoréme du reste Chinois

Théoréme 3.10 (Théoréme Chinois) Soit my, ma, ..., m, des entiers positifs re-
lativement premiers deux & deux. Soit ay,as,...,a, des entiers quelconques. Alors le

systéme de congruences
(
r =a; mod my

T = ay mod msy

[ T=a, mod m,

posséde une unique solution modulo mims ---m,.

Preuve. Considérons les entiers

Ooul<j<r

On considére les équations diophantiennes Pjz = 1[m;], pour 1 < j < r. Chacune

de ces équations posseéde une unique solution modulo m; car (P;,m;) = 1, pour
j=1...,r

Notons par @); la solution de Pz = 1[m;|, avec j =1,...,r.

L’entier

r=a1PiQ1 + aa Qs + - - - + a, P.Q,

est une solution car

r = a1(1+km1)+2aiPiQi

i=2
v o= ar+akmi+ Y a;PQ;
=2
r = ai+ /;:ml
r = a[m].
De la méme maniére on obtient que x = a; [m;] pour j =2,...,7r.
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Supposons qu’il existe deux solution x et T tels que

r = a;[my] = a; +Imy;
Pour j =1,...,r, donc x — T = 0 [m;] on applique le théoréme 3.1, nous obtenons
r—T = 0[my] <= my|z—T;
r—T = 0[mo] <= ma|z—T;
r—T = 0[m] <= m, |z—T.
Comme les entiers my, mao, ..., m, sont deux a deux premiers entre eux, alors

mimg---m, | x — T i.e., T = x|[mymy---m,|. Do la solution est unique modulo

mimeo---m,. N

Exemple 3.4
x =315
r=T[11]
on ami =05, mg=11,
etona P =11, P, =5, Q1 = 1[5] car 11Q; = 1[5] i.e., Q1 = 1+ 5¢t, Q3 = 9[11]
puisque 5@ = 1[11] i.e., Q3 =9+ 11¢.

r = aPiQ1+ aaPQs
= 3-11(1+5t)+7-5(9+ 11¢)
= 348 + 165t 4 385¢
= 348 + 550t
= 293+ 55+ 10-55¢t
= 293 455 (1 + 10t)
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d’autre part 293 = 18 [55] nous obtenons

r = 293+ 55t

18 55].

Donc la solution est 2z = 18 [55] .

Hxr = 7Tmod 12
Exemple 3.5 Résoudre le systéme suivant
4z = 12mod 14.
Hxr = 7Tmod 12
Solution 3.11 On a
4 = 12mod 14.

Multiplions la premiére équation par 5 on obtient

z = 11mod 12.

La deuziéme équation devient 2z = 6 mod 7, et devient aussi

z=3mod7.
z = 11mod 12
z=3mod7.

Donc my = 12,mg = 7,P, = 7,P, = 12, et on a 7Q); = 1mod 12 ce qui implique
Q1 =7+ 12t, d’autre part 12Q, = 1mod 7 ce qui implique Qo = 3 + Tt. Alors

rx = 11-7-743-12-2
= 647
59 mod 84.

3.4 Théoréme d’Euler et théoréme de Fermat

Définition 3.4 (Systéme réduit de résidus) Un systéme réduit de résidus mo-

dulo m est un ensemble d’entiers r; tel que (15, m) = 1, r; 2 r; mod m lorsque i # 7,
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et tel que chaque entier = relativement premier avec m est congru a un certain r;

modulo m.

Exemple 3.6 {1,2,3,4,5,6} et {2,4,6,...,12} sont des systéme réduit de résidu

modulo 7.
Théoréme 3.12 (Euler) Soit m € N et a € Z tels que (a,m) = 1. Alors
a®™ =1 mod m.

Preuve. Soit {ry,rs,...,7sm } un systéme réduit de résidus modulo m. Vu que
(a,m)=1,0ona (ar;;m) =1pouri={1,...,¢(m)}. D'ou, pour : ={1,...,¢(m)}
il existe o (i) € {1,...,¢(m)} tel que

ar; = rqy;) mod m.

De plus ar; = ar; mod m si et seulement si ¢ = j, et donc o est une permutation de
{1,...,6(m)} et {ary,ars, ..., arsum } est aussi un systéme réduit de résidus modulo

m. Alors

a® ey rey = (ary) (arg) -+ (arem)) mod m

Ta()Ta(2) * " Ta(p(m)) MOd M

= rirg---Tewm) mod m.
Divisons par r7s - - - T¢(m), nOUs obtenons

a®™ =1 mod m.

Exemple 3.7 m = 11 et a = 2, tel que (11,2) =1
¢ (11) = 10, ce qui implique 2'° = 1024 = 1 mod 11.
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Théoréme 3.13 (Le petit théoréme de Fermat) Soit p un nombre premier. Si

a est un entier non divisible par p, alors
a® =1 mod p.
De plus,
a’ =a mod p
pour tout entier a.

Preuve. Si p est premier et p 1 a, alors (a,p) =1, ¢ (p) =p—1, et
' =a*® =1 mod p.

Aussi on a a? = a mod p.
Sip | a c’est évident

a’ = a mod p.

3.5 Fonctions arithmétiques

Définition 3.5 Une fonction arithmétique est une application de N dans C. Une
fonction arithmétique f est dite multiplicative si f (1) = 1 et si f (mn) = f(m) f (n)
lorsque (m,n) = 1. Une fonction arithmétique f est dite totalement multiplicative
(ou complétement multiplicative) si f (1) = 1 et si f (mn) = f(m) f (n) pour tous

les entiers m et n.

Définition 3.6 Une fonction arithmétique f est dite additive si f (1) = 0 et si
f(mn) = f(m)+ f (n) lorsque (m,n) = 1. Une fonction arithmétique f est dit tota-
lement additive (ou complétement additive) si f (1) =0 et si f (mn) = f(m)+ f (n)

pour tous les entiers m et n.

Exemple 3.8 Voici quelques-unes fonctions arithmétiques

1. 7(n) : le nombre de diviseurs de n;
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N

o (n) : la somme des diviseurs de n, pour chaque nombre réel r, o, (n) = 3, d";

(n) : le nombre de facteurs premiers distincts de n, ou en d’autres termes
(n) =2 ,n1etw(l)=0;
(n) : le nombre total de facteurs premiers de n, ou en d’autres termes ) (n) =

D pefn @ €8 (1) = 0.

Exemple 3.9 En appliquant ces exemples
1. Pour n = 14 on a les diviseurs de 14 sont 1,2,7,14. Donc 7 (14) = 4.
2. Porn=6,0(6)=1+2+3+6=12.
3. Pour n =18, w (18) = 2.
4. Pour n = 36, Q (n) = 4 car 36 = 2% x 32

Théoréme 3.14 Une fonction arithmétique f est multiplicative si et seulement si

f (1) =1 et, lorsque n = p{'p3? - - - p&r ou les p; sont des nombres premiers distincts,

on a

fn)=f ) fws?) - f ). (3:2)
Preuve. Supposons d’abord que f vérifie f (1) = 1 et 1'égalité (3.2). Soient alors
n=npi'py*---piretm= qf 1q§ 2. q,@ " deux entiers premiers entre eux. Ainsi, p; # ¢,

pour tout (i,) € {1,...,r}>. D’apres (3.2),
F o) fm) = F05) £ 7 £ i) £ () 7 (57) - ] (af)
et

f(nm) = f(p‘flpém---p?"Qf1q§2---q?T);

= O EE) e f e S (a) £ (a57) o (a):

et donc f(nm) = f(n)f(m). D’ou f est multiplicative.

Réciproquement, supposons que soit f multiplicative. Alors

1) =1.

41



Aussi, si n = p*ps? -+ - p% ou les p; sont premiers distincts, alors par récurrence on

démontre que

fn)=fm™)f@) - f{rm).

Théoréme 3.15 Une fonction arithmétique [ est additive si et seulement si f (1) =0

et, lorsque n = p{'py? -+ - pi ou les p; sont des nombres premiers distincts, on a

fn)=f@E")+ @)+ +f). (3.3)

3.6 Des applications

Exercice 3.16 Montrer que si f et g sont des fonctions multiplicatives, alors le pro-
duit fg est aussi une fonction multiplicative. Si f est une fonction multiplicative,

peut-on dire que kf, k € R, est ausst une fonction multiplicative? Qu’en est-il de

f+g?

Solution 3.17 On a f et g sont des fonctions multiplicatives, alors

fo(1) = f()g(1)=1

fg(mn) = f(mn)g(mn);

Donc fg est une fonction multiplicative.
kf, k € R est une fonction multiplicative?
Onakf(l)=k

sik = 1, donc kf est une fonction multiplicative ;

sik # 1, donc kf n’est pas une fonction multiplicative.
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f + g est une fonction multiplicative?

frgM)=fM)+g(1)=2#1
Alors f + g n'est pas une fonction multiplicative.

Exercice 3.18 Démontrer que

= 7(n) =1
2 on :ZQ”—l'

n=1 n=1

Solution 3.19 En développant le membre de droite, on obtient

Exercice 3.20 Démonter que 7 (n) < 24/n.

n
Solution 3.21 Chaque diviseur positif a de n peut étre apparie avec son diviseur —.
a

n
Comme n = a - —, un de ces diviseurs doit étre < /n. Ce donné la plupart 2/n
a

diviseurs.

43



Conclusion

La lecture des notions présentées dans ce mémoire mettre le lecteur dans une
situation commode qui lui permet d’entamer et de faire pas mal de recherches dans
le domaine de la théorie des nombres. Ceci parce qu’il s’agit des notions clefs comme
nous avons dit dans 'introduction.

Dans ce sens et on se basant sur ce modeste mémoire on peut étudier la réciprocité
quadratique et les formes quadratique, quelque fonctions de la théorie des nombres,

quelque équations diophantiennes linéaires et non linéaires, cryptographie ... .
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