
 

 

 

 

Département de Génie Mécanique 

MEMOIRE DE FIN D’ETUDE 

En vue de l’obtention du diplôme de : 

MASTER 

En Génie Mécanique 

Option : Construction 

   Présenté par : 

Djafri Khouloud & Nemiri Amina 

Thème  

SIMULATION DE L'EFFET D'USURE  DES AILETTES D'UN 

ROTOR A ROUE CENTRIFUGE RADIAL SUR LE 

COMPORTEMENT DYNAMIQUE  

 

Devant le jury composé de : 

NOM et Prénom Grade Qualité 

Benkharbeche Houria MCA Président 

Menasri Noureddine MCA Encadreur 

Latrache Mohamed  MCB Examinateur 

 

Année Universitaire : 2020 / 2021 

N° d’ordre : GM/2020/2021 

People's Democratic Republic of Algeria 

Ministry of Higher Education and Scientific Research 

Mohamed Boudiaf University of M'sila 

Faculty of Technology 

 

 

 

 الديمقراطية الشعبيةالجمهورية الجزائرية 

 وزارة التعليم العالي والبحث العلمي

 جامعة المسيلة

 كلية التكنولوجيا

 
 

 

 

 



 



DÉDICACE 

JE DÉDIE CE MODESTE TRAVAIL 

À TOI MA BELLE MAMAN POUR VOTRE 

INDÉFECTIBLE ASSISTANCE ET SON SOUTIEN 

TOUT LE LONG DE MES ÉTUDES 

À TOI MA TRèS CHèRE TANTE. LES MOTS NE 

PEUVENT EXPRIMER MON ENTIèRE GRATITUDE ET 

MA RECONNAISSANCE POUR TOUS VOS 

SACRIFICES 

À TOI MON CHER PèRE, QUI A FAIT DE MOI LA 

FEMME QUE JE SUIS 

À MON FRèRE ISSAM 

À MES SœURS MARWA ET HAYET 

À MON AMIE INTIME AMINA 

À TOUS MES AMI(E) S SANS EXCEPTION 
 

KHOULOUD 



Dédicace 

Je dédie ce modeste travail 

A mes très chers parents, Fatiha 

et Hocine, qui ont toujours été là 

pour moi. 

A mA sœur ZAhrA et mes frères 

Raine et Bilal pour leurs 

encouragements. 

A ma belle Khouloud 

A Mon mec Mondhir, qui ont 

toujours été là pour moi. Leur 

soutien inconditionnel et leurs 

encourAgements ont été d’une 

grande aide. 

AMINA 

 



Remerciement  

TouT d’abord nous remercions le bon Dieu tout puissant 

de la bonne sanTé, la volonTé, eT la paTience qu’il nous 

a donnée tout au long de notre études. 

Nos premiers remerciements vont naturellement à 

notre directeur de mémoire, Mr. Menasri Noureddine 

pour ses conseils et le partage de ses compétences 

scientifiques. Ce fut un plaisir de travailler avec lui. 

Nous avons également apprécié la grande liberté qu’il 

nous a accordée dans la gestion de notre mémoire ainsi 

que sa passion pour la recherche et sa bonne humeur 

toujours présente. Bref, mérite toute nos 

reconnaissances. 

Nous remercions également Riyad de nous avoir aidés à 

mener à bien ce travail. Merci beaucoup pour vos 

conseils et nous vous souhaitons bonne chance avec 

thèse de doctorat. 

Ensuite nous souhaitons remercier l'ensemble des 

membres du jury pour le temps et l'énergie qu'ils ont 

dédiés à la correction de notre thèse, et tout le 

personnel du département du génie mécanique de 

l'université de Msila. 

Enfin, que toutes les personnes ayant contribué, de 

près ou de loin, à la réalisation de ce travail, soient 

chaleureusement remerciées. 

  



Table des matières 

Dédicace Khouloud 

Dédicaces Amina 

Remerciement 

Table des matières  

Liste des figures  

Liste des tableaux 

Introduction Générale .................................................................................................................... Ⅰ 

Chapitre I : Modélisation des systèmes des rotors 

Introduction .................................................................................................................................... 1 

I.1. Définition du rotor................................................................................................................... 1 

I.2.Les éléments constituants d’un rotor...................................................................................... 1 

I.2.1. Disque ................................................................................................................................. 2 

I.2.2. Arbre ................................................................................................................................... 2 

I.2.3. Palier ................................................................................................................................... 2 

I.2.4. Balourd................................................................................................................................ 3 

I.2.5. Assemblage des pièces........................................................................................................ 3 

Ⅰ.3. Historique de la M.E.F : ......................................................................................................... 3 

Ⅰ.4. Technique des éléments finis appliquée à l’analyse structurale .......................................... 4 

I. 5. Modélisation du rotor et équations du mouvement ............................................................ 4 

I. 5.1. Le disque ............................................................................................................................ 6 

I.5.2 .1. L’énergie cinétique ...................................................................................................... 8 

I.5.2 .2. L’énergie de déformation ............................................................................................ 8 

I.5.3. Paliers................................................................................................................................ 10 

I.5.4. Le Balourd ........................................................................................................................ 12 

I.6.Exemple d’application ........................................................................................................... 13 



I.6.1. Modèle symétrique............................................................................................................ 15 

I.6.2. Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation Diagramme  

de Campbell................................................................................................................................ 15 

I.6.3. Réponse aux forces d’excitation ....................................................................................... 19 

I.6.3.a. Balourd ....................................................................................................................... 19 

I.6.3.b. Force asynchrone........................................................................................................ 20 

Conclusion  .................................................................................................................................... 22 

Chapitre ӀӀ: Modélisation par éléments finis 

Introduction .................................................................................................................................. 23 

ӀӀ.1. Expressions des énergies des éléments du rotor................................................................ 24 

ӀӀ.1.1. Energie de déformation d’un élément de rotor ................................................................ 24 

ӀӀ.1.2. Energie cinétique d’un élément de rotor.......................................................................... 25 

ӀӀ.2. Formulation matricielle....................................................................................................... 26 

ӀӀ.2.1. Formulation matricielle des équations du disque ............................................................ 26 

ӀӀ.2.2. Formulation matricielle des équations de l’arbre ............................................................ 27 

a) L’énergie cinétique ............................................................................................................. 29 

b) L’énergie de déformation ................................................................................................... 31 

ӀӀ.2.3. Formulation matricielle des équations du palier.............................................................. 32 

ӀӀ.3. Exemple de Montage de Matrices Globales ...................................................................... 32 

Chapitre Ⅲ: simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor par 

éléments fini (ANSYS) 

Introduction .................................................................................................................................. 37 

Ⅲ.1. Description du ventilateur de tirage ................................................................................. 38 

Ⅲ.1.1. Caractéristique technique de rotor ................................................................................. 40 

Ⅲ.1.2. Principe de Fonctionnement........................................................................................... 41 

Ⅲ.2. La conception du rotor a roue centrifuge radial par l’logiciel SOLIDWORKS 2016 . 41 



Ⅲ.3. Modélisation des rotors par élément finis ........................................................................ 44 

Ⅲ.3.1. Eléments finis de rotor ................................................................................................... 44 

Ⅲ.3.1.1. Disque ..................................................................................................................... 44 

Ⅲ.3.1.2. Arbre ....................................................................................................................... 45 

Ⅲ.3.1.3. Paliers ...................................................................................................................... 46 

Ⅲ.4. Analyse modale du rotor a roue centrifuge radial par logiciel Workbench ANSYS 1547 

Ⅲ.4.1. Caractéristique géométrique et mécanique de rotor ....................................................... 48 

Ⅲ.4.2. Génération et maillage de la géométrie de rotor ............................................................ 48 

Ⅲ.4.3. Les conditions aux limites.............................................................................................. 49 

Ⅲ.5. Résultant de simulation numérique .................................................................................. 50 

Ⅲ.5.1 : Le déplacements et les fréquences ................................................................................ 50 

Ⅲ.5.2 : Diagramme de Campbell .............................................................................................. 58 

Ⅲ.5.2.1. Cas 1 : Rotor sein .................................................................................................... 59 

Ⅲ.5.2.2. Cas 2 : Rotor avec une ailette usée.......................................................................... 60 

Ⅲ.5.2.3. Cas 3 : Rotor avec 5 ailettes usées .......................................................................... 61 

Conclusion générale ..................................................................................................................... 62 

Références  

Résumé 

 



Liste des figures 

Figure I.1: Description du rotor ....................................................................................................... 2 

Figure I.2: Elément de balourd. ........................................................................................................ 3 

Figure I.3: Exemple de rotor ............................................................................................................ 5 

Figure I.4 : Repère de référence d’un disque monté sur un arbre flexible ....................................... 6 

Figure I.5 : Coordonnées du centre géométrique C et d’un point arbitraire B de la  

section du rotor................................................................................................................................. 9 

Figure I.6 : Amortissement et raideur des paliers .......................................................................... 11 

Figure I.7 : Balourd ........................................................................................................................ 13 

Figure I.8 :  Schématisation du modèle simple du rotor ................................................................ 15 

Figure I.9 : Diagramme de Campbell pour modèle simple............................................................ 20 

Figure I.10 : Réponse à un balourd ................................................................................................ 22 

Figure I.11: Réponse à une force asynchrone ................................................................................ 23 

Figure ӀӀ.1 : Degrés de liberté du disque........................................................................................ 26 

Figure ӀӀ.2 : Degrés de liberté d’un élément arbre ......................................................................... 27 

Figure ӀӀ.3 : Modèle de rotor avec éléments et noeuds. ................................................................. 33 

Figure Ⅲ.1 : Dessin d’ensemble du rotor ...................................................................................... 39 

Figure Ⅲ.2: Diagramme du ventilateur de ciment [6] ................................................................... 40 

Figure Ⅲ.3: Conception de l’arbre ................................................................................................ 42 

Figure Ⅲ.4 : Conception de Flasque arrière .................................................................................. 42 

Figure Ⅲ.5 : Conception de moyeu ............................................................................................... 42 

Figure Ⅲ.6: Conception de l’ailette ............................................................................................... 42 

Figure Ⅲ.7 : Conception d’écrou................................................................................................... 42 

Figure Ⅲ.8 : Conception de Vis .................................................................................................... 42 

Figure Ⅲ.9: Conception écrou arbre.............................................................................................. 42 

Figure Ⅲ.10 : Assemblage des éléments de la roue ...................................................................... 43 



Figure Ⅲ.11: Conception de Flasque avant ................................................................................... 43 

Figure Ⅲ.12:  Assemblage des éléments du ventilateur ................................................................ 43 

Figure Ⅲ.13: Maillage du rotor ..................................................................................................... 49 

Figure Ⅲ.14: condition aux limites ............................................................................................... 49 

Figure Ⅲ.15 : Fréquence et déplacement spécifique de chaque mode calculé.............................. 50 

Figure Ⅲ.16 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement10 rpm .............................. 51 

Figure Ⅲ.17 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 450 rpm ........................... 51 

Figure Ⅲ.18 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 1000 rpm ......................... 52 

Figure Ⅲ.19 : rotor avec une ailette usée ...................................................................................... 53 

Figure Ⅲ.20: Fréquence et déplacement spécifique de chaque mode calculé ............................... 53 

Figure Ⅲ.21 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 10 rpm ............................. 54 

Figure Ⅲ.22 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 450 rpm ........................... 54 

Figure Ⅲ.23 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 1000 rpm ......................... 55 

Figure Ⅲ.24 : Fréquence et Déplacement spécifique de chaque mode calculé ............................. 56 

Figure Ⅲ.25 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement10 rpm .............................. 57 

Figure Ⅲ.26: le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 450 rpm ............................ 57 

Figure Ⅲ.27 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement1000 rpm .......................... 57 

Figure Ⅲ.28: Digramme de Campbell Cas 1 ................................................................................. 59 

Figure Ⅲ.29 : Digramme de Campbell Cas 2 ................................................................................ 60 

Figure Ⅲ.30: Digramme de Campbell Cas 3 ................................................................................. 61 

 



Liste des tableaux 

Tableau Ⅲ.1 : Les données techniques de Ventilateur .................................................................. 40 

Tableau Ⅲ.2 : Les Données techniques de Moteur .......................................................................... 41 

Tableau Ⅲ.3: Maillage du rotor ..................................................................................................... 48 

Tableau Ⅲ.4 : vitesses de rotation en fonctionnement de Ω ......................................................... 50 

Tableau Ⅲ.5 : hypothèse d’ailette ................................................................................................. 50 

 

 

 

 



 

Chapitre I : 

Modélisation des 

systèmes des 

rotors 



Chapitre I                                                                                            

Modélisation des systèmes des rotors 

 

1 
 

Chapitre I : Modélisation des systèmes des rotors 

Introduction 

Cette partie a pour but de développer les équations du mouvement afin de prévoir le 

comportement dynamique d’un rotor dont le support est soumis à un mouvement quelconque 

connu. Les caractéristiques de chaque élément composant du rotor sont d’abord développées. 

Un modèle éléments finis est développé dans le souci de traiter des systèmes réels. Les les 

équations du mouvement du rotor sont obtenues par l’application des équations de Lagrange          

la méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée pour mettre en place un modèle permettant de traiter des 

cas simples et de mettre en évidence des phénomènes de base.  

I.1. Définition du rotor 

Par définition, un rotor est un élément tournant autour d’un axe fixe. Le champ 

d’application des rotors est vaste, nous les trouvons dans les satellites géostationnaires animés 

d’une rotation libre, dans les machines tournantes industrielles qui constituent des structures 

assez complexes à analyser. Le rôle principal des rotors est de transformer un mode d’énergie 

selon les applications auxquelles ils sont destinés (l’aéronautique, l’industrie pétrolière, centrale 

électrique et hydraulique, l’industrie électronique et pharmaceutique…etc.), ils sont souvent 

composés de plusieurs tronçons et soumis à des sollicitations d’origines diverses. 

Les différents organes intervenant dans une machine tournante sont classés comme ci- 

dessous : 

• Les arbres (éléments principaux des machines tournantes). 

• Les éléments de support et de positionnement (paliers hydrauliques, paliers à 

roulement, paliers magnétiques … etc.) 

• Les éléments de transmission de mouvement  

• Les éléments fonctionnels (roues aubages, broches, hélices… etc.) [1] 

I.2.Les éléments constituants d’un rotor  

Le rotor d’une turbomachine est constitué de l’arbre, le disque, le balourd, les paliers et  
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L’aube.  

Ces éléments sont visibles à la (Figure I.1)  

 

 

Figure I.1: Description du rotor [2] 

I.2.1. Disque 

La roue peut être modélisée par un disque, il peut être déformable ou rigide. Une roue 

peut être représentée géométriquement sous forme cylindrique ; mais dans l’analyse dynamique, 

cette forme s’avère limitée. [2] 

I.2.2. Arbre 

C’est un organe qui porte les roués. Il peut être rigide ou flexible, ces propriétés dépendent de 

son matériau. L’arbre est considéré déformable dans l’analyse dynamique, cela permet de tenir 

compte des effets des déformations. Géométriquement, la section de l’arbre peut être constante ou 

variable. L’étude en flexion devient complexe pour l’arbre à section variable du fait que le 

mouvement est décrit par les équations différentielles linéaires à coefficients variables dont les 

solutions sont les fonctions de Bessel. [2] 
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I.2.3. Palier 

Le palier est aussi appelé support, il peut être flexible (isotrope ou anisotrope) ou rigide.  

Le palier constitue un système de dissipation ou non lorsque la flexibilité est anisotrope. [2] 

I.2.4. Balourd 

 Le balourd est toute masse excentrée 𝒎𝒃 d’un rotor. Il est localisé en une distance d du 

centre de géométrique de l’arbre comme montré à la (Figure I.2)  

 

Figure I.2: Elément de balourd. [2] 

I.2.5. Assemblage des pièces 

Les pièces assemblées sur un arbre en rotation déplacent naturellement leurs centres de 

masse. C’est le cas des turbines, moteurs électriques, … il est crucial de veiller sur le procédé 

d’assemblage pouvant faire de deux pièces assemblées un bloc balourdé [2] 

Ⅰ.3. Historique de la M.E.F :  

Les bases théoriques de la M.E.F reposent d’une part sur la formation énergétique de la 

mécanique des structures dont la formulation des théorèmes énergétiques de l’élasticité a été 

effectuée au siècle dernier, en 1819 NAVIER définit une méthode d’étude des systèmes 

hyperstatiques basée sur l’application des conditions d’équilibre et de compatibilité par MAX 
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WELL en 1864 et CASTIGLIANO en 1878. [5] Et d’autres part les méthodes d’approximation, 

c’est au début du 20 -ème siècle qu’ont été acquis des résultats fondamentaux dans le domaine 

des méthodes d’approximation sous l’impulsion de RITZ en 1902 et de GARLEKIN en 1915 

puis en 1943 COURANT établit les bases de la M.E.F. En 1954 DENKE systématise la 

méthode des forces. En fin de 1955 AGURIS présente une approche unifiée des méthodes de 

déplacement et des forces, puis l’année suivante TURNER et CLOUTH publient une 

présentation systématique de la méthode des déplacements, ces deux publications sont 

particulièrement importantes et représentent véritablement le début de la M.E.F comme 

technique de calcul des structures complexes Dès lors, on laisse au développement de nouveaux 

éléments tels que membranes, plaques, coques. Par ailleurs le domaine d’application de la M.E.F 

limité au début à la statique linéaire s’étend maintenant à la dynamique. Cette histoire perçut 

incomplète si l’on omet de mentionner le développement de programmes généraux d’analyse 

(encore appelés codes généraux), à partir des années 60, ce phénomène a été particulièrement 

important parce qu’il a véritablement abouti à faire rentrer la M.E.F dans la pratique industrielle. 

Il est certain que d’une part, la M.E.F se prête bien à la programmation sur ordinateur (les 

procédures numériques peuvent être rendues automatiques et modulaires) et que d’autre part, la 

M.E.F se caractérise par son universalité et son adoptabilité au traitement des problèmes les plus 

divers. [3] 

Ⅰ.4. Technique des éléments finis appliquée à l’analyse structurale  

La M.E.F dans l’analyse structurale est une technique qui se base primordialement sur 

l’idée de décomposer la structure en un ensemble (ou en sous-ensemble) de différents 

composants, ayant chacun un modèle géométrique avec des propriétés physiques particulières. 

Notant que la structure peut être continue telle que les plaques, ou ayant par sa nature une forme 

discrète telle que les treillis. Chaque modèle de composants de la structure est connu comme un 

type spécifique d’élément finis. Chaque élément fini a une forme structurale bien déterminée et il 

est interconnecté avec les éléments qui lui sont adjacents par des nœuds ou « Points nodaux ». 

Les forces agissantes en chaque nœud sont dites « Forces nodales ». L’élément est sujet de 

déplacements ou rotations aux nœuds, appelés « Degrés de liberté ». [4]
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I. 5. Modélisation du rotor et équations du mouvement 

Ce chapitre expose les éléments théoriques utilisés pour obtenir les équations du 

mouvement d’un système en rotation. Il permet de définir aussi bien un modèle analytique 

d’analyse qu’un Modèle Éléments Finis à usage plus général. 

 

Figure I.3: Exemple de rotor 

Les éléments de base des rotors sont l’arbre, les disques et les paliers. Les expressions des 

énergies cinétiques sont nécessaires pour caractériser l’arbre, le disque et le balourd (figure I.3). 

L’énergie potentielle est nécessaire pour caractériser l’arbre. Le travail virtuel est calculé pour les 

forces dues aux paliers. Les équations générales du rotor sont obtenues à partir des étapes 

Suivantes : 

❖ L’énergie cinétique T, l’énergie de déformation U et le travail virtuel W sont calculés 

pour tous les éléments du système. 

❖ Une méthode de discrétisation est choisie : la méthode de Rayleigh-Ritz est bien adaptée 

aux systèmes simples et résulte en un faible nombre de degrés de liberté, la méthode des 

éléments finis est adaptée aux applications réelles. 

❖ Les équations de Lagrange sont utilisées pour l’obtention des équations du mouvement, 

Soit :  

 

𝒅

𝒅𝒕
(

𝛛𝑻

𝛛𝒒𝒊
) −

𝛛𝑻

𝛛𝒒𝒊
+

𝛛𝑼

𝛛𝒒𝒊
= 𝑭𝒒𝒊                                                                                                                                        (I.1)                                                                                                                              

 N (1 ≤ i ≤ N) représente le nombre de degrés de liberté. 
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𝒒𝒊 : sont les coordonnées généralisées indépendantes. 

𝑭𝒒𝒊  : est le vecteur force généralisée. 

 I. 5.1. Le disque 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.4 : Repère de référence d’un disque monté sur un arbre flexible 

Le disque est supposé rigide. Seule son énergie cinétique est considérée. Soient  

𝑹𝟎 (X, Y, Z) un repère fixe et R (x, y, z) un repère tournant lié au disque (figure I.4). Le système 

de coordonnées x, y et z est relié au système de coordonnées X, Y et Z par l’intermédiaire des 

angles 𝜽𝒙, 𝜽𝒚 et 𝜽𝒛. Pour déterminer la position du disque, on effectue une rotation initiale d’un 

angle 𝜽𝒛 autour de l’axe Z, puis d’un angle 𝜽𝒙 autour du nouvel axe x, note 𝑥1, en fin d’un angle 

𝜽𝒚 autour de l’axe de rotation propre du disque y. 

Le vecteur rotation instantanée traduisant la position du repère R s’écrit : 

    𝝎𝑹/𝑹𝟎

𝑹 = 𝜽
˙

𝒛𝒁
→

+ 𝜽
˙

𝒙𝒙𝟏

→
+ 𝜽

˙

𝒚𝒚
→

                                                                                                  (I.2)         

                 où 𝒁⃗⃗  ⃗, 𝑿𝟏⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ et𝒀⃗⃗  sont les vecteurs unitaires suivant les axes 𝑶⃗⃗ 𝒛, 𝑶⃗⃗ x1 et 𝑶⃗⃗ y. 

 L’énergie cinétique du disque autour de son centre de masse O est calculée dans le repère 

Tournant R. 

 Le vecteur de rotation instantanée s’exprime alors dans ce repère :                   

𝝎
→

𝑹/𝑹𝟎

𝑹 = [

𝝎𝒙

𝝎𝒚

𝝎𝒛

] =

[
 
 
 
 −𝜽

˙

𝒛𝐜𝐨𝐬 𝜽𝒙𝐬𝐢𝐧 𝜽𝒚 + 𝜽
˙

𝒙𝐜𝐨𝐬 𝜽𝒚

𝜽
˙

𝒚 + 𝜽
˙

𝒛𝐬𝐢𝐧 𝜽𝒙

−𝜽
˙

𝒛𝐜𝐨𝐬 𝜽𝒙𝐜𝐨𝐬 𝜽𝒚 + 𝜽
˙

𝒙𝐬𝐢𝐧 𝜽𝒚]
 
 
 
 

𝑹

                                                                   (I.3)                      
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𝝎𝒙, 𝝎𝒚 et 𝝎𝒛 étant les composants du vecteur de rotation instantanée suivant x, y et z. Soient 

u et 𝝎 les coordonnées du centre du disque O suivant OX, OZ dans R0; la coordonnée suivant 

OY restant constante. 

 La masse de disque md est donnée par : 

𝐦𝐝 = 𝝅(𝐑𝟐 − 𝐫𝟐)𝐡𝝆𝐝                                                                                                                                             (I.4) 

R : est le rayon extérieur 

r : est le rayon intérieur 

ρd: est la densité volumique 

h : L’épaisseur 

Le tenseur d’inertie est noté :                                                                                                                                

𝐈/𝐎 = [

𝑰𝒅𝒙 𝟎 𝟎
𝟎 𝑰𝒅𝒚 𝟎

𝟎 𝟎 𝑰𝒅𝒛

]

𝑹

                                                                                                                                           (I.5)    

         
𝐈𝐝𝐱 = 𝐈𝐝𝐳𝒛 =

𝐦𝐝

𝟏𝟐
(𝟑𝐫𝟐 + 𝟑𝐑𝟐 + 𝐡𝟐)

𝐈𝐝𝐲 =
𝐦𝐝

𝟐
(𝐫𝟐 + 𝐑𝟐)

                                                                                                                        

 𝚰𝒅𝒙, 𝚰𝒅𝒚 et 𝚰𝒅𝒛 sont les moments d’inertie du disque suivant x, y et z. 

 L’expression générale de l’énergie cinétique du disque Td s’écrit alors : 

𝑻𝒅 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒅 (𝒖

˙
𝟐 + 𝒘

˙
𝟐) +

𝟏

𝟐
(𝑰𝒅𝒙𝝎𝒙

𝟐 + 𝑰𝒅𝒙𝝎𝒚
𝟐 + 𝑰𝒅𝒙𝝎𝒛

𝟐)                                                             (I.6)                                             

         Cette expression peut être simplifiée quand le disque est symétrique 𝑰𝒅𝒙 = 𝑰𝒅𝒛. 

 Lorsque les angles qx et qz sont petits et la vitesse angulaire constante (𝒒̇y = W), l’équation I .6 

devient :  

𝑻𝒅 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒅 (𝒖

˙
𝟐 + 𝒘

˙
𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑰𝒅𝒙

(𝜽𝒙 + 𝜽
˙

𝒛
𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑰𝒅𝒚 (𝛀𝟐 + 𝟐𝛀𝜽

˙

𝒛𝜽𝒙)                                         (I.7) 

Le terme 
𝟏

 𝟐
𝑰𝒅𝒚𝛀𝟐, qui est constant, n’a pas d’influence. Le dernier terme 𝑰𝒅𝒚

𝛀𝜽
˙

𝒛𝜽𝒙 représente 

l’effet gyroscopique (Coriolis). 

I.5.2. L’arbre        

L’arbre est assimilé à une poutre de section circulaire et caractérisé par ses énergies cinétique 

Et potentielle 

 



Chapitre I                                                                                            

Modélisation des systèmes des rotors 

 

8 
 

I.5.2 .1. L’énergie cinétique 

La formulation générale de l’énergie cinétique de l’arbre est similaire à celle développée 

pour Le disque (équation I.6). Pour un élément de longueur L, de section droite constante, 

l’expression de l’énergie cinétique s’écrit : 

𝑻 =
𝟏

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
{𝝆𝑺𝒂 [(

𝛛𝒖

𝛛𝒕
)

𝟐

+ (
𝛛𝒘

𝛛𝒕
)

𝟐
]+ 𝝆𝑰𝒂 [(

𝛛𝜽𝒛

𝛛𝒕
)

𝟐

+ (
𝛛𝜽𝒙

𝛛𝒕
)

𝟐
] + 𝛀𝑰𝒂 [𝜽𝒂

𝛛𝜽𝒙

𝛛𝒕
−

𝜽𝒙
𝛛𝜽𝒛

𝛛𝒕
]}𝒅𝒚

                              (I.8) 

𝝆: est la masse volumique. 

 𝑺𝒂: est la section. 

𝑰𝒂: est le moment d’inertie transverse.  

𝑱𝒂: est le moment d’inertie polaire. 

La première intégrale de l’équation (I.8) correspond à l’expression de l’énergie cinétique d’une 

Poutre en flexion, la seconde à l’effet d’inertie dû à la rotation et la dernière intégrale représente 

L’effet gyroscopique. 

I.5.2 .2. L’énergie de déformation 

L’énergie de déformation n’est pas affectée par le mouvement du support car elle ne 

dépend Que des contraintes et donc de la dégommée de l’arbre par rapport au support. Dans ce 

calcul, (En néglige les effets de cisaillement). Les notations suivantes sont utilisées (figure I.3) : 

C’est le centre géométrique de l’arbre, B (x, z) est un point typique de section, E est le module 

De Young du matériau. Ɛ et σ représente la déformation et la contrainte, u*et w* sont les 

déplacements du centre géométrique suivant les axes x et z (dans le repère mobile). 

Le déplacement d’un point de la section droite s’exprime en considérant seules les déformations 

dues à la flexion, les effets de cisaillement ne sont pas pris en compte. 
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Figure I.5 : Coordonnées du centre géométrique C et d’un point arbitraire B de la section du 

rotor 

La déformation en flexion d’un point de l’arbre de coordonnées x et z dans R est Ɛ=Ɛl+Ɛnl 

avec : 

• Deformation linéaire:   

𝜺𝒍 = −𝒙
𝛛𝟐𝒖∗

𝛛𝒚𝟐 − 𝒛
𝛛𝟐𝒘∗

𝛛𝒚𝟐                                                                                                                                    (I.9) 

• Deformation non linéaire: 

𝜺𝒏𝒍 =
𝟏

𝟐
(

𝛛𝒖∗

𝛛𝒚
)

𝟐

+
𝟏

𝟐
(

𝛛𝒘∗

𝛛𝒚
)

𝟐

                                                                                                    (I.10)                                                                                                                                                                                                                                                                        

L’expression générale de l’énergie de déformation du rotor en flexion est alors : 

𝑼 =
𝟏

𝟐
∫  
𝑽

{𝜺}𝒕[𝝈]𝒅𝝉                                                                                                                   (I.11)                                                                                                                  

Où est le volume de l’arbre et est la contrainte de flexion. La relation entre contraintes et 

déformations est : σ=EƐ donc : 

𝑼 =
𝑬

𝟐
∫  
𝑽

(𝜺𝒍
𝟐 + 𝟐𝜺𝒍𝜺𝒏𝒍

𝟐 )𝒅𝝉                                                                                                        

(I.12)                                                                                                                                                              

A cause de la symétrie de l’arbre par rapport aux axes x et y : 

∫  
𝑽

𝜺𝒏𝒍𝜺𝒍𝒅𝝉 = 𝟎                                                                                                                                          (I.13)                                                                                                                                           

Le troisième terme de l’intégrale (I.11) représente l’effet d’une force axiale et n’est pas pris en 

compte dans cette étude. En utilisant (I.8) : 
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∫  
𝑽

𝑬

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
∫  
𝑺

(−𝒙
𝛛𝟐𝒖∗

𝛛𝒚𝟐 − 𝒛
𝛛𝟐𝒘∗

𝛛𝒚𝟐 )
𝟐

𝒅𝑺𝒅𝒚                                                                                       (I.14) 

                                                                         

𝑼 =
𝑬

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
∫  
𝒔
(𝒙𝟐 (

𝛛𝟐𝒖∗

𝛛𝒚𝟐 )
𝟐

+ 𝒛𝟐 (
𝛛𝟐𝒘∗

𝛛𝒚𝟐 )
𝟐

+ 𝟐𝒙𝒚
𝛛𝟐𝒖∗

𝛛𝒚𝟐

𝛛𝟐𝒘∗

𝛛𝒚𝟐 )𝒅𝑺𝒅𝒚                                               (I.15)             

Par symétrie, le troisième terme de (I.15) est nul et en introduisant les inerties de section :                       

𝑰𝒙 = ∫  
𝒔
𝒛𝟐𝒅𝑺                                                                                                                              

(I.16)                                                                                                                                                                                                                                    

∫  
𝒔
𝒙𝒛𝒅𝑺 = 𝟎 

𝑼 =
𝑬

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
(𝑰𝒛 (

𝛛𝟐𝒖∗

𝛛𝒚𝟐 )
𝟐

+ 𝑰𝒙 (
𝛛𝟐𝒘∗

𝛛𝒚𝟐 )
𝟐

)𝒅𝒚                                                                                   

(I.17)                                                                                                               

Pour éviter des termes périodiques, explicitement fonction du temps, il est nécessaire compte 

Tenu des propriétés des paliers, d’exprimer l’énergie de déformation en fonction de U et W 

Composantes de déplacement dans R0. Le passage de u*, w* à u, w s’écrit (figure I3) : 

 {
𝑢∗ = 𝑢cos 𝛀𝑡− 𝑤sin 𝛀𝑡
𝑤∗ = 𝑢sin 𝛀𝑡+ 𝑤cos 𝛀𝑡

                                                                                                       

(I.18)                                                                                                                                                                                     

En remplaçant u* et w* par leurs valeurs (I.18) :        

  𝑼 =
𝑬

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
(𝑰𝒛 (𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕

𝛛𝟐𝒖

𝛛𝒚𝟐 − 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕
𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

+ 𝑰𝒔 (𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕
𝛛𝟐𝒖

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

)𝒅𝒚                                    (I.19)            

𝑼 =
𝑬

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
𝑰𝒛 (𝐜𝐨𝐬−𝟏  𝛀𝒕 (

𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

+ 𝐬𝐢𝐧−𝟏  𝛀𝒕𝛀𝒕(
𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

𝟐
𝛛𝟐𝒖𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕) +

𝑰𝒔 (𝐬𝐢𝐧−𝟏  𝛀𝒕 (
𝛛𝟐𝒖

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬−𝟏  𝛀𝒕 (
𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

+ 𝟐
𝛛𝟐𝒖

𝛛𝒚𝟐

𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕)

              (I.20)            

Pour un arbre symétrique où (𝑰𝒙 = 𝑰𝒛 = 𝑰𝒂) L’expression de l’énergie potentielle devient : 

𝑼 =
𝑬

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
𝑰𝒛(𝐜𝐨𝐬−𝟏  𝛀𝒕 + 𝐬𝐢𝐧−𝟏  𝛀𝒕) (

𝛛𝟐𝒖

𝛛
)

𝟐

+ (𝐬𝐢𝐧−𝟏  𝛀𝒕 + 𝐜𝐨𝐬−𝟏  𝛀𝒕) (
𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐 )
𝟐

                      (I.21)                        

Finalement : 

𝑼 =
𝑬

𝟐
∫  

𝑳

𝟎
𝑰𝒛 ((

𝛛𝟐𝒖

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

+ (
𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐)
𝟐

)                                                                                                            (I.22) 
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I.5.3. Paliers 

Un palier comporte des caractéristiques de raideur et d’amortissements dans les deux 

plans, plus des termes croisés (figure I.6). Les forces induites par ces paliers sont dues 

au déplacement de l’arbre (repère R) par rapport au support (repère Rs). Elles ne 

dépendent donc pas du mouvement du repère Rs par rapport au repère R0. Le travail 

virtuel Wp des forces extérieures agissant sur l’arbre s’écrit sous la forme : 

𝛿𝐖𝐩 = −𝐊xx𝐮𝛿𝐮− 𝐊𝐱𝐳𝐰𝛿𝐮 − 𝐊zz𝐰𝛿𝐰 − 𝐊𝐳𝐱𝐮𝛿𝐰 −

𝐂𝐱𝐱𝐮𝛿𝐮 − 𝐂xz𝐰𝛿𝐮 − 𝐂zz𝐮𝛿
˙

𝐰
                                                                 (I.23)       

                                                                       

 

 

Figure I.6 : Amortissement et raideur des paliers 

Ou sous forme plus compacte :  

δW = F δu + F δw                                                                                                                                   (I.24)  

                                                                                                                               

Où Fu et F w sont les forces généralisées déterminées à partir des caractéristiques de 

raideur et d’amortissement des paliers (figure I.4). En utilisant les deux équations (I.22) 

et (I.24) il vient : 
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[
𝑭𝒖

𝑭𝒘

] = −[
𝑲𝒙𝒙     𝑲𝒙𝒛

𝑲𝒛𝒙    𝑲𝒛𝒛

] [
𝒖
𝒘

] − [
𝑪𝒙𝒙     𝑪𝒙𝒛

𝑪𝒛𝒙    𝑪𝒛𝒛

] [𝒖
˙

𝒘
˙ ]                                                                                  (I.25)                                                   

Remarque : 

Ces équations peuvent également être exprimées en fonction des déplacements dans le 

repère R. Ces dernières ne font intervenir que kxx et kzz sont obtenues à partir de 

l’expression du travail virtuel suivant : 

𝑾𝒑 = −𝑲𝒙𝒙(𝒖∗𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕 + 𝒘∗𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕)(𝜹𝒖∗𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕 + 𝜹𝒘∗𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕) −

𝑲𝒛𝒛(−𝒖∗𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕 + 𝒘∗𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕)(−𝜹𝒖∗𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕 + 𝜹𝒘∗𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕)
                                        (I.26) 

𝜹𝑾𝒑 = −[(𝑲𝒙𝒙𝐜𝐨𝐬−𝟏  𝛀𝒕)𝒖∗ +
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛀𝒕

𝟐
(𝑲𝒙𝒙 − 𝑲𝒛𝒛)𝒘

∗]𝜹𝒖∗ − [(𝑲𝒙𝒙𝐬𝐢𝐧−𝟏  𝛀𝒕 +

𝑲𝒛𝒛𝐜𝐨𝐬−𝟏 𝛀𝒕)𝒘∗ +
𝐬𝐢𝐧  𝟐𝛀𝒕

𝟐
(𝑲𝒙𝒙 − 𝑲𝒛𝒛)𝒖

∗]𝜹𝒘∗
                (I.27)                                               

L’équation (I.27) montre que montre que si kxx ≠ kzz la contribution des paliers ne 

permet pas dans ce cas d’éliminer la variable temps des équations. 

I.5.4. Le Balourd 

Le balourd initial est généralement reparti de manière continue et quelconque sur le 

rotor 

 (Figure I.7). 

 

Figure I.7 : Balourd 

La masse reste dans un plan perpendiculaire à l’axe y, sa coordonnée selon cet axe 

dans le repère R0 est donc constante. 
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𝑶𝑫
→

=

[
𝒖 + 𝒅𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕
 𝐜𝐨𝐧𝐬 𝐭𝐚𝐧𝐭𝐞 
𝒘 + 𝒅𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕

]

𝑹𝟎

                                                                                                                         (I.28)                                                                                            

   La vitesse du balourd s’écrit alors : 

𝑽
→

=
𝒅𝑶𝑫

→

𝒅𝒕
=

[
𝒖
˙
+ 𝒅𝛀𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕

𝟎

𝒘
˙
+ 𝒅𝛀𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕

]

𝑹𝟎

                                                                                                             (I.29)                                                                                    

  L’expression de l’énergie cinétique Tb du balourd :  

𝑻𝒃 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒃 (𝑽

→
𝟎(𝑫))

𝟐

                                                                                                                

(I.30)                                                                                                 

Introduisant (I.29) dans (I.30) : 

𝑻𝒃 =
𝒎𝒃

𝟐
(𝒖

˙
𝟐 + 𝒘

˙
𝟐 + 𝛀𝟐𝒅𝟐 + 𝟐𝛀𝒖𝒅𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕 − 𝟐𝛀𝒘𝒅𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕)                                                   (I.31) 

Le terme Ω2d2 /2 est constant est n’interviendra pas dans les équations. La masse du 

balourd étant négligeable par rapport à la masse de rotor. L’expression de l’énergie 

cinétique peut être approximée par : 

𝑻𝒃 ≈ 𝒎𝒃𝛀𝒅(𝒖
˙
𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕 − 𝒘𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕)                                                                                        

(I.32)                                                               

Les expressions de l’énergie cinétique, de déformation et le travail virtuel étant établies, 

la dissipation due à l’amortissement interne peut être développée via des modèles 

analytiques ou éléments finis. 
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I.6.  Exemple d’application  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.8 :  Schématisation du modèle simple du rotor 

Les données numériques communes du cas étudié sont : Exemple : données : 

Disque : 

Rayon intérieur R1 = 0.025 m 

Rayon extérieur R2 = 0.15 m 

Épaisseur h = 0.03m 

Masse volumique ρ = 7800 kg / / m3 

L1 = 1m 

La masse et les inerties du disque sont : 

𝑴𝒅 = 𝝅(𝑹𝟐
𝟐 − 𝑹𝟏

𝟐)𝒉𝝆 = 𝟏𝟔.𝟎𝟕 𝐤𝐠 

𝑰𝒅𝒙 = 𝑰𝒅= =
𝑴𝒅

𝟏𝟐
(𝟑𝑹𝟏

𝟐 + 𝟑𝑹𝟐
𝟐 + 𝒉𝟐) = 𝟗.𝟒𝟏 × 𝟏𝟎−𝟐  𝐤𝐠 ⋅ 𝐦𝟐  

𝑰𝒅𝒚 =
𝑴𝒅

𝟏𝟐
(𝑹𝟏

𝟐 + 𝑹𝟏
𝟐) = 𝟎, 𝟏𝟖𝟓𝟖 𝐤𝐠 ⋅ 𝐦𝟐  

Arbre :  
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 Langueur L = 1,2 m 

Rayon de section droite R1 = 0.025 m 

Masse volumique   𝜌 = 7800kg/m2 

E = 200 GPa 

 L’aire de la section droite et le moment d’inertie sont : 

𝑺 = 𝝅𝑹𝟏
𝟐 = 𝟏. 𝟗𝟔 × 𝟏𝟎−𝟑𝒎𝟐

𝑰 =
𝝅𝑹𝟏

𝟒

𝟒
= 𝟑. 𝟎𝟔𝟔× 𝟏𝟎−𝟕𝒎𝟒

 

Balourd : 

Masse  𝑚𝑏 = 10−4kg 

Distance  𝑑 = 0.15m 

Les fonctions de déplacement sont celles du premier mode d’une poutre de section constante, en 

flexion et appuyée aux deux extrémités, soit : 

𝒇(𝒚) = 𝐬𝐢𝐧 
𝝅𝒚

𝑳
= 𝐬𝐢𝐧 

𝝅𝒚

𝟏,𝟐
 

Les expressions générales de l’énergie cinétique T, de l’énergie de déformation U et du travail 

virtuel δW peuvent être obtenus.  L’énergie cinétique a pour expression : 

𝑻 = 𝑻𝒅 + 𝑻𝒂 + 𝑻𝒃 

Où 𝑇𝑑, 𝑇𝑎 ,𝑇𝑏  sont les énergies cinétiques respectives du disque, de l’arbre, du balourd.  

Tous calculs faits, on a : 

𝑻 = 𝟐.𝟐𝟓(𝒒̇𝟏
𝟐 + 𝒒̇𝟐

𝟐) − 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝛀𝒒̇𝟏𝒒𝟐 + 𝟕.𝟓 × 𝟏𝟎−𝟔𝛀(𝐜𝐨𝐬𝛀𝒕𝒒̇𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕𝒒̇𝟐)                    (I.33)               

L’énergie de déformation à pour expression :  

𝑼𝒂 = 𝟏𝟕.𝟐𝟖 × 𝟏𝟎𝟓(𝒒𝟏
𝟐 + 𝒒𝟐

𝟐)                                                                                                  (I.34)    

I.6.1. Modèle symétrique  

L’application des équations de Lagrange en utilisant les expressions (I.33) et (I.34) conduit aux 

équations du mouvement : 

𝟒. 𝟓𝒒̈𝟏 − 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝛀𝒒̇𝟐 + 𝟑. 𝟒𝟓𝟔× 𝟏𝟎𝟔𝒒𝟏 = 𝟎.𝟕𝟓 × 𝟏𝟎−𝟓𝛀𝟐𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕

𝟒. 𝟓𝒒̈𝟐 + 𝟎. 𝟗𝟕𝟓𝛀𝒒̇𝟏 + 𝟑. 𝟒𝟓𝟔× 𝟏𝟎𝟔𝒒𝟐 = 𝟎.𝟕𝟓 × 𝟏𝟎−𝟓𝛀𝟐𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕
                                      (I.35)      

Qui, sous forme générale s’écrivent : 

𝒎𝒒̈𝟏 − 𝒂𝛀𝒒̇𝟐 + 𝒌𝒒𝟏 = 𝒎𝒃𝒅𝛀𝟐𝒇(𝒍𝟏)𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕

𝒎𝒒̈𝟐 + 𝒂𝛀𝒒̇𝟏 + 𝒌𝒒𝟐 = 𝒎𝒃𝒅𝛀𝟐𝒇(𝒍𝟏)𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕
                                                                          (I.36)     
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I.6.2. Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation Diagramme de 

Campbell  

Le rotor est tout d’abord étudié en mouvement libre. Seule la solution de système (I.38)                           

sans second membre, est considérée : 

𝒎𝒒̈𝟏 − 𝒂𝛀𝒒̇𝟐 + 𝒌𝒒𝟏 = 𝟎
𝒎𝒒̈𝟐 + 𝒂𝛀𝒒̇𝟏 + 𝒌𝒒𝟐 = 𝟎

                                                                                                          (I.37)     

Soit, sous forme matricielle : 

[
𝒎 𝟎
𝟎 𝒎

][
𝒒̈𝟏

𝒒̈𝟐

] + 𝛀 [
𝟎 −𝒂
𝒂 𝟎

] [
𝒒̇𝟏

𝒒̇𝟐

] + [𝒌    𝟎
𝟎    𝒌

] [
𝒒𝟏

𝒒𝟐

] = 𝟎                                                              (I.38)                            

La deuxième matrice, représente l’effet gyroscopique. Les deux autres matrices Sont les matrices 

de masse et de raideur. Les solutions des équations sont de la forme :  

{
𝒒𝟏 = 𝑸𝟏𝐞𝐱𝐩 (𝒓𝒕)
𝒒𝟐 = 𝑸𝟐𝐞𝐱𝐩 (𝒓𝒕)

                                                                                                                    (I. 39)     

En remplaçant (I.41) dans (I.42), il vient : 

[𝒌 + 𝒎𝒓𝟐 −𝒂𝛀𝒓
𝒂𝛀𝒓 𝒌 + 𝒎𝒓𝟐

] [
𝑸𝟏

𝑸𝟐

] = 𝟎                                                                                              (I.40)     

La solution simple Q1 = Q2 =0 est sans intérêt et les autres solutions sont celles qui   

correspondent à l’annulation du déterminant de la matrice. Le calcul du déterminant donne 

l’équation caractéristique : 

(𝒌 + 𝒎𝒓𝟐)𝟐 + 𝒂𝟐𝛀𝟐𝒓𝟐 = 𝟎

𝒎𝟐𝒓𝟒 + (𝟐𝒌𝒎 + 𝒂𝟐𝛀𝟐)𝒓𝟐 + 𝒌𝟐 = 𝟎
                                                                                      (I.41)     

A l’arrêt (Ω = 0), les racines 10 20 r et r de (4.52) sont : 

𝒓𝟏𝟎
𝟐 = 𝒓𝟐𝟎

𝟐 = 𝒋𝟐𝝎𝟏𝟎
𝟐 = 𝒋𝟐𝝎𝟐𝟎

𝟐 = −
𝒌

𝒎
                                                                                        (I.42) 

Avec 𝒋𝟐 = −𝟏 

Et les pulsations : 

𝝎𝟏𝟎 = 𝝎𝟐𝟎 = √
𝒌

𝒎
                                                                                                                      (I.43) 

En rotation (Ω ≠ 0), les racines de (I.40) sont 1r et 2r et les pulsations Correspondantes ω1etω2. 

Il vient : 

𝒓𝟏
𝟐 = −[𝝎𝟏𝟎

𝟐 +
𝒂𝟐𝛀𝟐

𝟐𝒎𝟐 (𝟏 − √𝟏 +
𝟒𝒎𝟐𝝎𝟏𝟎

𝟐

𝒂𝟐𝛀𝟐 )] = 𝒋𝟐𝝎𝟏
𝟐                                                                  (I.44)     

Alors :  
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𝝎𝟏 = √𝝎𝟏𝟎
𝟐 +

𝒂𝟐𝛀𝟐

𝟐𝒎𝟐 (𝟏 − √𝟏 +
𝟒𝒎𝟐𝝎𝟏𝟎

𝟐

𝒂𝟐𝛀𝟐 )                                                                                  (I.45)        

Et : 

𝒓𝟐
𝟐 = −[𝝎𝟏𝟎

𝟐 +
𝒂𝟐𝛀𝟐

𝟐𝒎𝟐 (𝟏 + √𝟏 +
𝟒𝒎𝟐𝝎𝟏𝟎

𝟐

𝒂𝟐𝛀𝟐 )] = 𝒋𝟐𝝎𝟐
𝟐                                                                  (I.46)      

Alors : 

𝝎𝟐 = √𝝎𝟏𝟎
𝟐 +

𝒂𝟐𝛀𝟐

𝟐𝒎𝟐 (𝟏 + √𝟏 +
𝟒𝒎𝟐𝝎𝟏𝟎

𝟐

𝒂𝟐𝛀𝟐 )                                                                                  (I.47)     

A partir de (I.45) et (I.47) il est clair que : 

𝝎𝟏 < 𝝎𝟏𝟎 = 𝝎𝟐𝟎 < 𝝎𝟐 

De plus, les équations (I.44) et (I.46) montrent que 𝒓𝟏
𝟐  et 𝒓𝟐

𝟐sont des quantités négatives ; ainsi 

sont des quantités imaginaires et la solution générale du mouvement reste donc limitée dans le 

temps, le rotor est stable. La représentation de ω en fonction de la vitesse de rotation, 

 𝝎𝟏 = 𝝎𝟏(𝛀) 𝐞𝐭 𝝎𝟐 = 𝝎𝟐(𝛀) est le diagramme de Campbell. En général le diagramme de 

Campbell représente  𝒇𝟏et 𝒇𝟐: 

𝒇𝟏 = 𝝎𝟏/𝟐𝝅
𝒇𝟐 = 𝝎𝟐/𝟐𝝅

 

En fonction de la vitesse de rotation N (tr/min) qui est reliée à Ω (rad/s) par : 

  N = 30Ω/π                                                                                                                                (I.48) 

Ici 𝝎 et 𝛀  Sont des pulsations et f une fréquence. Dans ce qui suit les trois quantités sont 

simplement appelées fréquences. Compte tenu des symboles utilisés, il est facile de savoir de 

quelle unité il s’agit. Les formes modales (modes) sont examinées ensuite. La première équation 

de (I.40) donne : 

𝑸𝟏 =
𝒂𝛀𝒓𝑸𝟐

𝒌+𝒎𝒓𝟐                                                                                                                                (I.49) 

Il est clair que les modes sont complexes (𝒓 = ±𝒋𝝎)et leur interprétation délicate. Choisissons 

l’ensemble de conditions initiales suivant, à 𝒕𝟎 = 𝟎 : 

{

𝒒𝟏 = 𝒒𝟏𝟎

𝒒𝟏 = 𝟎

𝒒̇𝟏 = 𝟎
𝒒̇𝟐 = −𝝎𝟐𝒒𝟏𝟎

                                                                                                                         (I.50)              

Tous calculs faits, il vient : 
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𝒒𝟏 = −𝒒𝟏𝟎𝐜𝐨𝐬 𝝎𝟐𝒕

𝒒𝟐 = 𝒒𝟏𝟎𝐬𝐢𝐧 𝝎𝟐𝒕
                                                                                                                  (I.51) 

Les déplacements u et v d’un point situé à de l’origine de l’axe du rotor soit : 

{
𝒖(𝒍,𝒕) = 𝒒𝟏𝟎𝐬𝐢𝐧 

𝝅𝒍

𝑳
𝐜𝐨𝐬 𝝎𝟐𝒕 = 𝑹𝐜𝐨𝐬 𝝎𝟐𝒕

𝒖(𝒍,𝒕) = −𝒒𝟏𝟎𝐬𝐢𝐧 
𝝅𝒍

𝑳
𝐬𝐢𝐧 𝝎𝟐𝒕 = −𝑹𝐬𝐢𝐧 𝝎𝟐𝒕

                                                                      (I.52) 

Tel que : 

𝑹 = √𝒖𝟐(𝒍,𝒕) + 𝒘𝟐(𝒍, 𝒕) = 𝒒𝟐𝟎𝐬𝐢𝐧 
𝝅𝒍

𝑳
                                                                                     (I.53) 

Pour notre cas le rotor est défini par les équations : 

𝒓𝟒 + (𝟏.𝟓𝟑𝟔 × 𝟏𝟎𝟔 + 𝟒. 𝟔𝟗× 𝟏𝟎−𝟐𝛀𝟐)𝒓𝟐 + 𝟓. 𝟖𝟗𝟖× 𝟏𝟎𝟏𝟏 = 𝟎                                         (I.54) 

Les fréquences à l’arrêt du rotor sont : 

𝒇𝟏 =
𝝎𝟏

𝟐𝝅
=

𝟏

𝟐𝝅
√𝟕, 𝟔𝟖 × 𝟏𝟎𝟓 + 𝟐,𝟑𝟒𝟕× 𝟏𝟎−𝟐𝛀𝟐 (𝟏 − √𝟏 +

𝟔.𝟓𝟒𝟒×𝟏𝟎𝟕

𝛀𝟐 )                               (I.55) 

𝒇𝟐 =
𝝎𝟏

𝟐𝝅
=

𝟏

𝟐𝝅
√𝟕. 𝟔𝟖 × 𝟏𝟎𝟓 + 𝟐,𝟑𝟒𝟕× 𝟏𝟎−𝟐𝛀𝟐 (𝟏 + √𝟏 +

𝟔.𝟓𝟒𝟒×𝟏𝟎𝟕

𝛀𝟐 )                               (I.56) 

Le diagramme de Campbell [𝒇𝟏 = 𝒇𝟏(𝑵)𝒇𝟐 = 𝒇𝟐(𝑵)]est présenté sur (La Figure I.9) :  et les 

intersections de 𝒇𝟏(𝑵),𝒇𝟐(𝑵)avec deux droites sont indiquées. Les points A et B correspondent 

aux intersections avec la droite f = N/60 ; à ces deux points une fréquence du rotor égale la 

fréquence de rotation. Les points C et D correspondent aux intersections avec la droite 

 f = 0,5 N /60 ; ces deux points correspondent à une fréquence du rotor égale à la moitié de la 

fréquence de rotation. Il est intéressant d’avoir une expression générale des fréquences 

correspondant aux points A, B, C, D.  

La relation entre ω et Ω est : 

𝝎 = 𝒔𝛀                                                                                                                                                   (I.57) 

Où s = 1 en A et B, s = 0,5 en C et D, les expressions 𝒓𝟏
𝟐 = 𝒋𝟐𝝎𝟏

𝟐  et 𝒓𝟐
𝟐 = 𝒋𝟐𝝎𝟐

𝟐 permettent 

d’écrire : 

𝒓 = ±𝒋𝝎 = ±𝒋𝒔𝛀                                                                                                                     (I.58) 

Substituent dans (I.41)    on trouve : 

𝒔𝟒𝒎𝟐𝛀𝟒 − (𝟐𝒌𝒎+ 𝒂𝟐𝛀𝟐)𝒔𝟐𝛀𝟐 + 𝒌𝟐 = 𝟎

𝒔𝟐(𝒔𝟐𝒎𝟐 − 𝒂𝟐)𝛀𝟒 − 𝟐𝒌𝒎𝒔𝟐𝛀𝟐 + 𝒌𝟐 = 𝟎
                                                                             (I.59)     

 



Chapitre I                                                                                            

Modélisation des systèmes des rotors 

 

19 
 

 

Figure I.9 : Diagramme de Campbell pour modèle simple 

Les solutions de (I.59) sont : 

𝛀𝟏 = √
𝒌

𝒔(𝒔𝒎+𝒂)
                                                                                                                           (I.60)     

𝛀𝟐 = √
𝒌

𝒔(𝒔𝒎−𝒂)
                                                                                                                           (I.61)     

 

Et à partir de (I.57) on tire le fréquence ω1 qui correspond aux points A(s=1) et C(s=0,5) 

𝝎𝟐 = 𝒔√
𝒌

𝒔(𝒔𝒎−𝒂)
                                                                                                                        (I.62)     

Et de (I.57) ω2 qui correspond aux points B(s=1) et D(s=0,5) 

𝝎𝟐 = 𝒔√
𝒌

𝒔(𝒔𝒎−𝒂)
                                                                                                                        (I.63) 

Pour l’application :  

• en 𝐴: 𝑓1 = 135,5Hz; N = 8190tr/min 

• en B: 𝑓2 = 146,5Hz; N = 8795tr/min 

• en C: 𝑓1 = 134,7Hz; N = 16170tr/min 

• en D: 𝑓2 = 160,5Hz; N = 19260tr/min 
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I.6.3. Réponse aux forces d’excitation  

Il s’agit ici de réponses en régime permanent. Seule la solution particulière des équations 

complètes (I.36) est considérée. 

I.6.3.a. Balourd  

Les équations avec 𝒎∗ = 𝒎𝒃𝒇(𝒍𝟏) deviennent : 

𝒎𝒒̈𝟏 − 𝒂𝛀𝒒̇𝟐 + 𝒌𝒒𝟏 = 𝒎∗𝒅𝛀𝟐𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕

𝒎𝒒̈,+𝒂𝛀𝒒̇𝟏 + 𝒌𝒒𝟐 = 𝒎∗𝒅𝛀𝟐𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕
                                                                                    (I.64)     

Et comme il n’y a pas d’amortissement, les solutions peuvent être cherchées sous la forme : 

𝒒𝟏 = 𝑸𝟏𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕
𝒒𝟐 = 𝑸𝟐𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕

                                                                                                                         (I.65)     

Remplaçant (I.64) dans (I.63) : 

−𝒎𝛀𝟐𝑸𝟏 + 𝒂𝛀𝟐𝑸𝟐 + 𝒌𝑸𝟏 = 𝒎∗𝒅𝛀𝟐

−𝒎𝛀𝟐𝑸𝟐 + 𝒂𝛀𝟐𝑸𝟏 + 𝒌𝑸𝟐 = 𝒎 ∗ 𝒅𝛀𝟐                                                                                  (I.66)     

On trouve 𝑸𝟏 = 𝑸𝟐 =
𝒎∗⋅𝒅𝛀𝟐

𝒌+(𝒂−𝒎)𝛀𝟐                                                                                              (I.67)     

La vitesse critique Ωc, correspond à la valeur de la vitesse qui rend les déplacements infinis et 

l’annulation du dénominateur de (I.67) entraîne : 

𝛀𝒄 = √
𝒌

𝒎−𝒂
                                                                                                                                (I.68)       

Ce résultat montre une seule vitesse critique, elle correspond à la valeur de Ω2 donnée en (I.63), 

quand s = 1. La valeur correspondante est celle du point B de (la figure I.9) Pour le rotor défini 

par les équations (I.35)    

  Pour le rotor défini par les équations (I.35)      

𝑸𝟏 = 𝑸𝟐 =
𝟎 .𝟕𝟓×𝟏𝟎−𝟑𝛀𝟐

𝟑.𝟒𝟓𝟔×𝟏𝟎𝟔−𝟑.𝟓𝟐𝟓𝛀𝟐                                                                                                    (I.69) 

et la vitesse critique correspond à Ωc / 2π = 157,5 Hz ; soit N = 9453 tr/min. 

 Il faut remarquer que lorsque Ω croît, la valeur limite du déplacement est : 

|𝑸𝟏| = |𝑸𝟐| = |
𝒎∗𝒅

𝒂−𝒎
|                                                                                                                 (I.70) 

Pour notre cas : 

|𝑸𝟏| = |𝑸𝟐| = 𝟐, 𝟏𝟐𝟕× 𝟏𝟎−𝟔𝐦                                                                                              (I.71) 

L’amplitude de la réponse Q1 est représentée sur (la figure I.10). 
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Figure I.10 : Réponse à un balourd 

Amplitude : 𝑨𝒎𝒂𝒙 = 𝟎. 𝟑𝟓 × 𝟏𝟎−𝟑𝐦 ,vitesse de rotation : 𝑵 = 𝟗𝟒𝟓𝟑𝐭𝐫/𝐦𝐢𝐧 

I.6.3.b. Force asynchrone 

En fonctionnement le rotor peut être excité par des forces asynchrones. Une force asynchrone est  

une force d’amplitude constante 𝑭𝟎  tournant à une vitesse (s Ω) différente de celle du rotor. Si 

cette force est en 𝒍𝟑 il vient : 

𝑭𝒈𝟏 = 𝑭𝟎𝒇(𝒍𝟑)𝐬𝐢𝐧 𝒔𝛀𝒕 = 𝑭𝐬𝐢𝐧 𝒔𝛀𝒕

𝑭𝜽𝟐 = 𝑭𝟎𝒇(𝒍𝟐)𝐜𝐨𝐬 𝒔𝛀𝒕 = 𝑭𝐜𝐨𝐬 𝒔𝛀𝒕
                                                                                      (I.72) 

Les équations à résoudre : 

𝒎𝒒̈𝟏 − 𝒂𝛀𝒒̇𝟐 + 𝒌𝒒𝟏 = 𝑭𝐬𝐢𝐧 𝒔𝛀𝒕
𝒎𝒒̈𝟐 + 𝒂𝛀𝒒̇𝟏 + 𝒌𝒒𝟐 = 𝑭𝐜𝐨𝐬 𝒔𝛀𝒕

                                                                                           (I.73) 

Et comme il n’y a pas d’amortissement, les solutions peuvent être cherchées sous la forme : 

𝒒𝟏 = 𝑸𝟏𝐬𝐢𝐧 𝒔𝛀𝒕
𝒒𝟐 = 𝑸,𝐜𝐨𝐬 𝒔𝛀𝒕

                                                                                                                       (I.74) 

D’où : 

𝑸𝟏 = 𝑸𝟐 =
𝑭

𝒌+(𝒂𝒔−𝒎𝒔𝟐)𝛀𝟐                                                                                                          (I.75) 

La vitesse critique Ωc, correspond à l’annulation du dénominateur de 

𝛀𝒄 = √
𝒌

𝒔(𝒎𝒔−𝒂)
                                                                                                                           (I.76) 

Le résultat montre une seule vitesse critique, elle correspond à la valeur de Ω2 donnée en (I.60).    

La valeur correspondante est celle du point D de (la figure I.11).  
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Pour le rotor défini par (I.35). 

𝑸𝟏 = 𝑸𝟐 =
𝑭

𝟑.𝟒𝟓𝟔×𝟏𝟎𝟔−𝟎.𝟔𝟑𝟕𝛀𝟐                                                                                                    (I.78) 

Et la vitesse correspond à Ωc /2π = 370.8 Hz ; soit N = 22 250 tr/min. L’amplitude de la réponse 

Q1 est représentée sur la figure I.12 avec F = 1 N. 

 

Figure I.11: Réponse à une force asynchrone 

Amplitude : 𝑨𝒎𝒂𝒙 = 𝟎.𝟑𝟒× 𝟏𝟎
−𝟑

𝒎, Vitesse de rotation : 𝑵 = 𝟐𝟐𝟐𝟓𝟎𝐭𝐫/𝐦𝐢𝐧 

Conclusion 

 Les équations de mouvement de rotor ont été bien développées dans ce chapitre. A partir d’un 

développement analytique des équations de mouvement régies un système déformable 

quelconque en rotation, on focalise notre étude sur un rotor simple en déterminant leurs énergies 

cinétiques et énergie de déformation. Les équations de Lagrange sont bien adaptées pour trouver 

les équations de mouvements. 
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Introduction 

Connue depuis les années 1950, la méthode des éléments finis a vit son apparition pour le 

calcul de contraintes et n’a cessé de se développer. Aujourd’hui, son champ d’application dépasse 

le cadre du génie mécanique. Désormais, elle est utilisée pour résoudre des problèmes 

d’écoulement de fluides ou de transferts de chaleur, d’électromagnétisme ou d’hydrologie. 

Elle est considérée comme une généralisation et amélioration de la méthode de Rayleigh 

Ritz qui Permet de traiter facilement des systèmes d’équation complexes ou de hauts degrés 

causés par une complexité des formes géométrique et de la condition aux limites. Son principe est 

le même dans tous les cas de figures : dans un premier temps la structure étudiée est maillée c’est 

à dire divisée en petits éléments de géométries simples, puis dans un second temps un ou 

plusieurs champs (déplacement, contrainte, température, pression, ou autre) sont approchés 

localement, sur chaque élément du maillage, par des fonctions de forme (ou fonctions 

d’interpolation). 

En dynamique des structures, l’utilisation des éléments finis permet de transformer les 

équations aux dérivées partielles modélisent le mouvement en des équations différentielles 

temporelles (on passe du cas continu au cas discret pour les variables spatiales). 
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ӀӀ.1. Expressions des énergies des éléments du rotor 

La méthode des éléments finis consiste à discrétiser la structure en éléments sur leur 

dimensions finis qui sont réunis en des points appelés points nodaux ou nœuds situés sur leur 

contour. 

A partir d’hypothèses raisonnables sur le déplacement d’un point de l’élément, on calcule 

les énergies 

Cinétiques, de déformation et de dissipation de l’élément en fonction des déplacements 

des nœuds. 

Si la structure est composée de N éléments alors : 

𝑼 = ∑  𝑵
𝒊=𝟏 𝑼𝒊  (ӀӀ.1) 

𝑻 = ∑  𝑵
𝒊=𝟎 𝑻𝒊  (ӀӀ.2) 

𝑹 = ∑  𝑵
𝒊=𝟎 𝑹𝒊    (ӀӀ.3) 

Où 𝑼𝒊 est l’énergie de déformation ; 𝑻𝒊 est l’énergie cinétique et 𝑹𝒊 est la fonction de 

dissipation de l’élément i. Les forces généralisées sont déterminées en exprimant le travail virtuel 

des forces extérieures. Dans la dynamique des rotors 𝑹𝒊 sont négligés quand les systèmes 

tournent à grandes vitesses. 

ӀӀ.1.1. Energie de déformation d’un élément de rotor 

L’expression générale de l’énergie de déformation d’un élément est donnée par : 

𝑼𝒊 =
𝟏

𝟐
∫ 𝜺𝒕𝝈𝒅𝝉    (ӀӀ.4) 

Le vecteur de déplacement d d’un point de l’élément est relié au vecteur δ regroupant tous les 

déplacements nodaux de l’élément par l’intermédiaire d’une matrice N, résultat de l’hypothèse 

sur les déplacements à l’intérieur de l’élément. Ceci donne une relation de la forme : 

𝒅 = 𝑵(𝒚)𝜹     (ӀӀ.5) 

Qui donne après dérivation : 

𝜺 =
𝛛𝒅

𝛛𝒚
= 𝑩(𝒚)𝜹        (ӀӀ.6) 

C’est la relation qui relie les déformations aux déplacements nodaux. 

La relation qui relie les contraintes et les déformations est : 

𝝈 = 𝑫𝜺    (ӀӀ.7) 
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Où D est une matrice carrée symétrique dont les termes dépendent des caractéristiques 

mécaniques des matériaux, généralement le module de Young E et le coefficient de poisson ν. 

En substituant les équations (ӀӀ.6) et (ӀӀ.7) dans (ӀӀ.4) on obtient l’équation : 

𝑼𝒊 =
𝟏

𝟐
∫ (𝑩(𝒚)𝜹)𝒕𝑫𝑩(𝒚)𝜹𝒅𝝉     (ӀӀ.8) 

=
𝟏

𝟐
𝜹𝒕[∫𝑩𝒕𝑫𝑩𝒅𝝉]𝜹         (ӀӀ.9) 

Qui peut se mettre sous la forme : 

𝑼𝒊 =
𝟏

𝟐
𝜹𝒕𝑲𝜹        (ӀӀ.10) 

Où 

𝑲 = ∫ 𝑩𝒕𝑫𝑩𝒅𝝉                                                            

C’est la matrice raideur de l’élément qui est symétrique car la matrice D est symétrique ainsi que 

la matrice produit 𝑩𝒕𝑫 𝑩 

ӀӀ.1.2. Energie cinétique d’un élément de rotor 

L’expression générale de l’énergie cinétique d’un élément est : 

𝑻 =
𝟏

𝟐
∫ 𝝆𝑽𝟐𝒅𝝉      (ӀӀ.11) 

Où 

 ρ: est la masse volumique d’un élément d’arbre.  

 

V : est la vitesse d’un point de l’arbre obtenu par dérivation par rapport au temps du déplacement 

d donné par (ӀӀ.5), soit : 

𝑽 = 𝑵(𝒚)
𝒅𝜹

𝒅𝒕
= 𝑵(𝒚)𝜹 

˙

        (ӀӀ.12) 

En subsumant (II.12) dans (II.11) et en considérant que 𝑽𝟐 = (𝑵𝜹
˙

)𝒕𝑵𝜹
˙

 On aura : 

𝑻 =
𝟏

𝟐
∫ 𝝆(𝑵𝜹

˙

)𝒕𝑵𝜹𝒅
˙

𝝉      (ӀӀ.13) 

=
𝟏

𝟐
𝜹
˙
𝒕[∫ 𝝆𝑵𝒕𝑵𝒅𝝉]𝜹    

˙

     (ӀӀ.14) 

Qui s’écrit sous la forme : 

𝑻 =
𝟏

𝟐
𝜹
˙
𝒕𝒎𝜹  

˙

     (ӀӀ.15) 

Où 

𝒎 = ∫𝝆𝑵𝒕𝑵𝒅𝝉 
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C’est la matrice masse d’un élément d’arbre qui est aussi symétrique comme la matrice K. 

ӀӀ.2. Formulation matricielle 

ӀӀ.2.1. Formulation matricielle des équations du disque 

Le disque est modélisé par un nœud possédant quatre degrés de liberté ; deux translations u et w 

et deux rotations θ et Ψ respectivement autour des axes x et z (figure ӀӀ.1). 

 

Figure ӀӀ.1 : Degrés de liberté du disque 

Le vecteur des déplacements nodaux δ s’écrit sous la forme : 𝜹 = [𝒖, 𝒘, 𝜽, 𝚿] 𝒕 La matrice 

masse et la matrice gyroscopique sont obtenues en appliquant les équations de Lagrange à 

l’expression 

(ӀӀ.10) soit : 

𝒅

𝒅𝒕
(
𝛛𝑻𝒅

𝛛𝜹
˙

𝒊

) −
𝛛𝑻𝒅

𝛛𝜹
˙

𝒊

=
𝒅

𝒅𝒕
{
𝛛

𝛛𝜹
˙

𝒊

[
𝟏

𝟐
𝑴𝒅 (+𝒘

˙
𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑰𝒅𝒙′ (𝜽

˙
𝟐 + 𝚿

˙
𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑰𝒅𝒚′ (𝛀

𝟐+ 𝟐𝛀𝚿
˙

𝜽)] −

𝛛

𝛛𝜹𝒊
{
𝟏

𝟐
𝑴𝒅 (𝒖

˙
𝟐 + 𝒘

˙
𝟐)+

𝟏

𝟐
𝑰𝒅𝒙′ (𝜽

˙
𝟐+ 𝚿

˙
𝟐) +

𝟏

𝟐
𝑰𝒅𝒚′ (𝛀

𝟐+ 𝟐𝛀𝚿𝜽
˙

)}

        (ӀӀ.16) 

Ou aura donc : 

𝒅

𝒅𝒕
(
𝛛𝑻𝒅

𝛛𝜹
˙

𝒊

) −
𝛛𝑻𝒅

𝛛𝜹𝒊
= [

𝑴𝒅    𝟎    𝟎    𝟎
𝟎    𝐌𝒅    𝟎    𝟎
𝟎    𝟎    𝐈𝒅𝒙′     𝟎

𝟎    𝟎    𝟎    𝐈𝒅𝒙
′

]

[
 
 
 
 𝒖
¨

𝒖
¨

𝜽
¨

𝚿]
 
 
 
 

+ 𝛀

[
 
 
 
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 −𝐈𝒅𝒚′

𝟎 𝟎 𝐈𝒅𝒚′ 𝟎 ]
 
 
 

[
 
 
 
 
 𝒖
˙

𝒗
˙

𝜽
˙

𝚿
˙
]
 
 
 
 
 

                               (ӀӀ.17)           

Avec : 
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𝑴𝒅 = [

𝑴𝒅 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝑴𝒅 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝐈𝒅𝒙′ 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝐈𝒅𝒙
′

]   (Ӏ      (Ӏ.18) 

Et 

G𝒅 =

[
 
 
 
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 −𝐈𝒅𝒚′

𝟎 𝟎 𝑰𝒅𝒚 𝟎 ]
 
 
 

            (ӀӀ.19) 

𝑴𝒅 Étant la matrice masse et 𝑮𝒅 la matrice gyroscopique. 

ӀӀ.2.2. Formulation matricielle des équations de l’arbre 

Les résultats présentés concernent le cas d’un élément arbre symétrique qui est modélisé par un 

élément poutre de section constante. L’élément fini utilisé à deux nœuds et quatre degrés de 

liberté (figure ӀӀ.2). 

 

 

 

Figure ӀӀ.2 : Degrés de liberté d’un élément arbre 

La fonction de déplacement w qui est normale à la poutre (arbre) est donnée par le polynôme 

d’interpolation du 3ième degré. 

𝒘 = 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐𝒚+ 𝒂𝟑𝒚
𝟐+𝒂𝟒𝒚

𝟑                                                                                               (ӀӀ.20) 

L’inclination ou la autour de z est donnée par la dérivée de la fonction de déplacement w. 

𝜽 =
𝛛𝒘(𝒚)

𝛛𝒚
= 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝟑𝒚+ 𝟑𝒂𝟒𝒚

𝟐                               (ӀӀ.21) 
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Les constantes 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑, 𝒂𝟒 sont déterminées en appliquant les conditions aux limites sur les 

polynômes (ӀӀ.20) et (ӀӀ.21). 

Pour y = 0 (nœud 1) on a {
𝒘𝟏 = 𝒂𝟏
𝜽𝟏 = 𝒂𝟐

                                                                                                     

système (a) 

Pour y = L (nœud 2) on 

a {
𝒘𝟐 = 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐𝑳+ 𝒂𝟑𝑳

𝟐 +𝒂𝟒𝑳
𝟑

𝜽𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝟑𝑳+ 𝟑𝒂𝟒𝑳
𝟐                                                                       système (b) 

Après avoir résolu le système (b) et en remplaçant les constantes 𝒂𝟏 et 𝒂𝟐 par leurs valeurs on 

trouve : 

𝒂𝟏 = 𝒘𝟏 

𝒂𝟐 = 𝜽𝟏 

𝒂𝟑 = 𝟑
𝒘𝟐− 𝒘𝟏

𝑳𝟐
−
𝜽𝟐 +𝟐𝜽𝟏

𝑳

𝒂𝟒 = −𝟐
𝒘𝟐 − 𝒘𝟏

𝑳𝟑
+
𝜽𝟏 +𝜽𝟐
𝑳𝟐

 

On remplace les valeurs des constants 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑, 𝒂𝟒 dans w pour avoir : 

𝒘(𝒚) = (𝟏 −
𝟑𝒚𝟐

𝑳𝟐
+
𝟐𝒚𝟑

𝑳𝟑
) 𝒘𝟏+ (𝒚 −

𝟐𝒚𝟐

𝑳
+

𝒚𝟑

𝑳𝟐
)𝜽𝟏 + (

𝟑𝒚𝟐

𝑳𝟐
−
𝟐𝒚𝟑

𝑳𝟑
)𝒘𝟐

+ (−
𝒚𝟐

𝑳
+
𝒚𝟑

𝑳𝟐
) 𝜽𝟐

               (ӀӀ.22) 

Ou bien : 

𝒘(𝒚) = ∑  𝟒
𝒊=𝟏 𝝋𝒊(𝒚)𝜹𝒊 (ӀӀ.23) 

Le vecteur des déplacements nodaux est : 

𝜹 = [𝒖𝟏 ,𝒘𝟏 ,𝜽𝟏 , 𝚿𝟏 ,𝒖𝟐 , 𝒘𝟐 ,𝜽𝟐 ,𝚿𝟐]
𝒕                  (ӀӀ.24) 

Qui est à son tour séparé en deux vecteurs de déplacements dont chacun correspond à une 

direction : 

𝜹𝒖 = [𝒖𝟏 , 𝚿𝟏 ,𝒖𝟐 , 𝚿𝟐]
𝒕                                              (ӀӀ.25) 

𝜹𝒘 = [𝒘𝟏,𝜽𝟏 , 𝒘𝟐 ,𝜽𝟐]
𝒕           (ӀӀ.26) 

Les déplacements sont exprimés à partir des expressions suivantes : 

𝒖 = 𝑵𝟏(𝒚)𝜹𝒖                        (ӀӀ.27) 

Et 



Chapitre ӀӀ                                                                                                                   

Modélisation par éléments finis 

 

29 
 

𝒘 = 𝑵𝟐(𝒚)𝜹𝒘                        (ӀӀ.28) 

Où 

 𝑵𝟏et 𝑵𝟐: sont les vecteurs des fonctions de forme classique d’un élément de poutre en flexion. 

𝑵𝟏(𝒚) = [𝟏 −
𝟑𝒚𝟐

𝑳𝟐
+
𝟐𝒚𝟑

𝑳𝟑
; −𝒚 +

𝟐𝒚𝟐

𝑳
−

𝒚𝟑

𝑳𝟐
;
𝟑𝒚𝟐

𝑳𝟐
−

𝟐𝒚𝟑

𝑳𝟑
;
𝒚𝟐

𝑳
−

𝒚𝟑

𝑳𝟐
]     (ӀӀ.29) 

𝑵𝟐(𝒚) = [𝟏 −
𝟑𝒚𝟐

𝑳𝟐
+
𝟐𝒚𝟑

𝑳𝟑
; 𝒚 −

𝟐𝒚𝟐

𝑳
+

𝒚𝟑

𝑳𝟐
;
𝟑𝒚𝟐

𝑳𝟐
−

𝟐𝒚𝟑

𝑳𝟑
; −

𝒚𝟐

𝑳
+

𝒚𝟑

𝑳𝟐
]                                         (ӀӀ.30) 

Où 𝑵𝟏 (𝒚) et 𝑵𝟐 (𝒚) sont obtenues en posant 𝒖(𝒚) = 𝒂𝟏 +𝒂𝟐𝒚 +𝒂𝟑𝒚
𝟐+ 𝒂𝟒𝒚

𝟑 

Avec la rotation autour de x donnée par 𝚿 = −
𝛛𝒖(𝒚)

𝛛𝒚
 . 

Les relations exprimant donc les déplacements et les pentes sont : 

𝜽 = 𝝏𝒘/𝝏𝒚                       (ӀӀ.31) 

𝚿 = −𝝏𝒖/𝝏𝒚                                                        (ӀӀ.32) 

Le nombre total de degrés de liberté pour chaque nœud est de quatre ; les matrices élémentaires 

de l’arbre sont donc de taille 8*8 qui obtenues en remplaçons 𝒖, 𝒘, 𝜽, 𝚿 par leurs expressions 

dans les énergies cinétique et de déformation de l’arbre. 

a) L’énergie cinétique 

L’utilisation de l’expression de l’énergie cinétique de l’arbre (ӀӀӀ.15) pour un élément conduit à : 

𝑻𝒂 =
𝝆𝒔

𝟐
∫  
𝑳

𝟎
[𝜹𝒖

˙
𝒕𝑵𝟏

𝒕𝑵𝟏𝜹𝒖
˙
+ 𝜹𝒘

˙
𝒕𝑵𝟐

𝒕𝑵𝟐𝜹𝒘
˙
]𝒅𝒚 +

𝝆𝐈

𝟐
∫  
𝑳

𝟎
[𝜹𝒖

˙
𝒕 𝒅𝑵𝟏

𝒕

𝒅𝒚

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒚
𝜹𝒘
˙
] 𝒅𝒚 +

𝝆𝐈𝑳𝛀𝟐− 𝟐𝝆𝐈𝛀∫  
𝑳

𝟎
𝜹𝒖
˙
𝒕 𝒅𝑵𝟏

𝒕

𝒅𝒚

𝒅𝑵𝟐

𝒅𝒚
𝜹𝒘𝒅𝒚

          (ӀӀ.33) 

En substituant (ӀӀ.27) et (ӀӀ.28) ainsi que leurs dérivées dans (ӀӀ.33) on aura la forme compacte 

suivante : 

𝑻𝒂 =
𝟏

𝟐
𝜹𝒖
˙
𝒕𝑴𝟏𝜹𝒖

˙
+

𝟏

𝟐
𝜹𝒘
˙
𝒕𝑴𝟐𝜹𝒘

˙
+
𝟏

𝟐
𝜹𝒖
˙
𝒕𝑴𝟑𝜹𝒖

˙
+

𝟏

𝟐
𝜹𝒘
˙
𝒕𝑴𝟒𝜹𝒘

˙
+𝜹𝒖

˙
𝒕𝑴𝟓𝜹𝒘+

𝝆𝐈𝑳𝛀𝟐
              (ӀӀ.34) 

Les matrices obtenues sont de l’ordre 4*4. M1 et M2 sont les matrices classiques de masse, M3 

et M4 représentant l’effet secondaire d’inertie de rotation de la section par rapport à un diamètre 

et la matrice M5 représente l’effet gyroscopique. Le terme qui est une constante à une 

contribution nulle de l’application des équations de Lagrange. L’expression (ӀӀӀ.34) se réduit à : 

𝒅

𝒅𝒕
(𝛛𝑻𝒂

𝛛𝜹
˙ ) −

𝛛𝑻𝒂

𝛛𝜹
= (𝑴𝒄+ 𝑴𝒈)𝜹

¨

+𝑮𝜹            
˙

  (ӀӀ.35) 
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Où Mc et Mg sont déduites respectivement de M1, M2, M3, et M4 et G est déduite de M5, Les 

matrices sont donc les suivantes : 

𝑴𝟏 =
𝝆𝑺𝑳

𝟒𝟐𝟎
[

𝟏𝟓𝟔 −𝟐𝟐𝑳 𝟓𝟒 𝟏𝟑𝑳
−𝟐𝟐𝑳 𝟒𝑳𝟐 −𝟏𝟑𝑳 −𝟑𝑳𝟐

𝟓𝟒 −𝟏𝟑𝑳 𝟏𝟓𝟔 −𝟐𝟐𝑳
𝟏𝟑𝑳 −𝟑𝑳𝟐 −𝟐𝟐𝑳 𝟒𝑳𝟐

]                       (ӀӀ.36) 

𝑴𝟐 =
𝝆𝑺𝑳

𝟒𝟐𝟎
[

𝟏𝟓𝟔 𝟐𝟐𝑳 𝟓𝟒 −𝟏𝟑𝑳
𝟐𝟐𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟏𝟑𝑳 −𝟑𝑳𝟐

𝟓𝟒 𝟏𝟑𝑳 𝟏𝟓𝟔 −𝟐𝟐𝑳
−𝟏𝟑𝑳 −𝟑𝑳𝟐 −𝟐𝟐𝑳 𝟒𝑳𝟐

]            (ӀӀ.37) 

𝑴𝟑 =
𝝆𝐈

𝟑𝟎𝑳
[

𝟑𝟔 −𝟑𝑳 −𝟑𝟔 −𝟑𝑳
−𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟑𝑳 −𝑳𝟐

−𝟑𝟔 𝟑𝑳 𝟑𝟔 𝟑𝑳
−𝟑𝑳 −𝑳𝟐 𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐

]              (ӀӀ.38) 

𝑴𝟒 =
𝝆𝐈

𝟑𝟎𝑳
[

𝟑𝟔 𝟑𝑳 −𝟑𝟔 𝟑𝑳
𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐 −𝟑𝑳 −𝑳𝟐

−𝟑𝟔 −𝟑𝑳 𝟑𝟔 −𝟑𝑳
𝟑𝑳 −𝑳𝟐 −𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐

]                     (ӀӀ.39) 

𝑴𝟓 =
𝝆𝐈𝛀

𝟏𝟓𝑳
[

−𝟑𝟔 −𝟑𝑳 𝟑𝟔 −𝟑𝑳
𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐 −𝟑𝑳 −𝑳𝟐

𝟑𝟔 𝟑𝑳 −𝟑𝟔 𝟑𝑳
𝟑𝑳 −𝑳𝟐 −𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐

]                (ӀӀ.40) 

Rassemblons les matrices qui ont les mêmes propriétés 𝑴𝒄 = 𝑴𝟏 + 𝑴𝟐 et 𝑴𝒈 = 𝑴𝟑 + 𝑴𝟒 

d’où : 

𝑴𝒄 =
𝝆𝒔𝑳

𝟒𝟐𝟎

[
 
 
 
 
 
 
 
𝟏𝟓𝟔 𝟎 𝟎 −𝟐𝟐𝑳 𝟓𝟒 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝑳
𝟎 𝟏𝟓𝟔 𝟐𝟐𝑳 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 −𝟏𝟑𝑳 𝟎
𝟎 𝟐𝟐𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝑳 −𝟑𝑳𝟐 𝟎

−𝟐𝟐𝑳 𝟎 𝟎 𝟒𝑳𝟐 −𝟏𝟑𝑳 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳𝟐

𝟓𝟒 𝟎 𝟎 −𝟏𝟑𝑳 𝟏𝟓𝟔 𝟎 𝟎 𝟐𝟐𝑳
𝟎 𝟓𝟒 𝟏𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝟏𝟓𝟔 −𝟐𝟐𝑳 𝟎
𝟎 −𝟏𝟑𝑳 −𝟑𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟐𝟐𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎
𝟏𝟑𝑳 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳𝟐 𝟐𝟐𝑳 𝟎 𝟎 𝟒𝑳𝟐 ]

 
 
 
 
 
 
 

        (ӀӀ.41) 

 

𝑴𝒈 =
𝝆𝐈

𝟑𝟎𝑳

[
 
 
 
 
 
 
 
𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳
𝟎 𝟑𝟔 𝟑𝑳 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟑𝑳 𝟎
𝟎 𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳 −𝟒𝑳𝟐 𝟎

−𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝟒𝑳𝟐 𝟑𝑳 𝟎 𝟎 −𝑳𝟐

−𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝑳 𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝑳
𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 −𝟑𝑳 𝟎
𝟎 𝟑𝑳 −𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎

−𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝑳𝟐 𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝟒𝑳𝟐 ]
 
 
 
 
 
 
 

    (ӀӀ.42) 
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Et 

𝑮 =
𝝆𝐈𝛀

𝟏𝟓𝑳

[
 
 
 
 
 
 
 
𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 −𝟑𝑳 𝟎
𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳
𝟑𝑳 𝟎 𝟎 −𝟒𝑳𝟐 −𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝑳𝟐

𝟎 𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳 −𝑳𝟐 𝟎
𝟎 𝟑𝟔 𝟑𝑳 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟑𝑳 𝟎

−𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳 𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝑳
𝟑𝑳 𝟎 𝟎 𝑳𝟐 −𝟑𝑳 𝟎 𝟎 −𝟒𝑳𝟐

𝟎 𝟑𝑳 −𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎 ]
 
 
 
 
 
 
 

       (ӀӀ.43) 

b) L’énergie de déformation 

L’application des expressions (ӀӀ.29) et (ӀӀ.30) sur l’équation de l’énergie de déformation donnée 

par la formule (ӀӀ. 10) donne : 

𝑼𝒂 =
𝑬𝐈

𝟐
∫  
𝑳

𝟎
[𝜹𝒖𝒕

𝒅𝟐𝑵𝟏
𝒕

𝒅𝒚𝟐
𝒅𝟐𝑵𝟏

𝒅𝒚𝟏
𝜹𝒖 + 𝜹𝒘𝒕 𝒅

𝟐𝑵𝟏
𝒕 𝒅𝟐𝑵𝟐

𝒅𝒚𝟐
𝒅𝒚𝟐

𝜹
𝒘] 𝒅𝒚         (ӀӀ.44) 

Où 

𝑼𝒂 =
𝑬𝐈

𝟐
[𝜹𝒖𝒕 (∫  

𝑳

𝟎

𝒅𝟐𝑵𝟏
𝒕

𝒅𝒚𝟐
𝒅𝟐𝑵𝟏

𝒅𝒚𝟐
𝒅𝒚) 𝜹𝒖 + 𝜹𝒘𝒕 (∫  

𝑳

𝟎

𝒅𝟐𝑵𝟐
𝒕

𝒅𝒚𝟐
𝒅𝟐𝑵𝟐

𝒅𝒚𝟐
𝒅𝒚) 𝜹𝒘]                       (ӀӀ.45) 

Qui peut s’écrire sous la forme réduite : 

𝑼𝒂 =
𝟏

𝟐
𝜹𝒖𝒕𝑲𝟏𝜹𝒖 +

𝟏

𝟐
𝜹𝒘𝒕𝑲𝟐𝜹𝒘         (ӀӀ.46) 

Où 

𝑲𝟏 =
𝑬𝑰

𝑳𝟑
[

𝟏𝟐 −𝟔𝑳 −𝟏𝟐 −𝟔𝑳
−𝟔𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟔𝑳 𝟐𝑳𝟐

−𝟏𝟐 𝟔𝑳 𝟏𝟐 𝟔𝑳
−𝟔𝑳 𝟐𝑳𝟐 𝟔𝑳 𝟒𝑳𝟐

]         (ӀӀ.47) 

𝑲𝟐 =
𝑬𝑰

𝑳𝟑
[

𝟏𝟐 𝟔𝑳 −𝟏𝟐 𝟔𝑳
𝟔𝑳 𝟒𝑳𝟐 −𝟔𝑳 𝟐𝑳𝟐

−𝟏𝟐 −𝟔𝑳 𝟏𝟐 −𝟔𝑳
𝟔𝑳 𝟐𝑳𝟐 𝟔𝑳 𝟒𝑳𝟐

]         (ӀӀ.48) 

K1 et K2 sont les matrices classiques de raideur. 

La matrice global K est : 

𝑲 =
𝑬𝐈

𝑳𝟑

[
 
 
 
 
 
 
 
𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳
𝟎 𝟏𝟐 𝟔𝑳 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟔𝑳 𝟎
𝟎 𝟔𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳 𝟐𝑳𝟐 𝟎

−𝟔𝑳 𝟎 𝟎 𝟒𝑳𝟐 𝟔𝑳 𝟎 𝟎 𝟐𝑳𝟐

−𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝑳 𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝑳
𝟎 −𝟏𝟐 −𝟔𝑳 𝟎 𝟎 𝟏𝟐 −𝟔𝑳 𝟎
𝟎 𝟔𝑳 𝟐𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳 𝟒𝑳𝟐 𝟎

−𝟔𝑳 𝟎 𝟎 𝟐𝑳𝟐 𝟔𝑳 𝟎 𝟎 𝟒𝑳𝟐 ]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝒖𝟏
𝒘𝟏

𝜽𝟏
𝚿𝟏
𝒖𝟐
𝒘𝟐

𝜽𝟐
𝚿𝟐]
 
 
 
 
 
 
 

     (ӀӀ.49) 
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Dans le cas où nous tiendrons compte de l’effet de cisaillement notre matrice prend la forme 

suivante : 

𝑲 =
 𝐄𝐈 

(𝟏+𝒂)𝑳𝟑

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳
𝟎 𝟏𝟐 𝟔𝑳 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟔𝑳 𝟎
𝟎 𝟔𝑳 (𝟒 +𝒂)𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳 (𝟐 −𝒂)𝑳𝟐 𝟎

−𝟔𝑳 𝟎 𝟎 (𝟒 +𝒂)𝑳𝟐 𝟔𝑳 𝟎 𝟎 (𝟐 − 𝒂)𝑳𝟐

−𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝑳 𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝑳
𝟎 −𝟏𝟐 −𝟔𝑳 𝟎 𝟎 𝟏𝟐 −𝟔𝑳 𝟎
𝟎 𝟔𝑳 (𝟐 −𝒂)𝑳𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝑳 (𝟒 +𝒂)𝑳𝟐 𝟎

−𝟔𝑳 𝟎 𝟎 (𝟐 −𝒂)𝑳𝟐 𝟔𝑳 𝟎 𝟎 (𝟒 +𝒂)𝑳 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

       (ӀӀ.50) 

La quantité caractérisant le cisaillement est 𝒂 =
𝟏𝟐𝐄𝐈

𝑮𝑺𝒓𝑳
𝟐 ,  où 𝑮 =

𝐄

𝟐(𝟏+𝒗)
  est le module de 

cisaillement et 𝜈 est le coefficient de poisson et 𝑺𝒓 ≈ 𝑺 (section réduite). 

ӀӀ.2.3. Formulation matricielle des équations du palier 

En général, l’influence des pentes des moments est négligée pour les paliers on ne tient compte 

que des forces généralisées 𝑭𝒖 et 𝑭𝒘 qui sont liées aux déplacements u et w. En tenant compte 

de (3.1.30) on a : 

{

𝑭𝒖
𝑭𝝍
𝑭𝒘
𝑭𝜽

} = − [

𝑲𝒙𝒙 𝟎 𝑲𝒙𝒛 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝑲𝒛𝒙 𝟎 𝑲𝒛𝒛 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

] [

𝒖
𝚿
𝒘
𝜽

] − [

𝑪𝒙𝒙 𝟎 𝑪𝒙𝒛 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝒄𝒛𝒙 𝟎 𝑪𝒛𝒛 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

]

[
 
 
 
 
 𝒖
˙

𝝍
˙

𝒘
˙

𝜽
˙
]
 
 
 
 
 

    (ӀӀ.51) 

La première matrice est une matrice de raideur et la seconde est une matrice d’amortissement. 

Ces matrices sont en général asymétriques et peuvent varier de manière significative en fonction 

de vitesse de rotation. 

ӀӀӀ.2.4. Formulation matricielle des équations du balourd 

L’application des équations de Lagrange sur l’équation de l’énergie cinétique d’un balourd  

donne : 

𝒅

𝒅𝒕
(
𝑻𝒃

𝛛𝜹
˙ ) −

𝑻𝒃

𝛛𝜹
= −𝒎𝒃𝒅𝛀

𝟐 [
𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕

]       (ӀӀ.52) 

Avec 𝜹 = [𝒖    𝒘]𝒕. 

ӀӀ.3. Exemple de Montage de Matrices Globales 

Considérons le modèle de rotor étudié qui est schématisé sur la figure ӀӀӀ.3 ayant quatre noeuds 

et cinq éléments : un élément disque, un élément palier et trois éléments arbre de même longueur  
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𝒍 = 𝒍𝟏 = 𝒍𝟐 = 𝒍𝟑 = 𝑳/𝟑 . 

 

Figure ӀӀ.3 : Modèle de rotor avec éléments et noeuds. [5] 

Dans le modèle au-dessus, les noeuds de chaque élément de l’arbre, du palier ou du disque sont 

en rapport avec les noeuds du rotor d'après la table ci-dessous : 

Nombre 

d’élément 

Type 

d’élément 

Noeuds du 

rotor 

Vecteur de déplacements 𝛿 

1 Arbre 1-2 𝑢1 , 𝑤1 , 𝜃1 , , Ψ1 , 𝑢2 , 𝑤2 , 𝜃2 , 

Ψ2 

2 Arbre 2-3 𝑢2 , 𝑤2 , 𝜃2 , Ψ2 , 𝑢3 , 𝑤3 , 𝜃3 , 

Ψ3 

3 Arbre 3-4 𝑢3 , 𝑤3 , 𝜃3 , Ψ3 , 𝑢4 , 𝑤4 , 𝜃4 , 

Ψ4 

4 Disque 2 𝑢2 , 𝑤2 , 𝜃2 , Ψ2 

5 Palier 3 𝑢3 , 𝑤3 
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Les matrices globales de masse, de rigidité et de Coriolis sont obtenues en superposant les 

matrices élémentaires selon le tableau. Chaque type de matrice globale est obtenu en sommant les 

trios matrices des trois éléments. 

a) Matrice globale classique de masse 

𝑴𝒄𝒕 =

𝝆𝒔𝒍

𝟒𝟐𝟎

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝟏𝟓𝟔 𝟎 𝟎 −𝟐𝟐𝟏 𝟓𝟒 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏𝟓𝟔 𝟐𝟐𝟏 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 −𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟐𝟐𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

−𝟐𝟐𝟏 𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟐 −𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟓𝟒 𝟎 𝟎 −𝟏𝟑𝟏 𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟓𝟒 𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 −𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏𝟑𝟏 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 −𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 𝟎 𝟎 −𝟏𝟑𝟏 𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 −𝟏𝟑𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟑𝟏 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏 −𝟑𝟏𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 −𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏𝟐

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 𝟎 𝟎 −𝟏𝟑𝟏 𝟏𝟓𝟔 𝟎 𝟎 𝟐𝟐𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟓𝟒 𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟏𝟓𝟔 −𝟐𝟐𝟏 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟑𝟏 −𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟐𝟐𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟏𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏𝟐 𝟐𝟐𝟏 𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟐 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝒖
˙

𝟏

𝒘
˙

𝟏

𝜽
˙

𝟏

𝚿
˙

𝟏

𝒖
˙

𝟐

𝒘
˙

𝟐

𝜽
˙

𝟐

𝚿𝟐

𝒖
˙

𝟑

𝒘
˙

𝟑

𝜽
˙

𝟑

𝚿
˙

𝟑

𝒖
˙

𝟒

𝒘
˙

𝟒

𝜽
˙

𝟒

𝚿𝟒 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

𝒍𝟏 = 𝒍𝟐 = 𝒍𝟑 = 𝒍 =L/3 = 0,13333 m 

b) Matrice globale représentant l’effet gyroscopique 

𝑴𝒈𝒕

=
𝝆𝐈

𝟑𝟎𝟏

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑𝟔 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟐 𝟑𝟔𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 𝟕𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟕𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 𝟕𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟕𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟑𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟐 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝒖
˙

𝟏

𝒘
˙

𝟏

𝜽
˙

𝟏
𝚿𝟏

𝒖
˙

𝟐

𝒘
˙

𝟐

𝜽
˙

𝟐

𝚿
˙

𝟐

𝒖
˙

𝟑

𝒘
˙

𝟑

𝜽
˙

𝟑

𝚿𝟑

𝒖
˙

𝟒

𝒘
˙

𝟒

𝜽
˙

𝟒

𝚿𝟒]
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𝒍𝟏 = 𝒍𝟐 = 𝒍𝟑 = 𝒍 =L/3 = 0,13333 m 

c) Matrice globale représentant l’effet gyroscopique 

𝑪𝒕

=
𝝆𝐈𝛀

𝟏𝟓𝟏

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟒𝟏𝟐 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑𝟔 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟕𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟖𝟏𝟐 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟒𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟖𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟕𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 −𝟑𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 𝟕𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟖𝟏𝟐 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟏𝟐

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟔 𝟑𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟑𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 𝟑𝟔 𝟎 𝟎 𝟑𝟏

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 𝟎 𝟎 𝟏𝟐 −𝟑𝟏 𝟎 𝟎 −𝟒𝟏𝟐

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟑𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟑𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝒖
˙

𝟏

𝒘
˙

𝟏

𝜽
˙

𝟏

𝚿𝟏

𝒖
˙

𝟐

𝜽
˙

𝟐

𝒘
˙

𝟐

𝚿𝟐

𝒖
˙

𝟑

𝒘
˙

𝟑

𝜽
˙

𝟑

𝚿𝟑

𝒖
˙

𝟒

𝒘
˙

𝟒

𝜽
˙

𝟒

𝚿
˙

𝟒]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

d) Matrice de rigidité totale de l’énergie de déformation 

𝑴𝒈𝒕

=
𝝆𝐈

𝟑𝟎𝟏

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟔𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝟏 𝟐𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏𝟐 −𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟔𝟏 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝟏 𝟐𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 −𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟔𝟏 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏 𝟐𝟏𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟎 𝟖𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟏𝟐

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝟏 𝟏𝟐 𝟎 𝟎 𝟔𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟏𝟐 −𝟔𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟔𝟏 𝟐𝟏𝟐 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏 𝟒𝟏𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟐𝟏𝟐 𝟔𝟏 𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟐 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝒖𝟏
𝒘𝟏
𝜽𝟏
𝚿𝟏
𝒖𝟐
𝒘𝟐
𝜽𝟐
𝚿𝟐
𝒖𝟑
𝒘𝟑
𝜽𝟑
𝚿𝟑
𝒖𝟒
𝒘𝟒
𝜽𝟒
𝚿𝟒]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Avec I = 7,854.10-9 𝒎𝟒 et E = 2.1011 N/m2 

e) Matrice du palier 

{

𝐹𝑢
𝐹𝑤
𝐹𝜃
𝐹𝚿

} = −[

𝟏𝟎𝟓 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟓.𝟏𝟎𝟓 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

]{

𝑢𝟑
𝑤3
𝜃3
𝚿3

} 
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𝑲𝒙𝒙 =
𝟏𝟎𝟓𝑵

𝒎
 

𝑲𝒛𝒛 = 𝟓. 𝟏𝟎
𝟓𝑵/𝒎 

 

f) Matrice du balourd 

{
𝑭𝒖
𝑭𝒘
} = 𝟏, 𝟓.𝟏𝟎−𝟓𝛀𝟐 [

𝐬𝐢𝐧 𝛀𝒕
𝐜𝐨𝐬 𝛀𝒕

] 

Où 

𝒎𝒃.𝒅=𝟏,𝟓.𝟏𝟎−𝟓𝑲𝒈.𝒎 

g) Matrice globale du disque (masse et gyroscopique) 

𝑴𝒅 =

[
 
 
 
𝟏𝟔, 𝟒𝟕 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏𝟔, 𝟒𝟕 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟗, 𝟐𝟒𝟕 ⋅ 𝟏𝟎−𝟐 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟗, 𝟐𝟒𝟕 ⋅ 𝟏𝟎−𝟐 ]
 
 
 

{
 
 

 
 𝒖
¨

𝟐

𝒘
¨

𝟐

𝜽
¨

𝟐

𝚿
¨

𝟐}
 
 

 
 

+ 𝛀[

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 −𝟎,𝟏𝟖𝟔𝟏
𝟎 𝟎 𝟎,𝟏𝟖𝟔𝟏 𝟎

]

{
 
 

 
 𝒖
˙

𝟐

𝒘
˙

𝟐

𝜽
˙

𝟐

𝚿
˙

𝟐}
 
 

 
 

 

Avec 𝑴𝒅=𝟏𝟔,𝟒𝟕𝑲𝒈 𝚰𝒅𝒙=𝟗,𝟐𝟒𝟕.𝟏𝟎−𝟐𝑲𝒈.𝒎𝟐 et 𝚰𝒅𝒚=𝟎,𝟏𝟖𝟔𝟏𝑲𝒈 
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par élément FINIS (ANSYS) 

Introduction  

La simulation numérique a connu depuis longtemps, l’une des utiles les plus importants 

pour le calcul en dynamique des structures et vibration, notamment après le progresse et le 

développement des machines de calcule et informatique. Dans notre jour, il existe plusieurs 

logicielle permettant de calculer et simuler en dynamique des structures tel que, Matlab/ Femlab, 

Astran, Abaqus, cosmos et Ansys …    

Pour mener notre étude par une simulation numérique, on utilise le code de calcul 

numérique ANSYS, qui est l’un des codes les plus efficaces dont l’analyse est basée sur la méthode 

des éléments fini.  

Le code de calcule ANSYS comprend plusieurs composantes telles que : 

ANSYS/Professionnel, ANSYS/Mechanical, ANSYS/Structural, ANSYS /Dynamical, 

ANSYS/Multiphisics…etc.  

Chaque composante est destinée à l’un des domaines d’ingénierie, et son choix met 

automatiquement à la disposition de l’utilisateur et les processus adéquats (type d’élément, 

conditions aux limites, tracés). Dans notre analyse, on utilise le module analyse dynamique dans 

ANSYS/Structural, qui permet de traiter la majorité des problèmes de la dynamique des structures 

et vibration.  L’analyse dynamique peut se présenter comme étant une technique utilisée pour 

déterminer le comportement dynamique d’une structure ou d’un composant, quand l’inertie de la 

structure (effet de la masse) et son amortissement jouent un rôle important.  

Ce chapitre sera réservé pour présenter la description du ventilateur de tirage, son principe 

de fonctionnement et à la fin la conception et l’analyse vibratoire du rotor a roue centrifuge radial 

(cas rotor sein et cas d’usure des ailettes) par éléments finis. 
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Ⅲ.1. Description du ventilateur de tirage  

 Le rotor a roue centrifuge radial (figureⅢ.1 et figureⅢ.2) est constitué de la roue à aubes 

(11) avec moyeu d’assemblage (13), arbre (15), turbine de refroidissement (16), paliers (18) et (06) 

et enveloppe (17) à flasque avant (03), flasque arrière (05) et pavillon d'aspiration (02). 

La roue à aubes (11) est conçue comme roue fermée constituée d'un moyeu coulé (13) auquel la 

roue elle-même est boulonnée.    

L'ajustement entre arbre et moyeu (13) est un ajustement glissant, h/H. La roue à aubes a 

subi un équilibrage dynamique. 

L'arbre est construit en acier d'arbre. Les paliers (18) et (06) sont à roulements à rouleaux 

à butée sphérique Désignation de base 22332 à voile C3 pour le palier (18) et 22328 à voile C3 

pour le palier (06). Ils sont frettés sur l'arbre. L'un d'eux, conçu comme palier de guidage, est monté 

près du moteur. L'autre est mobile dans son corps. 

 Tous ces deux paliers sont montés dans des corps de paliers FLS coulés (19), montés sur le 

tabouret (20). Une turbine de refroidissement (16) est montée sur l'arbre à proximité de l'enveloppe 

vu que Les rotors doivent travailler à des températures supérieures à 125°C. L'enveloppe du 

ventilateur est constituée de la carcasse elle-même (17), flasque avant (03), flasque arrière (05) et 

pavillon d'aspiration (02). L'enveloppe du ventilateur étanchée par corde de bourrage (12), est dotée 

d'une trappe de visite (21). La flasque avant est boulonnée à l'enveloppe. 
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Figure Ⅲ.1 : Dessin d’ensemble du rotor [6] 

1-Enveloppe et ouïe de refoulement                                    

 2-Pavillond'aspiration 

3-Flasqueavant                                                                        

4-Carter d’accouplement 

5-Flasquearrière                                                                      

6-Palier à roulement (22328/C3) 

7-Support moteur                                                                    

8-Moteur 

9-Accouplement flexible                                                        

10-Protecteur moteur 

11-Roue à aubes                                                                     

12-Corde de bourrage 

13-Moyeu                                                                             

14-Ecrou 

15-Arbre                                                                                 

16-Tabouret de palier 

17-Corps de palier                                                                  

18-Palier à roulement (22332/C3) 
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19-Trappe de visite 

 

Figure Ⅲ.2: Diagramme du ventilateur de ciment [6]   

Ⅲ.1.1. Caractéristique technique de rotor  

Le ventilateur comprend essentiellement : 

➢ Un moteur d’entraînement ABB 

➢ Un accouplement flexible 

➢ Une turbine à aubes montées sur un arbre avec 2 paliers SKF, munis de roulements à 

rotule sur rouleaux coniques. 

Les données techniques de rotor et de Moteur sont données dans Tableau (1et 2) 

Type MTSS 224/224 

Nbre de pales 16 

Température 84 C° 

Vitesse 985 tr/mn 

 
Roulements 

Palier1 22328/C3 

Palier2 22332/C3 

Tableau Ⅲ.1 : Les données techniques de Ventilateur 
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Marque  ABB 

Puissance 500 kW 

Tension 11000 V 

Poids 53 Kg 

Intensité 33 A 

Vitesse 995 tr/mn 

 

Roulements 

DE 6324/C3 

NDE 6326/C3 

Tableau Ⅲ.2 : Les Données techniques de Moteur 

Ⅲ.1.2. Principe de Fonctionnement  

Déplacer l'air d'un emplacement à un autre en créant une pression différentielle qui crée un 

courant d'air. 

➢ Le moteur de commande entraine le rotor du Ventilateur    

➢ Le ventilateur renvoie l'air vers l'extérieur grâce à la force centrifuge   

➢ Cela crée une pression statique négative (Ps) à l'entrée du ventilateur   

➢ La pression atmosphérique (Pa) force l'air dans l'entrée   

➢ L'air qui quitte le ventilateur a une pression positive.    

➢ La Pression totale = Pression dynamique + Pression Statique (Pt = Ps + Pd) 

Ⅲ.2. La conception du rotor a roue centrifuge radial par l’logiciel 

SOLIDWORKS 2016  

Les figures ci-dessous présentent la conception des pièces et leur assemblage du rotor en 

utilisant SolidWorks 
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Figure Ⅲ.3: Conception de l’arbre 

 

Figure Ⅲ.4 : Conception de Flasque arrière 

Figure Ⅲ.5 : Conception de moyeu 

 

Figure Ⅲ.6: Conception de l’ailette   

Figure Ⅲ.7 : Conception d’écrou Figure Ⅲ.8 : Conception de Vis 

Figure Ⅲ.9: Conception écrou arbre 
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Figure Ⅲ.10 : Assemblage des éléments de 

la roue 

 

Figure Ⅲ.11: Conception de Flasque 

avant 

 

Figure Ⅲ.12:  Assemblage des éléments du ventilateur 
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Ⅲ.3. Modélisation des rotors par élément finis 

La mise en équations d’un système de solides, reliés par des éléments flexibles (de raideurs 

connues) et des amortisseurs (de constantes données) fournit une modélisation exacte du système. 

La modélisation en système continu (masse et rigidité réparties sur tout l'élément) fournit des 

résultats analytiques en s'appuyant sur la mécanique des milieux continus. Ses formulations sont 

générales maisse limitent à des cas élémentaires. Les vibrations d’une structure plus complexe, 

admettant un nombre élevé de degrés de liberté (ddl), nécessitent une méthode générale, modulable 

et programmable.  

La méthode des éléments finis (MEF) décompose une structure en éléments simples  

élémentaires, de type poutre, plaque, rotor... Le comportement vibratoire de l'élément est ramené à 

celui des nœuds. Ensuite on connecte les différents éléments (maillage) en respectant les conditions 

de continuité. 

On peut alors extraire les matrices de masse et de raideur de la structure complète et déduire les 

pulsations propres du système non amorti et ses modes normaux. Cet outil de simulation de 

systèmes mécaniques permet de mieux comprendre le comportement d’un rotor.  

L'effet gyroscopique doit être pris en compte et des méthodes de résolution spécifiques 

peuvent être avantageusement employées. 

Ⅲ.3.1. Eléments finis de rotor 

Il est nécessaire de définir les éléments finis permettant de modéliser les rotors : disque, 

arbres, paliers, et de représenter les forces extérieures, en particulier celles dues aux balourds. 

Ⅲ.3.1.1. Disque  

On applique les équations de Lagrange sur l’expression (ӀӀ.16) de l’énergie cinétique de 

disque on toure les différents matrice et vecteur de disque (matrice de masse, matrice 

d’amortissement, matrice de raideur et vecteur force). 

𝒅

𝒅𝒕
(
𝝏𝑻𝒂

𝝏𝜹̇
) −

𝝏𝑻𝒂
𝝏𝜹

= [𝑴𝒅]{𝜹̈}[𝑪𝒅]{𝜹̇} + [𝑲
∗
𝒅]{𝜹} 

Avec [𝑴𝒅] et [𝑪𝒅]respectivement son le matrice de masse et la matrice l’effet gyroscopique qu’ont 

pour expression 
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𝒅

𝒅𝒕
(
𝝏𝑻𝒅

𝝏𝜹̇𝒊
) −

𝝏𝑻𝒅
𝝏𝜹𝒊

= [

𝟏𝟎𝟑𝟒.𝟏𝟔 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏𝟎𝟑𝟒.𝟏𝟔 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟓.𝟒𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟓.𝟒𝟏

][

𝒖̈
𝒘̈

𝜽̈
𝚿̈

̈

] + 𝛀 [

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎
𝟎

𝟎
𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 −𝟒𝟏𝟓.𝟒𝟐
𝟎 𝟎 𝟒𝟏𝟓.𝟒𝟐 𝟎

][

𝒖̇
𝒘̇

𝜽̇
𝚿̇

] 

Ⅲ.3.1.2. Arbre 

a- L’énergie cinétique : 

Les matrices obtenues sont de l’ordre 4*4.M1 et M2sont les matrices classiques de masse, M3 et 

M4représentant l’effet secondaire d’inertie de rotation de la section par rapport à un diamètre et la 

matrice M5représente l’effet gyroscopique. Le terme qui est une constante à une contribution nulle 

de l’application des équations de Lagrange. L’expression (ӀӀ.34) se réduit à : 

𝒅

𝒅𝒕
(
𝝏𝑻𝒂

𝝏𝜹̇
) −

𝝏𝑻𝒂
𝝏𝜹

= (𝑴𝒄+ 𝑴𝒈)𝜹̈ + 𝑮𝜹̇ 

Où Mc et Mg sont déduites respectivement de M1, M2, M3, etM4etGest déduite de M5, Les 

matrices sont donc les suivantes : 

𝑮 =
𝝆𝚰𝛀

𝟑𝟖.𝟕𝟕

[
 
 
 
 
 
 
 
𝟎 −𝟑𝟔 −𝟕.𝟕𝟓
𝟑𝟔 𝟎 𝟎
𝟕.𝟕𝟓 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟑𝟔   −𝟕. 𝟕𝟓  𝟎
−𝟕. 𝟕𝟓 −𝟑𝟔 𝟎       𝟎   −𝟕.𝟕𝟓
−𝟐𝟔.𝟕𝟐 −𝟕.𝟕𝟓 𝟎        𝟎    𝟔. 𝟔𝟖

𝟎 𝟕.𝟕𝟓 𝟐𝟔.𝟕𝟐
𝟎 𝟑𝟔 𝟕. 𝟕𝟓

−𝟑𝟔
𝟕. 𝟕𝟓
𝟎

𝟎
𝟎

𝟕.𝟕𝟓

𝟎
𝟎

−𝟔. 𝟔𝟖

𝟎 𝟎 −𝟕. 𝟕𝟓      −𝟔.𝟔𝟖 𝟎
𝟎 𝟎 −𝟑𝟔     𝟕. 𝟕𝟓   𝟎

−𝟕.𝟕𝟓
𝟔. 𝟔𝟖
𝟎

𝟑𝟔
−𝟕.𝟕𝟓
𝟎

 𝟎        𝟎      𝟕.𝟕𝟓
𝟎          𝟎   −𝟐𝟔.𝟕𝟐
−𝟕. 𝟕𝟓     𝟐𝟔.𝟕𝟐 𝟎 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑴𝒄 = 𝟎. 𝟎𝟗𝟔

[
 
 
 
 
 
 
 

𝟏𝟓𝟔 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏𝟓𝟔 𝟓𝟔.𝟖𝟕
𝟎 𝟓𝟔.𝟖𝟕 𝟐𝟔.𝟕𝟐

−𝟓𝟔.𝟖𝟕 𝟓𝟒 𝟎    𝟎        𝟑𝟑.𝟔𝟎
𝟎 𝟎 𝟓𝟒  −𝟑𝟑.𝟔𝟎    𝟎
𝟎 𝟎 𝟑𝟑.𝟔𝟎 −𝟐𝟎.𝟎𝟒𝟔   𝟎

−𝟓𝟔.𝟖𝟕 𝟎 𝟎
𝟓𝟒 𝟎 𝟎
𝟎
𝟎

𝟑𝟑.𝟔𝟎

𝟓𝟒
−𝟑𝟑.𝟔𝟎

𝟎

𝟑𝟑.𝟔𝟎
−𝟐𝟎.𝟎𝟒

𝟎

𝟐𝟔.𝟕𝟐 −𝟑𝟑.𝟔𝟎 𝟎       𝟎      −𝟐𝟎.𝟎𝟒
−𝟑𝟑.𝟔𝟎𝟓 𝟏𝟓𝟔 𝟎       𝟎       𝟓𝟔.𝟖𝟕

𝟎
𝟎

−𝟐𝟎.𝟎𝟒

𝟎
𝟎

𝟓𝟔.𝟖𝟕

𝟏𝟓𝟔
−𝟓𝟔.𝟖𝟕

𝟎

−𝟓𝟔.𝟖𝟕   
𝟐𝟔.𝟕𝟐
𝟎

𝟎
𝟎

𝟐𝟔.𝟕𝟐]
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𝑴𝒈 =
𝝆𝚰

𝟕𝟕.𝟓𝟓

[
 
 
 
 
 
 
 
𝟑𝟔 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑𝟔 𝟕.𝟕𝟓
𝟎 𝟕. 𝟕𝟓 𝟐𝟔.𝟕𝟐

−𝟕. 𝟕𝟓 −𝟑𝟔 𝟎             𝟎          −𝟕.𝟕𝟓
𝟎 𝟎 −𝟑𝟔            𝟕.𝟕𝟓        𝟎
𝟎 𝟎 −𝟕. 𝟕𝟓        −𝟐𝟔.𝟕𝟐 𝟎

−𝟕. 𝟕𝟓 𝟎 𝟎
−𝟑𝟔 𝟎 𝟎
𝟎
𝟎

−𝟕. 𝟕𝟓

−𝟑𝟔
𝟕.𝟕𝟓
𝟎

−𝟕. 𝟕𝟓
𝟔. 𝟔𝟖
𝟎

𝟐𝟔.𝟕𝟐 𝟕. 𝟕𝟓 𝟎               𝟎                 −𝟔. 𝟔𝟖
𝟕.𝟕𝟓 𝟑𝟔 𝟎            𝟎               𝟕.𝟕𝟓
𝟎
𝟎

𝟔.𝟔𝟖

𝟎
𝟎

𝟕. 𝟕𝟓

 𝟑𝟔       −𝟕.𝟕𝟓            𝟎
−𝟕.𝟕𝟓          𝟐𝟔.𝟕𝟐        𝟎

        𝟎             𝟎               𝟐𝟔.𝟕𝟐]
 
 
 
 
 
 
 

 

b- L’énergie de déformation 

L’application des expressions (ӀӀ.29) et (ӀӀ.31) sur l’équation de l’énergie de déformation donnée 

par la formule (ӀӀ. 10) donne : 

𝑼𝒂 =
𝟏

𝟐
𝜹𝒖𝒕𝑲𝟏𝜹𝒖+

𝟏

𝟐
𝜹𝒘𝒕𝑲𝟐𝜹𝒘 

Où 𝑲𝟏  et 𝑲𝟐sont les matrices classiques de raideur. L’effet de cisaillement n’est pas pris en 

compte.  

Déformation de celle-ci dans les paliers nous présentons pat la suite une réflexion sur la 

résolution du système d’équation dynamique mis place.  

𝑲 =
𝑬𝚰

𝑳𝟑

[
 
 
 
 
 
 
 
𝟏𝟐    𝟎         𝟎
𝟎    𝟏𝟐         𝟏𝟓.𝟓𝟏
𝟎     𝟏𝟓.𝟓𝟏        𝟐𝟔.𝟕𝟐

−𝟏𝟓.𝟓𝟏 −𝟏𝟐 𝟎           𝟎  −𝟏𝟓.𝟓𝟏
𝟎 𝟎 −𝟏𝟐      𝟏𝟓.𝟓𝟏   𝟎
𝟎 𝟎 −𝟏𝟓.𝟓𝟏         𝟏𝟑.𝟑𝟔 𝟎

−𝟏𝟓.𝟓𝟏 𝟎 𝟎
−𝟏𝟐 𝟎 𝟎
𝟎
𝟎

−𝟏𝟓.𝟓𝟏

−𝟏𝟐
𝟏𝟓.𝟓𝟏
𝟎

−𝟏𝟓.𝟓𝟏
𝟏𝟑.𝟑𝟔
𝟎

𝟐𝟔. 𝟕𝟐 𝟏𝟓.𝟓𝟏 𝟎         𝟎             𝟏𝟑.𝟑𝟔
𝟏𝟓. 𝟓𝟏 𝟏𝟐 𝟎    𝟎             𝟏𝟓.𝟓𝟏
𝟎
𝟎

𝟏𝟑. 𝟑𝟔

𝟎
𝟎

𝟏𝟓.𝟓𝟏

𝟏𝟐
−𝟏𝟓.𝟓𝟏

𝟎

−𝟏𝟓.𝟓𝟏
𝟐𝟔.𝟕𝟐
𝟎

𝟎
𝟎

𝟐𝟔.𝟕𝟐]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝒖𝟏
𝒘𝟏

𝜽𝟏
𝚿𝟏
𝒖𝟐
𝒘𝟐

𝜽𝟐
𝚿𝟐]
 
 
 
 
 
 
 

 

Ⅲ.3.1.3. Paliers  

Les caractéristiques de raideur et d’amortissement relient les forces aux déplacements et vitesses. 

L ‘influence des pentes et des moments est habituellement négligée et compte 

{
 
 

 
 𝑭𝒖𝟏
𝑭𝜳𝟏
𝑭𝒘𝟏
𝑭𝜽𝟏 }

 
 

 
 

= − [

𝟑, 𝟐.𝟏𝟎𝟕 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟏,𝟐. 𝟏𝟎𝟕 𝟎
𝟎 𝟎

] [

𝒖
𝜳
𝒘
𝜽

] − [

𝟑. 𝟑.𝟏𝟎𝟑 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟏,𝟓. 𝟏𝟎𝟑 𝟎
𝟎 𝟎

] [

𝒖̇
𝜳̇
𝒘̇
𝜽̇

] 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 
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Ⅲ.3.2. Système d’équations 

L’obtention du système d’équations se fera classiquement en appliquant les équations de 

Lagrange. 

Le système d’équations générales est : 

[𝑴]{𝜹̈} + [𝑪]{𝜹̇} + [𝑲]{𝜹} = {𝑬𝒇𝒇𝒐𝒓𝒕} 

Il convient de le réécrire en dissociant les équations en forces et en moments :  

{
[𝑴𝒇]{𝒒̈} + [𝑪𝒇]{𝒒̇} + [𝑲𝒇]{𝒒} = {𝑭𝒆𝒙𝒕}

[𝑴𝑴]{𝜽̈} + [𝑪𝑴]{𝜽̇} + [𝑲𝑴]{𝜽} = {𝑴𝒆𝒙𝒕}
 

Avec {q}le vecteur des inconnues en déplacement et {𝜽}le vecteur des inconnues angulaires. 

Les équations de mouvements pour un système en tenant compte l'effet de l'amortissement 

interne s'écrit : 

[𝑴]{𝜹̈} + ([𝑪] + [𝑪𝒊]){𝜹̇} + ([𝑲] + [𝑲𝒊]){𝜹} = {𝑬𝒇𝒇𝒐𝒓𝒕} 

La résolution des équations que nous venons de déterminer conduira donc à obtenir les 

Informations relatives au comportement dynamique du rotor, c'est -à-dire le mouvement et là 

Ⅲ.4. Analyse modale du rotor a roue centrifuge radial par logiciel Workbench 

ANSYS 15 

Les études essentielles de la dynamique des rotors concernant le tracé du diagramme de Campbell 

qui représente l’évolution des fréquence propres en fonction de vitesse de rotation et le calcul des 

réponses à balourd principalement lors du passage des vitesse critiques. Pour réaliser de telles 

étude, on dispose aujourd’hui de nombreux outils de modélisation comme la méthode des élément 

finis. Dans ce qui suit on présente la simulation numérique du rotor a roue centrifuge radial par le 

code calcul ANSYS 15 Workbench.   
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

Ⅲ.4.1. Caractéristique géométrique et mécanique de rotor  

a- Propreté géométrique 

➢ Pour l’arbre : longueur𝑳𝒂 = 𝟐,𝟓𝟖𝟓𝒎, diamètre𝑫𝒂 = 𝟎, 𝟏𝟔𝒎 

➢ Pour le disque : diamètre extérieur𝑫𝒅𝒆 = 𝟐, 𝟐𝟓𝟓𝒎 , diamètre intérieur 

𝑫𝒅𝒊 = 𝟎,𝟏𝟔𝒎 

b- Propreté mécanique 

➢ Pour l’arbre et disque : masse volumique ρ=7850 kg⁄𝒎𝟑, module de Yong 

 E=2e11 Pa 

  Et de coefficient de poissant v=0.3 

➢ Pour paliers : 

Pour palier1(Roulements 22328/C3) : raideur 𝑲𝒚𝒚 = 𝟑.𝟐 × 𝟏𝟎𝟕𝑵 𝒎⁄  ;𝑲𝒛𝒛𝟏. 𝟐 × 𝟏𝟎
𝟕𝑵

𝒎⁄  et 

d’amortissement visqueux𝑪𝒚𝒚 = 𝟑.𝟑 × 𝟏𝟎𝟑𝑵.𝒔 𝒎⁄  ; 𝑪𝒛𝒛𝟏.𝟓𝟏𝟎
𝟑𝑵. 𝒔

𝒎⁄  

Pour palier 2 (Roulements 22332/C3) : raideur 𝑲𝒚𝒚 = 𝟑.𝟔𝟗 × 𝟏𝟎𝟕𝑵 𝒎⁄  ; 𝑲𝒛𝒛 =

𝟏. 𝟒 × 𝟏𝟎𝟕𝑵 𝒎⁄ etd’amortissement visqueux𝑪𝒚𝒚 = 𝟐. 𝟔 × 𝟏𝟎
𝟑𝑵. 𝒔

𝒎⁄  ; 𝑪𝒛𝒛 = 𝟏.𝟓 ×

𝟏𝟎𝟑𝑵. 𝒔 𝒎⁄  

Ⅲ.4.2. Génération et maillage de la géométrie de rotor  

La génération de la géométrie du rotor dans le code de calcul ANSYS est obtenue par importation 

de la géométrie SolidWorks et son maillage est obéie au choix des éléments de maillage 

correspond chaque élément de rotor. 

Le maillage global de rotor (élément arbre, disque, est palier additionnés) représente le modèle 

global de rotor à élément fini est illustré sur la Figure Ⅲ.13 

Tableau Ⅲ.3: Maillage du rotor 

 

Structure  Elément Nœud 

Rotor 485526 485526 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure Ⅲ.13: Maillage du rotor 

Ⅲ.4.3. Les conditions aux limites 

Les conditions aux limites dans notre modèle de rotor correspondent : 

Le système en rotation suivant l'axe OX (〖, Rot〗 x x), les mouvements de flexion suivant l’axe 

Z et Y. Pour les paliers dans le cas où son effet est négligeable ont supposé qu'ils sont rigides (on 

supprime tous les degrés de libertés suivant les 3 directions dans le point de raccordement avec 

l'arbre et les points de raccordement avec la fondation. Si son effet n'est pas négligeable on garde 

les degrés de liberté suivant les axes OY et OZ et on supprime le déplacement et la rotation 

suivant OX dans les points de raccordement avec l'arbre voire la Figure Ⅲ.14 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure Ⅲ.14: condition aux limites 



 
 

Ⅲ.5. Résultant de simulation numérique 

La simulation a été faite pour les vitesses de rotation de fonctionnement Ω différentes et 

différentes hypothèses des ailettes : 

Vitesse Ω1 Ω2 Ω3 

Valeur (rpm) 10 450 1000 

Tableau Ⅲ.4 : vitesses de rotation en fonctionnement de Ω 
 

N° de cas 1 2 3 

Hypothèses Rotor sein Une ailette usée 5 ailettes usées 

Tableau Ⅲ.5 : hypothèse d’ailette 

Ⅲ.5.1 : Le déplacements et les fréquences 

Cas 1 : Rotor sein 

Le tableau dessus présent les déplacement max est les fréquences de chaque mode en 

fonction de la vitesse. 

 
 

Figure Ⅲ.15 : Fréquence et déplacement spécifique de chaque mode calculé 

Les résultats de déplacement illustrent aux figures suivant (voir figures Ⅳ 16.17.18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

50 

Chapitre Ⅲ 

simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 



 

51 
 

Chapitre Ⅲ                                                                                                                                                                          

simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

Figure Ⅲ.16 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement10 rpm 

Figure Ⅲ.17 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 450 rpm 
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Chapitre Ⅲ                                                                                                                                                                          

simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

Figure Ⅲ.18 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 1000 rpm 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

Cas 2 : Rotor avec une ailette usée 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure Ⅲ.19 : rotor avec une ailette usée 

Le tableau dessus présent les déplacement max est les fréquences de chaque mode en fonction de 

la vitesse. 

 

Figure Ⅲ.20: Fréquence et déplacement spécifique de chaque mode calculé 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

 

Les résultats de déplacement illustrent aux figures au-dessous (voir figures Ⅲ.22.23.24) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure Ⅲ.21 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 10 rpm 

 
Figure Ⅲ.22 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 450 rpm 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

Figure Ⅲ.23 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 1000 rpm 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

 

Cas 3 : Rotor avec 5 ailettes usées 

Le tableau dessus présent les déplacement max est les fréquences de chaque mode en fonction de 

la vitesse. 

 

 

Figure Ⅲ.24 : Fréquence et Déplacement spécifique de chaque mode calculé 

Les résultats de déplacement illustrent aux figures au-dessous (voir figures Ⅳ 25.26.27) 

Figure Ⅲ.25 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement10 rpm 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

Figure Ⅲ.26: le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement 450 rpm 

 

Figure Ⅲ.27 : le déplacement max pour la vitesse de fonctionnement1000 rpm 
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simulation numérique du comportement dynamique d’un rotor 

par élément FINIS (ANSYS) 

 

Ⅲ.5.2 : Diagramme de Campbell 

Le diagramme de Campbell permet nous de déterminer les vitesse critique pour divers types 

d’excitation, pour une excitation synchrone de type force de balourd la vitesse critique est obtenue 

par l’intersection de droit harmonique bissectrice avec les droits des modes de vibration de rotor, 

le diagramme de Campbell pour les hypothèses d’ailette aux figures (28.29.30) 
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Ⅲ.5.2.1. Cas 1 : Rotor sein 
 
 

Figure Ⅲ.28: Diagramme de Campbell Cas 1 

Dans ce cas présent 3 vitesse critique la première vitesse critique correspond le 3 -ème 

mode est située à la vitesse Ω𝑐1 = 956.38 rpm et la deuxième vitesse critique correspond le 2 -ème 

mode est située à la vitesse Ω𝑐2 = 635.23 rpm le troisième vitesse critique correspond le premier 

mode est située à la vitesse Ω𝑐3=428.51 rpm 
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Ⅲ.5.2.2. Cas 2 : Rotor avec une ailette usée 
 

 
Figure Ⅲ.29 : Diagramme de Campbell Cas 2 

Dans ce cas présent 3 vitesse critique la première vitesse critique correspond le 3 -ème mode est 

située à la vitesse Ω𝑐1= 847.48 rpm, et la deuxième vitesse critique correspond le 2 -ème mode est 

située à la vitesse Ω𝑐2= 636.58 rpm, le troisième vitesse critique correspond la première mode est 

située à la vitesse Ω𝑐3= 418.1 rpm 



Chapitre Ⅲ 

Simulation numérique du comportement dynamique d’un 

rotor par élément FINIS (ANSYS) 

61 

 

 

 

Ⅲ.5.2.3. Cas 3 : Rotor avec 5 ailettes usées 
 

 

Figure Ⅲ.30: Diagramme de Campbell Cas 3 

Dans ce cas présent 3 vitesse critique la première vitesse critique correspond le 4 -ème 

mode est située à la vitesse Ω𝑐1= 937.4 rpm et la deuxième vitesse critique correspond le 2 -ème 

mode est située à la vitesse. Ω𝑐2= 640.84 rpm, le troisième vitesse critique correspond le premier 

mode est située à la vitesse Ω𝑐3= 451.22 rpm. 

On conclusion dans le cas de rotor sein et le cas de rotor avec une ailette usée que les vitesse 

critique correspondre aux mêmes modes, tandis que dans le cas de rotor avec 5 ailettes usées le 

troisième vitesse critique correspond le premier mode comme les deux cas précédents et la situation 

est différente pour la première et deuxième vitesse critique. 

En comparant les trois cas précédents on trouve que les user dans l’ailettes du rotor affecte le 

mode vibratoire. 



 
 

Conclusion 

générale 
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Conclusion  générale 

 
Conclusion générale 

Ce travail avait pour objectif d’apporter d’étude dynamique de rotors par élément finis. 

Le premier chapitre d'après l'introduction générale de ce travail est édifié à partir d'une 

synthèse bibliographique sur le comportement dynamique et vibratoire d'un rotor flexible. Il 

synthétise les généralités sur les rotors des machines tournantes industrielles, l'historique et les 

travaux de recherche qui contribuent au développement sur le dynamique de rotor ,D'après une 

étude détaillée dans les littératures qu'on a vue, on est conclus que le début de recherche sur le 

comportement dynamique des rotors est généralement limité sur la détermination des vitesses 

critiques et les modes de vibrations, mais récemment les points de vue des chercheurs s'orientent 

vers l'étude des systèmes non linéaire et l'analyse de stabilité du système dynamique. Et est présente 

la modélisation de rotor par équation fondamentales de mouvement de rotor. On a déterminé les 

énergies (cinétiques et déformation), On est appliqué, les équations de Lagrange pour trouver 

finalement les équations de mouvement de rotor. 

Le deuxième chapitre consacré à la modélisation de rotor par la méthode des éléments fini, 

on a déterminé les différentes matrices des paramètres dynamique de rotor, matrice de masse, 

matrice d'amortissement et matrice de rigidité. 

Enfin, L’étude menée au dernier chapitre est pour objectif de détermine les fréquences est 

déplacements max par trois hypothèse (rotor sein, rotor avec une ailette usée et rotor avec 5 ailettes 

usées), ces études ont été faite par simulation en ANSYS WORKBENSH et ils sont présentés par 

le diagramme de Campbell. 

D’après ces résultats, on souhaite à la future d’approfondir et de développer la recherche 

sur les sujets des systèmes dynamiques et surtouts sur la stabilité de mouvements de rotor, ainsi 

que l’interaction de rotor avec le fluide (effet aérodynamique). 
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Résumé 

Le progrès technologique exige sans cesse des systèmes plus performants. Pour les 

machines tournantes, de grandes puissances et des vitesses très élevées sont parmi les objectifs 

voulus. Cependant, les problèmes vibratoires lies leurs éléments principaux tels que les arbres et 

les rotors sont des phénomènes qui demeurent encore préoccupants malgré les progrès réalisés dans 

la conception. 

Ces derniers qui sont dus, par exemple, aux inévitables défauts d’usinage et de montage 

limitent les performances des machines en affectant leur fonctionnalité et leur fiabilité. Ils peuvent 

causer des dégâts sérieux ou mener à leurs ruines. Une compréhension complète du comportement 

vibratoire et une connaissance suffisante sur la dynamique des rotors sont donc nécessaires pour 

trouver les moyens d’éviter ou de réduire ou de supprimer les vibrations. Initialement, les premiers 

soucis et efforts étaient de prédire les vitesses de rotation critiques de résonance et après modifier 

la conception pour les changer afin de les éviter. Mais, il a longtemps été observé que quand les 

vitesses d’opération dépassèrent les vitesses critiques des problèmes indésirables variés 

d’instabilité apparaissaient. Le travail présenté dans ce mémoire traite un problème réel concernant 

l’analyse du comportement dynamique vibratoire d’un rotor a roue centrifuge radial. La 

modélisation a été faite par la méthode des éléments finis en utilisant le code de calcul ANSYS 

pour déterminer les fréquences propres, les déformées modales, les vitesses critiques du rotor à 

partir de trois cas (rotor sein, rotor avec une ailette usée et rotor avec 5 ailettes usées). 

 Mots clés : Simulation, rotors, éléments finis, analyse modale.  

 ملخص

يتطلب أنظمة أكثر فعالية من أي وقت   العالية والسرعات   للاجهزة الدوارة، تعد الطاقة مضى. بالنسبةالتقدم التكنولوجي 
الاساسية مثل المحاور والدوارات هي ظواهر لا تزال   ذلك، فإن المشاكل الاهتزازية المتعلقة بعناصرها  المرجوة. ومعالعالية من بين الاهداف  

على سبيل المثال، بسبب أخطاء التصنيع والتجميع الا مفر منها، تحد من أداء الماكينة   التصميم.من التقدم المحرز في مقلقة على الرغم 
لذلك فإن الفهم الكامل لسلوك   تلفهما خطيرة أو تؤدي إلى  يمكن أن تسبب أضرا ر  الوظيفي والموثوقية  التأثير على الاداء  لالمن خا
البداية، كانت المخاوف   منها. فيأو التخلص    هتزازاتالايجاد طرق لتجنب أو تقليل  لاوالمعرفة الكافية لديناميكيات الدوار ضروريةً    الاهتزاز
، لوحظ منذ فترة طويلة أنه تجنبها. ولكنمن أجل  ولى هي التنبؤ بسرعات دوران الرنين الحرجة وبعد تعديل التصميم لتغييرهاالاوالجهود  

تنشأ العديدمن مشاكل عدم    .ستقرار غير المرغوب فيهاالاعندما تتجاوز سرعات التشغيل السرعات الحرجة، 

إجراء النمذجة   تم  .شعاعيدوار عجلة طرد مركزي  العمل المقدم في هذه الرسالة يتعلق بتحليل السلوك الديناميكي ل
من  الرنين الذاتي، وتشوهات الذاتية، والسرعات الحرجة  لاتلتحديد حا ANSYS ية باستخدام كودباستخدام طريقة العناصر المنته

 .حالات للدوار  خلال ثلاث

 : المحاكاة، الدوارات، العناصر المنتهية، التحليل الذاتي.الكلمات المفتاحية
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