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Résume :

J'ai appris le filtrage et la compression des signaux et des images SV développement continu
parallelement au developpement des communications et du multimédia depuis les années 1960, une
nouvelle technologie SVD a été proposée, qui est une technologie puissante, simple et facile a mettre
en ceuvre, car elle décompose les matrices en composants individuels, révélant les données sous-
jacentes de base. structures et fournir des solutions efficaces pour améliorer la qualité du signal et
réduire la taille de I’image sans perte significative de qualité et améliorer I'utilisation de la bande
passante du réseau.

A travers les résultats obtenus par I'application des techniques de SVD aux signaux et aux images.
Les performances de la SVD en termes de filtrage du bruit et de compression des données sont
analysées et comparées aux méthodes traditionnelles. Les résultats démontrent une amélioration
notable de la qualité des données et une réduction significative des besoins en stockage.

Abstract :

I learned about filtering and compression of signals and images SV continuous development Along
with the development of communications and multimedia since the 1960s, a new SVD technology was
proposed, which is a powerful, simple and easy to implement technology. work, because it breaks
down matrices into individual components, revealing the basic underlying data. structures and provide
effective solutions to improve signal quality and reduce image size without significant loss of quality
and improve network bandwidth utilization.

Through the results obtained by the application of SVD techniques to signals and images. The
performance of SVD in terms of noise filtering and data compression is analyzed and compared with
traditional methods. The results demonstrate a notable improvement in data quality and a significant
reduction in storage requirements.
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Introduction Générale

La croissance exponentielle des données numériques au cours des derniéres décennies a mis en
lumiere la nécessité de techniques efficaces pour le traitement et la gestion des signaux et des images.
Le filtrage et la compression sont deux aspects cruciaux de ce domaine, permettant de réduire le bruit,
d'ameliorer la qualité des données et de minimiser les besoins en stockage. Parmi les diverses méthodes
disponibles, la décomposition en valeurs singulieres (SVD) s'est révelée étre un outil puissant et
polyvalent. Ce mémoire explore I'application de la SVD dans le contexte du filtrage et de la
compression des signaux et des images, en s'appuyant sur des fondements théoriques solides et des
méthodes algébriques avancées.

Ce rapport est organisé en trois chapitres. Le premier chapitre Fondements du Traitement d'Images
et de Signaux Le premier chapitre établit les bases du traitement des images et des signaux. Nous y
abordons les concepts fondamentaux tels que la représentation des signaux et des images sous forme
de matrices, les notions de bruit et de signal utile, ainsi que les techniques classiques de traitement
telles que la transformation de Fourier et les filtres passe-bas et passe-haut. Ces concepts sont essentiels
pour comprendre comment les méthodes de filtrage et de compression peuvent étre appliquées pour
ameliorer la qualité des données et réduire les besoins en stockage.

Le deuxieme chapitre se concentre sur les méthodes et techniques algébriques, avec un accent
particulier sur la décomposition en valeurs singulieres (SVD). Nous y présentons les principes
mathématiques sous-jacents a la SVD, en expliquant comment cette méthode permet de décomposer
une matrice en composantes singuliéres qui représentent les structures fondamentales des données.
Nous discutons également de I'application de la SVD au filtrage du bruit et a la compression des images,
en illustrant ces concepts par des exemples concrets et des études de cas.

Le troisieme chapitre présente les résultats obtenus a partir de I'application des techniques de SVD
aux signaux et aux images. Nous y analysons les performances des méthodes de filtrage et de
compression, en comparant les résultats avec ceux obtenus par des techniques traditionnelles. Une
discussion approfondie sur les avantages et les limites de la SVD est également incluse, mettant en
lumiére les situations ou cette méthode est particuliérement efficace.

Nous concluons par des perspectives sur les recherches futures et les améliorations potentielles dans
le domaine du traitement des signaux et des images.
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1. Introduction

Le domaine du traitement d'images et de signaux s'est considérablement deéveloppé au fil des
derniéres décennies. Le traitement numérique des images et des signaux englobe toutes les méthodes
visant & altérer une image ou un signal afin de les améliorer ou d'en extraire des informations
pertinentes. Le traitement d'images et de signaux est ainsi un ensemble de méthodes et de techniques
visant a rendre ces opérations possibles, plus simples, plus efficaces et plus agréables, permettant ainsi
d'améliorer I'aspect visuel des images et des signaux et d'extraire des informations pertinentes.

Dans ce chapitre introductif, nous explorerons les principes fondamentaux du traitement d'images
et de signaux, jetant les bases nécessaires pour comprendre les techniques avanceées et les applications
dans les chapitres suivants.

2. Concepts Fondamentaux

2 .1. Image

Une image peut étre définie de maniére étendue comme une représentation visuelle ou une
abstraction de la realité qui est généralement enregistrée ou affichée sur un support physique ou
numérique. Cette définition englobe les images dans un large spectre, qu'elles soient des photographies,
des peintures, des diagrammes, des schémas, des représentations graphiques, ou méme des modeéles
abstraits dans des domaines tels que la vision par ordinateur ou les neurosciences.

2.1.1. Caractéristiques d'une Image

a. Spécialisation Contextuelle

Une image capture généralement une scéne ou une information visuelle spécifique a un moment

donné dans le temps et dans un contexte donné.
b. Composition Pixelaire

Les images sont composées d'éléments discrets appelés pixels (éléments d'image en deux
dimensions) ou voxels (éléments en trois dimensions). Chaque pixel ou voxel contient des
informations sur la couleur, I'intensité lumineuse ou d'autres attributs visuels.

c. Dimensionnalité

Les images peuvent étre bidimensionnelles (2D), comme les images photographiques ou les images

affichées sur un écran, ou tridimensionnelles (3D), telles que les images volumétriques générées par

des scanners médicaux.




d. Modalités
Les images peuvent étre capturées ou genérées a partir de différentes modalités, telles que la
lumiére visible, les ondes électromagnétiques (par exemple, les rayons X, l'infrarouge, l'ultraviolet),
les ondes sonores (pour les images échographiques), ou méme des données numériques synthétiques.
e. Représentation Numérique
Dans le contexte numérique, une image est souvent représentée sous forme de matrice de pixels,
ou chaque pixel est associé a des valeurs numériques representant ses caractéristiques visuelles, telles
que la couleur (dans le cas d'une image RVB) ou l'intensité lumineuse (dans le cas d'une image en
niveaux de gris).
f. Interprétation et Sémantique
Les images peuvent étre interprétées de maniére subjective par des observateurs humains, mais
aussi analysées de maniere objective par des algorithmes d'apprentissage automatique ou des systémes
de vision par ordinateur pour extraire des informations utiles ou des structures significatives.
2.1.2. Types d'Images
a. Images Réelles
Les images réelles sont des représentations directes de scénes ou d'objets capturés a l'aide de
dispositifs de capture d'images tels que des caméras.
b. Images Synthétiques
Les images synthétiques sont générées par des ordinateurs pour représenter des objets ou des
environnements fictifs ou modélisés.
c. Images Médicales
Les images médicales sont des images utilisées en médecine pour le diagnostic, la
planification chirurgicale, la recherche, etc., et peuvent inclure des images radiologiques, des
images d'échographie, des images de résonance magnétique, etc.
d. Images Satellitaires
Les images satellitaires sont des images de la surface de la Terre capturées par des satellites
artificiels pour diverses applications telles que la cartographie, la surveillance
environnementale, la météorologie, etc.
e. Images Numériques
Les images numériques sont des images stockées et traitées sous forme de données
numériques, pouvant étre manipulées et analysées a l'aide d'outils informatiques.
2.2.  Signal
Un signal est une représentation physique ou mathématique de toute quantité mesurable qui varie

en fonction du temps, de I'espace ou d'autres variables indépendantes. Les signaux peuvent étre




transmis, traités et analysés dans une grande variété de domaines, y compris I'électronique, les

télécommunications, I'ingénierie des systemes, la physique, les neurosciences et bien d'autres.

2.2.1. Caractéristiques d'un Signal
a. Variabilité Temporelle ou Spatiale
Les signaux peuvent varier en fonction du temps, de l'espace ou d'autres variables
indépendantes. Par exemple, un signal audio peut varier en intensité sonore au fil du temps,
tandis qu'une image thermique peut varier spatialement en fonction de la température.
b. Forme Ondeforme
Les signaux peuvent étre représentés graphiquement sous forme d'ondes, ou I'amplitude (ou
I'intensité), la fréquence et la phase peuvent varier en fonction de la variable indépendante.
c. Nature Analogique ou Numérique
Les signaux peuvent étre analogiques, c'est-a-dire qu'ils varient de maniére continue dans le
temps ou l'espace, ou numeériques, ou ils sont discrétisés en échantillons a des intervalles
réguliers.
d. Classification
Les signaux peuvent étre classés en différentes catégories en fonction de leurs
caractéristiques, telles que les signaux continus ou discrets, périodiques ou non périodiques,
déterministes ou aléatoires.
e. Mesurabilité et Interprétation
Les signaux peuvent étre mesures et interprétés a l'aide d'instruments de mesure appropriés
ou d'algorithmes de traitement de signal pour extraire des informations utiles ou des
caractéristiques importantes.
2.2.2. Types de Signaux
a. Signaux Audio
Les signaux audio représentent des variations de pression acoustique dans l'air et sont utilisés
pour transmettre des informations sonores telles que la voix humaine, la musique, etc.
b. Signaux Electriques
Les signaux électriques représentent des variations de tension, de courant ou de champ
électrique et sont utilisés dans les circuits électroniques, les systémes de communication, etc.
c. Signaux Visuels
Les signaux visuels représentent des informations visuelles telles que des images, des videos,
des diagrammes, etc., et sont utilisés dans la vision par ordinateur, la télévision, la

surveillance, etc .




d. Signaux Biomédicaux
Les sighaux biomédicaux sont des signaux générés par des processus physiologiques dans le
corps humain, tels que I'électrocardiogramme (ECG), I'électroencéphalogramme (EEG), etc.,
et sont utilisés en medecine pour le diagnostic et la surveillance.
e. Signaux Numeriques
Les signaux numeriques sont des signaux qui sont discrétisés en valeurs numeriques et sont
souvent manipulés et traités par des ordinateurs ou des dispositifs électroniques numériques.
2.3.  Echantillonnage et Quantification
L'échantillonnage consiste a prélever des échantillons d'un signal continu a des intervalles réguliers.
La quantification consiste a attribuer une valeur discrete a chaque échantillon prélevé.
2.4.  Transformation
Les transformations sont des opérations qui modifient la représentation d'un signal ou d'une image
dans un domaine différent, tel que le domaine fréquentiel. Les transformations fréquentielles, telles
que la transformée de Fourier, permettent d'analyser les signaux et les images en termes de
composantes de fréquence.
3. Techniques de Traitement des images et signaux
Les techniques de traitement des images et des signaux sont des méthodes utilisées pour manipuler,
analyser et extraire des informations a partir de données visuelles ou de signaux. Voici quelques-unes
des techniques les plus couramment utilisées dans ce domaine :
3.1. Filtrage
3.1.1. Filtrage Spatial
Il s'agit d'une technique de base qui consiste a appliquer un masque (filtre) a chaque pixel de I'image
en fonction des valeurs de ses voisins. Cela peut étre utilisé pour atténuer le bruit, améliorer les
contours, etc.
3.1.2. Filtrage fréquentiel
Cette technique consiste a transformer I'image dans le domaine fréquentiel a l'aide de la
transformée de Fourier, puis a supprimer ou atténuer certaines fréquences indésirables avant de
retransformer I'image dans le domaine spatial.
3.2.  Restauration d'Image
3.2.1. Debruitage
Elimination ou réduction du bruit dans une image en utilisant des filtres adaptés, tels que les filtres

moyenneurs, les filtres médians, ou des méthodes plus avancées comme la déconvolution.




3.2.2. Restauration d‘images dégradees

Correction des images affectées par des distorsions telles que le flou, la distorsion géométrique,
etc. Cela peut étre réalisé en utilisant des techniques de restauration telles que la déconvolution.

3.3.  Segmentation

3.3.1. Seuillage

Division d'une image en régions ou en objets en fonction de la valeur des pixels. Cela peut étre
réalisé en utilisant des seuils fixes ou des seuils adaptatifs.

3.3.2. Détection de contours

Identification des contours et des frontieres des objets dans une image. Les techniques couramment
utilisées incluent la détection de gradients (par exemple, I'opérateur de Sobel), la détection de contours
basee sur les contours actifs, etc.

3.4.  Transformation d'Images

3.4.1. Transformée de Fourier

Transformation d'une image du domaine spatial vers le domaine fréquentiel pour analyser ses
composantes de fréquence. Cela est utile pour la suppression de fréquences indésirables ou pour
I'extraction de caractéristiques spécifigques.

3.4.2. Transformée en ondelettes

Technique de transformation qui permet d'analyser I'image a différentes échelles et résolutions.
Elle est largement utilisée pour la compression d'images, la détection de contours, etc.

3.5.  Reconnaissance et Classification

3.5.1. Extraction de caractéristiques

Identification et extraction des caractéristiques pertinentes d'une image ou d'un signal, telles que
les textures, les formes, les motifs, etc.

3.5.2. Classification

Attribution d'une étiquette ou d'une catégorie a une image ou a un signal en fonction de ses
caractéristiques extraites. Les techniques de classification courantes incluent les méthodes superviseées
(par exemple, les machines a vecteurs de support) et non supervisées (par exemple, le clustering).

3.6.  Compression

3.6.1. Compression sans perte

Réduction de la taille d'une image ou d'un signal sans perte d'information. Les algorithmes courants

incluent la codification de Huffman, la codification Run-Length, etc.




3.6.2. Compression avec perte

Réduction de la taille d'une image ou d'un signal en acceptant une perte d'information acceptable.
Les techniques courantes incluent la transformée en cosinus discréte (DCT) utilisée dans JPEG, la
transformée en ondelettes utilisée dans JPEG2000, etc.

4. Applications

Les applications du traitement d'images et de signaux sont diverses et touchent de nombreux
domaines. Voici quelques-unes des applications les plus courantes :
4.1. Imagerie médicale
® Tomographie par rayons X, IRM, et TEP : Pour le diagnostic et le suivi des
maladies.
® Segmentation d'organes et de tumeurs : Pour I'analyse et le traitement ciblé.
® Restauration d'images médicales : Pour améliorer la clarté et la qualité des
images
4.2.  Vision par ordinateur
® Reconnaissance faciale : Pour l'authentification, la sécurité et la surveillance.
® Suivi d'objets : Pour la surveillance vidéo, la robotique et les interfaces homme-
machine.
® Analyse de mouvement : Pour I'animation, le suivi des gestes et la réalité virtuelle.
4.3.  Traitement du signal audio
® Compression audio : Pour le stockage efficace et la diffusion de musique et de son.
® Reconnaissance de la parole : Pour les assistants vocaux, la transcription
automatique et les systémes de commande vocale.
® Suppression de bruit : Pour améliorer la qualité audio dans les applications de
communication et de divertissement.
4.4.  Télédétection et imagerie satellite
® Classification des terrains : Pour la cartographie, la surveillance environnementale
et I'agriculture de précision.
® Détection des changements : Pour surveiller les évolutions environnementales,
urbaines et agricoles.
4.5.  Traitement d'images pour la sécurité et la surveillance
® Detection d'intrusion : Pour les systemes de sécurité et de surveillance vidéo.
® Analyse de comportement : Pour détecter les comportements suspects ou

anormaux dans les environnements surveillés.




4.6. Traitement d'images pour l'industrie
® Controdle qualité : Pour l'inspection automatisée des produits manufacturés.
® Vision industrielle : Pour le guidage robotique, I'assemblage automatise et la
reconnaissance de piéces.
4.7.  Communication et multimédia
® Compression d'images et de videos : Pour le stockage et la diffusion efficace des
médias.
® Traitement des images pour les réseaux sociaux : Pour les filtres et les effets
spéciaux.
4.8. Biologie et sciences de la vie
® Microscopie d'imagerie : Pour I'analyse cellulaire et la recherche biomédicale.
® Imagerie cérébrale : Pour I'étude du cerveau et des processus cognitifs.

5. Image Numérique

Les images qu’on va utiliser tout au long de ce mémoire de fin d’étude sont des images numériques.
Une image numérique est une mosaique de points unicolores (pixels), et peut étre définie comme une
fonction bidimensionnelle, f(x, y), ou x et y sont des coordonnées spatiales (plan) pour chaque pixel.
Ces pixels seront affectés de nombres binaires permettant de définir des teintes de gris ou des couleurs.

5.1. Types d'images numérigues

5.1.1. Image vectorielles

Une image vectorielle appelée aussi une image en mode trait, est une image numérique composée
par des formules géométriques individuelles, des primitives géométriques (cercle, courbe de Bézier,
droite) définie pour différentes caractéristiques comme leur forme, position, couleurs, etc....

5.1.2. Images matricielle

Une image matricielle nommée aussi carte de point (bitmap), est une image constituée d’une
matrice ou d’un tableau sous forme de grille) ou chaque case possede une couleur (point coloré) qui
lui est propre. Il s’agit donc d’une juxtaposition de point de couleur formant dans leur ensemble, une
image, ces points de couleurs appelés dans le domaine d’image numérique « pixel ».

Les avantages de ce mode sont :

» Simplicité de stockage en mémoire, puisqu'il suffit de coder la succession des valeurs de la
matrice.
» Grande facilité de traitement par des algorithmes primitifs au niveau du pixel.

Les inconvénients de ce type de représentation sont :

» Espace memoire important pour gerer des grandes images ou des images de bonne qualite.




» Algorithme de tracé plus complexe (défaut de reproduction dii au mode d'affichage des lignes

en marche d'escalier)

Image matricielle Image vectorielle

Figure I-1. Image vectorielle et I’image matricielle.
5.2.  Caractéristiques d'une image numérique
L'image est un ensemble structuré d'informations caractérisé par les parametres suivants :
5.2.1. Pixel
Contraction de I'expression anglaise " Picture Element " élément d'image, un pixel est la plus petite
unité d'une image numérique. C'est un petit point coloré qui constitue une partie de I'image. Les images
numériques sont composées d'une grille de pixels, chaque pixel ayant une couleur et une position

spécifiques. Plus il y a de pixels dans une image, plus elle est détaillée.

Hauteur =27
Pixels

Pixels

A
A\ 4

Largeur =27
Pixels
Figure 1-2. Exemple d’image 12x12 pixels.
5.2.2. Reésolution
La résolution d'une image se référe a la quantité de détail qu'elle contient, généralement exprimée
en pixels par pouce (ppp) ou en pixels par unité de longueur. Une résolution plus élevée signifie qu'il
y a plus de pixels par unité de longueur, ce qui permet d'obtenir une image plus détaillée et de meilleure




qualité lorsqu'elle est imprimée ou affichée a une taille donnée. Une résolution plus faible produit une

image moins détaillée et peut apparaitre floue ou pixélisée lorsqu'elle est agrandie.

3 dpi 10dpi 20 dpi
=3 ppp

= 3 points par pouce
=3 points par 2,54 cm

10ppp =20ppp
10 points par pouce = 20 points par pouce
10 pt_)in@s par 2,54 cm = 20 points par 2,54 cm

......

23dpi 50dpi

»~

2,54 cm 2,54 cm

Figure 1-3. Modeles de résolutions.
5.2.3. Taille d'une image
La taille d'une image est une mesure qui décrit soit les dimensions physiques de I'image (comme
sa largeur et sa hauteur en pixels ou en unités physiques telles que les pouces ou les centimetres), soit

la quantité d'espace qu'elle occupe sur un disque dur ou dans la mémoire (exprimée en octets, Kilo-
octets, méga-octets, etc.).

5.2.4. Bruit

Le bruit dans une image numerique est une perturbation aléatoire qui peut se manifester sous forme
de variations de luminosité ou de couleur indésirables. Il est souvent causé par des facteurs tels que la
sensibilité du capteur, les conditions d'éclairage, ou les processus de transmission et de traitement de
I'image. Le bruit peut rendre une image moins nette et altérer sa qualité visuelle. Les techniques de

réduction de bruit sont souvent utilisées pour atténuer ces perturbations et améliorer la qualité de
I'image.

Figure 1-4 : (a) Image avec bruit ; (b) Image sans bruit.
5.2.5. Compression des images

La compression d'images est un processus utilisé pour réduire la taille d'un fichier image en
conservant autant que possible sa qualité visuelle. 1l existe deux types de compression d'images :

la compression avec perte et la compression sans perte. Il existe plusieurs techniques de
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compression d'images, chacune ayant ses propres avantages et inconvénients. VVoici quelques-unes
des techniques de compression d'images les plus couramment utilisées :
a. Compression avec perte
= JPEG (Joint Photographic Experts Group) : JPEG est I'un des formats de
compression d'images les plus populaires pour les photographies et les images avec
des variations de couleurs subtiles. Il utilise une combinaison de transformations de
cosinus discrétes et de quantification pour réduire la taille des fichiers. La compression
JPEG est efficace pour réduire considérablement la taille des fichiers, mais elle peut
entrainer une perte de qualité perceptible, en particulier a des niveaux de compression
éleves.
= \WebP : Développé par Google, WebP est un format d'image moderne qui prend en
charge la compression avec perte et sans perte. 1l utilise des techniques de prédiction,
de segmentation et de transformation pour réduire la taille des fichiers sans perte de
qualité significative. WebP est de plus en plus utilisé sur le web en raison de ses
performances de compression élevées.
b. Compression sans perte
= PNG (Portable Network Graphics) : Le format PNG est largement utilisé pour les
images nécessitant une transparence ou une qualité sans perte. Il utilise une
combinaison de techniques de compression LZ77 et Huffman pour réduire la taille des
fichiers sans perte de qualité. PNG est idéal pour les graphiques, les illustrations et les
images nécessitant une netteté et une précision élevées.
=  GIF (Graphics Interchange Format) : GIF est un format d'image couramment utilisé
pour les animations et les images simples nécessitant une faible profondeur de couleur.
Il utilise une technique de compression sans perte basée sur la substitution de motifs
pour réduire la taille des fichiers. Bien que GIF soit limité en termes de nombre de
couleurs, il reste populaire pour les petites animations et les images a faible résolution.
c. Compression par ondelettes
= JPEG 2000 : JPEG 2000 est une version améliorée du format JPEG qui utilise la
transformée en ondelettes pour la compression. Il offre une meilleure qualité d'image
que JPEG pour des niveaux de compression similaires et prend en charge la
compression sans perte ainsi que la compression avec perte.
= Wavelet Scalar Quantization (WSQ) : WSQ est une technique de compression

d'image utilisée principalement dans le domaine de la biométrie pour les empreintes
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digitales. Il utilise la transformée en ondelettes et la quantification scalaire pour réduire

la taille des fichiers tout en préservant les caractéristiques importantes de I'image.

6. Signal electrocardiogramme

Le signal qu’on va utiliser tout au long de ce mémoire de fin d’étude est un signal biomédical qui
est le signal électrocardiogramme. Un signal électrocardiographique, souvent abrégé en ECG, est une
représentation graphique des impulsions €lectriques générées par 'activité électrique du cceur au fil du
temps. Ces impulsions électriques sont enregistrées a lI'aide d'électrodes placées sur la peau du patient,
généralement sur le torse, les bras et les jambes. L'ECG présente plusieurs ondes distinctes qui
correspondent a différents événements du cycle cardiaque, tels que la contraction et la relaxation des
différentes parties du cceur. Ces ondes comprennent notamment les ondes P, QRS et T. L'analyse de
I'ECG est essentielle pour diagnostiquer les problémes cardiaques tels que les arythmies, les infarctus
du myocarde et d'autres affections cardiovasculaires.

L'électrocardiogramme (ECG) est une représentation graphique de l'activité électrique du cceur. 11
est utilisé pour évaluer la santé cardiaque en enregistrant les impulsions électriques qui provoquent les

battements cardiaques. Voici quelques éléments clés de I'ECG :

.......

==
w saguam WavE
v Q

Figure I-5. Signal ECG.

6.1.  Ondes principales
v/ Onde P : Représente la dépolarisation des oreillettes, indiquant la contraction des oreillettes.
v' Complexe QRS : Représente la dépolarisation des ventricules, indiquant la contraction des

ventricules.
v' Onde T : Représente la repolarisation des ventricules, indiquant la relaxation des ventricules.
6.2.  Segments et intervalles
v' Segment PR : Temps entre le début de I'onde P et le début du complexe QRS, représentant la

conduction a travers les nceuds auriculoventriculaires.
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v' Segment ST : Période entre la fin du complexe QRS et le début de I'onde T, qui indique la
phase de dépolarisation ventriculaire.

v Intervalle QT : Temps entre le début de I'onde QRS et la fin de I'onde T, représentant la
durée totale de la dépolarisation et de la repolarisation ventriculaire.

6.3.  Filtrage du signal électrocardiogramme

L'enregistrement du signal ECG peut étre affecté par plusieurs sources de bruit, ce qui peut
compromettre la qualité des données et rendre l'interprétation difficile. Voici quelques-unes des
sources de bruit courantes et des techniques pour les atténuer :

a. Bruit électriqgue ambiant : Les appareils électriques, les lignes électriques et d'autres
équipements électroniques peuvent introduire du bruit électrique dans le signal ECG. Pour
réduire ce bruit, il est recommandé d'enregistrer le signal dans un environnement calme et
éloigné des sources d'interférences électriques. Des techniques de filtrage appropriées peuvent
également étre appliquées pour éliminer ce bruit.

b. Mouvements musculaires : Les mouvements musculaires du patient peuvent introduire des
artefacts dans le signal ECG, en particulier lors d'une activité physique ou de mouvements
involontaires. Des techniques de filtrage adaptatives peuvent étre utilisées pour réduire ce bruit,
ou des méthodes de prétraitement telles que I'utilisation de techniques de fixation adéquates
pour minimiser les mouvements du patient.

c. Interférences de ligne de base : Ces interférences peuvent étre causees par des variations lentes
du niveau de base du signal ECG, telles que celles causées par le déplacement du patient ou
les changements dans la position des électrodes. Des méthodes de filtrage passe-haut peuvent
étre utilisées pour éliminer ces variations lentes et stabiliser la ligne de base du signal.

d. Interférences électromagnétiques : Les appareils €lectroniques, les téléphones portables et
d'autres équipements électriques peuvent générer des interférences électromagnétiques qui
perturbent le signal ECG. Pour réduire ce type de bruit, il est recommandé d'éloigner ces
appareils du patient ou d'utiliser des techniques de blindage pour protéger le systeme
d'enregistrement du signal ECG.

Le filtrage des signaux ECG est essentiel pour éliminer le bruit indésirable et ameliorer la qualité
du signal, facilitant ainsi son interprétation et son analyse. Voici quelques techniques de filtrage
couramment utilisées :

a. Filtrage passe-bas : Il atténue les composantes de haute fréquence du signal, éliminant ainsi le
bruit haute fréquence tout en préservant les caractéristiques importantes du signal ECG. Cela
aide a lisser le signal et a réduire le bruit provenant de sources telles que les interférences

électriques et les artefacts musculaires.
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b. Filtrage passe-haut : Il réduit les basses fréquences indésirables, telles que les dérives du signal
de base et les mouvements du patient, tout en préservant les variations rapides associées aux
complexes QRS et aux ondes P et T. Cela permet de stabiliser la ligne de base du signal ECG
et d'éliminer les artefacts de mouvement.

c. Filtrage passe-bande : Il sélectionne une plage spécifique de fréquences qui correspond aux
composantes du signal ECG tout en atténuant les fréquences hors de cette plage. Cela aide a
éliminer le bruit provenant de sources spécifiques tout en conservant les informations
cardiaques essentielles.

d. Filtrage adaptatif : Cette méthode ajuste les parametres du filtre en fonction des caractéristiques
du signal ECG en temps réel. Elle peut étre utile pour s'adapter aux variations du signal dues a
des facteurs tels que les changements de posture du patient ou les interférences
environnementales.

e. Filtrage médian : Plut6t que de calculer une moyenne des points de données, ce filtre remplace
chaque point par la médiane des valeurs dans une fenétre temporelle donnée. Cela aide a
éliminer les pics de bruit tout en préservant les caractéristiques du signal ECG.

f. Filtrage par transformée en ondelettes : Cette technique décompose le signal en différentes
échelles et fréquences a l'aide de la transformée en ondelettes, permettant une analyse multi-

résolution et la suppression efficace du bruit a différentes échelles.

8. Conclusion

En conclusion, ce chapitre a jeté les bases essentielles du traitement d'images et de signaux, offrant
ainsi un apercu approfondi des concepts fondamentaux et des techniques clés utilisées dans ces

domaines passionnants de I'informatique et de I'ingénierie.
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CHAPITRE II:




1. Introduction

La majorité des algorithmes numériques existants actuellement ont été issus de 1’algebre linéaire.
L’algebre lin€aire est donc un outil trés important pour comprendre les bases des méthodes qu’on peut
rencontrer en plusieurs domaines tels que traitement de signaux, télécommunications, control, ...

Vu cet intérét, nous avons envisagé de présenter dans ce chapitre le bagage essentiel en algébre
linéaire qui nous permet d’éclairer aux lecteurs la structure des algorithmes qui seront présentés au
sein de ce mémoire.

2. Systemes d’équations

Le probléme principal de 1’algébre linéaire se résume pratiquement dans la résolution d’un systéme
d’équations linéaires. Le cas également le plus normal sera celui de n équations linéaires avec n
inconnues. Un systéme d’équations linéaires peut étre vu ou représenté par deux formes différentes :

» Forme 1 : forme en lignes .
» Forme 2 : forme en colonnes.
Si on considére la représentation simultanée lignes colonnes a la fois, on obtient ce qu’on appelle

"forme matricielle”, définie par une matrice A.

= Exemple 1

Soit a résoudre le systeme a deux équations et a deux inconnues suivant :

2%, — X, =0
1 2 (1)
- X, +2X, =3
Ce systeme peut étre représenté par la forme matricielle suivante :
2 -1|x 0
"= )
-1 2], 3
N s

A X b
e Forme en lignes : dans cette représentation, chaque équation dans (I1.1) est une ligne ; donc, si
on trace dans le plan (x —y) ces deux lignes, la solution du systéme sera le point d’intersection
de ces deux lignes comme le montre la figure .1.

e Forme en colonnes : dans cette représentation, le systéme (11.1) est mis sous la forme suivante :

L3
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Composante 2

A 1°™¢ligne
2x1-x2=0
1
2~ Solution du systéme II.1 =
/_ | 2
1
1
l [
i | T T »
2°"¢ligne 4>/‘3' 1 Composante 1
X1+2x2=3

Figure 11-1. Résolution par la forme en ligne.

On remarque que cette forme utilise les colonnes de la matrice A, et on peut dire que le vecteur b

est une combinaison linéaire des colonnes de A. Comme le montre la figure. 2, la solution de ce
systeme est donnée par les valeurs de X, et X, telle que la combinaison des colonnes donne le vecteur
b.

Composante 2
A

ADb . _ 0
1x¢0]1+2xcol2-[3}

Colonnel

[

Composante 1

= Colonne2

Figure 11-2. Résolution par la forme en colonnes.

= Remarque : si on considére toutes les combinaisons de coll etcol 2, on obtient ce qu’on appelle
espace des colonnes.
e Forme matricielle : dans cette forme, le systéme (1) devient :
Ax=b
La multiplication d’une matrice par un vecteur sera définie par la combinaison lin€aire des colonnes

de A comme le montre I’exemple suivant :

N R HESH IS
= 2+ A=
1 31 1 3 5
- ) )
Coll Col2 Col1 Col2
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Donc, Ax est une combinaison linéaire des colonnes de A . L’ensemble de tous les vecteurs définis
par cette combinaison linéaire s’appelle " Espace des colonnes ".
La multiplication d’un vecteur par une matrice sera définie par la combinaison des lignes de A
comme suit:
-1 2
5 3]{ } 51 2433 5]

3 5

Lignel Tgfe?
3. Multiplication des matrices

Soit trois matrices A:mxn, B:nxp et C:mxp tel que :

A-B=C

Cette multiplication peut étre faite par les trois méthodes non classiques suivantes :

3.1. Méthode 1

A B T c1
AColl(B) AColp(B)

Chaque colonne de la matrice C est une combinaison des colonnes de A.

3.2. Méthode 2

7] < ligl(A).B
.. <« ligm(A).B
A B C
Chaque ligne de la matrice C est une combinaison des lignes de B .
3.3.  Meéthode 3
A-B =Sommedes (Cols(A))-(Ligne deB))

2 7 2 7
3 8{; 6}: 3|1 6]+|8|0 O
4 9 4 9

® Remarque - si une matrice est le produit d’une colonne par une ligne, alors toutes les colonnes de

la matrice résultante sont dans le méme sens (ainsi la méme remarque pour toutes les lignes).
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4. Inverse d’une matrice

Pour le moment, I’inverse d’une matrice sera associé¢ seulement aux matrices carrées (m=n) ; une
matrice carrée peut avoir un inverse comme elle ne peut I’avoir. Si cet inverse existe, il sera noté par
A", et dans le cas négatif, on dit que A est singuliére .

La matrice A est dite singuliére si les colonnes ou les lignes sont dépendantes (existence d’une

relation linéaire entre les colonnes ou entre les lignes) comme le montre 1’exemple suivant :

w2 4

Si une relation linéaire existe entre les colonnes de A, alors :

weo=y s

Donc, dans ce cas A n’a pas d’inverse (puisque Ax=0).
L’inverse d’une matrice carrée est un inverse gauche et droite a la fois, ¢’est-a-dire :
A*A=1=pPA" 4)
Ou 1 est une matrice identité.
Finalement on peut dire que si A une matrice carrée, alors elle n’a pas d’inverse si on peut trouver
X tel que: Ax =0.

5. Transposé d’une matrice
La matrice transposée de A = (a;;) sera note par AT | etil est défini par :
AT = (a ji) )

Le transposé d’une matrice symétrique reste égal a la méme matrice, c’est-a-dire, AT = A.

Notons que le produit d’une matrice transposée par la matrice elle-méme nous donne une matrice
symétrique, c’est-a-dire, AT A est une matrice symétrique.

6. [Espace vectoriel

Les deux seules opérations qu’on peut effectuer sur les vecteurs sont 1’addition et la multiplication

par un scalaire. Un ensemble de vecteurs munis de ces deux opérations peut former donc des
combinaisons linéaires. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires sera appelé " Espace vectoriel

La figure.3.a représente un espace vectoriel a deux dimensions, car si on applique les deux
opérations (+,. ) sur un vecteur de cet espace, le resultat sera toujours dans le méme espace. La
figure .3.b n’est pas un espace vectoriel, car si on multiplie un vecteur appartenant au premier quadrant

par (-1), le résultat sera alors a I’extérieur de ce quadrant.
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Figure 11-3. : a) Exemple d’un espace vectoriel R?

b) contre-exemple d’un espace vectoriel.

Un espace vectoriel qui est une partie d’un autre sera appelé sous espace vectoriel, comme le montre

par exemple la figure.4. La ligne passante par 1’origine sera un sous espace vectoriel dans R? comme

le montre la figure.4.

n’est pas
un sous
espace

Composante 2
A

vectoriel

»
»
Composante 1
R? : espace
vectoriel

Figure 11-4. Sous espace vectoriel.

R :sous espace

Les sous espaces vectoriels de R* sont tous les vecteurs dans R?, toutes les droites qui traversent

I’origine et finalement le point O (origine).

= Exemple

Si A est une matrice dans I’espace vectoriel R®, donnée par : A=

A~ DN -
= W w
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Les colonnes de A sont dans I’espace vectoriel R®, mais elles forment un sous espace dans R® de

dimension deux appelé ’espace des colonnes C(A) = R* comme le montre la figure .5.

Cornposante 2

/ Coll
C(A) g

ComEosante 1

Col2
Composante 3

Figure 11-5. Espace de colonnes défini par coll etcol 2
représentant un sous espace de R°.

6.1.Espace des colonnes d’une matrice

Si par exemple A est une matrice 4x3 donnée par :

2
3
4
5

AW NP
T

On remarque que les colonnes de A sont des vecteurs dans I’espace R* puisque elles ont quatre
composantes. Les trois colonnes de A générent donc un sous espace de dimension 3 (R%), on va
appeler cet espace " espace des colonnes ", c’est un sous espace de R*, et il est noté C(A) ; noter que

cette espace est formé par toutes les combinaisons linéaires des colonnes de A.
Le systeme linéaire Ax=b possédera des solutions que si le vecteur b appartient a ’espace des

colonnes de A. Dans le cas contraire, sib ¢ C(A), le systéme d’équations ne possede pas de solutions,

car beR* et C(A) c R*, donc la seule condition pour I’existence d’une solution est que b e R?

(quatrieme composante soit nulle) qui veut dire aussi que b doit étre une combinaison linéaire des

colonnes de A.

6.2.Espace Nul d’une matrice

Soit toujours la matrice A définie dans le paragraphe précédent. L espace Nul de A noté N(A) ou
Ker (A) sera formé par tous les vecteurs x vérifiant Ax =0, dans cet exemple, le vecteur X possede

trois composantes, donc notre espace nul sera inclus dans R®.
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» Remarque : pour la matrice A:4x3, ’espace C(A) est dans R* et I’espace N(A) dans R®; donc
généralement pour une matrice A:mxn C(A) seradansR™ et N(A) sera dansR".

* Remarque : notons que le vecteur nul appartient toujours a I’espace Nul N(A).

6.3.Rang d’une matrice

La résolution d’un systéme d’équations peut étre faite par la méthode d’élimination qui va nous
donner le nombre de pivots. Ce nombre de pivots refléte une information tres utile dans la théorie des
matrices, ¢’est une grandeur qui nous donne le nombre des colonnes linéairement indépendantes. On
va appeler ce nombre " rang de la matrice " qui sera noté par r appelé aussiRank (A). Si A est une

matrice mxn de rangr, alors :
r<m

(6)

Ou bien :
r <min(m,n)
Plusieurs cas peuvent étre distingués :
» Rang complet en colonnes: r=n-<m
dans ce cas I’espace nul contient seulement le vecteur nul et le systéme posseéde une seule
solution sib e C(A).
» Rang completen lignes: r=m=<n
dans ce cas I’espace nul contient d’autres éléments que le vecteur 0, et le systéme aura une
infinité de solution quelque soit b .
» Rang complet:r=n=m
pour ce cas, toutes les matrices sont carrées, et sont toutes inversibles, et le systéme aura
une seule solution car 1’espace nul contient seulement le vecteur nul.
> r<netr=<m

dans ce cas, soit on n’a pas de solution si b ¢ C(A) soit on a une infinité de solutions si

beC(A).

6.4.Indépendance

Un ensemble de vecteurs X,,...... , X, est linéairement indépendant si aucune combinaison donne le

vecteur nul, ¢’est-a-dire :

CX +CX, +..... +c, X, #0 (7

A I’exception de la combinaison zéro ou tous les C; sont nuls.
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Pour une matrice A:mxn oum=<n, on aN(A) =0, donc le systeme Ax =0 possede des solutions
non nulles c’est-a-dire, pour x=0 on a Ax=0. (Seulement dans le cas ou le nombre d’inconnus
dépasse le nombre des équations).

Les colonnes d’une matrice A sont dépendantes s’il existe des vecteurs non nuls dans 1’espace Nul

N(A) et siN(A) =0, les colonnes sont donc indépendantes.

6.5.Générations d’un espace "Span"

Générer ou spanner un espace par les vecteurs X, X,,..., X, veut dire obtenir 1’espace de toutes les
combinaisons des ces vecteurs.
Comme exemple, on peut dire que les colonnes d’une matrice A Span ’espace des colonnes.
6.6.Base

Une base d’un espace vectoriel est une séquence de vecteurs X, X,,..., X, avec deux propriétes :

1) lIs sont indépendants

2) Ils span I’espace.

6.7.Dimension

Etant donné un espace vectoriel, chaque base de cet espace posseéde le méme nombre de vecteurs.
On appelle ce nombre dimension de 1’espace qui refléte la grandeur de I’espace.
= Exemple

Soit I’espace Span C(A) tel que :

12 31
A=|1 1 2 1
12 31

Apreés élimination on trouve que le nombre de pivots est deux, qui veut dire que le rang de A est deux
(Rank(A)=2). Lerang de A est la dimension de I’espace C(A), donc :
rank(A) =dimC(A) =nombre de pivots =2
et bien sur, les deux premiéres colonnes de A forment une base de C(A).
L’espace nul de A est de dimension deux selon la formule :
dimN(A)=n-r=4-2=2
Ou: r=rank(A)
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7. Quatre espaces fondamentaux

Les quatre espaces fondamentaux représentent vraiment le ceeur de I’algebre linéaire. Ces espaces
sont :

» L’espace des colonnes C(A)
» L’espace nul N(A)

> L’espace des lignes (combinaison linéaire des lignes de la matrice) noté C(A")
> L’espace nul de AT noté N(A") est appelé espace nul gauche de A.
Si la matrice A estmxn, alors :
> C(A)cR", dimC(A)=r ou r =rang(A)
> N(A)cR", dimN(A) =n-r
> C(A")cR", dimC(A") =r
» N(A)) cR™, dim N(A")=m-r.

D’ou la représentation suivante des quatre espaces :

Espace entrée Espace sortie
(Espace des parametres) (Espaces des mesures)
Rﬂ R i)

Espace
des lignes

c(A4"

Espace
des
colonnes

C(4)

Figure 11-6. Représentation des espaces fondamentaux.

L’espace des lignes est orthogonal a I’espace nul, car si AX =0, cela veut dire que chaque ligne

dans A est perpendiculaire au vecteurX. On constate la méme remarque (perpendicularité) pour les

espaces colonnes et N(A").
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8. Matrices de rang unitaire
Une matrice de rang unitaire est une matrice vérifiantrang(A) = r =1.
Soit par exemple la matrice A:2x 3 telle que :
1 4 8
A=
2 8 16
La 2°™ ligne est un multiple de la premiére ligne, donc la premiére ligne est une base de 1’espace des

lignes. On a aussi :
dim C(A) =rang=dim C(A") =1
De telles matrices peuvent étre représentées par le produit de deux vecteurs comme suit : (1%

colonne x 1°°¢ ligne)
1
A=| |1 4 8
e

donc, généralement :
A=UVT

9. Projection
Soit & projeter un vecteur b sur un autre vecteur 5 comme le montre la figure I11.7. Le sens de cette
projection est de trouver un point sur la droite a qui soit le plus proche possible deb, ce point sera

donc la projection perpendiculaire de b sura.

a

Figure 11-7. Projection.

Le vecteur e représente ’erreur entre b eta.
Ona:
T a
a(b-x-a)=0=x=— (8)
a a

Donc, la projection sera donnée par :
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;
p:a-X:a~E )

Cette projection peut étre exprimée aussi par le biais de la matrice de projection :

a-a
p= aTab:P'b (10)

T

En résumé, on peut dire que si a est un vecteur (droite), la quantitt —— =P représente une
aa

matrice qui lorsque on la multiplie par n’importe quel vecteur, on obtient la projection de ce

dernier sur la lignea
10. Méthodes des moindres carreées
Puisque le systtme Ax =b peut ne pas avoir une solution, nous sommes amenés alors a
approximer b par sa projection dans I’espace des colonnes, ce qui nous donne le vecteur P . Alors on
a:
AX=p
ou p= projC(A) b et £ la valeur approximée dex.

Cette situation est clairement illustrée dans la figure suivante :

Figure 11-8. Projection d’un vecteur de mesure dans
I’espace C(A) (bidimensionnel).

Suivant la figure 11.8, la matrice A = [31 az], ol d; et @, sont les colonnes de la matriceA.

Ona:

pz)?la1+)?a2 = AX (11)
Notre probléme maintenant sera de déterminerX.
Nous avons : b-AXLC(A)=
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al(b-A)=0 et al(b-AR)=0=

om0 [o]=
AT(b- AR) =0=> ATAR=ATb
= %=(ATA)"A'D (12)

L’équation (12) représente les solutions au sens des moindres carrées du systéme Ax =Db

Donc, et aprés (12), la matrice de projection sera :
p=A-(AA)'Ab=P-b (13)

ot P = A(A"TA)™ A" est la matrice de projection du vecteur b dans ’espace des colonnes.

Géométriquement, les principes des moindres carrés sont représentés dans les quatre espaces

fondamentaux par la figure.9 :

pte=>b
ee N(A")
e = projb

N(ATY

=(I-P)b

Figure 11-9. Principe géométrique des moindres carreés.

11. Orthogonalité

Un ensemble de vecteurs G;,0,, -0, est dit ortho normal si :
0 sii#]
qiquZ{l L (14)
Sii=]j
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Si cet ensemble de vecteurs est mis dans une matrice Q comme suit :

Q=lo, 9 - g
Alors I’identité suivante sera vraie :
Q'Q=I
Dans le cas particulier ou la matrice Q est carrée, alors on 1’appelle matrice ortho normale et on déduit
que :
Q'=Q" (15)
La projection sur I’espace des colonnes de Q Sera obtenu par :
P=QQ'Q)"Q" =QQ’ (16)
Donc, QQT est une matrice de projection, et si dans le cas particulier ou Q est carrée, alors :
P=QQ =1

L’application de I’orthogonalité a la méthode des moindres carrées sera par le remplacement de A par

Q, cequinous donne:

ol chaque paramétre X = b.
Le passage de la matrice A vers la matrice Q s’obtient par ce qu’on appelle orthogonalisation de

Gram-schmidt.

12.Valeurs et vecteurs propres
Les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice A sont définis par :
AX = Ax (17)
ou A sont les valeurs propres de A et les x sont les vecteurs propres de A.
La multiplication d’une matrice A par un vecteur X va changer de direction a ce vecteur comme

le montre la figure suivante :

. — 4 F—ax
W _Vecteur dans une autre
direction que celle de x

Figure 11-10. Effet d’une matrice.
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On conclu donc de I’équation (17) que les vecteurs propres de A sont les vecteurs qui lorsqu’on les
multiplies par A ne changent pas de direction mais changent d’amplitude.
De I’équation (17) ona:
(A= A1)x=0
cela veut dire que les colonnes de A— Al sont linéairement dépendantes, donc la matrice A— Al est
singuliére, alors :
det(A— A1) =0 (18)
L’équation (18) nous permet de calculer les valeurs propres et I’équation (17) les vecteurs propres.
Si A est une matrice n<n, tel que nous avons n valeurs et vecteurs propres, en effectuant

maintenant la multiplication de A par la matrice S formée par les vecteurs propres de A, alors :

AS=Ax % o =X % e A

A 0 0
0 4 0
=D % x,] 0 0 0
0 0 Ao |
A
Alor :
AS =SA = A=SAS™ (19)

— A =S'AS

Donc cette méthode nous permet de diagonaliser la matrice A puisque la matrice résultante est

diagonale ( A ). On dit aussi qu’on a décomposé la matrice A en SAS ™.

13.Matrices symétriques
Une matrice A est dite symétrique si A= A". Pour ce type de matrices on a deux propriétés
principales :
1) toutes les valeurs propres de A sont réelles
2) les vecteurs propres peuvent étre choisis perpendiculaires.

Pour la deuxieme remarque, si les vecteurs propres sont orthonormaux, alors S devient Q et on

obtient alors :
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A=QAQ™ =QAQ'

Donc si A est symétrique, alors :

A=QAQ" (20)

La décomposition (20) nous donne :

T

01lq

4 0
0 4 0 0fq

A=QAQ" =[q, g, - qp] = 40,0+ + 4,0,
0 0 0 A4lq
A= Zad (21)
i=1
Chaque quantité qiqiT est une matrice de projection, donc, si A est symétrique, alors A est une

combinaison linéaire de n matrices de projection (théoreme de la décomposition spectrale).

14.Matrices symetrique definies positives
De telles matrices sont caractérisées par :
» Toutes les valeurs propres sont positives
» Tous les pivots sont positifs
» Tous les sous déterminants sont positifs
» x'Ax>=0
La matrice A" A est une matrice toujours positive définie, ce type de matrices nous le rencontrons
dans la méthode des moindres carrées.
AT A est positive = X' (ATA)X >0
La veérification de ca peut étre faite comme suit :

X" (AT A)x = (AX)" (AX) qui est toujours positive.

Donc X' (ATA)x>=0 = ATA est positive définie et aussi bien stre symétrique est de rang N
(puisque A:mxn).
15. Décomposition en valeurs singulieres SVD

C’est la derniere et la plus importante décomposition des matrices que nous allons présenter dans

ce chapitre. Les deux premiéres ont été: decomposition propre A= SAS* et décomposition

orthogonale A= QAQ" . Ces deux décompositions ont I’inconvénient qu’elles exigent que A soit une
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matrice carrée. La décomposition en SVD est plus générale et concerne méme la décomposition des
matrices rectangulaires (A:mxn) .
La décomposition SVD d’une matrice A:mxn est donnée par :
A=UWV'
Vv =[V1 vV, -V ]

U :[u1 u, - um]
o, 0 -« 0

0 o, : O

W= . . .
O,

ou V est une matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs de base de 1’espace d’entrée
(espace lignes) (V :nxn) (base ortho normale dansR").

U est une matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs de base de I’espace de sortie (espace
des colonnes) (U :mxm)

W : Matrice diagonale d’ordre m < n.

De ce contexte, la matrice A transforme tous les vecteurs V; de I’espace des lignes en des vecteurs

U; dans I’espace des colonnes par la transformation AV; . En suite, une normalisation des U; sera faite

comme suit :

Av

u, :M = A, =|Av|u,

Notons|Av;| = o; =0, alors AV, =oil;, 0, >0

Ce passage peut étre représenté graphiquement par :
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R?’!

(V,)
Base orthogonale

Figure 11-11. Idée géométrique de I’SVD.

Ecrivons maintenant toutes ces transformations par une seule équation :

Espace colonne

R?’H

Base orthogonale

W
Vv U ~ _
o, 0 0 0
A[Vl Va Vi Vg Vn]:[ul U, U Uy um] 0 - 0 0
0 0 o 0
nxr nx(m-r) mxr mx(m-r) 0 0
0 0 O 0

Donc:
AV =UW = A=UWV'

L’équation (I1.22) est dite décomposition en SVD de la matrice A.

2
ol - 0
Notons que ATA=UWV" )T UWVT)=VW¥ ' =V| | &
0

propres de la matrice AT A et les Vv, sont ses vecteurs propres.

2
o]

Le cas inverse, AA" = (UWVT)UWVT)" =UWU" =U| : o7
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16. Inverses généralisés
16.1. Inverse ordinaire (bilatérale)

Soit A une matrice carrée nxn de rang r =n=m (rang complet), alors, I’inverse de A existe et
verifie :

A= =A"A (23)

On dit que cet inverse est bilatéral, car A™ peut étre multipliée soit par la gauche ou par la droite
de A pour donner| .
16.2. Inverse gauche

Si A estune matrice mxn avec m>n et r = n (colonnes indépendantes). Dans ce cas on dit que
A ne peut pas étre inversée directement sauf si nous introduisant une astuce. Puisque r =n ; alors

AT A peut étre inversée, donc :

(ATA)HATA) = I, (24)
(ATA)TAT A= (25)
R —
Algauche
donc : Aaucne A=1 (26)

L’expression (AT A)" A" est appelée inverse gauche de A, et c’est cet inverse qu’on utilise dans la
méthode des moindres carrées ou :
5 T Ay-1 AT
X = (A A) A y (27)
1
Ay
C’est-a-dire, si AX =1y et A:mxn, alors I'inverse ordinaire n’existe pas, donc X ¢ = A;y , comme le

montre la figure suivante :

RH

(AT'A)—IAT

Figure 11-12. Représentation géométrique de I’inverse gauche.
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16.3. Inverse droite

Dans ce cas A est une matrice mxn avec n>m et r =m (lignes indépendantes). A est dite de
rang complet en lignes. L’inverse de A est obtenue par I’inverse de (AA") puisque cette derniére est
de rang complet. Donc :

= AA =1 (28)

m

AAT (AAT )—1 — I
\_ﬂ/_—/
Aj_rlcuite
Et I’expression A".(AA") est appelée inverse droite de A. Et ¢’est cet inverse qu’on utilise dans La
méthode des moindres normes ou :
X5 = AT (AAT )71 y (29)

Comme la montre la figure suivante :

Figure 11-13. Représentation géométrique de I’inverse droite.

= Remarque : si on multiplie I’inverse gauche a la droite par A on obtient :

A(ATA)TAT

Cette matrice représente la matrice de projection P sur I’espace des colonnes car :
Py=1y (30)
Py=AR=A(ATA) A"y (31)
= P=AATA)A (32)
Méme remarque pour I’inverse droite si on le multiplie par la gauche de A on obtient :
AT(AAT) A (33)

Qui représente la matrice de projection sur I’espace des lignes, car :

PX =%=A"(AAT) ' Ax (34)
=P=A"(AAT)"A (35)
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16.4. Pseudo inverse
Dans cette section nous allons discuter le cas ou la matrice A est d’ordre général, c’est-a-dire

r<m etr <n, dans ce cas N(A) et N(A") sont tous les deux non nuls, on sait bien que ces deux
espaces sont la cause des singularités lorsqu’ils sont # {0} Donc, une matrice singuliére (non inversible)

est une matrice ou :

N(A) = {0}.

Figure 11-14. Singularité de la matrice A .
De la figure .14 on remarque que chaque X€ a I’espaces des lignes, a une image AX dansC(A), et

on peut revenir a x par inversion spéciale de A qu’on va noter par A" (pseudo inverse ou inverse
généralisée). On remarque aussi si y € N(A) alors Ay =0, et on ne peut pas retrouver le y concerné
par inversion, ce qui crée la singularité de la matriceA. Donc, la matrice pseudo inverse A" est une

matrice inverse entre seulement 1’espace des lignes et 1’espace des colonnes.

A=UWV'
avec:
_ _ ! ]
o 0 0 0 — 00 0
1
0 0 0
2 o L o 0
W=0 0 0 0|—w*= o,
gl . nxm 0O O 0
Or . 1
0 0 0 0 o,
|0 0 0 0 O]
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= A =UW) =vWU' (36)
Donc, la matrice pseudo inverse A" est donnée par :
A" =VWUT (37)

Cette matrice sera utilisée dans la méthodes des moindres carrées dans le cas ou N(A) # {0}

17.Conclusion

L’algébre est la partie plate des mathématiques. Toutes les techniques mathématiques qui seront
utilisées dans notre travail se basent sur I’algébre lin€aire, et ¢’est pour cette raison que nous avons vu
nécessaire de faire introduire ce chapitre dans le but de faciliter les choses aux lecteurs de ce mémoire.

Dans ce chapitre nous avons présenté une synthese générale sur les points principaux de la théorie
de I’algebre linéaire. L algébre présenté est pris du point de vu de Matlab. Les points traités ont touché
principalement, Les opérations matriciels, Projection, Espaces fondamentaux, Moindres carrées,

Décompositions simples, Décomposition SVD et Inverses généralisé.
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CHAPITRE Il




1 . Introduction

La décomposition en valeurs singulieres (SVD) est une méthode de 1’algebre linéaire qui permet de
décomposer n’importe quelle matrice (rectangulaire ou carrée) et permet aussi de calculer les pseudos
inverses. Dans ce chapitre nous allons essayer d’appliquer cette méthode pour le filtrage du signal

électrocardiogramme et la compression des images.

2. Méthodes des moindres carreées

Soit a approximer I’ensemble de données (x,d,) par le modele de convolution discret

suivant (somme de convolution) :

d(i) =§h|x(i “1)+v(i) )

ou d est le signal observé (mesuré) obtenu a partir du signal d’entrée X, h| sont les parametres

inconnus du modeéle et V représente le bruit de mesure qui est une variable aléatoire (non observable).

) : 2
Il est d’usage de supposer que V est blanc de moyenne nulle dont la variance est o, .

Notre objectif est d’estimer les paramétres N} , étant donnés les deux ensembles de données

observables : {X(I)} et {d(l)} aveci=1,2,---,N . Pour cela, on définit le signal d’erreur comme la

différence entre le signal désiré d et la sortie du modéle Y d’un filtre RIF (Réponse impulsionnelle

Finie) qui a pour coefficients ,  avec 1=0,1,---,L—1, c’est-a-dire :
e(i) =d(@i)—y(@) (2)

:d(i)—fhlx(i—l)

Dans la méthode des moindres carrés (MC), on choisit les parametres n, qui minimisent la fonction
de co(t suivante :
i=i2

Jis =D (i) 3)

i=il
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ou ket 12 sont des indices qui représentent ’intervalle dans lequel la minimisation se fait. Pour

cette minimisation, les coefficients du filtre oM+ Pis gont constants pendant Iintervalleh <11z,
Le filtre obtenu par cette minimisation est un filtre linéaire au sens des moindres carrés

Dans la suite, on utilisera i, =L et i, = N Dans ce cas le signal d’entrée peut étre réarrangé sous

forme matricielle :

x(L)  x(L+1) ... X(N)
x(L-1) x(L) ... x(N-1
x(.1) x('2) X(N —‘L+1)

2.1. Principe de I’orthogonalité

La fonction de colit qu’on cherche a minimiser au sens des moindres carrées est :

Je =Y )

:Z{d(i)—ih,x(i—l)} (4)

N
i=L =

Pour obtenir les coefficients de ce filtre RIF qui donnent la valeur minimale de j

(4)

le gradient de

LS’

Ay oeli)
8T = 2; e(l)

oh,
N
= -2 x(i-1)e(i) (5)
i=L
doit étre égal a zéro :
Ay
—==0 avec 1=01---,L-1 6
oh, ©)

Soit €y, Ierreur pour laquelle j . est minimisée, alors :

X(i—-Ne. (i)=0 avec 1=0,1,---,L-1 (7)

N
min
i=L

L’expression précédente est la description mathématique de la version temporelle du principe

d’orthogonalité. En d’autres termes: la suite temporelle e_. (i) est orthogonale a la suite temporelle

x(i —1) quand le filtre opére dans les conditions des moindres carrés.
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2.2. Les égquations normales

Il existe une autre manicre de décrire le principe d’orthogonalité : c’est le systéeme d’équations

normales. En effet, on a:

N
x(i-1e,,(i)=0 avec 1=0,1,---,L-1
i=L

Lf:hopt’k y x(i —)x@i —k) = ix(i —-d(i)
Lihopt’kr(k,l): p(-1) avec I=0,1---,L-1 (8)
r(k,l)z_N x(i-1)x(i-k) avec ILk=0,1,---,L-1 (10)

est la fonction d’autocorrélation du signal d’entrée X, et :
N
p(-1)=Y _x(i-1)d(i) avec 1=01--,L-1 (10)
i=L
est I’intercorrélation entre la sortie désirée d et I’entrée X.

On peut facilement vérifier que les équations normales peuvent s’écrire sous la forme matricielle :

Rh,, = p (11)
avec :
r(0,0) r0) -  r(L-10)
r(0,1) rLl) r(L-11)
r(O,L—l) r(l,I;—l) r(L—i,L—l)

est la matrice d’autocorrélation du signal d’entrée X, et :

p=[p©) p-D) - p-L+)]
est le vecteur d’intercorrélation entre la sortie désirée d et I’entrée X, et :

h :[hopt,o hopt,l hoptv'-—l]T

opt
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est le filtre optimal au sens des moindres carrés.

En supposant que R est inversible, on a donc :

h, =RP (12)

op

2.3. Propriétés de la matrice d’autocorrélation

Soit le vecteur suivant :

x(i)=[x(@) x(i-1) - x@i-L+D]

La matrice d’autocorrélation peut se réécrire :

R :Zx(i)xT (i) (13)

Nous donnons maintenant quelques propriétés de cette matrice :

v

v

v

Propriété 1. La matrice d’autocorrélation R est symétrique, c’est-a-direR =R" .

Propriété 2. La matrice d’autocorrélation R est toujours définie non négative, ¢’est-a-dire

z"Rz >0, Vz.

Propriété 3. La matrice d’autocorrélation R est inversible si et seulement si son déterminant

est différent de zéro.

Propriété 4. Les valeurs propres de la matrice d’autocorrélation R sont toutes réelles et non

négatives.

Propriété 5. La matrice d’autocorrélation R est le produit d’une matrice rectangulaire de

toeplitz et la transposée de cette méme matrice.

En effet, soit la matrice rectangulaire de Tceplitz de taille L x (N —L +1) suivante :

XT =[x(L) x(L+1) --- x(N)] (14)
x(L) x(L+1) -- X(N)
;o x(b=1)  x(L) - x(N-1)
X = . . . .
X(2) x(2) -+ xX(N-L+1)
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On voit bien que :

R=XTX (15)

v Propriété 6. La matrice d’autocorrélation R est inversible si et seulement si le rang colonne

de la matrice X estégala L.

2 .4. Reformulation des équations normales

L’équation normale hOpt =R™p peut encore s’écrire en fonction de la matrice d’entrées X . On a
d’une part :
R=X"X
et de I’autre part, on a :

p(-1)= ZX(i ~1)d(i) avec 1=0,1---,L-1

N
i=l

soit sous forme matricielle :

p=X"d

d’ou la nouvelle forme de I’équation normale :
hye = (X" X)X "d (16)
L’estimation de d (sortie du modele) au sens des moindres carrés est donc :

d = Xh,,,
= X(XTX)™*X"d
la matrice :
P=X(X"X)*XT a7

est un opérateur de projection pour le sous-espace X .

On vérifie directement 1’égalité PX = X . L opérateur de projection orthogonale est défini Par :
PL=1-P (18)
d’ou :
d = Pd (19)
et:
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— Pd (V1.20)

3. SVD et la résolution d’un systeme linéaire aux moindres carrés

On rappelle que I’équation normale est :

hye = (X" X)X 'd (21)

tel que la matrice X contient les échantillons du signal d’entée X. Définissons maintenant la matrice

suivante :

X+ = (XTX)XT (22)
alors I’équation normale peut encore s’écrire :

hyy = X (23)
avec la matrice X * est le pseudo inverse de la matrice X .

En pratique, il arrive treés souvent que la matrice X ne soit pas de rang plein, c¢’ést-a-dire cette
matrice contient des colonnes qui sont linéairement dépendantes. Dans ce cas, la matrice XX n’est

pas inversible et le systéme a une infinité de solutions. Donc, laquelle il faut choisir ?

3.1. Théoréme de la SVD
Nous sommes intéressés au systeme d’équations linéaires suivant :

Xhy, =d (24)

ot la matrice X est de taille KxL, d est un vecteur de longueur K, et hopt (qui représente

I’estimation du vecteur de paramétres inconnus) est un vecteur de dimension L .

Etant donnée la matrice X , il existe deux matrices orthogonales V (de taille L x L) et U (de

taille K x K) telles que :

W 0
U™ xv :{ LT } (25)
Ok—rxr Ok—wa—w
ol
W =diag(o,,0,, -, 0,) (26)
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est une matrice diagonale et &, > o, >---> o, > 0. L’expression (V.25) représente ce qu’on appelle

théoreme de la SVD (voir chapitre 2) ou r représente le rang de la matrice X .

La pseudo inverse de la matrice X sera définie par :

W -1
X + :V Orxk—r U T (27)
0 0L—r><k—r

L—rxr
ou:

W = diag(o;t, o5t -, o) (28)

avec r lerang de X . Cette définition s’applique quelle que soit la matrice X , quelle que soit "sur ou

sous déterminée" et quel que soit son rang. Ce pseudo inverse peut étre encore s’écrire :

X :ZiviuiT (29)

i=1 Oj

Finalement la solution du probléme des moindres carreés :

Xh,, =d (30)

opt
Donc:

h,, = X *d (31)

op

4. Filtrage, Compression et réduction de rang

4.1. Principe de la méthode

Les matrices U et V (25) peuvent étre réarrangées suivants le rang r (le nombre des valeurs

singuliéres différentes de zéro) comme suit :

W o]l V'
X =UwvT=[u, U]y r (32)
0 0 (\/rL)T
ou:
U, =[u v, u,] et r r+  Mre2 m
1
Vr=[V1 V, e vr] et Vr :[Vr+1 Vr+2 Vn]

et w, =diag(o,,---,o,) . Les vecteurs singuliers y, et v, dans u_ et v, correspondants aux plus

grandes valeurs singulieres sont connus sous le nom de vecteurs dominants (signaux dominants), de
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la méme facgon, les vecteurs singuliers associés avec les plus petites valeurs singuliéres sont connus
sous le nom de vecteurs singuliers sous dominant (introduisent des bruit). Un peu de bruit dans les
données change les valeurs singulieres zéro en petits nombres positifs différents de zéro. Cependant,

la perturbation du sous dominant espace U, (v, ) reste relativement insignifiante.

4.2. Filtrage du signal électrocardiogramme par la SVD

Dans cette section le filtrage d’un signal ECG bruité va étre présenté. Le signal ECG est enregistré

sous forme d’un vecteur X tel que (voir figure 1) :

x=[x@ x@) --- x(n)]

!
ol

L L L L L L L

» nplitude (m
o
(63} [l
I 1
L 1

o

r r r r r r r r r

500 00 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

o
o

Figure.ll1-1 : Signal électrocardiogramme.

Le bruitage de cet ECG s’effectue en ajoutant un bruit au vecteur X comme suit:

X, = X+V (33)
avec V une source du bruit blanc.
La problématique du filtrage suppose que nous avons un signal bruité x,_, et la question sera comment
estimé le signal utile X ?

v' A partir des données enregistrées x, de I'ECG, former la matrice de données de toeplitz x, :

X,(0) X, (- o X, X,
o | X0+ X0 X 0-D - X,
xb.(n) Xb.(i)

On note que dans notre cas le rang de cette matrice est :
r=23
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v’ chercher la meilleure matrice x, approximante de rang k pour x pour cela on utilisant

bk !
une réduction de rang.

v' utiliser la pseudo inverse au sens des moindres carrées pour le calcul de la matrice de projection

R

_ +
Xy, =P X, = Po=Xu Xy

v" En fin estimer le signal X comme suit :
% =P X,
Dans ce qui suit, nous allons tester I’opération de filtrage d’un signals ¢électrocardiogramme par

I’algorithme de la décomposition en valeurs singuliéres.

Nous avons simulé la méthode avec un bruit blanc de mesures (telle que var(v) = 0.01mv?).

Les figures suivantes représentent les résultats de ce type de filtrage avec différents opérateurs de
projection p, :

1) Opérateur de projection : P;
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Figure.l11-2: Resultats de débruitage pour var(v) = 0.01mv?

et un opérateur de projection p,.
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2) Opérateur de projection : p,
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Figure. 111-3: Résultats de débruitage pour var() = 0.01mv?2

et un operateur de projection p, .

3) Opérateur de projection : p,
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Figure. 111-4. :Résultats de débruitage pour var(v) = 0.01mv?
et un operateur de projection p, .

On remarque des figures 2 et 3 que le filtrage a été réalisé avec succes et cela avec des opérateurs
de projection P, et P,. Mais avec un opérateur de projection P, 1’opération de filtrage a échoué ce

qui reflete le fait d’une trés grande réduction de rang.

4.3. Compression des Images par SVD

Dans cette section nous allons appliquer la méthode SVD pour la compression des images.
L’SVD a été appliqué sur I’image street]l de MATEABde taille 480X460.
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Figure. 111- 5. L’image Streetl.

Les figures suivantes représentent les résultats de ce type de filtrage avec différents opérateurs de

projection p, :

compressed (Rank 100)
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Figure. 111-6. Résultat de compression en utilisant différente opérateur de projection.

En observant visuellement, on peut constater que I'opération de compression a été réussie pour les
deux cas, R=200 et R=100. Cela aboutit a une nouvelle image compressée dont la taille peut aller

jusqu'a un tiers de celle de I'image originale.

5. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons appliqué la technique SVD pour filtrer les signaux
électrocardiographiques et compresser des images. En examinant visuellement nos résultats, nous
avons constaté l'efficacité de la méthode SVD pour le filtrage et la compression des signaux et des

images, en particulier avec un choix judicieux de I'opérateur de projection.
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Conclusion Générale

Ce mémoire a exploré en profondeur I'application de la décomposition en valeurs singulieres (SVD)
pour le filtrage et la compression des signaux et des images. A travers une approche structurée en trois
chapitres principaux, nous avons établi un cadre théorique solide, exploré des techniques algébriques
avanceées et présenté des résultats expérimentaux démontrant I'efficacité de la SVD dans ce contexte.
la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) s'est révélée étre une technique puissante et efficace
pour le filtrage et la compression des signaux et des images. En alliant une base théorique solide a des
méthodes algébriques avancées et a des résultats expérimentaux convaincants, ce mémoire a démontré

le potentiel de la SVD pour améliorer la qualité des données et optimiser leur gestion.

Ce projet a été une occasion d’apprentissage intense que ce soit sur le plan théorique que pratique.
En effet, la compréhension des méthodes a nécessité une revue intensive des notions mathématiques
sur lesquels sont fondées les deux techniques. Ensuite il fallait mettre en ceuvre les algorithmes en
prenant en considération leur caractére numérique. Il est clair que dans le cas d’algorithmes de calcul

numérique il faut faire attention aux problémes d’erreurs numériques.

Les perspectives futures incluent I'exploration de méthodes hybrides combinant la SVD avec
d'autres techniques avancées, ainsi que I'application de la SVD a des domaines émergents tels que
I'apprentissage automatique et la vision par ordinateur. Ces avenues de recherche promettent de
continuer a faire progresser le domaine du traitement des signaux et des images, en exploitant

pleinement les capacités de la SVD pour relever les défis actuels et futurs.
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