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La physique de la matière condensée et la science des matériaux jouent un rôle de plus en 

plus important dans les applications technologiques, et ce rôle ne fera que progresser dans 

beaucoup de domaines. 

 Avant d’employer les matériaux (solides) dans l’industrie, il faut s’assurer de la qualité 

de leurs propriétés structurales, électroniques, mécaniques, optiques…etc.            
Les propriétés physiques d’un solide sont étroitement liées au comportement des électrons 

qui le constituent. Le principal but de la théorie de la matière condensée est de résoudre le 

problème de la structure électronique des solides. La théorie de  la structure électronique est 

utile à la fois pour comprendre et interpréter les résultats expérimentaux, et pour servir 

comme moyen de prédiction. 

Pour une compréhension fondamentale de la structure électronique et par conséquent des 

propriétés des matériaux, les théoriciens ont développé des méthodes basées sur des modèles 

dits : semi-empiriques. De tels modèles comportent souvent de nombreux paramètres 

ajustables aux données expérimentales. D’autres méthodes de calcul plus rigoureuses et plus 

sophistiquées dites ab-initio, basées sur la théorie quantique fondamentale, utilisent seulement 

les constantes atomiques comme paramètres d’entrées pour la résolution de l’équation de 

Schrödinger. Ces méthodes sont devenues aujourd’hui un outil de base pour l’étude des 

propriétés structurales, électroniques, mécaniques, optiques,… des molécules et des 

matériaux. Elles sont aussi un outil de choix pour l'étude de certains effets difficiles ou 

impossibles de déterminer par voie expérimentale et pour la prédiction de nouveaux 

matériaux, et elles ont parfois pu remplacer des expériences très coûteuses ou même 

irréalisables en laboratoire. 

  La puissance des calculs ab-initio a pour origine le formalisme de la théorie de la 

fonctionnelle de densité (DFT) et ses deux approximations de l’énergie d’échange et de 

corrélation : l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation du gradient 

généralisé (GGA). Le formalisme de base de la DFT est basé sur le théorème de Hohenberg et 

Kohn (1964) [1], qui repose sur la considération que l’énergie totale d’un système est une 

fonctionnelle de la densité électronique. 

Parmi les méthodes ab-initio, la méthode FP-(L) APW+lo (full potential – (Linearized) 

augmented plane wave plus local orbitals) est l’une des plus précises, actuellement, pour le 

calcul de la structure électronique des solides dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de 

la densité (DFT).                  

  Ce mémoire de magister a pour but de contribuer à la détermination par la méthode FP-

(L)APW+lo des propriétés structurales (pas de réseau, module de rigidité), les propriétés 
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élastiques (modules d’élasticité et température de Debye) et les propriétés électroniques 

(bandes d’énergie et densité d’états) des composés spinelles : CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 

et de tester l’efficacité et la précision de la méthode employée et cela en comparant nos 

résultats aux données expérimentales et théoriques disponibles dans la littérature.  

  Les composés de formule chimique générale 2 4
II III VIA B C , ou A = Mg, Ca, Zn, Cd, Hg, B 

= Al, Ga, In et C = O, S, Se, Te, forment une large famille appelé : les spinelle. Quand C = O, 

les 2 4
II IIIA B O forment une famille appelée : les oxides spinelles.                                  

La structure spinelle se rencontre pour les oxydes métalliques de formule (A2+) (B3+) 2(O2-) 4, 

les ions A et B peuvent être du même élément chimique ex : Fe3O4, ou être différents           

ex : CdAl2O4  

Dans les oxydes de structure spinelle 2 4
II IIIA B O , les anions O-2 forment un réseau cubique 

à faces centrées, définissant des sites cationiques tétraédriques et octaédriques. Les sites 

tétraédriques seront désignés par la notation A et les sites octaédriques par la notation B. La 

maille de 2 4
II IIIA B O  contient 32 atomes d'oxygène, qui définissent 32 sites B et 64 sites A. 

Seulement 8 sites A et 16 sites B sont occupés par des cations. La plus petite maille cubique 

contient donc 8 groupes formulaires de type AB2O4. 

  Il existe deux formes différentes de spinelles AB2O4 selon le type d'occupation des sites 

octaédriques et tétraédriques de la structure. Dans un spinelle normal, l'élément A occupe un 

site tétraédrique tandis que les deux cations B occupent des sites octaédriques, placés 

conventionnellement entre crochets, d'où la formule A [B2] O4. En revanche, si la moitié des 

cations B va se placer sur les sites tétraédriques, on obtient un spinelle inverse de formule 

B [AB] O4. 

 Des quantités variables d’impureté comme le fer, le manganèse et le chrome donnent à ces 

spinelles différentes couleurs : rouge, bleu, vert, marron ou noir. La variété rouge clair- un 

aluminate de magnésium presque pur – est nommée rubis spinelle ou rubis balais. Le spinelle 

noir contient du fer : c’est le pléonaste ou ceylanite. Le spinelle jaune à vert –marron contient 

du chrome : c’est la picotite… Des spécimens transparents et délicatement colorés sont 

utilisés comme gemmes. La plupart des spinelles employés comme gemmes sont des rubis 

spinelles de couleur rouge. On trouve les rubis-spinelles dans les sables du Sri lanka et à 

Madagascar. Il existe environ deux cents sortes de spinelles synthétiques [2]. 

Les spinelles possèdent des propriétés physiques diverses et ont des applications 

technologiques variées tel que : magnétisme, ferroélectricité, et supraconductivité [3,4].Ces 

matériaux sont caractérisés par une grande transmissibilité dans le spectre visible et par leurs 
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excellentes propriétés électriques en particulier sous forme de couches minces. Ils sont des 

semi-conducteurs ayant un gap d’énergie important. Par conséquent, ils trouvent l’application 

dans de nombreux dispositifs tels que les piles solaires, les affichages à panneau plat, les 

circuits invisibles de sécurité [5-8]. Ils ont aussi des applications pour la géophysique [9 -11]. 

  On retrouve des spinelles dans des applications aussi variées que la catalyse (Co3O4 est 

présent dans les pots catalytiques, les processus de désulfuration - il fait également partie de la 

composition du tonner des photocopieurs), les pigments (CoAl2O4, bleu decobalt), les aimants 

naturels (Fe3O4) et plus largement les ferrites (MFe2O4, M étant un métal divalent 

quelconque) [12]. 

Les spinelles, CdX2O4 (X = Al, Ga, In), sont soumis à divers travaux expérimentaux et 

théoriques, se concentrant sur les propriétés structurales [13-20], les propriétés électroniques 

[21,22], la photoluminescence et les spectres optiques [22-28], les mesures par la méthode de 

photoelectrochimie  de CdGa2O4 [23] ont mis en évidence un gap optique indirect de 3.07 eV. 

En dépit de ces études, un certain nombre de propriétés de base sont toujours inconnu, par 

exemple l’effet de la pression hydrostatique sur les propriétés électroniques et optiques. 

D’ailleurs, les constantes élastiques ne sont pas également déterminés expérimentalement. 

Pour cette raison, nous choisissons la méthode FP-(L) APW+lo afin de calculer les propriétés 

de ces spinelles et compléter les travaux expérimentaux et théoriques existants. Il est donc 

intéressant d'étudier les propriétés électroniques (structure de bandes, densité d'états), 

structurales (pas de réseau, module de rigidité et sa dérivé) et élastiques (constants élastiques, 

température de Debye) de CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 par cette méthode associée à la 

LDA et la GGA. En effet, ce procédé de calcul n'avait pas encore été utilisé pour ces 

matériaux.  

  Le travail que nous présentons dans ce mémoire comprend deux parties:  

- La première partie est consacrée aux fondements théoriques, elle est composée de deux 

chapitres. Le premier est destiné au fondement de la théorie de la fonctionnelle de la densité 

(DFT), l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation du gradient généralisé 

(GGA). Le deuxième présente la méthode FP-(L) APW+lo (full potential (Linearized) 

augmented plane wave plus local orbitals).  

- La deuxième partie résume nos résultats, leurs interprétations ainsi qu’une comparaison avec 

certains travaux théoriques et expérimentaux disponibles en littérature. Cette partie  est 

composée de trois chapitres. Le premier chapitre est destiné à l’étude des propriétés 

structurales des composés CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4. Le deuxième chapitre est dédié aux 
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calculs des propriétés électroniques de ces matériaux. Le dernier chapitre est consacré aux 

calculs des modules élastiques de ces composés.        

Finalement, on terminera par une conclusion générale qui regroupe tous les principaux 

résultats de ce travail. 
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1.1  Introduction 

La description quantique non-relativiste d'un système moléculaire ou cristallin est basée 

sur 1'equation de Schrödinger. Une introduction à ce formalisme débute nécessairement par la 

présentation de 1'equation de Schrödinger exacte ("équation à plusieurs corps") qui sera 

simplifiée ultérieurement par diverses approximations de manière à ce qu'elle puisse être 

résolue. Le traitement de ce "problème à plusieurs corps" en mécanique quantique consiste à 

rechercher les solutions de 1'equation de Schrödinger. Malheureusement, les électrons et les 

noyaux qui composent les matériaux constituent un système à plusieurs corps fortement 

interagissant et ceci rend la résolution de l’équation de Schrödinger extrêmement difficile. 

1.2 Equation de Schrödinger d’un cristal  

Les solides sont constitués par une association de particules élémentaires : les ions 

(noyaux) lourds de charge positive et les électrons légers de charge négative. Le problème 

général est d’essayer de calculer toutes les propriétés de ces particules (ions + électrons) à 

partir des lois de la mécanique quantique, à l’aide de l’équation de Schrödinger:  

H Ψ =E Ψ …..………………………………………………………………...…………... (1.1) 

 Tel que E est l’énergie de l’état fondamental du cristal décrit par la fonction d’onde Ψ du 

cristal. 

H est l’hamiltonien exact d’un cristal qui résulte de la présence des forces électrostatiques 

d’interaction : répulsion ou attraction suivant la charge des particules (ions, électrons). 

Htot = Te + TN +Ve-e +VN-N +Ve-N   …………………………………….…….............…… (1.2) 

Dans laquelle les termes  Te, TN, Ve-e, VN-N et Ve-N  correspondent respectivement : 

Te = - 
2

2m i
i
Δ∑h

  (est l’énergie cinétique des électrons) …………………………..…...… (1.3)  

TN =  - 
2

2M k
k
Δ∑h

(est l’énergie cinétique des noyaux)………...…………………………. (1.4)    

Ve-e = 
1
2 ∑

i , j≠ i
U ij = 

21

2 4 0 i ji, j i

e
πε | r r |≠ −∑ r r (interaction répulsive (électron -électron).…... (1.5)     

VN-N = 
1
2 ∑

k , l≠ k
U k l = 

2

0

1

2 4
k l

k lk,l k

e Z Z
πε | R R |≠ −∑ r r (interaction répulsive (noyaux – noyaux)... (1.6)  

Ve-N = ik
i,k

U∑  = - 
2

4
k

i,k 0 k i

Z e
πε | R r |−∑ r r  (interaction attractive  (noyaux - électron)………….. (1.7)   
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e = la charge de l’électron. 

m =la masse de l’électron. 

M = masse de noyau. 

ri, rj  définissent les positions des électrons (i) et (j ), respectivement. 

Rk, Rl  définissent les positions des noyaux (k) et (l), respectivement.  

Zk, Zl : sont les nombres atomiques des noyaux (k) et (l), respectivement. 

 L’équation de Schrödinger (1.1) contient 3(Z+1) N variables ; N étant le nombre 

d’atomes du cristal. Puisque on trouve dans 1cm3 d’un solide cristallin près de 5.1022 atomes, 

en posant Z = 14, le nombre des variables sera égal à 2.1024  [29]. Il est plus évident qu’on va 

pas obtenir une solution générale à cette équation. Cela tient non seulement à des difficultés 

de calcul d’ordre technique, mais également à une impossibilité de le faire, car la mécanique 

quantique moderne ne dispose d’aucune méthode pour résoudre des problèmes concernant un 

grand nombre de particules. Pour trouver une solution de l’équation de Schrödinger d'un 

système de particules se trouvant en interaction, il est indispensable de réduire ce système à 

un système de particules indépendantes. Dans ce cas l’équation de Schrödinger peut être 

décomposée en un système d'équations, chaque équation ne décrivant que le mouvement 

d'une seule particule. Pour cela il faut faire des approximations. 

 

1. 3  L’approximation de Born – Oppenheimer   

Du fait que les noyaux sont très lourds par rapport aux électrons, d’après Born et       

Oppenheimer [30], on peut négliger leurs mouvements par rapport à ceux des électrons et on 

ne prend en compte que ceux des électrons dans le réseau rigide périodique des potentiels 

nucléaires. On néglige ainsi l’énergie cinétique TN des noyaux, l’énergie potentielle noyaux – 

noyaux VN-N devient une constante qu’on peut choisir comme la nouvelle origine des 

énergies. 

 Htot = He + VN-N………………………………………………………………..…………. (1.8)   

tel que :  He = Te +VN-e +Ve-e……………………………………………………..……….. (1.9) 

He est l’hamiltonien électronique, donc on obtient une équation très simple par rapport à 

l’originale. Et le problème est réduit à la recherche des valeurs et des fonctions propres pour 

les électrons, autrement dit résoudre l’équation : 

He Ψ = Ee Ψ ……………………………….…….………………………………….….... (1.10)  

Les fonctions propres ainsi obtenues conduisent directement à celles du système 

Ψsys(r, R) = χ(R) φ(r, R) ………………..………………..………………………………. (1.11)  
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Où  χ(R) est la fonction d’onde des noyaux et  φ(r, R) est la fonction d’onde des électrons 

avec les noyaux fixes dans la position R. La position des noyaux devient un paramètre et 

l’équation de Schrödinger est résolue pour un ensemble de positions fixes des noyaux. 

L énergie du système sera :  

Esys = Eel +VN-N ………………………………………..………………………..……….. (1.12)     
La nouvelle équation (1.10) obtenue représente un problème à N corps dont la résolution 

rigoureuse ne peut pas être obtenue analytiquement sauf dans les cas très simples comme 

celui de l’atome  d’hydrogène, pour le faire dans le cas le plus général, il faut introduire une 

autre approximation dite de Hartree-Fock. 

     

1. 4  L’approximation de Hartree-Fock    

L’approximation de Hartree consiste à remplacer l’interaction de chaque électron de 

l’atome avec tous les autres par l’interaction  avec un champ moyen crée par les noyaux et la 

totalité des autres électrons, c'est-à-dire que l’électron se déplace indépendamment dans un 

champ moyen crée par les autres électrons et noyaux [31]. Cela permet de remplacer le 

potentiel du type  
1
r ij

 qui dépend des coordonnées de deux électrons par une expression 

définissant l’interaction électronique qui dépend des coordonnées de chaque électron isolé. 

Alors on peut écrire :   

H =  i
i

H∑   ………………………………………………………………......…………..(1.13)  

Avec :  Hi = 
2

2m i
−

Δ
h

 + Ui(ri) +Vi(ri)    …………...............................................………… (1.14) 

Tel que : Ui (ri) =  -
2

04
k

k 0 i k

Z e
πε | r R |−∑   est l’énergie potentielle de l’électron (i) dans le champ 

de tous les noyaux (k).  
0
kR  = est la position fixe des noyaux (k). 

Vi (ri) = 
21

2 4j 0 i j

e
πε | r r |−∑     est la champ effectif de Hartree.   

L’équation (1-14) s’écrit : 

Hi = 
2

2m i− Δ
h

 +V(r)………………………………………...……………………………. (1.15) 

Où V(r) est le potentiel moyen du cristal possédant la périodicité du réseau, il contient le 

potentiel périodique dus aux ions et les effets dus aux interactions de l’électron avec tous les 

autres électrons. 
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La fonction d’onde du système électronique a la forme d’un produit de fonction d’onde de 

chacun des électrons, et l’énergie de ce système électronique est égale à la somme des 

énergies de tous les électrons. 

1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ,........ ) ( ) ( ) ( ).......... ( )e n n nr r r r r r r rΦ = Φ Φ Φ Φ  ....................................................(1.16)  

E = Ee = E1 + E2 + E3 +…… + En …..............…………............................................…….. (1.17) 

avec : i i i iH EΦ = Φ  ............................................................................................................. (1.18) 

e e e eH EΦ = Φ ..................................................................................................................... (1.19) 

Le champ de Hartree permet de ramener l’équation multiple à un système d’équation d’un 

seul électron. 

[ ]
21 ( ) ( ) ( ) ( )

2 i i i i i i i i+U r +V r Φ r = εΦ r
m

−
Δ

h
 …………………………………………….. (1.20) 

Mais tant que l’électron est un fermion donc la fonction d’onde totale doit être antisymétrique 

par rapport à l’échange de deux particules quelconques qui est négligé par Hartree. Pour 

corriger ce défaut, Fock [32], a proposé d’appliquer le principe d’exclusion de Pauli, donc la 

fonction d’onde électronique s’écrit sous la forme d’un déterminant de Slater [32]                          

1 2 3
1( , , ,....... )e n= r r r r =
N!

Ψ Ψ

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( ) ( )................... ( )
( ) ( )................... ( )

( ) ( )................... ( )

n

n

n n n n

r r r
r r r

r r r

Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ

………………..……. (1.21) 

 Où 
1

!N  est la constante de normalisation. 

 

Le système d’équations (1.20) se résout de manière autocohérente dans la mesure où le 

potentiel dépend des fonctions d’onde. Cette approximation conduit à de bons résultats 

notamment en physique moléculaire, mais dans le cas des systèmes étendus comme les 

solides reste difficile. 
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1. 5  Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT)   

En 1920, Thomas et fermi ont montré que l’énergie d’un gaz homogène d’électrons est 

fonction de sa densité électronique  [33], [34]. L’idée de Hohenberg et Kohn en 1964 fut de 

généraliser cette approche à tout système électronique [1]. 

      Le Formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (Density Functional theory) 

est basé sur le théorème de  Hohenberg et Kohn [1]. Ces derniers montrent que l’énergie 

totale E d’un système interagissant de spin non polarise dans un potentiel externe est une 

fonctionnelle unique de la densité d’électrons ( )rρ    

E = E (ρ) …………………………………………………..........................................….. (1.22)                        

EVext [ρ]  = HΨ Ψ  

             = ˆ ˆ ˆ
ee extT V VΨ + + Ψ  

             =  ˆ
êeT VΨ + Ψ  + êxtVΨ Ψ   

EVext [ρ] = [ ] ( ) ( )HK extF r V r drρ ρ+ ∫
r r r

 ……………………………….....…...…………… (1.23) 

       Et comme la valeur minimale de la fonctionnelle de l’énergie totale est l’énergie de l’état 

fondamental du système .Ils ont montré que la densité qui donne cette valeur minimale est la 

densité exacte de l’état fondamental d’une particule, et que les autres propriétés de l’état 

fondamental sont aussi fonctionnelles de cette densité. 

E [ρ0] = Min E [ρ]  …………….……………………………...………………………… (1.24)     

Reste à détermine  FHK[ρ]. Formellement :  

FHK [ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee [ρ(r)] …………………………………………………..…….. (1.25) 

Où : T [ρ(r)] est l’énergie cinétique du système électronique et  Vee [ρ(r)] est le terme 

d’interactions électrons – électrons. Comme les expressions de T et de Vee n’étaient pas 

connues, Kohn et Sham [35]  ont proposé les séparations suivantes :  

T [ρ(r)] = Ts [ρ(r)] + (T [ρ(r)] – Ts [ρ(r)])  

       =  Ts [ρ(r)] + Vc [ρ(r)] ……………………………..…………………………… (1.26) 

Ts [ρ(r)] est l’énergie cinétique d’un gaz d’électrons sans interaction   

Vc [ρ(r)]  est l’énergie de corrélation qui est négligée dans l’approximation de Hartree-Fock 

Vee [ρ(r)] = VH [ρ(r)] + (Vee [ρ(r)] -  VH [ρ(r)])        

                = VH [ρ(r)] + Vx [ρ(r)] ……………………………………….……………….. (1.27) 

VH [ρ(r)]  est la composante de Hartree de l’énergie  

Vx [ρ(r)]  est l’énergie de l’échange qui est négligée par Hartree 
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Donc : FHK [ρ(r)] = Ts [ρ(r)] + Vc [ρ(r)] + VH [ρ(r)] + Vx [ρ(r)]  

                        = Ts [ρ(r)] + EH [ρ(r)] +  Exc [ρ(r)] ………………………………….....… (1.28)    

 tel que : Exc [ρ(r)] =   Vx [ρ(r)] + Vc [ρ(r)]   …………………………...……………….. (1.29)  

Où on définit le terme d’échange et de corrélation  

 Exc [ρ(r)] = [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }( ) ( ) ( ) ( )ee H sV ρ r E ρ r + T ρ r T ρ r− −    ………………………...…. (1.30)  

C’est un terme contenant les contributions d’échange et de corrélation à l’énergie, ainsi que la 

contribution provenant des interactions électroniques non prises en compte dans Ts et EH. 

On en déduit les équations de Kohn et Sham [35] qui permettent de résoudre le problème : 

21( ( )) ( ) ( )
2 i eff i i iV r r rε− ∇ + Φ = Φ  ……………………..…………………………….…… (1.31) 

Tel que : Veff (r) =   VH [ρ(r)] +  Vxc [ρ(r)] + Vext [ρ(r)]  …………………...………..….. (1-32) 

Ou la densité électronique est donnée par la somme des orbitales occupées :  

ρ( r) = * ( ) ( )i i
occup

r rΦ Φ∑  ……………………………………………………………...……(1.33)  

Où: 

• Les Фi sont les états d’une seule particule. 

• VH [ρ(r)] =  
2

0

1 ( )
2 4

e r dr
r r
ρ

πε
′

′
′−∫  (est le potentiel de Hartree des électrons)…….... (1.34)   

• Vxc [ρ(r)] = 
[ ]( )
( )

xcE r
r

δ ρ
δρ (est le potentiel d’échange et de corrélation)...………… (1.35)  

L’équation (1.31) peut être vue comme une équation de Schrödinger d’une seule particule 

où le potentiel externe a été remplacé par le potentiel effectif défini en (1.32). Les fonctions 

d’ondes alors obtenues n’ont pas de signification physique. Le problème de départ revient 

donc à la résolution de N équations de ce type.  

 Jusqu’ici la DFT est une méthode exacte, mais pour que la DFT et les équations de Kohn 

et Sham deviennent utilisables dans la pratique, on a besoin de proposer une formulation de    

Exc [ρ(r)] et pour cela, on est obligé de passer par une approximation. 

 

1.6   L’Approximation de la Densité locale (LDA)  

Pour approximer la fonctionnelle de la densité Exc [ρ(r)], Kohn et Sham proposaient dés 

1965 l’approximation de la densité locale (LDA) [36], qui traite un système inhomogène 

comme étant localement homogène, avec une énergie d’échange et de corrélation connue 

exactement :  

[ ] [ ]hom 3( ) ( ) ( )LDA
xc xcE r r r drρ ρ ε ρ= ∫    …………….…………………………….……..…. (1.36)  
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Où [ ]hom ( )xcε ρ r   est l’énergie d’échange et de corrélation par particule d’un gaz électronique 

uniforme de densité  ρ que l’on connaît sa forme.  

( )LDA
xcV r  = 

[ ]( )
( )

LDA
xcE ρ r
ρ r

∂
∂

 = [ ] [ ]hom
hom ( )

( ) ( )
( )

xc
xc

ε ρ r
ε ρ r + ρ r

ρ r
∂

∂
 …………………………...…. (1.37) 

Dans le cas des matériaux magnétiques, le spin électronique fournit un degré de liberté 

supplémentaire et la LDA doit alors être étendue à l’Approximation de la Densité de Spin 

Locale (LSDA : Local Spin Density Approximation) où l’énergie d’échange et de corrélation 

Exc devient une fonctionnelle des deux densités de spin haut et bas : 
3, ( ) ( ), ( )LSDA

xc xcE r r r drρ ρ ρ ε ρ ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤↓ ↑ = ↑ ↓⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  …………………………..………….. (1.38) 

 

1.7   L’Approximation du Gradient Généralisé (GGA)   

Malgré la simplicité de la LDA, elle a donné des résultats fiables dans plusieurs cas, mais 

ils y avaient des cas où elle était en contradiction avec l’expérience. Pour cette raison le 

gradient de la densité d’électron a été introduit conduisant à l’approximation du gradient 

généralisé GGA ou l’énergie Exc est en fonction de la densité d’électron et de son gradient : 

[ ]( )GGA
xcE rρ  = [ ]hom( ) ( ) ( ) 3

xcρ r ε ρ r , ρ r dr∇∫ ………………………………………………. (1.39) 

La GGA est donnée par différentes paramétrisations, parmi elles celles de Perdew et ces 

collaborateurs  [37,38]. 

 

1. 8  Solution de l’équation de Kohn et Sham    

Après la détermination du terme d’échange et de corrélation, il nous reste maintenant de 

résoudre l’équation de Kohn et Sham :  

Hsp Фi(r) =  εi Фi(r)  ……………………………..……………………………...……….. (1.40) 

Tel que : Hsp =
2 2

2 ( )
2m 4

'
i xc ext

0

e ρ r+ dr +V +V
πε r r

⎛ ⎞′−
∇⎜ ⎟⎜ ⎟′−⎝ ⎠

∫
h

  est l’hamiltonien de Kohn et Sham 

pour une seul particule (single particle).   
2 2

2 ( ) ( ) ( )
2m 4i xc ext i i i

0

e ρ r+ dr +V +V Φ r = εΦ r
πε r r

⎛ ⎞′− ′∇⎜ ⎟⎜ ⎟′−⎝ ⎠
∫

h
 …………………………...……. (1.41) 

Les méthodes basées sur la DFT sont classées suivant les représentations qui sont utilisées 

pour la densité, le potentiel et les orbitales de Kohn et Sham. Plusieurs choix de la 

représentation sont faites pour minimiser le coût de calcul en terme du temps en maintenant 

suffisamment la précision. La vitesse du processeur (CPU) joue un rôle dans le calcul scf, si 
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elle est minimale le temps sera plus important. Dans le cas inverse, le temps se réduira.    

Dans ce mémoire on a choisi un type de représentation, celui de (FP-(L) APW+lo) (full 

potential – (Linearized) Augmented Plane Wave plus local orbitals)  qu’on va voir en détail 

dans le chapitre qui suit. 

Dans la méthode (FP-(L) APW+lo) les orbitales de Kohn et Sham peuvent être écrits sous 

la forme:                       

Фi(r) = Σ Ciα Фα(r)…………..………………………...……………………………….…(1.42) 

Où Фα(r) sont les fonctions de base et les Ciα sont les coefficients de l’expansion (ou de 

développement). 

La solution de l’équation de Kohn et Sham est obtenue pour les coefficients Ciα pour les 

orbitales occupées qui minimisent l’énergie totale 

       La résolution de l’équation de Kohn et Sham pour les points de symétrie dans la première 

zone de Brillouin permet de simplifier les calculs. Donc la résolution se fait d’une manière 

itérative en utilisant un cycle d’itérations auto- cohérent illustré par le schéma de la figure 

(1.1) [39].On commence par injecter la densité de charge initiale ρ0 pour diagonaliser 

l’équation séculaire : ( H - εi S ) = 0 ……………………………………………...………(1.43)  

(tel que H représente la matrice hamiltonien et S la matrice de recouvrement). Ensuite, la 

nouvelle densité de charge ρout est construite avec les vecteurs propres de l’équation séculaire 

en utilisant la densité de charge totale qui peut être obtenue par une sommation sur toutes les 

orbitales occupées (1.42). 

      Si les calculs ne concordent pas, on mélange les deux densités de charge ρin et  ρout de la 

manière suivante :    
1 (1 )i i i

in in outρ α ρ αρ+ = − + ……………………………..…………..……………………….. (1.44)    

ou l’indice i représente le nombre de l’itération (i) et α le paramètre de mélange (mixage). La 

procédure des itérations est poursuivie jusqu'à ce que la convergence soit atteinte.   
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Figure1.1: Schéma des calculs self consistant de la Théorie Fonctionnelle de la Densité 

guess ρ0(r) 

Input:ρi-1(r)  

HKSi

Solve HKsi Φi = εi Φi iΦ

   Construct ρi from Фi 

determine VH and Vxc 

1i iρ ρ −= ?

ρi is selfconsistent density 

Yes
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2.1  Ondes planes augmentées (APW)       

La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (LAPW : linearised augmented plane 

wave), développée par Andersen [40], est fondamentalement une modification de la méthode 

des ondes planes augmentées la APW développée par Slater, donc avant d’exposer le principe 

de LAPW, nous allons revoir les différents aspects de la méthode APW. 

En 1937, Slater [41] proposa comme base les fonctions d’ondes planes augmentées (APW : 

Augmented Plane Wave) pour résoudre l’équation de Schrödinger à un seul électron, cette 

dernière correspond à l’équation de Kohn et Sham basée sur la DFT. La méthode APW est 

basée sur l’approximation « Muffin-tin » pour décrire le potentiel cristallin. Selon cette 

approximation la cellule unitaire est divisée en deux régions : 

       (i)    Des sphères appelées « Muffin-tin » qui ne se chevauchent pas et qui sont centrées 

sur chaque atome α de rayon Rα.  

      (ii) Une région interstitielle délimitant l’espace résiduel non occupé par les sphères voir 

(Figure (2.1)), dans lesquelles deux catégories appropriées de  bases sont utilisées : 

1. Des fonctions radiales multipliées par des harmoniques sphériques dans les sphères 

atomiques « Muffin-tin » (région I). 

2. Des ondes planes pour la région interstitielle  (région II). 

Soit : 

                        

$( , ) ( )....

( ) 1 exp( ( ). ).....

lm lm lm
lm

G
G

a u r y r r R

r
C i k G r r II

α α
αε

ϕ

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪ + ∈
Ω⎪⎩

∑

∑

p
r

r r r  …………..…. (2.1)  
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Figure2.1: Partition de l’espace selon la méthode APW   

 (I) : Zone « Muffin-tin », (II) : Zone interstitielle.  

Tel que : ( )rϕ r
,Ω , ( , )lmu r Eα

, ( )lmy rr , GC , lmaα
, r
r

, Rα , Rβ , k
r

et  G
r

représentent 

respectivement la fonction d’ondes, le volume de cellule unitaire de simulation, la fonction 

radiale, l’harmonique sphérique, les coefficients du développement en ondes planes et en 

harmonique sphérique, la position à l’intérieur de la sphère α et β avec les coordonnes polaires 

r et r̂ , le rayon de la sphère α « Muffin-tin », le rayon de la sphère β « Muffin-tin », le vecteur 

d’onde dans la première zone irréductible de Brillouin (ZIB)  et le vecteur du réseau 

réciproque.  

La fonction  ( , )lu r Eα
est une solution régulière de l’équation de Schrödinger pour la 

partie radiale dans le cas d’un atome libre α  qui s’écrit sous la forme suivante : 

                                 
2

2 2

( 1) ( ) l
d l l V r E

dr r
α⎧ ⎫− +

+ + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

    ( , ) 0lru r Eα = …………..………….. (2.2) 

Dans laquelle  ( )V rα  représente la composante sphérique du potentiel à l’intérieur de la 

sphère « Muffin-tin » et  lE  représente l’énergie de linéarisation. 

rr

R β  

Sphère MT 

Sβ 

(I) 

(II) 

Sphère MT 

Rα 

Sα 
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Slater a justifié l’utilisation de ces fonctions en notant que les ondes planes sont des 

solutions de l’équation de  Schrödinger lorsque le potentiel est constant. Quand  aux fonctions 

radiales, elles sont des solutions dans le cas d’un potentiel sphérique, lorsque lE  est égal à une 

valeur propre.         

      Les coefficients lmaα sont déterminés d’une manière à assurer la continuité de la fonction 

d’onde à la limite de la sphère « Muffin-tin ». Pour y faire, on va développer l’onde plane en 

fonction des fonctions sphériques de Bessel, ensuite on l’égalisera avec les fonctions à 

l’intérieur de la sphère « Muffin-tin ».On obtiendra :    

                                1
2

4 ( ) ( )
( )

l

lm G l lm
G

l

ia C j k G R y k G
u R

α
α

α
α

π
= + +
Ω

∑
r ur r rr

    ………………….... (2.3)   

 tel que : Rα  est le rayon de la sphère α, l’origine est prise au centre de la sphère. 

A partir de l’équation (2.3), les lmaα  sont déterminés par les coefficients GC  des ondes 

planes et les paramètres de l’énergie lE . Ces deux termes sont des coefficients variationnels 

dans la méthode APW. Les fonctions d’ondes qui sont représentées par l’indice G et qui 

possèdent  les deux formes, une onde plane dans la région interstitielle et une fonction radiale 

dans la région sphérique, sont appelées les ondes planes augmentées (APWs). 

     La méthode APW ainsi construite représente quelques difficultés de calcul, dont celles 

liées au problème de l’asymptote, car les coefficients lmaα  donnés par l’équation (2.3) 

contiennent le terme ( )lu Rα
α  au dominateur. Il est donc possible de trouver des valeurs de 

l’énergie lE  pour lesquelles   ( )lu Rα
α  s’annule à la limite  de la sphère, causant ainsi une 

décomplement des ondes planes et des fonctions radiales. C’est ce qu’on appelle le problème 

de l’asymptote. Les calculs  deviennent plus compliqués  quand  les bandes apparaissent prés 

de l’asymptote.  

      Afin de surmonter ce problème plusieurs modifications  à la méthode APW ont été 

apportées, notamment celles proposées par Andersen [40]. La modification consiste à 

représenter la fonction d’onde  ( )rϕ r  à l’intérieur des sphères par une combinaison linéaire 

des fonctions  radiales   lmuα   et de leurs dérivées par rapport à l’énergie lmuα& ,  donnant ainsi 

naissance à la méthode  LAPW. 

 



Chapitre 2                                                                                    Ondes planes augmentées linéairisées 

       

 21

2. 2  Ondes planes augmentées linéarisées   

      Dans la méthode des ondes planes augmentées linéarisées (LAPW : Linearized augmented 

plane wave), les fonctions de base à l’intérieur de la sphère « Muffin-tin » sont une 

combinaison linéaire des fonctions radiales ˆ( ) ( )lm lmu r y rα  et leurs dérivées par rapport à 

l’énergie ˆ( ) ( )lm lmu r y rα& . Les fonctions  ˆ( ) ( )lm lmu r y rα  sont définies comme dans la méthode APW 

(2.2), mais l’énergie lE est fixe et les fonctions   ˆ( ) ( )lm lmu r y rα  doivent satisfaire la condition 

suivante  

                                 
2

2
2 2

( 1) ( ) l
d l l v r E
dr r

α⎧ ⎫+
+ + −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 ( ) ( )lm lmru r ru rα α=&   …..……..………… (2.4) 

Les fonctions de bases sont données par : 

                             

1 exp ( ) .
( )

ˆ( ) ( ) ( )

G
G

lm lm lm lm lm
lm

c i k G r
r

a u r b u r y rα α α α
ϕ

⎧ ⎡ ⎤+⎪ ⎣ ⎦⎪ Ω= ⎨
⎪ ⎡ ⎤+⎣ ⎦⎪⎩

∑

∑

r r r

&
  

( )
( )

r R r II
r R r I

α

α

∈⎧
⎨ ∈⎩

f

p
 ……….……. (2.5) 

Où lmbα  sont les coefficients correspondant à la fonction  lu  et sont de même nature  que les 

coefficients lmaα . Dans la méthode LAPW on utilise les ondes planes dans la région 

interstitielle. Alors que dans la région des sphères « Muffin-tin » on utilise les ondes planes 

augmentées linéarisées. 

En résumant quelques avantages de la méthode LAPW par rapport à la méthode APW, on 

note : 

- Dans la méthode LAPW, les énergies des bandes au point k sont obtenues avec une seule 

diagonalisation. Alors que dans la méthode  APW, il est nécessaire de calculer l’énergie pour 

chaque bande. 

- Le temps de calcul est réduit car les énergies des bandes à un point donné (k) sont obtenues 

avec une seule diagonalisation, ce qui n’est pas le cas de la méthode APW. 

 - La convergence est devenue plus rapide dans LAPW en comparaison avec la méthode  

APW. 

- Le problème de l’asymptote dans LAPW est éliminé par l’introduction de la dérivée de la 

fonction par rapport à l’énergie qui garantit le nom décomplement des ondes planes avec les 

fonctions  radiales,  en comparaison avec la méthode  APW. 
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2. 3  La méthode LAPW+LO  
 

Les états électroniques sont classés en trois catégories : les états de cœur, les états de semi- 

cœur et les états de valence. Les états de cœur sont complètement enfermés à l’intérieur de la 

sphère « Muffin-tin », ils sont caractérisés par le fait qu’ils ne participent pas directement 

dans la liaison chimique avec les autres atomes et ils sont traités comme étant dans un atome 

libre mais soumis à un potentiel extérieur due aux états de valence. Les états de valence sont 

situés à l’extérieur de la sphère « Muffin-tin » et participent à la liaison chimique. Les états 

semi-cœur sont des états intermédiaires entre les états de cœur et de valence, ils ont une 

énergie plus haute que celle des états de cœur avec un nombre quantique principal plus faible 

que celui des états de valence. On peut citer à titre d'exemple les états p du cuivre : une option 

est de traiter les états de faible énergie 3p comme des états de coeur en construisant une base 

incluant les états 4p dans la valence. Cependant, il existe, dans ce cas, une fraction de charge 

en dehors de la sphère atomique « Muffin-tin » dans la mesure où les états 3p sont d'énergie 

trop élevée pour être confinés dans cette sphère. Ce problème est rencontré notamment 

lorsque les faibles distances de liaison ne permettent pas d'agrandir suffisamment la sphère 

« Muffin-tin », en particulier lorsque le composé est étudié en fonction de la pression ou 

lorsque les atomes sont déplacés de leurs positions d'équilibre afin d'étudier les vibrations du 

réseau. Une autre possibilité serait d'envisager le traitement des états 3p et 4p dans la région 

de valence mais la base manquerait alors de flexibilité pour traiter une telle situation. Pour 

résoudre ce problème, Singh [42] a proposé une combinaison linéaire de deux fonctions 

radiales correspondant à deux énergies différentes et de la dérivée par rapport à l’énergie de 

l’une de ces fonctions c’est ce qu’on appelle le concept des orbitales locales (LOs).  

   

2. 4  La méthode APW+lo 

Le problème rencontré dans la méthode APW concernait la dépendance de la base vis à- 

vis de l’énergie. Cette dépendance a été éliminée dans la méthode LAPW+LO mais au prix 

d’une base de taille plus importante, de sorte que les méthodes APW et LAPW+LO sont 

toutes les deux caractérisées par une limitation importante. Sjöstedt, Nordström et Singh [43] 

ont récemment apporté une amélioration supplémentaire en réalisant une base qui combine les 

avantages de la méthode APW et ceux de la méthode LAPW+LO. Cette méthode est appelée 

« APW+lo » et correspond à une base indépendante de l’énergie (comme l’était la méthode 

LAPW+LO) mais qui ne requiert malgré tout qu’une énergie de coupure d’ondes planes très 

faiblement supérieure à celle nécessaire dans le cadre de la méthode APW. Elle consiste à 
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utiliser une base APW standard mais en considérant maintenant ul(r) pour une énergie El  

fixée de manière à conserver l’avantage apporté par la linéarisation du problème aux valeurs 

propres. Etant donné qu’il a été démontré précédemment qu’une base d’énergies fixes ne 

fournit pas une description satisfaisante des fonctions propres, on y ajoute également des 

orbitales locales qui permettent d’assurer une flexibilité variationnelle au niveau des fonctions 

de base radiales. 

 

2.5  Wien2k  

     Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode FP-(L) APW+lo, implémentée dans le code 

Wien2k [44]. Le code Wien2k consiste en différents programmes indépendants (figure (2.2)) 

qui sont liés par C. Shell Script :  

NN : C’est un programme qui donne les distances entre plus proches voisins, qui aide à 

déterminer le rayon atomique de la sphère.  

LSTART : Un programme qui génère les densités atomiques et détermine comment les 

différentes orbitales sont traitées dans le calcul de la structure de bande, comme des états du 

coeur avec ou sans orbitales locales. 

SYMMETRY : Il génère les opérations de symétrie du groupe spatial, détermine le groupe 

ponctuel des sites atomiques individuels, génère l’expansion LM pour les harmoniques du 

réseau et détermine les matrices de rotation locale. 

KGEN : Il génère une maille k dans la zone de Brouillin. 

DSTART : Il génère une densité de départ pour le cycle SCF par la superposition des densités 

atomiques générées dans LSTART. 

Alors un cycle self consistant est initialisé et répété jusqu'à ce que le critère de convergence 

soit vérifié. Ce cycle s’inscrit dans les étapes suivantes : 

LAPW0 : Génère le potentiel pour la densité. 

LAPW1 : Calcul les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres. 

LAPW2 : Calcul les densités de valence pour les vecteurs propres. 

LCORE : Calcul les états du coeur et les densités. 

MIXER : Mélange les densités d’entré et de sortie. 
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2.6  Structure du code Wien2k   
 
 

 
 
 
 
Figure 2.2 : Structure du code Wien2k. 
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3.1 Les détails de calcul 
 
       Dans ce mémoire, les calculs ont été réalisés en utilisant le code Wien2k [44], qui est une  

implémentation de la méthode FP-(L) APW+lo dans le cadre de la  DFT [1]. On a effectué 

des calculs semi - relativistes (l’effet de spin-orbit est négligé). Le potentiel d'échange et de 

corrélation est traité dans le cadre des approximations suivantes : 

- l’approximation de la densité locale (LDA : Local Density Approximation) 

parametrisée par Perdew et Wang [45]. 

-  l’approximation du gradient généralisé (GGA : Generalized Gradient Approximation)   

parametrisée par Perdew, Burke et Ernzerhop [38]. 

Il est bien connu que la LDA et la GGA sous-estiment les gaps d’énergie. Ceci est 

principalement dû au fait qu’elles ont des formes simples qui ne sont pas suffisamment 

flexibles pour obtenir la forme exacte du potentiel d’échange et de corrélation. Engel et 

Vosko, en considérant ce déficit ont construit une nouvelle forme de la fonctionnelle de la 

GGA qui a été désignée pour donner un meilleur potentiel d’échange et de corrélation aux 

dépens de moins d’accord en ce qui concerne l’énergie d’échange. Cette approche, qui 

s’appelle GGA-EV [46], fournit un meilleur gap et quelques autres propriétés qui dépendent 

principalement de l’exactitude du potentiel d’échange et de corrélation. Par contre, dans cette 

méthode, les quantités qui dépendent d’une description exacte de l’énergie d’échange Ex telle 

que le volume d’équilibre et le module de compressibilité (Bulk modulus) sont en désaccord 

avec l’expérience.                                 

Dans la méthode (FP-(L)APW+lo), la cellule unitaire est devisée en deux régions : (i) les 

sphères qui ne se chevauchent pas et qui sont centrées sur chaque atome (Muffin-tin sphères) 

de rayon RMT, (ii) la région interstielle (la région qui reste). 

     Les fonctions d’onde, les densités électroniques et le potentiel sont devellopées en 

combinaison harmoniques sphériques autour des sites atomiques c’est-à-dire dans les sphères 

Muffin-tin avec un cutoff (rayon de coupure) lmax=10, et en série de Fourier dans la région 

interstielle avec un cutoff (rayon de coupure) 
min

max*mtR K  (où  
min
mtR  est le plus petit rayon de 

la sphère MT,  Kmax  est le cutoff du vecteur d'onde pour les ondes planes).  

       La première étape dans ce genre de calcul consiste à préciser les valeurs des paramètres 

importants, qui influent sur le temps et la précision du calcul. 

- les rayons de Muffin-tin (Rmt), donnés en unités atomiques (u.a). Les valeurs de
min
mtR  que 

nous avons utilisées pour Cd, Al, Ga, In et O représentent un bon choix pour notre calcul. Ce 

choix est basé sur deux critères :  
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1- assurer l’intégration de la majorité des électrons de cœur dans la sphère (Muffin-tin). 

2- éviter le chevauchement des sphères (Muffin-tin).   

- le paramètre de coupure RKmax = 
min

max*mtR K , 
min
mtR  est le plus petit rayon de la sphère MT 

et Kmax la norme du plus grand vecteur d’onde utilisé pour le développement en ondes planes 

des fonction propres. 

- Gmax est la norme du plus grand vecteur d’onde utilisé pour le développement en ondes 

planes de la densité de charges. 

- le nombre de points k considéré dans la zone irréductible de Brillouin. 

Nous avons effectués des testes de convergence de l’énergie totale Etot des composés 

CdX2O4(X = Al, Ga et In) en fonction des paramètres de coupure  
min

max*mtR K et en fonction 

du nombre de point k dans la zone réduite de Brillouin. L’ensemble des paramètres utilisés 

pour nos calculs effectués sur les composés CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 est rassemblé dans 

le Tableau 3.1. 

Dans ce travail, nous avons choisi les états Cd (4p6 4d10 5s2), Al (3s2 3p1), Ga (3d10 4s2 

4p1), In (4p2 4d10 5s2 5p1) et O (2s2 2p4) comme étant des états de valence. 

 

 

Composé     

 

Rmt 

 
min

max*mtR K
 

 

Nombre de points k

        

    Gmax 

        

    lmax 

 

 

 

 

CdX2O4 (X =Al,Ga,In) 

 

Cd(2.4) 

Al(2.2) 

Ga(2.2) 

In(2.4) 

O(1.2) 

 

LDA  6 

GGA 5 

 

16 

 

14 

 

10 

 

Tableau 3.1: Notre choix des différents paramètres inclus dans le calcul pour les composés 

CdX2O4 (X =Al, Ga, In). 
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La densité d’état de ces composés est calculée par la méthode du tétraèdre [47, 48], qui 

nécessite un grand nombre de points dans la zone de Brillouin. Dans notre calcul on a utilisé 

2500 k- points dans la première zone de Brillouin correspondant à 84 points spéciaux dans la 

zone irréductible de Brillouin. 

Le processus des calculs itératifs se répète jusqu'à ce que la convergence de l’énergie totale 

du cristal sera stable à l’intérieur de 10-5 Ry qu’on a assuré en variant le nombre de k- points  

et le paramètre
min

max*mtR K . 

 

3.2 Test de convergence      

Pour obtenir les bonnes valeurs de paramètre
min

max*mtR K et le nombre de points k assurant 

la convergence de l’énergie totale du système avec plus de précision, on fixe la valeur 

de
min

max*mtR K égale à 5 et on varie les valeurs du nombre de points k allant de 10 à 500, pour 

chacune de ces valeurs on calcule l’énergie totale et on trace la courbe (Figure3.1) de 

variation de l’énergie totale en fonction des valeurs du nombre de points k. Cette courbe nous 

montre que l’énergie totale converge dans les limites de 250 points dans la première zone de 

Brillouin correspondant à 16 points spéciaux dans la zone irréductible de Brillouin pour les 

trois matériaux CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 en utilisant les deux approximations la LDA et 

la GGA.     

Après la détermination du nombre de points k, on fixe cette dernière à la valeur de 250 et on 

varie 
min

max*mtR K  de 2 à 6.5 à pas de 0.5, pour chacune de ces valeurs on calcule l’énergie 

totale et on trace la courbe (Figure3.2) de variation de l’énergie totale en fonction des valeurs 

de 
min

max*mtR K .Cette courbe nous montre que l’énergie totale converge dans les limites de 6 

pour la LDA et de 5 pour la GGA pour les trois matériaux CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4. En 

examinant les courbes de variation de l’énergie totale en fonction des nombre de points k et 

des valeurs de 
min

max*mtR K   obtenues pour chaque composé par l'utilisation de la LDA, GGA, 

on remarque qu'elles sont très similaires en allure, c'est pour ceci on a juste tracé les courbes 

de CdAl2O4 en utilisant la LDA. 
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Figure 3.1: Convergence  de l’énergie totale de CdAl2O4 en fonction du nombre de points k 

dans la zone réduite de Brillouin en utilisant la LDA. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Figure 3.2 : Convergence de l’énergie totale de CdAl2O4 en fonction du paramètre de 

coupure 
min

max*mtR K en utilisant la LDA. 
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3.3  Propriétés structurales des composés CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 

     La première étape importante dans un calcul ab-initio est la détermination des propriétés 

structurales d’un matériau à étudier. La connaissance de ces informations nous permet 

d’accéder par la suite à d’autres propriétés physiques (électroniques, élastiques, optiques, …). 

     Les spinelles CdX2O4 (X = Al, Ga et In) cristallisent dans les conditions ambiantes dans la 

structure cubique à face centrée (cfc), avec un groupe d’espace 3Fd m  (classé 227 dans le 

tableau international de la cristallographie) [9], chacune de leurs mailles conventionnelles 

contiennent 8 molécules de formule AB2O4. Les ions d’oxygène sont situés aux positions (u, 

u, u), les  ions A+2 (Cd+2) aux (1/8,1/8,1/8) et les  ions B+3(Al+3, Ga+3et In+3) aux (1/2,1/2,1/2) 

( Figure 3.3). 

 

 

 

                                                                                                                    B 

                                                                                                   A 

                                                                                                                    O 

                                                                                                                      
                                                                              

Figure 3.3 : La maille conventionnelle du spinelle AB2O4 
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La maille des spinelles normales CdX2O4 (X = Al, Ga et In) est caractérisée par le 

paramètre du réseau a et le paramètre interne u (spécifique de la position de l’ion d’oxygène). 

Dans la plupart des spinelles, u est compris entre 0.24 et 0.275 si l’origine de la cellule 

unitaire se situe au centre d’inversion. 

Pour déterminer les propriétés structurales de l’équilibre statique tel que le paramètre du 

réseau a0, le paramètre interne u, le module de compressibilité B0 (Bulk modulus) et sa 

dérivée par rapport à la pression B', nous avons suivi les étapes suivantes. Pour déterminer le 

paramètre interne u de l’état d’équilibre statique, nous avons relaxé les atomes d’oxygène à 

l’intérieur de la cellule unitaire en donnant au paramètre du réseau la valeur expérimentale. La 

deuxième étape consiste à déterminer a0, B0, B'. Pour cela, on calcule l’énergie totale Etot pour 

différentes valeurs du volume de la maille primitive, puis on ajuste les points Etot (V) calculés 

par une équation d’état. Dans le présent travail, nous avons utilisé l’équation d’état de 

Murnaghan’s [49] donnée : 

  0 0 0( ) ( ) 1 1
( 1)

'B

tot 0 '

B V V VE V = E V + B +
B B V V

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ − ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
  ……………………….………. (3.1) 

Où V0 est le volume d’équilibre statique de la maille primitive, E0 l’énergie totale par maille 

primitive de l’état d’équilibre. 

Le volume V0 et l’énergie E0 sont donnés par le minimum de la courbe Etot (V) et le module de 

compressibilité B0 est déterminé par la courbure à V0. Les Figures 3.4, 3.5 et 3.6 représente 

l’ajustement des points Etot (V) à l’aide de l’équation d’état de Murnaghan’s (3.1) pour les 

composés CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4, respectivement. La ligne continue représente le 

meilleur ajustement des points Etot (V) avec l’équation d’état de Murnaghan. 

L’ensemble des résultats des paramètres structuraux de l’état fondamental des composés 

CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 est rassemblé dans le Tableau 3.2 
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Figure 3.4 : Variation de l’énergie total en fonction du volume de la maille  primitive obtenue 

par l’utilisation de : (a)-  la LDA, (b)- la GGA pour CdAl2O4 
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Figure 3.5 : Variation de l’énergie total en fonction du volume de la maille primitive obtenue 

par l’utilisation de : (a)- la LDA, (b)- la GGA pour CdGa2O4 
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Figure 3.6 : Variation de l’énergie total en fonction du volume de la maille  primitive obtenue 

par l’utilisation de : (a)- la LDA, (b)- la  GGA pour CdIn2O4.  
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                                                  a (Å)             u                      B0 (GPa)                B'                  

 

CdAl2O4 

Nos calculs  LDA                   8.3993           0.2707             223.7419               5.0487 

                    GGA                   8.5479           0.2714            196.1679                5.1125 

Exp  [18]                                 8.355             -                      -                             - 

PP-PW (GGA) [50]                8.3816            -                     180                         -                         

FP-LAPW (LDA) [13]           8.33                -                     -                             - 

 

CdGa2O4 

Nos calculs  LDA                   8.5856           0.2681            202.0039               5.0243                

                    GGA                   8.7587           0.2682            166.6858               5.2809  

Exp [16]                                  8.602             -                      -                            - 

Exp [17]                                  8.5964           -                      -                            - 

FP-LAPW (LDA) [13]           8.579             -                      -                             - 

PP-PW (GGA) [50]                8.7327           -                     158                         - 

 

CdIn2O4 

Nos calculs  LDA                   9.1373          0.2624            166.0977               4.8975                  

                    GGA                   9.3304          0.2631            135.0556               4.8275 

Exp [15]                                  9.1651         0.262-0.263     -                            - 

Exp [21]                                  9.1673         -                       -                            - 

PP-PW (GGA) [50]                 9.3631         -                      126                        - 

FP-LAPW (LDA) [13]           9.130            -                       -                            -  

Calcul [8]                                -                  0.262                 -                            -      

 

 

Tableau 3.2: Les propriétés structurales de CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4; paramètre du réseau 

d’équilibre a0, paramètre interne u, le module de compressibilité B0 et sa dérivé B’.  
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Nos résultats sont comparés aux valeurs expérimentales disponibles de D.Ko et ces 

collaborateurs [15] qui ont mis en évidence par la méthode de DRX pour Cd1+xIn2-2xSnxO4 un 

paramètre interne u égal à 0.2628 à la température de 1175° C et égal à 0.2625 à la 

température de 1000° C pour x = 0 et un paramètre de réseau a (Å) égal à 9.1651  à la 

température de1175° C et égal à 9.1658 à la température de 1000° C pour x = 0, 

théoriquement, la valeur de u a été calculée par Kammler et ces collaborateurs [8] égale à 

0.262, C.Otero Arean et ces collaborateurs [16] qui ont mis en évidence par la méthode de 

DRX pour CdxCo1-xGa2O4 un paramètre de réseau a(Å) égal à 8.602, Wen Jihua et ces 

collaborateurs [17] qui ont mis en évidence par la méthode de DRX pour Cd1-xMgxGa2O4 un 

paramètre de réseau a(Å) égal à 8.5964 à x = 0 et C. Otero Arean et ces collaborateurs[18], 

ces derniers n’ont pas  déterminé cette valeur à partir de l’expérience mais avec une 

extrapolation des courbes CdxNi1-xAl2O4 (les travaux de C. Otero Arean et ces collaborateurs 

[18]), CdxCu1-xAl2O4 (les travaux de J. S. Diez Vinuela et ces collaborateurs [ 19]) et CdxCo1-

xAl2O4 (les travaux de C. Otero Arean et ces collaborateurs [20]) qui ont trouvé une valeur 

égale à 8.355 Å. On note également que le volume d’équilibre calculé pour  CdGa2O4 et 

CdIn2O4 en utilisant la LDA est sous-estimé par rapport au volume expérimental avec une 

différence d’ordre 0.2 % et 0.3%, respectivement. Par contre pour  CdAl2O4 est surestimé 

avec une différence d’ordre 0.5%. Alors qu’en utilisant la GGA ; ce même volume est 

surestimé avec une diffirence d’ordre 2.3%, 1.8% et 1.8% pour CdAl2O4, CdGa2O4 et 

CdIn2O4, respectivement. 

En Comparant nos résultats avec ceux que nous avons trouvé antérieurement [50], ou nous 

avons effectué un calcul  Pseudopotentiel en utilisant pour le terme d'échange et de corrélation 

la GGA, on remarque que leur volume d'équilibre pour CdAl2O4  est à peu prés moins de 

1,9% de celui  de nos calculs. Par contre, pour CdGa2O4 et CdIn2O4 nos résultats sont en 

accord avec leurs résultats avec une diffirence de 0,3% et 0,4%, respectivement.  

 Su Huai Wei et ces collaborateurs [13] ont effectué un calcul FP-LAPW, en utilisant pour le 

terme  d'échange et de corrélation la LDA. On remarque que leurs volumes d'équilibre sont à 

peu prés moins de 0,8% et 0,1% de ceux de nos calculs pour CdAl2O4, CdGa2O4, 

respectivement .Par contre, pour CdIn2O4 nos résultats sont en accord avec leurs résultats. 

      Contrairement au paramètre de réseau, la GGA sous-estime le module de compressibilité 

B0 par rapport à celui de l'expérimental et la LDA surestime. Vu l’absence des mesures 

expérimentales de B0 et B’, on va juste comparer nos résultats avec des valeurs théoriques de 

la référence [50], ou nous avons effectué un calcul  Pseudopotentiel en utilisant pour le terme 

d'échange et de corrélation la GGA. On remarque que nos résultats se différent légèrement 
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des résultats de la référence [50] avec un ordre de 8,2%, 5,2% et 6,7% pour CdAl2O4, 

CdGa2O4 et CdIn2O4, respectivement. 

D'après nos résultats, on remarque que les valeurs du module de compressibilité B0 (Bulk 

modulus) diminuent en allant de  CdAl2O4 à CdGa2O4 à CdIn2O4 ; on constate que CdIn2O4 

est plus compressible que CdGa2O4, ce dernier est plus compressible que CdAl2O4. On peut 

noté que le paramètre du réseau a0 augmente en allant de CdAl2O4, CdGa2O4 à CdIn2O4. Par 

contre, le paramètre interne u diminue en allant de  CdAl2O4, CdGa2O4 à CdIn2O4. Le même 

comportement a été également observé dans d’autres spinelles [51], [52], [53] et [54]. Ceci est 

essentiellement dû à la diffirence de taille entre les cations trivalents In+3, Ga+3 et Al+3. Ceci 

était attendu car, étant donné que le cation divalent est le même pour les trois spinelles, u doit 

diminuer quant la taille du cation trivalent augmente.  

 

3.4  La dépendance du paramètre de réseau de la pression  

        Afin de montrer comment se comporte le paramètre du réseau a0 sous l’effet de la  

pression hydrostatique dans ces composés, nous avons calculé ce paramètre à des valeurs 

fixes de  pression hydrostatique variant de 0 à 50 GPa à pas de10 GPa. La dépendance de 

pression du paramètre de réseau a pour les deux approximations la LDA et la GGA est 

montrée sur les figures 3.7 (a), 3.7 (b), respectivement. On observe clairement une 

dépendance quadratique dans toutes les courbes de ces composés pour les pressions 

considérées. Les lignes continues représentent un ajustement des données pression – 

paramètre de réseau par un polynôme d’ordre 2 : a (P) = a0 + α P + β P2. Les valeurs des 

coefficients de pression  linéaires (α) et quadratiques (β) du paramètre de réseau de CdAl2O4, 

CdGa2O4 à CdIn2O4 sont listées sur le Tableau 3.3.  

 

 CdAl2O4 
 

LDA            GGA 

CdGa2O4 
 

LDA            GGA 

CdIn2O4 
 

LDA          GGA 

 
α( 10-5   Å/GPa ) 

 
β( 10-5   Å/GPa ) 

 

 
-1137            -1283 

 
6.563             7.765 

 
-1265           -1507 

 
7.568            10.115 

 
-1573           -1932 

 
9.779            13.618 

 
 
Tableau 3.3 : Les coefficients de pression linéaires et quadratiques des paramètres de réseau 

pour les composés CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 en utilisant la LDA et la GGA. 
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Figure 3.7 : Calcul de la dépendance de pression du paramètre de réseau pour CdAl2O4, 

CdGa2O4 et CdIn2O4 en utilisant : (a)- LDA, (b)- GGA   
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4.1  Bandes d’énergies  
    

     Nous avons calculé les bandes d’énergies des composés CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4  le 

long des lignes de hautes symétries de la première zone de Brillouin. 

 La première zone de Brillouin de la structure spinelle a la forme d'un octaèdre tronqué. Cet 

espace réduit du réseau réciproque est caractérisé par des points de haute symétrie : W 

(1/2,1/4,3/4), L (1/2, 1/2,1/2), Γ (0, 0,0), X (1/2, 0,1/2) et K (3/8,3/8,3/4) ainsi que des lignes 

de haute symétrie reliant ces points (Figure 4.1). 

 

  

 

 

 

 
 

 

Figure 4.1 : Première  zone de Brillouin d’un réseau cf c. Les points de haute symétrie sont 

indiqués. 
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  Les structures de bandes obtenues pour chaque composé par l'utilisation de la LDA, la 

GGA et la GGA-EV, ont des allures très similaires avec seulement un léger déplacement de 

quelques bandes, c'est pour ceci que seulement les courbes obtenues en utilisant la GGA-EV 

sont montrées dans les figures 4.2 (a), 4.3 (a) et 4.4 (a) pour les composés CdAl2O4, CdGa2O4 

et CdIn2O4, respectivement. 

 

      On définit le gap d'énergie comme la différence entre le maximum de la bande de valence 

et le minimum de la bande de conduction. Pour le composé CdAl2O4, le maximum de la 

bande de valence (VBM : valence band maximum) et le minimum de la bande de conduction 

(CBM : conduction band minimum) se trouvent au point de symétrie Γ. Par conséquent, 

CdAl2O4 possède gap direct. Pour les composés CdGa2O4 et CdIn2O4, le maximum de la 

bande de valence (VBM) est situé au point de symétrie K et au point L, respectivement. Le 

minimum de la bande de conduction (CBM) est situé au point Γ pour les deux composés. Par 

conséquent, CdGa2O4 et CdIn2O4 possèdent gap indirect. 

      Tous les résultats des importants gaps d’énergies direct et  indirect et de la largeur de la 

plus haute bande de valence (UVBW : uper valence band width) obtenus à P=0 GPa, en 

utilisant les valeurs optimisées des paramètres de réseau obtenues par les trois approximations 

la LDA, la GGA et la GGA-EV pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 sont rassembles dans le 

Tableau 4.1.  

La valeur de la largeur de la plus haute bande de valence (UVBW) diminue en allant de 

CdAl2O4 à CdGa2O4 à CdIn2O4, indiquant que les fonctions d’ondes sont plus localisées dans 

CdIn2O4 que dans CdAl2O4. Tout ça signifie que CdIn2O4 est plus ionique que CdGa2O4 et 

CdAl2O4. Un autre caractère évident est que le gap d’énergie de CdAl2O4 est plus grand que 

celui de CdGa2O4 et celui de CdIn2O4, ce qui signifie que l’interaction entre Al et O est plus 

covalente que celle entre Ga et O et cette dernière est plus covalente que celle entre In et O.  
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Composé                      W-W         L-L      Γ-Γ      X-X     K-K      Γ-K        Γ-L      UVBW 
 
 
CdAl2O4 

Nos calculs   LDA         6.052       5.040     2.672    5.758    5.558    5.333     4.780      6.863 
                    GGA          5.843       4.900     2.488    5.553    5.411    5.241     4.713      6.619 
                    GGA-EV   6.458        5.540    3.328    6.201    6.061     5.892     5.375     6.673 
 
CdGa2O4 

Nos calculs  LDA          5.723        4.640    1.867    5.347    5.326    1.791     1.873      6.640 
                    GGA          5.599        4.386    1.628    5.156    5.215     1.553    1.626       6.430 
                    GGA-EV    6.218       5.045     2.392    5.713   5.836     2.330     2.404      6.593 
Exp [23]                                                                                               3.07 
 
CdIn2O4        

Nos calculs  LDA          5.020        3.723     1.049    4.592    4.712    1.016    1.001       6.371   
                    GGA          4.880        3.542     0.898    4.396    4.559    0.886    0.866       6.254 
                   GGA-EV    5.420         4.158    1.662    4.923    5.091     1.642   1.626        6.380
Exp [24]                                                                                                          2.23 -3.28  
Exp [55]                                                                                                          2.67-3.24  
PAW (LDA) [22]                                                                                            1.11-1.52 
 
 
 

Tableau 4.1 : Valeurs des importants gaps (en eV) et  de la largeur de plus haute bande de 

valence (UVBW) (en eV) pour CdAl2O4 , CdGa2O4 et CdIn2O4 en utilisant la valeur optimisée 

du paramètre de réseau. 

 
      Nos résultats sont comparés avec les données expérimentales et les résultats d’autres 

travaux théoriques disponibles en littérature. Les caractéristiques principales qu’on peut 

remarquer à partir de ces résultats : 

1. Nos résultats obtenus en utilisant la LDA et la GGA sont en accord avec les résultats des 

autres calculs utilisant la même approximation [22]. Ces valeurs de gap sont sous-estimées 

par rapport aux données expérimentales. Ceci est normal puisque la LDA et la GGA  sous-

estiment le gap d’énergie [56, 57].    

2. La valeur du gap fondamental calculée en utilisant la GGA-EV est plus proche de 

l’expérience par comparaison avec celle obtenue par l’utilisation de la LDA et la GGA. La 

GGA-EV apporte une amélioration considérable aux résultats du GGA concernant la valeur 

du gap, mais elle ne trouve pas exactement le résultat de l’expérience.    
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Figure 4.2 : (a) Structure de bandes, (b) densité d’états totale et partielle de CdAl2O4 en 

utilisant la GGA - EV.  . 
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Figure 4.3 : (a) Structure de bandes, (b) densité d’états totale et partielle de CdGa2O4 en 

utilisant la GGA - EV.  . 
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Figure 4.4 : (a) Structure de bandes, (b) densité d’états totale et partielle de CdIn2O4 en 

utilisant la GGA - EV.   
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Nous avons refait les calculs des gaps en utilisant la valeur expérimentale du paramètre de 

réseau au lieu de sa valeur optimisée. Les valeurs des gaps obtenues en utilisant ces 

paramètres sont regroupées dans le Tableau 4.2. D’après ces résultats, on remarque qu’il y a 

une amélioration des valeurs des gaps obtenues par les deux approximations GGA et GGA-

EV pour les trois composés. 

 

 

 
Composé                       W-W       L-L       Γ-Γ       X-X      K-K      Γ-K        Γ-L      UVBW 
  
 
CdAl2O4 

 
Nos calculs    LDA          6.139       5.115    2.753    5.841    5.634     5.403     4.847      6.933 
 GGA          6.229       5.204    2.850    5.934     5.727    5.568     5.012      6.859 
                      GGA-EV    6.908       5.902    3.735    6.647    6.441    6.283      5.736      6.855 
 
CdGa2O4 

 
Nos calculs  LDA          5.705         4.606    1.833    5.320     5.308     1.760     1.841      6.622 
                    GGA          5.874         4.759    1.976    5.472     5.470     1.899     1.984      6.624 
                    GGA-EV   6.639         5.500    2.766     6.112    6.216     2.736      2.837      6.653
  
CdIn2O4  
       
Nos calculs  LDA         5.028         3.675     1.007    4.555     4.698    0.974      0.958     6.355    
                    GGA         5.148         3.840     1.174    4.725     4.848    1.127      1.104     6.254 
                    GGA-EV   5.898         4.604     2.133    5.429     5.571    2.020      2.032     6.391 
 
 
 
 
Tableau 4.2 : Valeurs des importants gaps (en eV) et  de la largeur de plus haute bande de 

valence (UVBW) (en eV) pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 en utilisant les valeurs 

expérimentales du paramètre de réseau .  
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4.2  Densité d’états électroniques de CdX2O4(X=Al, Ga, In)   
 

Pour déterminer la nature de la structure électronique de bandes, nous avons calculé les 

densités d’états (DOS) totales et partielles de CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4. 

Pour les mêmes raisons que celles des structures de bandes, les figures 4.2 (b), 4.3 (b) et 

4.4 (b), illustrent seulement les densités des états totales et partielles obtenues par la GGA-EV 

pour les trois composés. A partir des densités partielles, nous pouvons identifier le caractère 

angulaire des différentes structures. 

      D’après les figures 4.2 (b), 4.3 (b) et 4.4 (b), nous pouvons distingué, à partir du sommet 

de la bande de valence, quatre régions séparées entre elles par des gaps que nous appelons : 

VB1, VB2, VB3 et VB4. La région de valenceVB4, la plus basse  en énergie, a une  largeur 

de 1.22 eV, 1.71 eV et 1.41 eV pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4, respectivement. Cette 

structure est centrée à -18.12 eV, -17.23 eV et -16.97 eV pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4, 
respectivement. En analysant les DOS partielles, on note que cette structure est dominée par 

les états O-s pour les trois composés avec une faible contribution des états Al-s et Al-p pour 

CdAl2O4. La région suivante VB3 est séparée de VB4 par un gap de 0.24 eV, 3.84 eV et 3.70 

eV pour  CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4, respectivement. Ces structures sont centrées à -16.93 

eV, -12.77 eV et -12.38 eV pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4, respectivement. Elles sont 

dominées par les états Ga-d et In-d pour CdGa2O4 et CdIn2O4, par contre pour CdAl2O4 les 

états O-s sont dominants avec une faible contribution des états Al-p et Al-d. 

La région VB2, est séparée de la précédente par un gap de 9.85 eV, 5.2 eV et 4.84 eV pour 

CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4, respectivement.  

 Cette bande est centrée à -6.26 eV, -6.13 eV et -6.15 eV pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4, 
respectivement, elles sont dominées par les états de Cd-d, avec une faible contribution des 

états de Al-s, O-p et Al-p pour CdAl2O4.    

La dernière structure VB1, la plus large, est située entre -5.45 eV et le niveau de fermi pour 

CdAl2O4, -5.55 eV et le niveau de fermi pour CdGa2O4, -4.38 eV et le niveau de fermi pour 

CdIn2O4. 

 Les densités partielles d’états de ces composés montrent que la contribution des états O-p est 

dominante au voisinage du niveau de fermi avec une faible contribution des états  Al-d et Al-p 

pour CdAl2O4. 

La plus basse région de conduction (CB1) située au-dessus du niveau de fermi est formée 

principalement des états Al-s, Al-p, Al-d  avec une faible contribution des états Cd-s, Cd-p et 

O-p  dans le composé CdAl2O4. Dans CdGa2O4, cette bande résulte de l’orbitale Ga_p avec 
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une faible de contribution de Ga_s. Dans CdIn2O4, cette bande résulte de l’orbitale In_p avec 

une faible de contribution de In_s.   

 

4. 3  L'effet de la pression hydrostatique sur les gaps d’énergies 
 

L'effet de la pression hydrostatique sur les propriétés électroniques est relié aux 

changements des distances interatomiques. Ces changements conduisent à un changement 

dans les distributions de charge des liaisons, et par conséquent agissent sur tous les paramètres 

importants tel que les gaps d’énergie direct, indirect et UVBW. 

Afin de montrer comment se comportent les gaps d’énergies directs, indirects et UVBW 

sous pression dans ces composés, nous avons les calculés à des valeurs fixes de pression 

hydrostatique variant de 0 GPa à 50 GPa à pas de 10 GPa. La dépendance de pression des 

importants gaps d’énergies est montrée dans les figures 4.5, 4.6, 4.7 pour CdAl2O4, CdGa2O4 

et CdIn2O4, respectivement. La dépendance de pression de UVBW est montrée dans la figure 

4.8 pour les trois composées. Nous avons trouvé une variation quadratique des gaps 

d’énergies et  de UVBW en fonction de la pression sous la forme suivante :  

Eg (P) =  Eg (0) +α P + β P2.  

Eg (P), Eg (0) représentent les gaps d’énergies à une pression P et à P = 0 GPa, 

respectivement, α est le coefficient de pression linéaire et β est le coefficient de pression 

quadratique. 

Les valeurs des coefficients linéaires et quadratiques des pressions pour les gaps d’énergies 

direct, indirect (W-W, L-L, Г-Г, X-X, K-K, Г-K, Г-L) et UVBW sont rassemblées dans le 

Tableau 4.3. On observe clairement une dépendance quadratique dans toutes les courbes de 

ces composés pour les pressions considérées. D’après les figures 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 tous les 

gaps directs, indirects et UVBW augmentent avec l’augmentation de la pression dans les trois 

composés. Les valeurs de UVBW augmentent avec l’augmentation de la pression allant de 0 

GPa à 50 GPa suggérant de ce fait une diminution du caractère d’ionicité de ces spinelles sous 

la pression hydrostatique.  
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Composé            W-W       L-L        Γ-Γ        X-X       K-K       Γ-K        Γ-L      UVBW 

 

CdAl2O4 

                 α       2.57          2.15        2.08       2.64       2.34       1.91        1.69        1.93 

                 β        -2.26         -1.85      -1.76      -2.55      -2.37      -1.47      -1.25       -0.86 

 

CdGa2O4 

                 α        2.96           3.42        3.21       3.24       2.76       2.97       2.93         1.33        

                 β       -3.27         -4.74       -2.76      -3.45      -3.02      -2.92     -1.91        -0.35 

 

CdIn2O4 

                 α       3.73          3.00         3.04       3.91        3.78        2.55       3.00        1.15 

                 β      -5.59         -3.82       -3.97      -5.03       -5.93      -1.67       -3.82      -0.38     
 

Tableau 4.3 : Les coefficients de pression linéaires α (en unité 10-2 eV GPa-1)  et 

quadratiques β (en unité10-4 eV GPa-2)  des importants gaps direct, gaps indirect et UVBW  

en utilisant GGA-EV pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4. 
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Figure 4.5 :  Variation des gaps ( Γ-Γ, X-X ,K-K ,L-L ,W-W ) en fonction de la pression 

hydrostatique de CdAl2O4 en utilisant la GGA-EV. 
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Figure 4.6: Variation des gaps ( Γ-Γ, X-X ,K-K ,L-L ,W-W, Γ-K, Γ-L ) en fonction de la 

pression hydrostatique de CdGa2O4 en utilisant la GGA-EV. 
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Figure  4.7 :   Variation des gaps ( Γ-Γ, X-X ,K-K ,L-L ,W-W, Γ-K, Γ-L ) en fonction de la 

pression hydrostatique de CdIn2O4 en utilisant la GGA-EV. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Figure 4.8 : Variation de UVBW  en fonction de la pression hydrostatique pour les trois 

composés en utilisant la GGA-EV. 
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Les propriétés élastiques des solides sont de prés liées à plusieurs propriétés 

fondamentales de l’état solide, telle que l’équation d’état (EOS), la chaleur spécifique, 

dilatation thermique, la température de Debye, point de fusion et ainsi de suite. A partir des 

constantes élastiques, on peut obtenir des informations sur les caractéristiques des liaisons 

entre les plans atomiques adjacents, et sur le caractère anisotrope de la liaison et de la stabilité 

structurale. 

 

5 .1  Contraintes mécaniques  

5.1 .1 Définition      

    Si un solide se trouve sous l’action des forces extérieures, en chacun de ses points, 

apparaîtront des contraintes mécaniques. Ce sont des forces par (unité de surface), qui 

s’exercent à la surface d’un élément du solide et qui sont crées par le milieu qui l’entoure. 

Voir la figure (5.1.a)                                                                    

                                                        

                                                                                                     F                                                                        

                                                       

 

 

                                                                                                        

                                                                                                      F 

                                                                                                         

  Figure 5.1.a : Traction axiale d’une tige isotrope à l’équilibre statique.   

 
F
S

σ =   ………………………………………………………………………………..…. (5-1) 

Tel que : σ est la contrainte. 

               F  est la force. 

               S   est la surface. 

S
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        Considérons, à l’intérieur du corps, un cube unité dont les arêtes sont parallèles aux axes 

ox1, ox2, ox3. Sur chaque face du cube, la partie extérieure au cube exerce une force, celle-ci 

peut être décomposée en trois composantes (figure 5.1.b). σij (i, j=1, 2 et 3) est la composante 

de la contrainte subie dans la direction (i)  par la face perpendiculaire à l’axe (j).  σii sont des 

contraintes normales  (traction ou compression). σij (i # j) sont les contraintes tangentielles  

(ou cisaillement). 

                       ssss 

 

Figure 5.1.b : Force exercées sur les faces d’un cube de volume unité, dans un corps soumis à 

des contraintes homogènes.  

Au point A, l’état de contrainte est caractérisé par 9 grandeurs. σij qui sont les composantes 

du tenseur des contraintes. 

[ ]
11 12 13

21 22 23

31 32 33

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   …………………………………………………………...…….. (5-2)  

A l’équilibre et pour une contrainte homogène, les forces appliquées aux faces opposées sont 

égales :    σij = σji (tenseur symétrique) ……..……………………………….……..…… (5-3)  

Donc, le nombre de composantes indépendantes  de la contrainte est réduit de 9 à 6 

 [ ]
11 12 13

12 22 23

13 23 33

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   …………………………………………………………...……. (5-4) 

5.1.2 État de contraintes particulières  

Nous allons envisager divers cas particuliers correspondant à des états de contraintes 

remarquables.    
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a) Etat de Contrainte uniaxiale σ  voir figure (5.1.a)  

[ ]
0 0

0 0 0
0 0 0

σ
σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

       
0 ( )
0 ( )

t r a c t i o n
c o m p r e s s i o n

σ
σ

f

p  ..................................................... (5-5) 

C’est l’état de contrainte le plus facile à réaliser expérimentalement : il suffit d’exercer une 

force longitudinale sur  un barreau (essai de traction ou de compression).  

b) Etat de  Contrainte biaxiale :                                                                                                                         

[ ]
11

22

0 0
0 0
0 0 0

σ
σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

……………………………………………………………….………(5-6)                       

   

Figure 5.1.c : Cas d’une plaque mince dont les arêtes sont soumises à des forces. 

c) Etat de Contrainte cisaillement simple : 

[ ]
12

12

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

σ τ
σ σ τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ………………………………………………………. (5-7) 

 

Figure 5.1.d : Cas de cisaillement simple dans deux directions  orthogonales. 

 

τ

τ  

11σ

22σ
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d) Etat de tension ou compression hydrostatique  

[ ]
0 0

0 0
0 0

σ
σ σ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  0 ( )
0

si tension traction
si compression
σ
σ

⇒⎧
⎨ ⇒⎩

f

p
 ………………………………...……. (5-8)  

C’est l’état de contrainte qui existe dans les fluides à l’équilibre d’où la terminologie  

<<hydrostatique >>. 

                                                          

         a- σ < 0 (compression)                                              b- σ > 0 (tension)  

Figure 5.1.e : Contraintes selon toutes les directions. a – compression, b – tension.                                     

5.2  Déformation   

5. 2. 1 Définition : La déformation est une modification du volume, ou de la forme d’un 

solide sous l’action des forces extérieures sans que sa masse change. On distingue deux 

formes de déformation : 

a) Déformation élastique : Déformation réversible du matériau. Quand les forces sont 

appliquées sur l’objet, celui-ci change de forme, mais retrouve sa forme initiale quand les 

forces extérieures sont retirées (Ex : caoutchouc). 

b) Déformation plastique : Déformation irréversible du matériau. Quand les forces  

appliquées sur l’objet dépassent une certaine limite, celui-ci change de forme, mais ne  

retrouve pas sa forme initiale quand les forces extérieures sont retirées (Ex : pâte à modeler). 

5. 2. 2  Déformation à une dimension   

La déformation du segment PQ (figure 5.2.a) est définie par :  

 

                                                             =   
P Q PQ

PQ
′ ′ −

   =
x u x

x
Δ + Δ −Δ

Δ
 =

u
x

Δ
Δ

………………. (5-9) 

                                                                                                                                            

σ  σ

Augmentation de longueur  

Longueur initiale 
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La déformation au point  P est :     0
limx x

u ue
x xΔ →

Δ ∂⎛ ⎞= =⎜ ⎟Δ ∂⎝ ⎠   ……………..………….. (5-10) 

             

Figure 5.2.a : Déformation unidimensionnelle. 

5.2.3 Déformation tridimensionnelle  

 

Figure 5.2.b : Déformation tridimensionnelle. 

     Après déformation, le pt  ( , , )A x y z  se déplace à   ( , , )A x y z′ ′ ′ ′ . 

( , , )AA AO OA OA AO r r u u v w′ ′ ′ ′= + = − = − =
uuur uuur uuur uuur uuur r r r  …………………………………….…. (5-11)   

  Tel que : 

x x u
y y v
z z w

′ = +⎧
⎪ ′ = +⎨
⎪ ′ = +⎩

       ………………………………………………………………….………. (5-12) 

O 

x xΔ

P Q

x + u 

O

x uΔ + Δ

P′ Q′  F
ur

 

A A′u
r

 

r′
ur

r
r

0 
(2)y

(3)z

(1)x
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Déformation sur l’axe x est :      0
lim
x

u u
x xΔ →

Δ ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟Δ ∂⎝ ⎠
          ………………………………..  (5-13) 

Déformation sur l’axe y est :        0
lim
y

v v
y yΔ →

⎛ ⎞Δ ∂
=⎜ ⎟Δ ∂⎝ ⎠

        ………………………………...  (5-14) 

Déformation sur l’axe z est :          0
lim
z

w w
z zΔ →

Δ ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟Δ ∂⎝ ⎠
      …………………………...…...  (5-15) 

On indique par :  

1
2
3

u
v
w

→⎧
⎪ →⎨
⎪ →⎩

 

Comme u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z), on peut écrire : 

11 12 13
u u uu x y z e x e y e z
x y z
∂ ∂ ∂

Δ = Δ + Δ + Δ = Δ + Δ + Δ
∂ ∂ ∂     ……………………..……………. (5-16) 

21 22 23
v v vv x y z e x e y e z
x y z
∂ ∂ ∂

Δ = Δ + Δ + Δ = Δ + Δ + Δ
∂ ∂ ∂      …………………………..……… (5-17) 

31 32 33
w w ww x y z e x e y e z
x y z

∂ ∂ ∂
Δ = Δ + Δ + Δ = Δ + Δ + Δ

∂ ∂ ∂     …………………..…………….  (5-18) 

i
ij

j

ue
x
∂

=
∂        (i, j=1, 2 et 3)………………………………………………………..… (5-19)  

Les 9 grandeurs eij  sont les éléments du tenseur de déplacement : 

[ ]
11 12 13

21 22 23

31 32 33

e e e
e e e e

e e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    ………………………………………………………………….. (5-20) 

Ces composantes ont les significations suivantes : 

e11, e22, e33 sont les allongements par unité de longueur,  parallèlement à ox, oy et oz, 

respectivement.   

e12 détermine la rotation de l’élément parallèle à l’axe y (2) dans la direction x (1) autour de 

l’axe z (3). 
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e21  détermine la rotation de l’élément parallèle à l’axe x (1) dans la direction y (2) autour de 

l’axe z (3). Les autres (eij) ont des significations analogues. 

 On décompose le tenseur (eij) en un tenseur symétrique et un tenseur antisymétrique d’une 
seule manière :  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )ij

e e e
e e e e

e e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

    

11 12 21 13 31 12 21 13 31

21 12 22 23 32 21 12 23 32

31 13 32 23 33 31 13 32 23

1 1 1 1( ) ( ) 0 ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) 0 ( )
2 2 2 2
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2 2 2

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…..(5-21)                         

 (eij)  = 1
2

(eij+eji) +  1
2

(eij - eji) …………………………………………………………(5-22) 

Avec : 

(εij) = 1
2

(eij + eji) ………………………………………………………………….…......(5-23) 

(ωij)= 1
2

(eij - eji)  ……………………………………………………………………..… (3-24) 

tel que :    

ωij (i # j) est la partie antisymétrique du tenseur (eij), qui représente une rotation d’ensemble 

sans déformation. 

(εij) est la partie symétrique du tenseur (eij), qui représente le tenseur de déformation  sans 

rotation. En élasticité, seul le tenseur (εij) est utilisé. 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 12 22 23

31 32 33 13 23 33

ij

ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ……………………………………………..… (5-25) 

     Les composantes diagonales de (εij) décrivent les allongements ou les compressions. Les 

autres sont les cisaillements purs dans les différents plans. 
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5. 3   Elasticité, loi de Hooke des solides isotropes  

Les propriétés élastiques d’un matériau sont décrites par une relation constitutive liant les 

déformations et les contraintes. Une approximation très largement utilisée est celle de la 

réponse linéaire introduite par Hooke valable dans la limite des faibles déformations, et pour 

les matériaux isotropes (Un matériau est dit isotrope si ces propriétés mécaniques ne 

dépendent pas de la direction choisie), cette approximation suppose la proportionnalité entre 

contrainte et déformation. 

La courbe de déformation d’un solide isotrope traduit la relation entre les contraintes 

mécaniques (σ) et les déformations (ε), sa forme typique pour la traction uniaxiale d’une 

éprouvette cylindrique est montrée dans la figure  (5.3.a).   

 

                                    

    Figure 5.3.a : courbe de d’essai de traction.  

 -Domaine σ < σe: domaine élastique, relation linéaire entre σ et ε.  

-Domaine  σ > σe : domaine plastique, relation non linéaire entre σ et ε. 

 Dans le domaine élastique, on a la relation suivante :  

 ε = S σ …………………………………………………………………………………  (5-26)   

tel que : ε est la déformation. 

              σ  est la contrainte. 

               S  étant une constante, appelée coefficient d’élasticité. 

Repture

ε  

σ

eσ
 

Domaine 
élastique 

Domaine 
plastique
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Pour la traction uniaxial (suivant x) d’une éprouvette cylindrique (solide isotrope), on 

observe l’allongement sur l’axe x et la compression dans les directions transversales. 

La déformation sur l’axe(x) est caractérisée par le module de Young E qui mesure la 

résistance du solide au changement de sa longueur. 

     11 11

11

xE
x l

σ σσ
ε ε

= = =
Δ ( )

11

0 0l l l
σ

=
− 0l

  ………………………………...……………… (5-27) 

                                 

Figure 5.3.b : la traction uniaxial (suivant x) d’une éprouvette cylindrique. 

La déformation transversale est caractérisée par le coefficient de Poisson défini par : 

              
rυ −Δ

= 0r
eΔ

( )1 0

0

r r
e

⎛ ⎞ − −
=⎜ ⎟

⎝ ⎠ ( )
0

1 0

r
e e− 0e  ……………………………………...………… (5-28) 

Ce coefficient permet de caractériser la traction du solide perpendiculairement à la  direction 

de l’effort appliqué. 

On définit le module de cisaillement qui mesure la résistance au mouvement de glissement 

des plans à l’intérieur du solide avec les plans parallèles à ces derniers. 

Dans le cas isotrope, le ν permet de relier directement le module de cisaillement G au 

module  de Young E par la relation suivante : 
2(1 )

EG
υ

=
+

………………………...….. (5-29) 

y

x

z 

r1 

r0 

0l
 

1l
 

0 1

0 1
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l l
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Le module de compressibilité B mesure la résistance à une modification du volume dans 

les solides et donne ainsi une estimation de la réponse élastique d’un matériau à une pression 

hydrostatique. 

  
2

2( ) EV V Vρ
ν ν
∂ ∂

Β = − =
∂ ∂

  …………………………………………………………… (5-30) 

 

5. 4   La loi de Hooke généralisée      

      Nous avons vu qu’une contrainte homogène et une déformation homogène peuvent être 

représentées, en général, par un tenseur de rang 02 ; si l’on applique à un cristal une contrainte 

σij, la déformation homogène εij qui en résulte est telle que chaque composante est liée aux 

composantes de la contrainte par une relation linéaire. On obtient des relations de type :        

,
ij ijkl kl

k l
Cσ ε=∑   (La loi de Hooke)  ………..……………………………..………….. (5-31)   

,
ij ijkl kl

k l
Sε σ=∑   (La loi de Hooke inverse) ...……………………………………….. (5-32)   

Par exemple :  

σ11 = c1111ε11 + c1112ε12 + c1113ε13 + c1121ε13 + c1122ε22 + c1123ε23 + c1131ε31 + ….... (5-33)    

Cijkl (i, j, k et l variant de 1 à 3) sont les composantes du tenseur de rigidités. Il existe huit 

équations semblables pour les huit composantes de σij, donc il y a 81 coefficients Cijkl et Sijkl. 

Les valeurs des composantes du champ des contraintes  et celles de la déformation étant 

symétriques par rapport aux deux indices (σij = σji et εij= εji), on trouve que les 81 

coefficients  C (ou S) ne prennent en réalité que 36 valeurs distinctes. En outre, l’application 

du premier principe de la thermodynamique à l’expression de l’énergie stockée ramène à 21 

nombres des valeurs indépendantes. Les composantes Cijkl et Sijkl deviennent Cij  et Sij  par 

la transformation des indices suivants (notation de voigt). 

Tenseur 11 22 33 23 32 13 31 12 21

Matrice 1 2 3 4 4 5 5 6 6 
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Ainsi le tenseur des contraintes [σ] devient un vecteur σi  tel que : 

[ ]
11 12 13

12 22 23

13 23 33

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     ⇒        ( )

1

2
1 6 5

3
6 2 4

4
5 4 3

5

6

σ
σ

σ σ σ
σ

σ σ σ σ
σ

σ σ σ
σ
σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

     ………………….… (5-34) 

Et le tenseur des déformations devient : 

[ ]
11 12 13

12 22 23

13 23 33

ε ε ε
ε ε ε ε

ε ε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    ⇒     ( )

1

1 6 5
2

3
6 2 4

4

5
5 4 3

6

1 1
2 2

1 1
2 2
1 1
2 2

ε
ε ε ε ε

ε
ε ε ε ε

ε
εε ε ε
ε

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ………………………. (5-35) 

Pour les coefficients Cijkl : on contracte les deux premiers indices et les deux derniers indices 

suivant la même correspondance que  σ le tenseur des contraintes : 
1122 12 21

1323 54 45

c c c
c c c

→ =
→ =  

 

Pour les coefficients Sijkl : on contracte encore les indices deux à deux mais en plus on pose :    

 

 Sijkl = Smn   Si m et n =1, 2 ou 3     …………………………………………...……….. (5-36)  

Sijkl = 1
2

Smn Si m ou n =1, 2 ou 3    ……………………………………...……………. (5-37) 

 Sijkl = 1
4

Smn Si m et n = 4,5 ou 6      ………………………………………..………….(5-38) 

 

Avec ces conventions, on a toujours des relations de la forme :  

  εi=Sij σj    (i, j=1, 2, …, 6)  ……………………………...........................…………….. (5-39) 

  σi =Cij εj   (i, j=1, 2, …, 6)  …………………………………………........................... (5-40) 
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On obtient pour Cij : 

1 11 12 13 14 15 16 1

2 12 22 23 24 25 26 2

3 13 23 33 34 35 36 3

4 14 24 34 44 45 46 4

5 15 25 35 45 55 56 5

6 16 26 36 46 56 66 6

C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C

σ ε
σ ε
σ ε
σ ε
σ ε
σ ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   ………………………………….…. (5-41) 

Pour  Sij : 

 :  

1 11 12 13 14 15 16 1

2 12 22 23 24 25 26 2

3 13 23 33 34 35 36 3

4 14 24 34 44 45 46 4

5 15 25 35 45 55 56 5

6 16 26 36 46 56 66 6

S S S S S S
S S S S S S
S S S S S S
S S S S S S
S S S S S S
S S S S S S

ε σ
ε σ
ε σ
ε σ
ε σ
ε σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  ………………………….…………...(5-42) 

 

5. 5   Influence des symétries  

Les éléments de symétrie du cristal réduisent encore le nombre des variables 

indépendantes Sij et Cij. Pour les cristaux de symétrie cubique, le tenseur des constantes 

élastiques se simplifie par symétrie [58]. Donc, on  ne trouve que trois valeurs distinctes C11, 

C12, C44 où S11, S12, S44. 

 

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0
0 0 0
0 0 0

( )
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

ij

S S S
S S S
S S S

S
S

S
S

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ………………………………………………..(5-43) 
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11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0
0 0 0
0 0 0

( )
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

ij

C C C
C C C
C C C

C
C

C
C

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ………………………………..…………….(5-44) 

Dans le cas d’un cristal isotrope, on a un seul constant élastique. 

 ( )44 11 12
1
2

c c c= −  ………………………………………………………………….……. (5-45)  

( )44 11 122s s s= −   …………………………………………………………..……………. (5-46)    

 

5. 6   Relation entre les élasticités et les rigidités   

 Pour le système cubique, on a les relations suivantes [58] : 

11 12
11

11 12 11 12( )( 2 )
S SC

S S S S
+

=
− +

     ……………………………………………………...… (5-47)   

12
12

11 12 11 12( )( 2 )
SC

S S S S
−

=
− +

     ..……………………………………………...……….. (5-48) 

44
44

1C
S

=           …………………………………………………………...………….  (5-49)   
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5. 7   Méthode de calcul   

Nos calculs des constantes élastiques à partir de l’énergie totale repose sur la méthode 

développée par M. Mehl détaillée dans la référence [59], qui consiste à imposer la 

conservation du volume de l’échantillon sous l’effet de la pression. 

  Pour calculer la différence des modules d’élasticité, C11 - C12, on applique un tenseur de 

contrainte orthorhombique à volume conservé donné par l’expression suivant :  

 

     

( )
2

2

0 0
0 0

0 0
1

δ
ε δ

δ
δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

      ………………………………………………………….(5 - 50)  

 

Où δ est la contrainte appliquée.  

L’application de cette contrainte influe sur l’énergie totale : 

E (δ) = E (-δ) = E (0) + (C11 – C12) V δ2 + O [δ4]  ………………...........................… (5 - 51) 

Avec E (0) est l’énergie du système à l’état initial (sans contrainte), V est le volume de la 

cellule unitaire. 

Par ailleurs, pour un cristal cubique isotrope, le module de compressibilité est lié aux 

constantes Cij suivant l’équation [60] :  

B = 1
3

( C11 + 2 C12) ………………………………………………………………….. (5 -52) 

Pour le coefficient C44, on utilise un tenseur de contrainte monoclinique à volume conservé 

donné par l’expression suivant :  

 

    
2

2

0 0
2

0 0
2

0 0
(4 )

δ

δε

δ
δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

         ……………………………………………..………….. (5 -53) 
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La forme finale de ce tenseur diagonale est donnée par :  

 

2

2

0 0
2

0 0
2

0 0
(4 )

δ

δε

δ
δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  ……………………….......................................................…. (5 -54) 

 

L’énergie totale devient : 

E (δ) = E (-δ) = E (0) + 
1
2 C44 V δ 2 + O [δ 4]   ………..............................................… (5 -55) 

En combinant les équations (5-51) et (5-52), on peut déterminer facilement les deux 

constantes élastiques C11 et C12, alors que la troisième constante élastique C44 est déduite 

directement de l’équation (5 -55). 

avec ceux que nous avons trouvé antérieurement 

5. 8  Résultats et discutions  

Les valeurs des constantes élastiques des spinelles CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 calculés 

par l’utilisation de la LDA et la GGA, sont énumérées dans le Tableau 5.1. Il faut noter que 

les constantes élastiques de ces composés n’ont pas été mesurés expérimentalement. Nos 

résultats obtenus sont en accord avec ceux que nous avons trouvé antérieurement [50], ou 

nous avons effectués un calcul  Pseudopotentiel en utilisant pour le terme d'échange et de 

corrélation la GGA.      

Les valeurs des constantes élastiques diminuent en allant de CdAl2O4 à CdGa2O4 à CdIn2O4 ;    

ceci indique que CdAl2O4 est plus rigide que CdGa2O4 et CdGa2O4 est plus rigide que 

CdIn2O4. 

D’après ces résultats, nous constatons que les critères de stabilité [61, 62] : 

C11 − C12 > 0 ;  C11 > 0, C44 > 0 ;   (C11 + 2C12) > 0 

Sont satisfaits pour  ces oxydes spinelles ; par conséquent ces composés sont élastiquement 

stables. 
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Tableau 5.1: Les constants élastiques (C11, C12, C44 (en GPA), le module de Young (E (en 

GPa), le module de cisaillement (G (en GPa)) et le coefficient de poisson (υ) pour CdAl2O4, 

CdGa2O4 et  CdIn2O4 en utilisant les deux approximations LDA et GGA. 

 

D’après le tableau 5.1, on remarque que pour ces composés, avec l’augmentation du 

nombre atomique, les valeurs des constates élastiques diminuent allant de CdAl2O4 à 

CdGa2O4 à CdIn2O4, ceci est accompagné d’une diminution du caractère ionique de liaison et 

le caractère métallique augmente allant de la liaison Al – O à la liaison  In – O.  

A partir des Tableaux 3.2 et 5.1, on peut noter que la valeur de B (bulk modulus) calculée 

à partir des constantes élastiques a presque la même valeur que celle obtenue de l’ajustement 

des points Etot (V) à l’aide de l’équation d’état de Murnaghan’s (EOS). Ceci nous donne une 

bonne estimation de la précision et de l’exactitude des constantes élastiques de CdAl2O4, 

CdGa2O4 et CdIn2O4.       

 
Composé                   C11        C12       C44         B             E            G            ν                  A 
            
 

CdAl2O4 

Nos calculs   LDA      407       132       140      223.66      345        139        0.2429       1.02   

                     GGA      346       120       139      195.33      315        128        0,2312       1.23 

PP-PW(GGA) [50]     231       149       115                       114        190        0.3923 

 

CdGa2O4 

Nos calculs  LDA       326        139       88       201.33      235          90         0.3055       0.94  

                    GGA       254        122       90       166.00      204          79         0.2952       1.36 

PP-PW(GGA) [50]     203        130       91                        102         166        0.3898 

 

CdIn2O4 

Nos calculs  LDA       289        104        91      165.66       233         92         0.2656       0.98 

                    GGA       226         90         86      135.33      196          78         0.2586       1.26 

PP-PW (GGA) [50]    159         102       57                        79          130        0.391 
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A partir des constantes élastiques nous obtenons le paramètre d’anisotropie A donné par 

l’expression : 

A = 
44

11 12

2( )C
C C− …………………………………………………………………...……….(5.56) 

Pour un cristal isotropique A est égal à 1, tandis qu’une autre valeur supérieure ou inférieure à 

1 signifie qu’il s’agit d’un cristal anisotrope.  D’après les valeurs de A listées dans le 

Tableaux 5.1 les composés CdAl2O4, CdGa2O4 et  CdIn2O4 sont anisotropes.      

On peut obtenir d’autres propriétés élastiques importantes pour les différentes applications 

technologiques:  

υ : le coefficient de Poisson qui permet de caractériser la traction du solide 

perpendiculairement à la  direction de l’effort appliqué . 

E : le module de Young qui mesure la résistance du solide au changement de sa longueur. 

G : le module de cisaillement qui mesure la résistance au mouvement du glissement des plans 

à l’intérieur du solide avec les plans parallèles à ces derniers. 

 à  partir des équations suivantes [63] : 

1 ( (2 3) )
2 ( (1 3) )

B G
B G

υ
⎡ ⎤−

= ⎢ ⎥+⎣ ⎦
 ………………………………………………………………….....(5-57) 

9
3

GBE
G B

=
+  ……………………………………………………………...……………….(5-58) 

Tel que : 11 12
1 ( 2 )
3

B C C= +   …………………………………………………………… .(5-59)  

B est le module de compressibilité qui mesure la résistance à une modification du volume 

dans les solides et donne ainsi une estimation de la réponse élastique d’un matériau à une 

pression hydrostatique, B’sa dérivée par rapport à la pression. 

Il existe deux méthodes pour le calcul du module de cisaillement isotrope d’un matériau 

monophasique, polycristallin et statistiquement isotrope, définies par Voigt en 1928 [64] et 

Reuss en 1929 [65]. 

La méthode de Voigt  correspond à l’application d’une contrainte uniforme (σ) sur la maille, 

et donne le module de cisaillement comme fonction des constantes élastiques :  

GV 11 12 44
1 ( 3 )
5

C C C= − + (dans le cas d’un système cubique)…………………...……….. (5-60)   

La méthode de Reuss correspond à l’application d’une déformation uniforme (ε) de la maille, 

et donne le module de cisaillement comme fonction des constantes élastiques : 
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11 12 44

5 4 3
( )RG C C C

= +
− ………………………………………………………………..… (5-61). 

Le module de cisaillement G est donné par la moyenne arithmétique de GV et GR : 

G = 
1 ( )
2 V RG G+ ………………………………………………………………….……….(5-62)   

 

Nos résultats concernant les modules de Young (E), le module de cisaillement (G) et le 

coefficient de Poisson (ν) des trois composés en utilisant la LDA et la GGA sont énumérés 

dans le Tableau 5.1.  D’après ces résultas E et G de CdAl2O4 sont plus grands que ceux de 

CdGa2O4 et ces derniers sont plus grands que ceux de CdIn2O4, donc CdAl2O4 est plus 

résistant à la traction et au cisaillement que CdGa2O4 et CdIn2O4. 

Dans les figures 5.7 (1, 2 et 3), nous représentons la variation de l’énergie totale en 

fonction de la contrainte orthorhombique et monoclinique appliquée pour CdAl2O4, CdGa2O4 

et CdIn2O4,  respectivement.  
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Figure 5.7.1 : Variation de l’énergie totale en fonction de la contrainte orthorhombique et 

monoclinique, appliquée pour CdAl2O4.en utilisant : (a)-LDA, (b)-GGA   
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Figure 5.7.2 : Variation de l’énergie totale en fonction de la contrainte orthorhombique et 

monoclinique, appliquée pour CdGa2O4.en utilisant : (a)-LDA, (b)-GGA   
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Figure 5.7.3 : La variation de l’énergie totale en fonction de la contrainte orthorhombique et 

monoclinique, appliquée pour CdIn2O4.en utilisant : (a)-LDA, (b)-GGA   
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5. 9 Température de Debye  
 
    Nous avons estimé la température de Debye θD de CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 à partir 

de la vitesse moyenne du son vm, calculée à partir des modules élastiques, en utilisant 

l’équation (5 – 62) [66] : 
1/3

3
4D m

B a

h n v
k V

θ
π

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
  ………………………………………………………….……… (5 – 63) 

Où h  est la constante de Planck, kB est la constante de Boltzmann, Va est le volume atomique 

et n est le nombre d’atomes par unité de volume. La vitesse moyenne du son dans nos 

composés est donnée par l’équation (5 – 63) [67] :  
1

3

3 3

1 2 1
3m

t l

v
v v

−
⎡ ⎤⎛ ⎞

= +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

  ……………………………………………………………….... (5 – 64)  

Où vl et vt sont les vitesses longitudinale et transversale du son obtenues en utilisant le 

module de cisaillement G et le module de compressibilité B à partir des équations de Navier 

[63] (5 – 64) et (5 – 65), respectivement :  
1

23 4
3l

B Gv
ρ

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 …...…………………………………………………………....…… (5 – 65)             

1
2

t
Gv
ρ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

              ...………………………………………………………………..… (5 – 66)  

Où ρ est la densité des composés obtenue à partir des constantes du réseau et des masses 

moléculaires du cristal. 

      Nos calculs sont représentés dans le Tableau 5.2 pour CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 en 

utilisant les deux approximations LDA et GGA. Il faut noter qu’il n’existe pas de données  

expérimentales ni théoriques en littérature pour pouvoir les comparer avec nos résultats. 

Donc, nos résultats peuvent être considérés comme une  prédiction des températures de Debye 

pour ces composés.    

 

 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 5                                                                     Propriétés élastiques du CdX2O4 (x=Al, Ga et In) 
  

 77

 
 
 
Composés                       ρ (g/cm3)       vl (m/s)        vt (m/s)        vm (m/s)           θD (K) 
 
 
CdAl2O4 
 
Nos calculs     LDA          5.16              8903              5190               5757                 408 
                       GGA          4.91              8634              5106               5656                 394 
 
CdGa2O4 
 
Nos calculs     LDA          6.64               6957             3682               4116                  286       
                       GGA          6.24               6594             3558               3972                  270 
  
CdIn2O4 
 
Nos calculs     LDA          7.07               6386             3607                4012                 261      
                       GGA          6.64               6004             3427                3808                 243 
 
 
 
 
Tableau 5.2 : Calcul de la densité ρ (g/cm3), la vitesse longitudinale vl (m/s), la vitesse 

transversale vt (m/s) et la vitesse moyenne vm (m/s) calculées à partir des modules élastiques, 

la température Debye θD (K) calculée à partir de la vitesse moyenne du son pour CdAl2O4, 

CdGa2O4 et CdIn2O4 en utilisant les deux approximations LDA et GGA. 
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Conclusion générale 

 
      Ce travail est une contribution à l’étude des propriétés structurales, électroniques et 

élastiques des composés spinelles CdX2O4 (X = Al, Ga et In) par la méthode FP-(L) APW+lo, 

dans de le cadre de  la DFT, implémentée dans le code Wien2K.  

 

Un sommaire de nos résultats et comme suit : 

 

1. Propriétés structurales 

 Nos résultats concernant les propriétés structurales de l’état d’équilibre sont en bon 

accord avec ceux calculés par d’autres méthodes ab initio et les données 

expérimentales. 

 

2. Propriétés électroniques 

 Nos calculs montrent   que CdAl2O4 a un gap direct et que CdGa2O4 et CdIn2O4 ont 

des gaps indirects. Les valeurs calculées des gaps de ces composés en utilisant la LDA 

et la GGA sont en accord avec ceux d’autres calculs ab initio. 

 L’utilisation de la GGA-EV a apporté une amélioration pour le calcul de gaps 

comparativement à la LDA et la GGA. 

 Nous avons calculé les coefficients de pression linéaires et quadratiques des gaps les 

plus importants de ces matériaux. 

 

3. Propriétés élastiques 

 Nous avons calculé les modules d’élasticités de CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4. 

 Nous avons donné une prédiction des températures de Debye de ces composés. 
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Abstract 
       The structural, electronic and elastic properties of three principal representatives of spinel oxides 

CdAl2O4, CdGa2O4 and CdIn2O4 have been investigated using the full-potential (Linearized) 

augmented plane-wave plus local orbitals method (FP-(L) APW+lo) within density functional theory. 

We used the local density approximation (LDA) and generalized gradient approximation (GGA) for 

the exchange-correlation (XC) potential. Moreover, the alternative form of GGA proposed by Engel 

and Vosko (GGA-EV) is also used for the band structure calculations. The internal parameters are 

optimized by relaxing the atomic positions.The equilibrium lattice constants and the internal 

parameters are in agreement with the available experimental results. We have determined the full set 

of first-order elastic constants and we estimated the Debye température Results obtained for band 

structure using GGA-EV show a significant improvement over other theoretical work and are closer to 

the experimental data. The pressure dependence of direct and indirect band gaps is investigated. 

Résumé 

      Les propriétés structurelles, électroniques et élastiques de trois principaux représentants d'oxydes 

du spinelle CdAl2O4, CdGa2O4 et CdIn2O4 ont été calculés par la méthode de calcul des ondes planes 

augmentées (FP-(L) APW+lo) qui se base sur DFT. Nous avons utilisé l'approximation de la densité 

locale (LDA) et l'approximation du gradient généralisé (GGA) pour le terme du potentiel d'échange et 

de corrélation (XC) pour calculer les propriétés structurales et élastiques, bien que, pour les propriétés 

électroniques (structure du bande (les gaps)) on a utilisé LDA, GGA et GGA-EV. Nous avons 

optimisé la valeur de paramètre interne par relaxation les positions des atomes d’oxygène à l’intérieure 

de la cellule unitaire par usage des valeurs experemental du paramètre du réseau. Les valeurs du 

paramètre de réseau d’équilibre et du paramètre interne sont en accord avec les résultats 

expérimentaux disponibles. Nous avons calculé la température de Debye. Les résultats obtenus pour 

structure de la bande en utilisant GGA-EV montrent une amélioration considérable par rapport aux 

autres travaux théoriques et sont plus proches aux données expérimentales. La dépendance de la 

pression des gaps directs et indirects est investiguée. 

 ملخص     

قمنا  DFTوالتي ترتكز على نظرية آثافة الدالية  (FP-(L)APW+lo)بواسطة طريقة الامواج المسثوية المتزايدة خطيا         

وقد   spinelle)( CdAl2O4,CdGa2O4 et CdIn2O4 التي تدعى  البنيوية و الالكترونية و الميكانيكية للمواد ائصبحساب الخص

 لحساب الخواص (XC) لأجل حد آمون التبادل و الترابط(GGA)  وتقريب التدرج المعمم (LDA) ضعو تقريب آثافة الماستعملنا

   آثافة الحالات , عصبات الطاقة ( أما الخواص الإلكترونية , ) ثوابت المرونة  ( والميكانيكية) ثابت الشبكة وثابت الصلابة( البنيوية

قيم ثابت الشبكة عند التوازن  . (GGA-EV)و تقريب(GGA)  وتقريب التدرج المعمم (LDA)آثافة الموضع تقريب  استعملنا )

نتائج عصابات الطاقة . Debye)(  درجة حرارة ديبايالمتحصل عليها متوافقة مع النتائج العملية المتوفرة وقمنا آذلك بحساب

  ,ات النظرية الأخرى وهى أقرب الى النتائج العمليةتبين تحسن معتبر مقارنة بالتقريب )GGA-EV( المتحصل عليها باستعمال تقريب

     .فروق الطاقة المباشرة والغيرالمباشرة  للضغطآما درسنا تبعية 
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