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Introduction Général 

Le Hamiltonian H spécifie les niveaux d'énergie et l'évolution de temps d'une théorie 

quantique. Un axiome standard de mécanique quantique exige qu'H être Hermitien parce que 

Herméticité garantit que le spectre d'énergie est réel et que l'évolution de temps est unitaire, 

c’est-à-dire que les normes des fonctions propres (probabilités) sont conservées. 

En 1998, Bender et ces Boettcher [1] ont présenté une alternative, où la condition de 

l’herméticité de l’Hamiltonien pour avoir un spectre réel n’est pas exigée, et est remplacé par 

la symétrie de réflexion d’espace-temps (PT-symétrie) sans violer aucun des axiomes 

physiques de la mécanique quantique.  

Bender et ses collaborateurs [2, 3] montrent qu’un Hamiltonien invariant par réflexion de 

l’espace et par renversement du temps possède un spectre réel si la PT-symétrie n’est pas 

brisée. C’est une extension de la mécanique quantique ordinaire. L’invariance des 

Hamiltoniens non hermitiens. 

Par définition, un Hamiltonien non hermitien H est dit PT-symétrique s’il satisfait la relation  

H=(PT) H(PT), où P et T sont respectivement les opérateurs de parité et  d’inversion du 

temps. Cela si H a une symétrie intacte, alors il a une autre symétrie représentée par un 

opérateur linéaire C. En termes de C, On peut construire un produit scalaire indépendant de 

temps avec une norme positive-définie, ce produit scalaire est dénomme « CPT-produit 

scalaire ». 

L'intrication quantique est un phénomène fondamental de la mécanique quantique mis 

en évidence par Einstein et Schrödinger dans les années 30. Deux systèmes physiques, comme 

deux particules, se retrouvent alors dans un état quantique dans lequel ils ne forment plus 

qu'un seul système dans un certain sens subtil. Toute mesure sur l'un des systèmes affecte 

l'autre, et ce quelle que soit la distance les séparant. Avant l'intrication, deux systèmes 

physiques sana interactions sont dans des états quantiques indépendants mais après 

l'intrication ces deux états sont en quelque sorte « intriqué » et il n'est plus possible de décrire 

ces deux systèmes de façon indépendante. 

Dans ce mémoire,  on va présenter Premièrement  la nouvelle théorie quantique PT –

symétrique, est de remplacer l’Herméticité par la symétrie de réflexion d’espace-temps 

(symétrie PT) sans violer aucun des axiomes physiques de la mécanique quantique. 

http://www.futura-sciences.com/magazines/matiere/infos/personnalites/d/physique-albert-einstein-205/
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Le deuxième chapitre  représente l’intrication, et on va découvrir premièrement des 

définitions un qubit et définition de l’intrication et  expérience de pensée (dite « EPR »), 

ensuit nous passerons pour définit les états pur et mixte et quelque propriétés de l’intrication. 

Dans le troisième chapitre nous allons introduire la notion d'intrication pour les 

systèmes quantiques qui sont encore régis par des Hamiltoniens non-Hermitiens « PT-

symétrie », De plus, nous allons montrer comment créer une intrication entre deux qubit PT à 

l'aide Hamiltonien non-hermitien et discuter de la capacité d’intrication d'une telle interaction 

Hamiltonien qui sont non-Hermitienne dans la nature. 
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       1.1  Introduction : 

La dynamique  d’un  système  est  décrite  si  les  valeurs  propres  représentant  le spectre  

énergétique  sont  réelles.  

Pour cette  raison, il  faut que l’opérateur  hamiltonien  défini dans un  espace  de Hilbert, soit 

hermitien. En 1998, Bender et ses collaborateurs [1] proposèrent pour la première fois une 

famille d'Hamiltoniens stationnaires à une dimension :  

                                                                   (1.1)                                                                                                    

Et montrèrent que toutes ses valeurs propres sont réelles pour    .Pour les valeurs négatives 

de           calculs numériques montrent que le spectre est complexe. 

Ce résultat a incité les chercheurs physiciens et mathématiciens à étudier profondément des 

Hamiltonien pour bien comprendre l’origine de la réalité du spectre. Le secret réside dans 

l’invariance de symétrie par rapport aux opérateurs simultanés de la parité P et du renversement 

du temps T. Cette double opération est appelée alors PT-symétrie.  

Un peu plus tard, il s'est avéré que la condition d'invariance d'un Hamiltonien non hermitien par 

rapport à la réflexion de l'espace-temps n'est pas suffisante pour la réalité de son spectre. En 

effet, les valeurs propres réelles correspondent aux fonctions propres qui sont elles aussi 

invariantes par Cette double réflexion de l'espace-temps, PT-symétriques. Par contre, il 

correspond aux fonctions  propres non PT-symétriques des valeurs propres complexes.et il la PT-

symétrique est une condition nécessaire pour la réalité de spectre d’Hamiltonien non Hermitien. 

1.2 Propriétés des Hamiltonien PT-symétriques : 

      Un Hamiltonien H est dit PT -symétrique s’il satisfait la relation [1, 4, 5, 6,7]  

                                                                                                                     (1.2)   

Où   

                    

                                                                                                                                       (1.3)                                                                                                                               

Ainsi, si un Hamiltonien H est PT -symétrique, il commute avec l’opérateur PT 

 

                                                       [    ]                                                                                  (1.4) 
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Où  P est un opérateur  appelé  de parité (ou réflexion d’espace) et T est l’opérateur 

d’inversion  du temps ,leurs  actions  sur  les  opérateurs  position   ̂   et  impulsion   ̂. Sont 

données respectivement comme : 

                                             ̂     ̂      ,         ̂    ̂                                                    (1.5)    

                                            ̂    ̂ ,        ̂    ̂    ,                                              (1.6)  

Notons que l’effet de l’opérateur linéaire P change les signes des opérateurs position  ̂ et 

impulsion  ̂, tandis que l’opérateur anti-linéaire T n’affecte que le signe l’opérateur 

impulsion  ̂, en changeant le signe du nombre complexe imaginaire pur i. En outre, puisque P 

et T sont des opérateurs de réflexion, leurs carrés donnent l’opérateur unité : 

                                                                                                                                  (1.7) 

 

Et aussi 

                                              [   ]                                                                                    (1.8)                                                                                                        

 

Si toutes les fonctions propres de l’Hamiltonien PT -symétrique H sont simultanément des 

fonctions propres de l’opérateur PT, on dit que la PT -symétrie est non-brisée .Elle est dite 

brisée, s’il existe des fonctions propres de l’Hamiltonien PT –symétrique qui ne sont pas des  

fonctions propres de l’opérateur PT. 

1.2.1 Réalité des valeurs propres d'un Hamiltonien PT symétrique : 

La réalité des valeurs propres d'un Hamiltonien PT-symétrique est une conséquence du  non 

brisure de la symétrie PT, qui signifie que les fonctions propres de H sont simultanément  

fonctions propres de PT. En fait, même si H et PT commutent, on ne peut pas affirmer qu'ils 

possèdent les mêmes fonctions propres, comme c'est le cas en mécanique quantique. 

 Ainsi, pour construire une théorie à partir des Hamiltonien PT-symétriques, on exige de plus 

que la symétrie ne soit pas brisée. Il faut  noter cependant que cette condition n'est pas 

évidente car il n'existe aucun moyen pour affirmer a priori que pour un tel Hamiltonien PT-

symétrique, la symétrie est brisée ou non. Il faut tout d'abord déterminer ses fonctions propres 

Pour en tirer une conclusion. 

Avec cette condition supplémentaire, on peut démonter la réalité des valeurs propres d'un 

Hamiltonien PT symétrique. En effet, soit donc {     }, pour  n=1,2,…, l’ensemble des 

fonctions propres communes a H, on a 
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                                                                                      (1.9)                                    

H et PT commutent, nous pouvons écrire              

En multipliant les deux cotés du membre de droite de cette équation par PT, nous obtenons 

                                                                                                                                (1.10)    

Parce que           

En appliquant l’opérateur PT aux deux membres de l’équation (1.9), il vient que : 

                                                                                                                    (1.11) 

Nous en déduisons alors que  

        
  

 

Où nous avons utilisé le fait que        

 

Nous pouvons écrire 

                                                                     
                                    (1.12) 

Et en déduire  

                                                                 
                                                                  (1.13) 

Et  par conséquent la valeur propre     est réelle. 

1.2.2 Fonctions propres et espace de Hilbert : 

La question qui se pose maintenant et de savoir si les Hamiltonien possédant une  PT - 

symétrie non brisée peuvent décrire la  dynamique  de systèmes physiques réels. Autrement 

dit, il faut savoir si les fonctions propres de tell Hamiltonien peuvent engendrer  des  espaces 

de  Hilbert  munis de  produits  scalaires conduisant à des normes positives. En plus, il faut 

aussi  garantir que  l'évolution des états propres clans le temps demeure unitaire. Bien 

entendu, ces deux exigences sont satisfaites dans la théorie quantique usuelle avec des 

Hamiltonien hermitiens. La première permet d'interpréter la norme d'un état comme une 

probabilité, qui doit être défini positive, alors que la deuxième condition garantie justement 

l'indépendance de cette probabilité par rapport au temps. Les fonctions propres engendrent 
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donc un espace vectoriel de Hilbert. Le produit Scalaire de deux fonctions quelconques      

et    , dans le nouveau espace de Hilbert, a été définie comme 

        ∫  [      ]

 

 

     

                                                               ∫      

 
       )                                           (1.14) 

Où c est un certain contour défini dans le plan complexe qui peut être choisi sur l’axe réel. 

 L'avantage de cette définition du produit scalaire est que, comme en mécanique quantique 

ordinaire, la norme de toute fonction d'onde est une quantité indépendante de sa phase globale 

et de plus elle est conservée dans le temps. Cependant, cette définition contient un 

inconvénient majeur qui réside dans le fait que les normes de certains états propres 

d'Hamiltonien PT- symétriques sont négatives. 

 Les fonctions propres d'un Hamiltonien PT-symétrique vérifient les deux relations suivantes 

[2,8] 

                                                                                                                        

(1.15) 

 

                                                       ∑                                                     (1.16) 

Qui ressemblent aux relations d'orthonormalisation et de fermeture. 

Ces deux relations présentent des anomalies par rapport à ce qui est admis en mécanique 

quantique, usuelle. En effet, il découle que les normes de certains état sont négatives et par 

conséquent ces derniers ne peuvent pas être interprétés comme des probabilités. Par ailleurs, 

l'espace engendre par les fonctions propres, qui ne sont guère un espace de Hilbert usuel, ne 

peut  pas être considéré comme un espace complet. Dans la représentation de Dirac, on peut 

écrire les relations (1.15) et (1.16) 

                                                 ⟨  |  ⟩                                                               (1.17) 

Et 

                                                  ∑       |  〉〈  |                                                      (1.18) 

1.3 Nouvelle symétrie pour des Hamiltonien PT symétriques : 

L'inconsistance des relations (1.17) et (1.18) a même poussé certains auteurs à renoncer 

pendant un certain temps [9, 10] a l'idée de construire une théorie quantique pour ce type 

d'Hamiltonien non hermitiens. Cependant, plus tard il a été montre que tous les Hamiltonien 
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PT-symétriques dont la symétrie n'est pas brisée possèdent une autre symétrie cachée, 

engendrée par un nouveau operateur dénoté C. Autrement dit, si un Hamiltonien H est PT 

symétrique et si cette symétrie n’est pas brisée il existe un operateur non trivial C, appelé 

operateur de conjugaison de charge. 

  L’opérateur C est une observable qui représente la mesure de la signature de la norme PT 

des états propre, par exemple l’opérateur linéaire C est représenté dans l’espace des 

coordonnées par la somme des fonctions propres de l’Hamiltonien : 

                                               ∑                                                                     (1.19) 

Nous pouvons vérifier que le carré de C est égal à l’unité : 

 

                                      ∫                                                                      

(1.20) 

 

C commute avec l’Hamiltonien H et l’opérateur PT. 

                                            [   ]  [    ]                                                                 (1.21) 

Par conséquent : 

     

Ainsi les valeurs propres de C sont   
  . L’action de C sur les fonctions propres de H est 

donnée par : 

                                                                                                                      (1.22)                                          

Nous pouvons également construire l’opérateur de parité P en termes des fonctions propres de 

H. L’opérateur linéaire P est représenté dans l’espace des coordonnées par  [  ] : 

                                    ∑                                                           (1.23) 

Comme l’opérateur C, le carré de l’opérateur de la parité est également unité,      

et    , mais P et C ne sont pas identiques. En effet, l’opérateur de parité P est réel, tandis 

que C est complexe (somme des produits des fonctions complexes). En outre, ces deux 

opérateurs ne commutent pas; spécifiquement, dans la représentation de position 

                                              ∑                                                                  (1.24) 

Et 

                                             ∑                                                                   (1.25) 

Donc il est clair que 

                                                                                                                             (1.26) 
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D’où C commute avec l’opérateur PT, qui signifie que l’opérateur linéaire CPT résout le 

problème des normes négatives. 

 

 Le CPT produit scalaire est définit par [  ]    

                                   ⟨ | ⟩    ∫  [       ]                                                       (1.27) 

Où 

                                           ∫                                                               (1.28) 

Ce CPT-produit scalaire est définit positif, et les fonctions propres de H sont orthonormées 

 

                                 〈     〉    ∫  [        ]                                        (1.29) 

 

1.4  Application sur la PT- symétrie dans un système 2x2 : 

      On considère la matrice de l’Hamiltonien  2 x 2 :  

                                                  H=(
    

    
*                                                                     (1.30) 

 Calcul les éléments matriciels de l’opérateur C 

On pose : 

                                                     (
  
  

) 

On a 

     

Alors 

   (
  
  

) (
  
  

)  ( 
         

          * 

                                                                           (
  
  

) 

                                                                         
 
⇒ {

       
       
       
       

 

Donc 
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⇒         

On a : b   et a+d=0   alors  a=     

Nous avons aussi d’autre part, on à C commute avec PT : 

[    ]   
 
⇒           

    (
  
   

) (
  
  

)  (
  
   

) 

                                            (
  
  

) (
    

     )  (
     

    ) 

[    ]   
 
⇒{

      
      
       
      

 

On peut écrire la valeur de a sous la forme suivant : 

              

Donc 

               

 

On a 

      
 
⇒         

Alors 

           

Et 

            

La  même chose pour  c et b : 

                                                                 
 
⇒       
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On a  

                                                                 
 
⇒         

Avec  K  est  constant 

Donc 

   (
        

          
) 

Maintenant on va détermine la valeur de la constant k : 

On utilise la relation      alors : 

(
            

              
)(

            

              
)  (

  
  

) 

 
⇒

{
 
 

 
                                       

                                     

                                      

                               

 

A partir de  les relations (1) et (4) on a : 

                
 
⇒   

 

    
 

Finalement 

                                            
 

    
(
        

          
)                                                   (1.31) 

 Détermine la forme  matricielle de l’Hamiltonien H :   

  La matrice de H  sous la forme suivant 

  (
  
  

) 

On à H commute avec l’opérateur PT : 

[    ]   
 
⇒           

Alors 
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    (
  
  

) (
  
  

)  (
  
  

) 

Et 

    (
  
  

) (
    

    )  (
    

    ) 

         
 
⇒ ,

    

     

Donc 

  (
  
    ) 

Nous avons aussi d’autre part, on à C commute avec l’Hamiltonien  H : 

[   ]   
 
⇒         

Alors 

   
 

    
(
        

          
)(

  
    ) 

                                                
 

    
(

                        

                          
) 

Et 

   
 

    
(
  
    ) (

        

          
) 

                                                
 

    
(

                       

                           
) 

                                           
 
⇒ ,

                       

                         
 

De l’équation (2) on a : 

  
       

      
    

On pose :        
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Donc 

 
⇒   

            

      
    

     

    
    

Alors 

  
 

    

(

 
 

    
     

    
   

     

    
         

)

 
 

 

On pose : 

                                        
 

    
=r 

Et 

 

 
          

On a 

   
    

    
 

Finalement, l’Hamiltonien (1.30) écrire sous la forme :  

                                                    (         

          
*                                                         (1.32) 

Où les quatre paramètres       et x sont réels. 

L’ Hamiltonien H  vérifiez deux relations : 

 
 
⇒ {

[    ]   
[   ]   

 

L’opérateur de parité donnée par : 

                                                       (
  
  

)                                                                    (1.33) 
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Et T effectue une conjugaison complexe. 

 Calcul [    ] : 

On a 

[    ]            

    (         

          
* (

  
  

)  (         

          
* 

Et 

    (
  
  

) (  
        

        
*  (         

          
* 

 

 
⇒         (         

          
*  (         

          
*    

     

Alors  

                                       [    ]                                                                          (1.34) 

 

 Calcul [   ] : 

On a 

[   ]          

   
 

    
(
        

          
) (         

          
* 

 

                                
 

    
(

                             

                               
) 

Et 

                                             
 

    
(         

          
*(

        

          
) 

                                              
 

    
(

                             

                                
) 

On a 

                                         
 

    
,
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Et 

{
 

 
                                                            

                       

                      

                                                         

                                               

 

{
 
 

 
 
                                        

                                         

                         

                         

                                                          

 

Alors  

                

Et 

     
 

 
     

Donc 

 
⇒       

 

    
(
  
  

)    

Alors 

                                             [   ]                                                                                  (1.35) 

 calcule les valeurs propres de H : 

On a 

            

Et 

 (
  
  

)  (
  
  

) 
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     (         

          
*  (

  
  

) 

                                                     (  
        

            
* 

Alors 

            

 
⇒ (      )(       )       

                        

     (        )            

                                                                                                           (1.36) 

Avec 

               

Ainsi 

                          

                  

                  

               

       
 
⇒                 

Alors 

          
 
⇒          

 

 IL ya deux régions paramétrique pour l’Hamiltonien (1.32) 
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Quand           , les valeurs propres d’énergie forment une paire de complexe conjugué. 

Ceci est la  région de PT-symétrie brisée. 

D’autre part, si            , les valeurs propres : 

 

   
   √      

  
       

√            

 
 

                                                                                                                         (1.37) 

Sont réels. Ceci est la région de PT-symétrie non brisée, où nous posons         ⁄      . 

IL est facile de vérifier que :            et que         . 

Par conséquent, en ce qui concerne le produit scalaire PT, le résultant d’espace vectoriel 

engendré par les états propres de l’énergie a une  métrique de signature (+,-). 

Utilisation de l’opérateur C, nous construisons la nouvelle structure de produit scalaire                                                                           

                                                              ⟨ | ⟩                                                                  (1.38) 

Montrons explicitement que la norme CPT de tout vecteur est positive. Nous choisissons le 

vecteur arbitraire : 

  (
 
 
) 

Où a et b sont des nombres complexes. Nous voyons alors que : 

   (
  

  ) 

Que 

    (
  

  ) 

  Et cela 

    
 

    
(
             

              
) 
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Ainsi 

⟨ | ⟩           

 
 

    
[                             ] 

Maintenant, nous allons  

                                                             Et                

Où x, y, u et v sont réels. 

Donc : 

 ⟨ | ⟩  
 

    
[                                      ]                       (1.39) 

 Calcul les fonctions propres de l’Hamiltonien H : 

1-pour    : 

On a 

      
 
⇒                     

Et on a 

   (
  

  
) 

Alors 

(         

         
* (

  

  
)               (

  

  
) 

 

 
⇒ ,

                                   

                                    
 

De(1) : 
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Donc 

   (       
 

 
    )        

                                                                    

                                                           

                                                
 
⇒    (

  

            
* 

On a 

⟨  |  ⟩    

 
⇒ (       (         )  ) (

  

            
*    

Donc 

  
    

    

Alors 

   
 

√ 
 

Et 

   
        

√ 
 

Donc 

                                                             (
  

  
)  (

 

√ 

        

√ 

)                                          (1.40) 

On a 
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(
 

√ 
      

         

√ 
)

(

 
 

 

√ 

        

√ )

 
 

   

 
⇒

 

 
 

 

 
   

Alors 

⟨  |  ⟩    

     

 
⇒

 

√ 
 

        

√ 
 

                                                              
 
⇒            

Donc 

   (
  

  
)  

(

 
 

 

√ 
 

√ )

 
 

 

Ainsi 

     (
  
  

)

(

 
 

 

√ 
 

√ )

 
 

 

(

 
 

 

√ 
 

√ )

 
 

    

2- pour    : 

On a 

        

 
⇒                    

 Avec 

   (
  

  
) 
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⇒ (         

          
* (

  

  
)               (

  

  
) 

 
⇒ ,

                                     

                                      
 

De(1) : 

                            

        
 

 
        

Donc 

                      

                                                                

 
⇒    (

  

          
* 

On a 

⟨  |  ⟩    

 
⇒ (               

        ) (
  

          
*    

Donc 

  
    

    

 
⇒   

  
 

 
 

   
 

√ 
 

Et 

              

 
        

√ 
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Donc 

                                                  (  
  
)  (

 

√ 

        

√ 

+                                                        (1.41) 

On a 

 
 

√ 
          

       

√ 
 (

 

√ 
        

√ 

,    

 
⇒

 

 
 

 

 
   

Alors 

⟨  |  ⟩    

     

 
⇒

 

√ 
 

        

√ 
 

 
⇒            

Alors 

   (
  

  
*  (

 

√ 
 

√ 

, 

Donc 

     (
  
  

)(

 

√ 
 

√ 

,  (

 

√ 
 

√ 

,     

Alors la PT-symétrie non brisée est vérifie ou : 
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2.1  Introduction : 

             L'intrication quantique est un phénomène fondamental de la mécanique quantique mis 

en évidence par Einstein et Schrödinger dans les années 30. Deux systèmes physiques, comme 

deux particules, se retrouvent alors dans un état quantique dans lequel ils ne forment plus 

qu'un seul système dans un certain sens subtil. 

Toute mesure sur l'un des systèmes affecte l'autre, et ce quelle que soit la distance les 

séparant. Avant l'intrication, deux systèmes physiques sana interactions sont dans des états 

quantiques indépendants mais après l'intrication ces deux états sont en quelque sorte 

« intriqué » et il n'est plus possible de décrire ces deux systèmes de façon indépendante. 

2.2  Définition d’un qubit : 

             Le bit quantique, ou simplement qubit (quantum bit) est l'unité fondamentale de 

l'information quantique. Un qubit est un système quantique résidant dans un espace de Hilbert 

à deux dimensions. Un bit quantique peut donc prendre deux valeurs notées   | 〉    | 〉  , un 

qubit peut exister dans une superposition d’état, peut décrire sous la forme suivante :    

                                               | 〉   | 〉   | 〉                                                                 (2.1)    

Où         sont des nombres complexes. L’état | 〉 est un vecteur appartenant à un espace 

vectoriel complexe à deux dimensions. Les états | 〉   | 〉 , forment quant à eux une base 

orthonormée dans l’espace vectoriel  complexe. 

Lorsque nous effectuons une mesure sur l’état du  qubit | 〉 , nous obtenons | 〉 avec une 

probabilité | | , ou bien  | 〉  avec une probabilité | | . Comme la somme des probabilités  

est égale à 1, nous obtenons 

                                               | |  | |                                                                         (2.2) 

Nous pouvons écrire les variables        sous la forme suivante : 

                                                | |          | |                                                            (2.3) 

Utilisation de changement du variable  

                    | |         | |                      ⁄                                                 (2.4) 

 

Et nous pouvons réécrire l'équation (2.1) comme suit : 

                                               | 〉      | 〉         | 〉                                               (2.5) 

 

http://www.futura-sciences.com/magazines/matiere/infos/personnalites/d/physique-albert-einstein-205/
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Le qubit peut alors  être représenté géométriquement par une sphère, appelée sphère de Bloch, 

où  l’´etat  | 〉 du qubit correspond à un point à la surface de la sphère, comme indiqué sur la 

figure (1.1). 

 

   FIG (1.1) : la sphère de Bloch 

 

2.3  Intrication << entanglement>> : 

              L’intrication quantique (en anglais, quantum entanglement) est un phénomène 

fondamental de la physique quantique. C’est une propriété spécifique de la physique 

quantique qui n’existe pas en mécanique classique. Le concept de l'intrication quantique 

remonte à l'année 1935 par  Erwin Schrödinger [13] Elle se manifeste, en général, par le fait 

que lorsque plusieurs particules ont été préparées ensemble, ou ont interagi pendant un certain 

intervalle de temps, qui peut être très court, elles restent fortement corrélées même si elles 

sont séparées par une très grande distance. Cela signifie que si nous mesurons une certaine 

propriété physique d’une des particules les autres particules vont instantanément « hériter » de 

la propriété physique correspondante (la propriété corrélée), même si elles se trouvent à l'autre 

bout de l'univers. 
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2.4  Paradoxe EPR : 

            Pour mettre à l’épreuve les principes de la physique quantique, Albert Einstein, Boris 

Podolsky et Nathan Rosen proposent en 1935[14] une expérience de pensée (dite « EPR »). 

L’argument est le suivant : les lois de la mécanique quantique permettent la formation de 

paires de particules « intriquées », ayant interagi dans le passé puis s’étant éloignées l’une de 

l’autre, et pour lesquelles la mesure des propriétés de l’une permet de connaître 

instantanément les propriétés de l’autre, quelle que soit la distance qui les sépare. Ce paradoxe 

(1935) met en évidence la non-localité de la physique quantique, impliquée par les états 

intriqués. Le principe du paradoxe est de mesurer simultanément deux grandeurs s'excluant, 

telles que la position et la vitesse, ce qui serait en violation avec les inégalités d'Heisenberg, et 

qui donnerait plus d'information que ce que la mécanique quantique prétend décrire, pour 

prouver que cette théorie est incomplète. 

Einstein propose ensuite d'améliorer la mécanique quantique en introduisant une théorie 

utilisant des variables cachées locales. 

Un célèbre état intriqué qui a été largement utilisé dans la théorie de l'information quantique 

est l’Einstein, Podolsky et Rosen (EPR) [14] Etat  | 〉 qui est donnée par: 

                                          | 〉  
 

√ 
 | 〉| 〉  | 〉| 〉                                                            (2.6) 

2.5 L’état de Bell : 

           Les états de Bell sont des états à deux qubits intriqués, ils forment une base 

orthonormée dans l’espace de Hilbert  à quatre dimensions et s’écrivent comme suit [15] : 

                                               

{
  
 

  
 |  〉  

 

√ 
 |  〉  |  〉 

|  〉   
 

√ 
 |  〉  |  〉

|  〉  
 

√ 
 |  〉  |  〉 

|  〉  
 

√ 
 |  〉  |  〉 

                                                      (2.7) 

Ces états sont appelés aussi « les paires EPR »ou les états de Bell. Grâce à une transformation 

unitaire locale sur l’une des sous-systèmes, on peut transformer un état en l’outre, définie 

comme étant la quantité d’intrication contenue dans un état de Bell [16,17]. 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Intrication_quantique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Intrication_quantique
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9duction_du_paquet_d%27onde
https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_d%27incertitude
https://fr.wikipedia.org/wiki/Variables_cach%C3%A9es
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2.6  Inégalité de Bell : 

           En mécanique quantique, les inégalités de Bell [18] (du nom de leur auteur : John 

Stewart Bell) sont les relations que doivent respecter les mesures sur des états intriqués dans 

l'hypothèse d'une théorie déterministe locale à variables cachées. 

Une analogie est possible pour présenter et expliquer les idées qui sous-tendent les inégalités 

de Bell. Le but est de trouver des relations, des inégalités, que doivent mathématiquement 

respecter les corrélations entre des paramètres mesurés sur deux particules, qui ont été en 

interaction, puis séparées et ne pouvant communiquer l'une avec l'autre. Dans ce cas, ces 

corrélations doivent être déterminées par des variables fixées lors de l'interaction, puis 

véhiculées avec les particules (ce que l'on appelle des variables cachées). 

2.7  État pur et état mixte : 

2.7.1 État pur : 

       Dans le cas où le système global  {     }    peut être décrit par un vecteur d'état, 

son état est un vecteur de l'espace de Hilbert      . Certains états peuvent s'écrire sous la 

forme d'un produit tensoriel entre un état de    et un état de   : 

                                                   |    〉  |  〉 |  〉  |  〉|  〉                                      (2.7) 

Ces états sont appelés états séparables ou factorisables. Le système     est dans un état 

quantique clairement identifié|  〉 , qui n'est pas altéré par les mesures effectuées sur   . 

Un état intriqué est par définition un état non séparable, qui s'écrit en général sous la forme : 

                                               |    〉   |  〉|  〉   |  〉|  〉                                          (2.8) 

C'est donc une superposition d'états d'un système biparti. Pour illustrer la différence entre 

états séparables et intriqués, supposons par exemple que :  {| 〉  | 〉 }  forme une base de 

l’espace   , et {| 〉  | 〉 }   une base de l'espace    .l’état : 

                          |    〉  
 

√ 
 | 〉 | 〉  | 〉 | 〉   

 

√ 
 | 〉  | 〉  | 〉                  (2.9) 

Est un état séparable, puisqu'il peut être factorisé comme indiqué ci-dessus, tandis que l'état : 

                                |    〉  
 

√ 
 | 〉 | 〉  | 〉 | 〉                                                      (2.10) 

Est un état intriqué. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_quantique
https://fr.wikipedia.org/wiki/John_Stewart_Bell
https://fr.wikipedia.org/wiki/John_Stewart_Bell
https://fr.wikipedia.org/wiki/Intrication_quantique
https://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9terminisme
https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_de_localit%C3%A9_(physique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Variables_cach%C3%A9es
https://fr.wikipedia.org/wiki/In%C3%A9galit%C3%A9_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Variables_cach%C3%A9es
https://fr.wikipedia.org/wiki/Notation_bra-ket
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89tat_quantique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_vectoriel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_de_Hilbert
https://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_tensoriel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Superposition_d%27%C3%A9tats
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2.7.2 État mixte : 

      Expérimentalement, il n'est pas possible de préparer un état quantique bien déterminé, on 

décrit l'état du système par une matrice densité , qui pondère chaque état pur par la probabilité 

de produire cet état :  

                                                  ∑   | 〉 〈 |                                                                (2.11) 

On peut donc donner quelle est la définition d'un état séparable décrit par une matrice densité. 

Un premier choix serait de définir les états séparables comme étant ceux qui s'écrivent : 

                                                                                                                             (2.12) 

Ces états sont effectivement séparables, car il n'y a aucune corrélation entre les mesures faites 

sur S1 et celles faites sur S2, mais la définition peut être étendue, et l'écriture la plus générale 

pour la matrice densité d'un état séparable est : 

                                              
      ∑       

      
                                                       (2.13) 

Où     est une loi de probabilité         ∑     . 

Dans le formalisme de la matrice densité, un état intriqué est simplement défini comme un 

état qui n'est pas séparable. Dans le cas général, même lorsque l'on connaît la matrice densité 

d'un système, il est difficile de dire si l'état obtenu est intriqué ou séparable. 

2.8 Décomposition de Schmidt : 

            La plupart des caractéristiques importantes de l'entropie d'intrication découlent de la 

propriété mathématique suivante, appelée décomposition de Schmidt. Tout état pur peut 

s'écrire comme : 

             | 〉  ∑ √  |   〉 |   〉                                                   (2.14) 

Les |   〉    |   〉 sont des vecteurs mutuellement orthogonaux dans         respectivement. 

Les   peuvent être choisies réelles non-négatives, et sont appelées valeurs propres de 

Schmidt. Elles sont aussi normalisées : 

                                                          ∑   
 

                                                                   (2.15) 

Ce résultat est très utile. Comme un avant-goût de son pouvoir, envisager la conséquence 

suivante : laisser | 〉 être à l'état pur d'un système composite 1et 2. Ensuite, par la 

décomposition Schmidt : 

                                                        ∑    
 |   〉 〈   |                                               (2.16)  

https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_densit%C3%A9
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Et 

                                                       ∑    
 

 |   〉〈   |                                                (2.17) 

De sorte que valeurs propres de    et    sont identique, à savoir    
 
 pour les deux opérateurs 

de densité. De nombreuses propriétés importantes des systèmes quantiques sont complètement 

déterminées par les valeurs propres de l'opérateur de densité réduite du système, donc à l'état 

pur d'un système composite de telles propriétés sont les mêmes pour les deux systèmes. 

L'existence de la décomposition Schmidt pour les États bipartites garanties que les matrices 

de densité réduite ont le même spectre, bien que les vecteurs propres peuvent sois différent. 

On peut dire que si nous avons un état intriqué de trois ou plus particules alors il n'existe pas 

une décomposition Schmidt. Le nécessaire et des conditions suffisantes pour l'existence de 

décomposition Schmidt [19]. Si A est un opérateur hermitien linéaire agissant sur    et si B 

est un opérateur hermitienne linéaire agissant sur   , les valeurs moyennes de ces locaux sont 

observables donné par : 

                                              〈 |   | 〉
  

      
                                                        (2.18) 

Et 

                                             〈 |   | 〉        
     

 
                                                   (2.19) 

Ceci suggère que les valeurs moyennes des observables locales sont complètement déterminé 

par (réduits) matrices locales de densité. 

Pour tout état biparti pur, on peut quantifier à quel point l'intrication est là dans un état donné. 

L'entropie de l'une quelconque de la matrice de densité réduite est une très bonne mesure de 

l'intrication pour tout état biparti | 〉[20]. Elle est donnée par : 

                                       
              

         ∑                (2.20) 

Cette mesure de l'intrication vérifie les propriétés suivantes: 

        ssi | 〉 est  séparable (non intriqué). 

      est invariant par des transformations unitaires locales. 
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3.1 Introduction : 

L'intrication est l’une des principales caractéristiques du monde quantique qui n'a pas 

d’homologue classique. Cela découle du fait du principe de superposition linéaire et la 

structure du produit tensoriel de l'espace de Hilbert lorsque nous traitons avec des systèmes 

multi particulaires. Nous allons introduire la notion d'intrication pour les systèmes quantiques 

qui sont encore régis par des Hamiltoniens non-Hermitiens « PT-symétrie » [21]. De plus, 

nous allons montrer comment créer une intrication entre deux qubit PT à l'aide Hamiltonien              

non-hermitien et discuter l’intrication d'une telle interaction Hamiltonien qui sont non-

Hermitienne dans la nature. 

3.2 PT - symétrique bit quantique : 

En mécanique quantique standard, nous disons que tout système à deux états est un bit 

quantique ou un qubit. Toute superposition arbitraire de deux états orthogonaux peut 

représenter un qubit. Dans la même veine, PT-symétrie mécanique quantique si nous stockons 

les informations dans un système à deux états, alors nous l'appelons un bit quantique –PT 

symétrie ou en court qubit PT. 

En théorie quantique non-Hermitienne un système à deux état général sera décrit par 

un Hamiltonien 2 × 2 qui respecte la symétrie CPT. Ce Hamiltonien est donné par (1.32).                                                                                           

Ce Hamiltonien est invariant par CPT. Deux fonction propre distinctes de cette Hamiltonien 

sont donnés par (1.40) et (1.41).    

On pose : 

                                                                                                                          (3.1)      

En ce qui concerne  le produit scalaire CPT  nous avons ⟨  |  ⟩   
   et  ⟨  |  ⟩   

   

Le produit scalaire CPT pour deux états d'un qubit de PT est : 

                                                    ⟨ | ⟩  [     | 〉]                                                       (3.2) 

L’opérateur C est donné par (1.31). 



Chapitre 3 : Intrication quantique avec Hamiltonien non Hermitien 

 

29 

 

Depuis les fonctions propres de la hamiltonien non-hermitien H couvrent deux dimensions  de 

l’espace de Hilbert, on peut coder un bit d'information dans ces états orthogonale. Un état 

arbitraire peut être représenté comme la superposition de ceux-ci états orthogonaux : 

                                                 |  〉   |  〉   |    〉   |    〉                            (3.3) 

Ainsi, toute superposition arbitraire de deux états orthogonaux de PT Hamiltonien invariant 

sera appelé  le qubit PT. 

3.3 L’intrication en théorie non hermitienne : 

       Intrication est l'une des caractéristiques les plus importantes du monde quantique. Alors 

que nous avons plus d'un qubit alors l'état du composite système peut être trouvé dans un état 

intriqué qui n'a pas analogique classique. Maintenant en théorie quantique PT -symétrique 

nous aurons une fonction similaire à chaque fois que nous avons plus d'un qubit PT. Dans 

cette section, nous introduisons ces notions de base. Supposons que nous ayons deux 

systèmes quantiques avec des hamiltonien  non-hermitien             où : 

                                (         

          
*            (             

              
*                             (3.4) 

Soit{|  〉}         {|   〉}     sont les fonctions propres du hamiltonien        , 

respectivement. Maintenant, l'état du système combiné  dans       qui est recouvert par 

[22] : 

                                                
 
⇒

{
 

 
|  〉 |   〉

|  〉 |   〉

|  〉 |   〉

|  〉 |   〉

                                                                    (3.5) 

Si l'état combiné ne peut pas être écrit comme| 〉  | 〉 | 〉  | 〉| 〉, alors il est intriqué. 

Un état général de deux qubit de PT peut être étendu en utilisant la base commune dans 

            : 

                                                     ,  
|  〉    |  〉   |  〉    

|   〉    |   〉    |   〉
                                           (3.6) 

   | 〉  |  〉 |   〉   |  〉 |   〉   |  〉 |   〉   |  〉 |   〉   |  〉 |   〉  (3.7) 
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Où 

                                                     

{
 

 
     
     

     

     

                                                                          (3.8) 

 

Pour des valeurs générales des amplitudes complexes a, b, c et d c’est un état intriqué. 

Cependant,         
 

 
 

 

 
     puis | 〉  est pas intriqué. Maintenant, nous pouvons quantifier 

le contenu de l'intrication dans | 〉  Il est donné par l'entropie de l'état réduit de n’importe 

lequel du sous-système [22]. 

                                                                                                                (3.9)   

Où 

                                                         
 

 
   √                                                              (3.10) 

Et 

                                               [ | |  | |   | |  | |   |         | ]        (3.11) 

Pour   

                                                        
 

 
 

 

 
  

 
⇒     =0                                                  (3.12) 

Maintenant, le produit scalaire CPT sur les espaces de Hilbert             peut être utilisé pour  

définir le produit scalaire sur      .  Pour n’import quels deux vecteurs arbitraires| 〉 | 〉  

        nous définissons le produit scalaire entre eux comme : 

 

                                            ⟨ | ⟩    [           | 〉] | 〉                             (3.13) 

 Utilisant ce produite scalaire, nous pouvons calculer les des grandeurs physiques  appropriées 

pour le système  composite à l'étude. 

On peut généraliser la notion d'intrication pour plus de deux qubits PT. 
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 Un état général de deux systèmes quantiques - PT symétrique  peuvent être écrits comme 

(notez que pour des systèmes quantiques non-hermitiennes aussi nous pouvons écrire un 

théorème  décomposition de Schmidt) : 

                                                    | 〉  ∑ √    |  〉 |  〉                                                 (3.14) 

Maintenant, les états réduits  de la  PT-symétrique des particules 1 et 2 seront différentes si 

nous calculons les traces partielles dans la théorie quantique habituelle et dans la théorie 

quantique non-hermitienne. Parce que les produits scalaires dans la théorie quantique PT  -

symétrique et ordinaire sont différents, les traces partielles seront également différentes. Par 

exemple, la diminution matrice de densité pour la particule 1 calculée dans la théorie 

quantique non-hermitienne sera : 

                                              ∑ √       |  〉〈  ||   (|  〉〈  |)| 

                ∑√     

  

 |  〉〈  |[(   |  〉)] |  〉     

                                                  ∑   |  〉〈  |                                                                    (3.15) 

Mais si nous calculons la matrice de densité réduite de particule 1 dans la théorie quantique 

habituelle,  on aura : 

   ∑√    
  

 |  〉〈  ||   (|  〉〈  |)| 

                                                  ∑ √       |  〉〈  |〈  |  〉                                             (3.16) 

Ceci n'est plus en forme diagonale parce que  ⟨  |  ⟩        dans le sens habituel. De même 

façon, On peut vérifier que la matrice de densité réduite de particule 2 soit différente dans 

deux théories. La densité pour la particule 2 dans la théorie non-Hermitienne sera : 

   ∑√    
  

|  〉〈  ||   (|  〉〈  |)| 

 ∑√    
  

|  〉〈  |[     |  〉] |  〉 

                                             ∑   |  〉〈  |                                                                         (3.17) 
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Mais dans la théorie quantique habituelle, on aura : 

   ∑√    
  

|  〉〈  ||   (|  〉〈  |)| 

                                                  ∑ √      |  〉〈  |(⟨  |  ⟩)                                          (3.18) 

En conséquence, le contenu l’intrication  d'un état bipartite dépend du produit scalaire étant 

utilisé pour calculer les traces partielles. 

En d'autres termes,                        ù                                                   

Dans la théorie quantique habituelle n’est pas égale. À                      dans la 

théorie quantique non hermitienne. 

Pour illustrer l'idée ci-dessus, on peut définir un état singulet pour deux qubits PT comme : 

                                            |    
 〉  

 

√ 
 |  〉|  〉  |  〉|  〉                                     (3.19) 

Où 

|  〉  
 

√ 
(

 
        ) 

                                                                  
 

√ 
[| 〉          | 〉]                                    (3.20) 

Et 

|  〉  
 

√ 
(

 
        ) 

                                                                   
 

√ 
[| 〉          | 〉]                                    (3.21)  

On remplacé  (3.20) et (3.21) dans (3.19) : 

Donc 

             |    
 〉  

 

√ 
*
 

 
(                )| 〉| 〉                    | 〉| 〉+         (3.22) 
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On pose : 

                                                          
 

 
(                )                                         (3.23) 

On a 

                                                    |    
 〉  

 

√ 
[| 〉| 〉  | 〉| 〉]                                       (3.24) 

Dans la théorie quantique PT -symétrique, le contenu de l'intrication des   |    
 〉   est donné 

par :      
 )=1.  Notez que ce n'est pas le spin singulet habituel|  〉. En effet, la contenu  

d’intrication |  〉 en théorie quantique non-hermitienne sera différent. Ceci est un aspect 

intéressant ici. L'état singulet dans la théorie quantique ordinaire a intriquées égal à un,  alors 

que dans la théorie quantique PT -symétrique il sera inférieur à un. De même, un état de 

singulet dans la théorie quantique PT -symétrique aura intriquées égal à un alors que dans la 

théorie ordinaire, il sera moins d’un. C’est en raison de la nature différente des produits 

scalaires dans les théories ordinaires et les théories quantiques non hermitiennes. Pour voir 

clairement, considérons l'état intriqué du spin singulet dans la théorie quantique ordinaire.  Si 

nous voulons connaître le contenu de l’intrication dans la théorie quantique PT -symétrique 

alors nous devons calculer l'entropie de Von Neumann de la matrice de densité réduite dans la 

théorie PT –symétrique. La matrice de densité réduite pour la particule 1 dans la théorie 

quantique non-hermitienne est donnée par : 

 

                                                               | 
 〉〈  |                                                    (3.25) 

    [
 

 
   | 〉| 〉  | 〉| 〉      〈 |〈 |  〈 |〈 |  ] 

 

    *
   

 
 | 〉| 〉〈 |〈 |  | 〉| 〉〈 |〈 |  | 〉| 〉〈 |〈 |  | 〉| 〉〈 |〈 |+ 

 

                   
 

 
[| 〉〈 |⟨ | ⟩    | 〉〈 |⟨ | ⟩    | 〉〈 |⟨ | ⟩    | 〉〈 |⟨ | ⟩   ]    (3.26) 
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Lorsque les produits scalaire CPT sont donnés par : 

                                                    {

⟨ | ⟩    ⟨ | ⟩    
 

    

⟨ | ⟩         
⟨ | ⟩          

                                         (3.27) 

En utilisant ceci, la matrice de densité réduite à particules 1 est donnée par : 

                                    | 
 〉〈  |  

 

        
(              

             
*                    (3.28) 

A noter que     est non normalisé. En général, les matrices de densité réduite qui viennent sur 

différentes définitions de produit scalaire ne sont pas normalisées automatiquement. C'est 

parce qu'un état normalisé dans le sens du produit scalaire habituel est pas normalisée dans le 

sens du produit scalaire CPT. Mais, nous pouvons définir une matrice de densité normalisée : 

                                                            ̃        ⁄                                                             (3.29) 

Donc  

                                                            ̃  
 

 
(

        
       

)                                    (3.30) 

Les valeurs  propre de la  matrice de densité est : 

                                                                   ̃         

 

 (
  
  

)  (
  
  

) 

 

  ̃      (
          
         

) 

 

                                                    ̃      
 

 
   

 

 
   

 

 
      ) 

Ainsi 
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Donc 

                                                          
 

 
                                                              (3.31) 

Maintenant,  le contenu d'intrication du singulet habituel dans la théorie quantique PT –

symétrique est donnée par : 

                                                                                                              (3.32) 

 

              
 

 
            

 

 
          

 

 
            

 

 
               (3.33)    

Cela montre que si un état intriqué en théorie ordinaire a une unité d'intrication,  en théorie 

quantique non-hermitienne il aura moins d'une unité de l'intrication.  

 Ceci est l'effet de la non-herméticité sur l'intrication quantique.  Dans la limite hermitienne 

                 De même,  on peut vérifier que l'état intriqué au maximum |    
 〉   

de la théorie quantique non-hermitienne aura moins d'une unité d'intrication dans la théorie 

quantique ordinaire.                                                                                                                                                                                                                                                                                                    
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Conclusion 
Dans ce mémoire, on exposé  les quelque notions de la théorie quantique PT –

symétrique, et explique  aussi l’intrication quantique. 

 Par ailleurs et dans le bute nous avons introduit la notion d'intrication pour les systèmes 

quantiques décrit par des Hamiltoniens non-Hermitiennes. Nous avons introduit la notion de 

PT qubit dans la théorie quantique non-hermitienne. États de qubit qui sont orthogonaux en 

théorie quantique ordinaire devenu non-orthogonal dans la théorie quantique PT -symétrique 

et vice versa.  

Plus intéressant, la propriété d'intrication d'états quantiques aussi changé si nous allons d'une 

théorie à l'autre. Nous avons montré que l'état maximum intriqué qui entropie  Von Neumann 

égale à l'unité dans la théorie ordinaire aura moins d'entropie dans la théorie quantique PT -

symétrique et vice versa. 
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Abstract :  

We have introduced the notion of entanglement for quantum 

systems described by non-Hermitian Hamiltonians. We have 

introduced the notion of PT qubit in the non-Hermitian quantum 

theory States of qubit which are  orthogonal in ordinary quantum 

theory become non-orthogonal in PT –symmetric quantum theory 

and vice versa. We show that a maximally entangled state that has 

von Neumann entropy equal to unity in the ordinary theory will 

have less entropy in PT -symmetric quantum theory and vice versa. 

 

  ملخص: :
وصفها الهاهلتىى غير الهرهيتي.  وقدهٌا هفهىم  الكن لأًظوت التشابك فكرة في هذا العول قدهٌا  

تكىى هتعاهدة في ًظريت الكن  qubit   الكن غير الهرهيتيت   حيث حالت   « Qubit PT »في ًظريت 

                                                                                                                                            

   العاديت تصبح غير هتعاهدة في "تٌاظرPT"والعكس بالعكس. وجدًا أى التشابك في حالته الأعظويت   

والعكس       PT في ًظريت الكن العاديت وأقل هي الىاحد في تٌاظر 1وبي فىى ًيىهاى يساوي يٌتج أًتر 

.بالعكس   

Résumé : 

Dans ce travail, nous avons  introduit la notion d'intrication pour les systèmes 

quantiques décrit par des Hamiltoniens non-Hermitiennes. Nous avons aussi 

introduit la notion de PT qubit dans la théorie quantique non-hermitienne  où 

l’état de qubit qui sont orthogonaux en théorie quantique ordinaire devenu 

non-orthogonal dans la théorie quantique PT -symétrique et vice versa. Nous 

montre que l'état maximum intriqué  qui  entropie  Von Neumann  égale à 

l'unité dans la théorie ordinaire, aura moins d'entropie dans la théorie 

quantique PT -symétrique et vice versa. 

 


