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Résumé

Nous nous intéressons ici a étudier I’équation de diffusion d’ordre n, dans le premier
chapitre nous donnons un apergu sur ’équation de diffusion d’ordre 2, il s’agit de "I’équation
de la chaleur", Ensuite dans le deuxiéme chapitre notre étude est basée sur ce quand on
appelle "I’équation d’Airy" ou bien ’équation de diffusion d’ordre 3, finalement nous es-
sayons de généraliser les résultats pour 'ordre n en spécifiant I’étude par la méthode d’auto-
similarité.

Mots clés :

Equation de la chaleur, condition initiale, probléeme de Cauchy, équation d’Airy, trans-

formée de Fourier, auto-similarité, condition de similarité. .
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Symboles et Notation

\ Pour tout
€ Appartient &
— Implique que
= Si et seulement si
— Tend vers
* La convolution
] La transformée de Fourier de u
C*(R) L’ensembles des fonctions infiniment continuement dérivables sur R
H™(R) H™R) = {u € LA(R)/ [, [a()&*]* dé < o0, ¥]a] < m}
L'(R) L’espace des fonctions a valeurs dans R dont le module est intégrable
L*(R) | I'espace des fonctions sur R qui sont de carré intégrable au sens de l'intégrale de Lebesgue
L>(R) L’ensemble des fonctions définies sur R dont I'infini puissance est intégrable.
S(R) La classe des fonctions de Schwartz i.e. f € C*(R)
et verifie pour tout k,n € N : lim,_, 4 ¥ gwf =0
£, J7 15 () ds
[[f1l o SUPer | /(9]
é(t) La dérivée de ¢ par rapport a ¢
['(z) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, I'(z) = f0+°° t*~le~tdt.
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Introduction

Aujourd’hui les équations aux dérivées partielles représentent I'un des outils les plus puis-
sants de mathématique modélisant des problémes en physique, en mécanique du solide et
des fluides, en biologie, en chimie, en économie, en finance...etc. Elle fait partie du quotidien
de l'ingénieur.

Nous avons I’habitude de classer les équations aux dérivées partielles en trois grandes
classes fondamentales d’équations : les équations elliptiques qui servent typiquement &
décrire des phénomeénes d’équilibre en physique, pour les problémes stationnaires, les équa-
tions hyperboliques qui permettent de décrire les phénomeénes de propagation, pour les prob-
lemes d’évolution et les équations paraboliques qui permettent de décrire des phénomeénes
de diffusion. C’est cette derniére classe d’équations qui fera I’objet de ce mémoire.

Les phénomeénes de diffusion décrits par les équations paraboliques touchent plusieurs do-
maines de la pratique, I’équation de la chaleur est I’exemple de diffusion le plus connu. Nous
allons dans ce travail étudier I’équation de diffusion d’ordre n qui représente le phénomeéne
de diffusion linéaire.

Ce mémoire contient trois chapitres.

Le premier chapitre a pour but de rappeler et de démontrer un certain nombre de ré-
sultats relatifs a I’équation de diffusion d’ordre 2 c’est a dire ’équation de la chaleur. Nous
donnons des définitions et des théorémes liés & 'existence, 'unicité et les propriétés de la
solution fondamentale du probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur en illustrant
par un exemple.

On traite également dans ce chapitre le principe du maximum et la méthode de conser-

vation d’énergie pour le probléme de la chaleur avec conditions aux bords.



Introduction

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions I’équation de diffusion de troisiéme ordre qui
est connue sous le nom d’équation d’Airy qui est liée a plusieurs applications physiques.
On commence par donner des définitions et des propriétés de la fonction d’Airy qui sont
essentielles pour la suite, en utilisant la transformée de Fourier nous allons calculer la solution
de cette équation.

Finalement dans le dernier chapitre, nous essayons de généraliser les résultats précédents.
En premier lieu, on donne un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme de Cauchy
de I’équation de diffusion d’ordre n.

Puis ce probléeme de Cauchy est résolu par la méthode d’autosimilarité qui prend la
grande partie de ce chapitre, avec ses deux formes classiques et généralisée. Enfin, on donne
des exemples pour ’application de ’autosimilarité classique a 1’équation de diffusion d’ordres

2 et 3.



Chapitre 1

L’équation de diffusion d’ordre n = 2

(L’équation de la chaleur)

Ce premier chapitre donne une idée générale sur I’équation de la chaleur. La premiére section
est sur la solution fondamentale de 1’équation, la section 1.2 est consacrée a la solution
fondamentale et la théorie des distributions, ensuite une étude est faite sur le probléme a
valeur initiale sur R. Finalement, le principe du maximum et la méthode de conservation

d’énergie sont abordés pour le probléme de condition aux limites et initiales.

1.1 Solution fondamentale et théorie des distributions

Définition 1.1.1 L’équation de la chaleur en une dimension est donnée par ’équation dif-

férentielle partielle suivante :

du 0%u

— =k—, x €R,t>0.
dt Ox?’ 7

Afin de résoudre I’équation de la chaleur pour de nombreuses solutions ou méme juste
une seule solution, nous devons imposer certaines conditions.

Nous voulons donc résoudre le probléme de Cauchy(!) :

(1) Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aott 1789 et mort a Sceaux (Hauts-de-Seine) le 23 mai
1857, est un mathématicien frangais, il a 800 parutions et sept ouvrages. On lui doit notamment en analyse

I'introduction des fonctions holomorphes et des critéres de convergence des suites et des séries entiéres.



1.1. Solution fondamentale et théorie des distributions

du Py e RE>0

1.1
w(z,0) =pr) zeR (-4

1.1.1 La solution fondamentale de 1’équation

Définition 1.1.2 [08] La fonction 0 définie pour t > 0 par [’expression suivante:

22
O(x,t) = @e‘m, s’appelle la solution fondamentale de % = k4.

Théoréme 1.1.1 [08]

1. O(x,t) > 0,Vt > 0, limy_ o+ O(x,t) =0 Vo # 0 et lim; o+ 6(0,1) = +00.
2. O(x,t) est solution de (1.1) ¥t >0 et x € R.
3. [720(x, t)dr =1 Vvt > 0.

4. limy o+ fj; O(z,t)dx =1 Vo > 0.

Preuve. La propriété 1 est évidente, La propriété 2 s’établit trés facilement. On

sait que f_Jr;o e 22dx = av2m Ya > 0, ce qui démontre la propriété 3.f_+a O(x,t)dr =

a 2 2
/ _u- + _u- 2 2 2
L f V2t 672 du comme f e~ Tdu=1, et comme -2 — 0 le résultat est démontré.
V2T ok —o0 V' 2kt

La solution au probléme de valeur initiale ¢(x) s’obtient par convolution de ¢(x) avec
f(z,t) pour tout t. C’est la raison du vocable "solution fondamentale". Nous allons

indiquer plus précisément ce dont il s’agit. m

1.1.2 Théorie des distributions

Les conditions 1, 3 et 4 du théoréme précédant expriment que les fonctions 0(x, t) convergent

lorsque ¢ tend vers 0 au sens des distributions vers la masse de Dirac 6(z)®).

(2)La distribution de Dirac ou masse de Dirac, aussi appelée par abus de langage fonction § de Dirac,
introduite par Paul Dirac, peut étre informellement considérée comme une fonction 0 qui prend une « valeur

» infinie en 0, et la valeur zéro partout ailleurs, et dont I'intégrale sur R est égale a 1.



1.1. Solution fondamentale et théorie des distributions

Rappelons que d(x) n’est pas une fonction, que c’est une distribution qui fait correspon-
dre a toute fonction g sa valeur g(0) en 0. La convergence citée signifie que Vg nulle hors d’un
segment borné et indéfiniment dérivable fj;o 0(z,t)g(x)dx a pour limite g(0). On démontre
que cela résulte des conditionsl, 3 et 4 expriment notamment que la surface sous le graphe
de 0(z,t) reste égale & 1 bien qu’en tout point x # 0 lim;_,, 0(x,t) = 0; ce qui correspond &

I'évolution ci-dessous des graphes pour 0(x,t;), 0(x,t2), 0(x,t3) avec t3 > ty > t3 > 0.

Figure 1.1

On dit souvent que §(z) est la représentation idéale d’une impulsion unité : elle est de
durée nulle mais son intégrale est égale & un.

Le théoréme 1.1.1 exprime que "6(z,t) est la solution de d = kgm;‘ dont la valeur initiale
est la masse de Dirac”

Soit f une fonction localement sommable et u(z,t) = 6(z, ) f(z) convolée de 0 et de
, . . . . m 2u
f pour ¢ fixé: au moins au sens des distributions, 2%(z,t) = 24(z,t) * f(z) et 24 (x,t) =
‘32772‘(:75, t) = f(z) de sorte que u(z,t) est solution de 2 g 2% = 0 et que lim;_og = f(x).

Remarque 1.1.1 Ce qui précéde se généralise aux équations 3¢ — Au =0 pour des opéra-

teurs A correspondant & une équation elliptique'® dans des espaces plus générau.

(3)Une EDPelliptique linéaire se met sous la forme suivante : a(z,y)uzs(2,y) + b(x,y)uy, (z,y) +

c(w, y)us (2, y) + d(z, y)uy(z,y) + e(z,y) = f(z,y),aveca(w, y)b(z,y) > 0



1.2. Probléme de valeur initiale sur R

1.2 Probléme de valeur initiale sur R

Théoréme 1.2.1 [08] Soit f une fonction continue sur R et telle que |f(y)] < Ae™,

1.
o) = 0,0y 1(0) = 5 [ (12
) ) N y)ay .
Est une fonction C* qui est solution de d—? = kza — pour t > 0.
2. limy o+ u(z,t) = f(2).
3. Ju(z,t)| < Ae®+o’*t .y est la seule solution de du — kzg;{j dont la valeur initiale est

f(x) et pour laquelle il existe B et b vérifiant |u(x,t)| < Beb® Vvt < T.
4. Si f=1alorsu=1, s 0< f(y) <M alors 0 < u(z,t) < M.

5. Si f1, fo2 vérifient |fi(y)| < Ae®Y pour i = 1,2, si uy et ug sont les solutions corre-

spondantes alors:

Va,t |ui(x,t) —us(x,t)| < e dés que |fi(z) — folz)| < e Va.

C’est a dire que le probléme est bien posé en ce sens q’une "petite” perturbation
de la valeur initiale n'entraine q’une "petite" perturbation de la solution (il s’agit d’une
perturbation uniformément petite en x).

Preuve. 1. Enposant y—z = 5.2v/kt pour ¢t # 0 on trouve que: f_+oo = |f( )| dy =
2V Kt f+oo 1 f(2sVEKL + :1:)‘ ds et comme ‘f (2sVkt + x)‘ < Aevrt2esVEE Pintégrale est

finie et u existe et est continue pour ¢ > 0 et x € R. De facon analogue on vérifie qu’on peut

dériver sous le signe d’intégration et que:

du 0%u oo do 020
) =Kt = [ G-t - k- 0l w)dy =0

[e.9]

2. La relation 3 du théoreme 1.1.1 permet d’affirmer que:

f(z) = [T20(t,y — 2) f(z)dy donc u(z,t) — f(z) = [TT0(t,y—)[f(z) — f(y)ldy
— \/LE fj;o e’ [f(2sVKt + x) — f(x)]ds



1.2. Probléme de valeur initiale sur R

Soit s.2v/kt < 7 de sorte que [f(2sVkt +x) — f(z)] < § alors:

2sV Kt
652d8+/ 6752f(8—+x)d5

n T
e 1> 5 VT

& %m(gS fz)
|u($,t)—f($>’§2ﬁ/_n d+ﬁ/|s|>

2V Kt

+oo _g2 BN iz e N
Comme f_oo e"¥ds = \/m la premicre intégrale est inférieure a §, la seconde a pour

limite O si ¢ tend vers 0. Dans la troisieme intégrale la fonction a intégrer est majorée par
A —s’+az+2asVkt

NG , cette fonction de s étant sommable la troisiéme intégrale a aussi pour
limite O et ¢ tend vers 0.
3.

lu(z, )| < \/L% fj;o e=5* Af(2sakt + ax)ds
= \% exp(az + a2kt) [ e~ (maVE) g
= Aexp(az + a®kt).
Nous admettrons le résultat d’unicité.

4. Nous avons démontré que fj;o O(t,x)der =1 et si0< f(y) < M alors

+00 +o00
0 < ul, 1) = / 0(t,9)f(x — y)dy < M / 0(t,y)dy = M

o0

5. Soit fo = fo— fi, us—wuy est la solution de valeur initiale fy doncsi |fo(y) — fi(y)| < e
Yy alors |ug(x,t) —uq(z,t)] < e : u est "stable" relativement a la valeur initiale et le
probléme est bien posé.

Définition 1.2.1 [05] On appelle fonction d’erreur et on note erf, et fonction d’erreur

complémentaire et on note erf ¢ les fonctions définies par:

t +oc0
erf(t) = / e ds, erf c(t) = / e~ ds
0 ¢

On sait que 0+°° e ds = \/TE donc erf(t) + erfc(t) = 1 et limy_erf(t) = 1 et ¢

lim; . erfc(t) = 0; on notera que erf c(t) tend vers zéro extrémement vite lorsque t croit

—t2

puisque erf ¢(t) < #%e



1.2. Probléme de valeur initiale sur R

En effet:

ftT e=’ds = %ftT l(d(—e‘s2))als
1
2

2
S%e Sdset T — o0

—erf(x)
— erfe(x)

Figure 1.2 ( les fonctios d’erreurs)
Exemple 1.2.1 [06]

Nous résolvons le probléme suivant

du _ 2y R, >0
e si x>0
0 si x<0
C’est un probléme de Cauchy pour I’équation de diffusion d’ordre 2, avec une condition

initiale continue par morceaux,

On a:

1 —+o00 (o )2
U(w,t)z\/m/ e~ m p(y)dy (1.3)

La substitution de ¢ dans (1.3) donne:

(z—qy)2 z _.2
u(z,t) = \/Lﬁf;o" T e Vdy <= u(wz,t) = \/ﬁf_w ekt eY Ty
-z ¥
= \Z% f—oo e_(fm_y)dy

Ecrivons (i’—; —y) de la forme (Ay — B)? = A%y? — 2ABy + B*,d’ou



1.2. Probléme de valeur initiale sur R

A= et B = Vkt

1
Vakt

Alors on aura:

kt—z x y
ule ) = \6/47T/<:t / e~ A ay

Posons s = (-4 — Vkt) <= 4ktds = dy,

4kt

ekt T x\;%t 2
u(z,t) = 7 e ¥ds
D’ou
kt—zx 0 2 I\;%t 2
u(z,t) == [f e ds + foV e ds]
ekt /m VT z—2kt
- /T [T—i_Terf(\/m)]

Alors la solution de ce probléme 1a est donnée par

u(w, t) = S [1 4 erf(22)]

N

yO.G'

0.5

0.4 1

Figure 1.3( solution de I'exemple pour k = 1)



1.3. Principe du maximum

Le graphe de la solution de 'exemple 1.2.1 est tracé dans la figure 1.3 (pour &k = 1). La
distribution initiale de la température a été une fonction continue par morceaux, cependant,
il est immédiatement complétement lissé. Aprés un temps arbitrairement petit, la solution

atteint sa valeur maximale & x = 1 , pour toute valeur de t.

1.3 Principe du maximum

Soit maintenant les problémes sur toute la droite réelle et considérons le flux de chaleur
dans une barre finie de longueur L, dont les extrémités sont maintenues & 'instant ¢ par des
températures g(t) et h(t), respectivement, tandis que la distribution initiale de température
au temps t = 0 est donné par une fonction continue p(z). Nous avons donc un probléme

aux limites de valeur initiale:

(du— P e (0,1),6>0
u(r,0) = p(z) (1.4)
uw(0,t) = g(t) |

\ w(L,t) = h(t)

feft)

Figure 1.4(cylindre spatio-temporel R) [5]

10



1.3. Principe du maximum

Théoréme 1.3.1 [05, pg, 145] Soit uw = u(z,t) une solution classique du probléme (1.4),
alors u atteint ses valeurs extrémes (minimum et maximum) sur le fond ou la frontiére du

cylindre spatio-temporel R.

Effectivement, une plus forte affirmation est vraie. Il dit que les valeurs de la fonction
u o Uintérieur du cylindre et sur le dessus sont strictement inférieure (ou supérieure) o la
valeur mazimale (ou un minimum, respectivement) sur le reste de la frontiére du cylindre

spatio-temporel R (& moins que la fonction u(x,t) est constante).

Preuve. [05, pg, 146]

La preuve sera faite pour la valeur maximale et dans le cas de la valeur minimale, on
procede de fagon analogue (utilisant le fait que min u = —Max(—u)).

L’idée de la preuve repose sur le fait que les dérivées partielles premiéres de la fonction
doit étre nulle et la dérivée seconde doit étre non positif au point maximal.

Notons M la valeur maximale de la fonction u(z,t) sur les cotés t =0, z =0, z =, et
posons v(z,t) = u(z,t)+ x?, avec € est une constante positive.

Notre but est de montrer que v(x,t) < M+ el? pour tout le cylindre(R).

La définition de la fonction v implique que 'inégalité v(x,t) < M+ el? est satisfaite sur
les lignes: t =0,z =0et x = L.

En outre, le soi-disant "I’inégalité de diffusion" v;(z,t) —kv,.(x,t) < 0 est satisfaite
pour tout (z,t) € R.

En effet,

vi(z,t) — kvge(x,t) = ug(w,t) — k(u(z, t) + ex?)xx
= uy(x,t) — kugy(z,t) — 2ke
= —2ke <0
Comme v est une fonction continue et R est un ensemble fermé borné, le point maximal
(x0,to) de la fonction v doit exister sur R. Tout d’abord, supposons que ce point se situe a

l'intérieur du cylindre R (0 < zg <1, 0 <ty <T).

11



1.3. Principe du maximum

Maintenant, cependant, v; = 0, v,, < 0 doivent tenir & (g, tg), ce qui contredit 'inégalité
de diffusion. Alors, soit (zg,%y) se trouver sur la partie supérieure du cylindre spatio-
temporel R, c’est-a-dire: to = T, 0 < x¢y < [. Ainsi v,(z9,%) = 0, vz(xo,t0) < 0 et
v (o, t9) > 0, ce qui contredit & nouveau l'inégalité de diffusion.

Par conséquent, le point maximum de la fonction v doit étre réalisée sur le reste du
cylindre: sur les lignes de t = 0, z = 0, z = [. Ici, cependant, nous avons l'inégalité
v(z,t) < M+ €l?. Ces faits impliquent que la relation v(z,t) < M+ &l? est valable pour
tous (z,t) € R. Si nous substituons & v, on obtient u(x,t) < M+ &(I* — 2?). Comme & > 0

a été choisis d’'une maniére totalement arbitraire, il s’ensuit que:

u(z,t) < M
Pour tout (x,t) € R, ce qui nous voulions démontrer. m

Corollaire 1.3.1 [05, pg, 146] (Unicité.) Le premier probléme aux limites (1.4) a au plus

une solution classique.

Preuve. Soit ui(x,t) et ug(z,t) deux solutions classiques du probleme (1.4). Posons

w = uy — Us, alors la fonction w satisfait:

wy — kwg, = 0,w(x,0) = 0,w(0,t) = 0,w(l,t) =0

Selon le principe du maximum, la fonction w atteint son maximum sur les cotés t = 0,
x =0, x =1, ou il est, toutefois, égale a zéro. Donc w(z,t) < 0.
Le méme argument pour la valeur minimale des rendements w(z,t) > 0. Ainsi, nous

obtenons w(x,t) =0, et donc uy (x,t) = us (x,t). =

Corollaire 1.3.2 [05, pg, 147] (stabilité uniforme.) Soit uy, us deux solutions classiques
du premier probléme aux limites (1.4) correspondant & deuz conditions initiales ¢, et s,

puLs

max |ui(z,t) — uz(z,t)| < max [ () — py(z)]
z€[0,]] z€[0,]]

12



1.4. Méthode de conservation d’énergie

Pour chaque t > 0. En particulier, la solution classique de (1.4) est stable par rapport &
les petites perturbations de [’état initial.

Cette déclaration affirme qu’un "petit" changement des conditions initiales accuse un
"vetit" changement de la solution au moment arbitraire.

Preuve. Soit la solution u;(x,t) correspond a la condition initiale ¢, (z), la solution
us(z,t) correspond a ’état initial ¢,(x); les conditions aux limites sont les mémes dans les
deux cas. Encore une fois, notons par w = u; — us la différence entre les deux solutions.

La fonction w résout le probléme:

— kwg, = 0,w(z,0) = ¢y(x) — @y(x),w(0,t) = 0,w(l,t) =0

Le principe du maximum implique alors:

w(w,t) = uy (v, 1) — uz(w,t) < max(p; — py) < max [p; — y|
z€[0,]] z€[0,l]

De méme, selon le "principe du minimum" (ie.le principe du maximum appliqué & —u)

w(x,t) = uy(x,t) —ug(x, ) > min (o) — y) > — max [p; — @y
xz€(0,]] z€[0,]]

Par conséquent:

max |uy(z, 1) — uz(x,1)] < max [¢, (x) — py(2)]
z€[0,1] z€[0,]]

Pour¢t>0. m

1.4 Meéthode de conservation d’énergie

Nous allons montrer d’une autre fagon I'unicité de la solution classique du probléme (1.4)
et sa stabilité (devenu, cependant, par rapport & une norme plus générale). La technique
de la preuve est appelée "la méthode de conservation d’énergie".

Prenons a nouveau deux solutions u; (x,t), ug (z,t) du probléme (1.4) et leur différence

w(z,t). La fonction w satisfait a 1’équation de diffusion homogéne avec des homogenes

13



1.4. Méthode de conservation d’énergie

conditions aux limites w(0,t) = w(l,t) = 0. Si P'on multiplie ’équation de diffusion par la
fonction w lui-méme, nous obtenons:
1

0= (w; — Wyz)w = (§w2)t + (—kw,w), + kw?.,

L’intégration sur l'intervalle 0 < x < [, donne:

! 1
1 _
0= /0 (§w2(m,t))tdx — [hw,(z, )w(z, t)]"Zh + k:/o w?(z, t)d.
Le second terme du coté droit disparait en raison des conditions aux limites nulles.
Modifiant I'ordre de différenciation du temps et de l'intégration, nous obtenons:
d ("1

!
= — | (zw?(z,t))dr = —k/ w?(x,t)dr < 0
dt Jo 0

0
2

1
Mais cela signifie que I'intégrale en fonction du parameétre ¢, / w?(z,t)dz est décroissant
0

en fonction du temps, et ainsi

/lw2(x,t)d:c < /lw2(x,0)d:z: (1.5)
0 0

Pour ¢ > 0. Dans le cas ou les deux solutions u(z,t), us(z,t) correspondent a la méme
condition initiale, on obtlient

u(z,0) = 0, d’ou /w2(x,t)dx = 0 pour tout t > 0.Cela signifie que w = 0 et donc
Uy = ug pour tout t > (SJ. D’autres termes, nous obtenons & nouveau 'unicité de la solution
du probléme aux limites initial (1.4).

Si les solutions uy(x,t), us(x,t) correspondent a deux différentes conditions initiales
©1(2), py(x), respectivement, alors

w (2,0) = @y(x) — py(x) et la relation (1.5) devient:

l

/0 (ur(, ) — up(, 1)) < / (01(@) — gola))2de

Ce qui exprime la stabilité de la solution par rapport a la condition initiale pour la norme
de L2.
Voir [05, pg, 148].
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Chapitre 2

L’équation de diffusion d’ordre n =3

(Equation d’Airy)

Ce chapitre est consacré aux définitions générales et aux propriétés des fonctions d’Airy, nous
intéressons aussi a la résolution du probléme du Cauchy pour cette équation en utilisant la
transformée de Fourier.

Pour ce faire nous commengons par donner la définition de la fonction dite "d’Airy".

2.1 La fonction d’Airy

La fonction d’Airy est une des fonctions spéciales en mathématiques, c’est-a-dire une des
fonctions remarquables apparaissant fréquemment dans les calculs.

Elle porte le nom de I’astronome britannique George Biddell Airy®, qui Iintroduisait
pour ses calculs d’optiques, notamment lors de ’étude de I’arc-en-ciel.

La fonction d’Airy notée Ai est définie par I'intégrale:

Ai(z) = = /0+0<> cos(éx + %53)d§,x eR (2.1)

™

La fonction d’Airy de seconde espéce, notée Bi est donnée par:

(D)Sir George Biddell Airy (27 juillet 1801 — 2 janvier 1892) était un mathématicien, astronome, géodésien
et physicienbritannique. Il a notamment développé une théorie des arcs-en-ciel. Les fonctions d’Airy, reliées

aux fonctions de Bessel, sont des fonctions mathématiques dites « spéciales ».
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2.1. La fonction d’Airy

1 [T 1 1
Bi(z) = —/ =38 4 sin(éx + 553)d£
0

™

Sont des solutions de I’équation différentielle linéaire d’ordre deux:
y —xy=0

En effet : Utilisant la méthode de Laplace®®

*23 . .
Formallement, v doit satisfaire: 2%v + v’ = 0, soit v(2) = e 5 . Le chemin I' doit étre
choisis infini, et tel que 2z® tende vers
+o00 assez vite (par rapport a |z|) dans les directions a 'infini de I

Classiquement trois chemins s’offrent:

|
/

Figure 2.1.1 : Figure 2.1 [02]

)En mathématiques, la méthode de Laplace, due a Pierre-Simon de Laplace, est une méthode pour
I’évaluation numérique d’intégrales de la forme : f: eMFf(@) dx, on est une fonction deux fois dérivable, M

est un grand nombre réel et les bornes a et b peuvent éventuellement étre infinies.
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2.1. La fonction d’Airy

A Vinfini sur ces chemins, |z| tend vers l'infini et arg 2® est voisin de 0, ce qui assure les

conditions de la méthode. On obtient ainsi trois solutions:

.3
ui(x) = /1“ e s dz (1=1,2,3)

3
A PN N 4 . . _z2 . . R
Gréace au théoreme de Cauchy et a la décroissance rapide de ¢**~ 5 dans les directions a

I’'infini sur les I';, on obtient facilement

U1+U2+U3:O

Si les chemins I'; se déduisent les uns des autres par les rotations d’angle 27”, on a de

plus

wi (z) = jus(jz) = j2us(j%x), o j = €3

En fin on note

Et

Voir [06, pg, 11-12].

Airy functions

Figure 2.2 ( les fonction d’Airy)[12]
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2.2. Quelques propriétés de la fonction d’Airy

2.2 Quelques propriétés de la fonction d’Airy

2.2.1 Propriétés élémentaires de la fonction d’Airy
Des valeurs particuliéres de la fonction d’Airy

Les valeurs a l'origine de la fonction d’Airy sont données par:

_ Bi(0) _ 1 —
° AZ(O) =5 = 3%1“(2) = 0.355028053887817239

o A(0)=ER = 3%;(1 — 0.258819403792806798

-1
213

Plus généralement la dérivée d’ordre n est donnée par:

4,(0)41(0) =

7

AM(0) = (=1)"¢, sin(n(n + 1)/3)

Et

B™(0) = ¢u[1 + sin(r(4n + 1)/6)]

Avec

¢, = lg(n*2)/3r(n_+1)

3
w

Voir [02, pg, 8]

Les relation entre les fonctions d’Airy

e:tiTr/B

o Aj(wet?/3) = [A;(z) £ B;i(x)].

o Aioet?I) = SR () & Bi()]
o Bi(z) = /6 A;(2ei2™/3) 4 e=i/6 A, (zei2/3).,

® B{(CL’) — ei5”/6A;(:(:€i2”/3) 4 6—1’577/614;(1;6—1%/3)

7
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2.2. Quelques propriétés de la fonction d’Airy

Voir[02, pg, 9].
2.2.2 Représentation de ’intégrale

La définition de la fonction d’Airy est donnée par U'intérgrale (2.1), cette fonction peut étre

définie aussi par les formules suivantes:

Ai(z) = £ [T efo=38 ¢

21 J —100

Ai(z) = L [T ¢ir+38) ge.

2m J—o0

Ai(x) = 22 [*0 2@ 3410 g g > 0,

2w J—oo

Ai(z) = 5 [0 e B > 0,u = 2052,

[e.9]

o Ai(z) = 0+°° e COS(%)df, x> 0,u= 222

Plus généralement, on a:

o= [+ 3
Ai(az) = —/ exp[i(i + )¢

2am J_o 3a3

Nous donnons la formule la plus utile suivante:

too t3 o2
/ explits +at? + bt = 2" Aifb — a?)

[e.9]

On a aussi les expressions suivantes:

Aifz) = ~ /0 N cosh[(% ~ e)de

(x

Et pour z > 0
1/2  ptoo 3
Aia) = T [ oot 6 - Dyl

T 1 3 3

Aussi ’expression:
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2.2. Quelques propriétés de la fonction d’Airy

eu [T g2 e 2
Ai(z) = —/ e S cos(“o—) =%, > 0,u = 2>
3 TVE 3
0

Et

Voir [02, pg, 9-10]

2.2.3 La convergence

La fonction d’Airy forme une intégrale semi-convergente cela peut étre prouvé par une

intégration par parties comme suit:

On a
(sin(ﬁw +£°/3) y = (x + &) cos(Ex + £/3) — 2 sin(Ex + £/3)
v+ (x4 &%)
D’ou
sin(éx + €°/3),, | 2€sin(€x + €°/3)
T < L
Donc

g L oo o [F&sin(ér+6°/3) sin(x +£°/3)
/a cos(&x + 55 )dE = 2/a CENZE dé + [ v+ & Ja

Voir [02, pg, 2/
Lemme 2.2.1 [13] Dans le domaine x > 1/2, la fonction d’Airy est positive, concave, et

décroit exponentiellement vers 0.
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2.3. Probléme de Cauchy pour I'équation d’Airy

wjeo

. 1 =1 =2,
Ai ~gET e, — 400

Ai ~ ﬁ ]x|_71 sin( 52 |x|% + %), © — —o0

Remarque 2.2.1 On voit que l’équation de la chaleur

du_
dt  Ox?

Peut avoir une solution écrite en fonction de Ai comme suit:

ﬁ—xt (12
u(z,t) =es TAi(t* — x)

Ce résultat est obtenu a partir de la solution générale de l’équation de la chaleur (1.2), en

choisissant la condition initiale p(x) = Ai(z), c’est ce qu’on appelle la transformée d’Airy.

2.3 Probléme de Cauchy pour I’équation d’Airy

ot kdy =0,2€R

(2.2)
u(z,0) =¢(z), v € S(R)

Avant d’aborder des théorémes plus ou moins abstraits concernant le probleme de
Cauchy, nous allons tacher d’obtenir des formules de résolution « explicites » grice no-

tamment & la transformation de Fourier.

2.3.1 Equation d’Airy

Si w est une solution d’EDP:

ot a@x ord

Dans notre étude on s’intéresse au type suivant: (pour a =0 )

Donc notre probléme est:
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2.4. La solution analytique de I’équation

+EZY =0
v (1.3)
U(:)s,O) = ¢(x)

2.4 La solution analytique de I’équation

La fonction @& = Fu (ot la transformé de Fourier®) de u) est la solution de 'EDO

ou Pu
at) +]—"(k—) =0

7 ox3

ou Pu _,
7z:v§d k fzmﬁd —
8 + 8x3 z=0

ou
E—kzﬁu-

Calculons formallement:

ou
(0]

= kig3ot
a(é,t) = ik&t

Dou: u(g,t) = ceke’t
On a d’une part:
w(,0)=c

D’autre part:

Jean Baptiste Joseph Fourier est un mathématicien et physicien frangais né le 21 mars 1768 a Auxerre

et mort le 16 mai 1830 & Paris. Il est connu pour ses travaux sur la décomposition de fonctions périodiques

en séries trigonométriques convergentes appelées séries de Fourier et leur application au probléme de la

propagation de la chaleur.
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2.4. La solution analytique de I’équation

u(x,0)e " dx

>
™
=
Il
T

= [ p(x)e ®¢dx
R

(&)

I
>

Finalement:

WS 1) = p()e
Maintenant on cherche la solution de I'EDP ie u(z,t)

On a:

a(€,t) = P(€)e™’t ce qui implique que u(€,t) = FH((€)e )

ulz,t) = p() x F (M)

Il y’en fait pas une formule explicite pour calculer la transformé de Fourier inverse de

£—s eik§3t

2.4.1 La solution pour kt = %

Dans ce cas la transformé de Fourier est donnée par la fonction d’Airy (2.1) /13, pg, 12/:

Ai(z) = %foﬂo cos(éx 4 16%)d¢,x € R
= L O+oo pila+36%) _ f0+°° e~ ilEr+36%) g¢
_ f0+oo efi(5x+%£3))d€_f£) e—i(fﬁw%(f&)?’))d(_@

= 5 (2t gg

o

Effectuons un petit changement de variable £ = 27 A:

+o0
Ai(x) = / e2mrX N3 )

o0
D’ou:

Ai(z) = FH(e€/?)
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2.4. La solution analytique de I’équation

Alors pour kt = 1/3 la solution de I’équation s’écrit sous la forme:

u(,t) = p(§) * Ai(x)

2.4.2 La solution de I’équation dans le cas général

Soit la fonction:

1 T 1 oo 1/3 1¢3
Ai - i(€o/(3k0) /34 16%)
G A G ) = 2r ke /_ LC oo

Utilisons le changement de variable suivant:

&
27 (3tk)1/3
On obtient:
+oo

A’L(ZL‘) _ / eix?w)\.eikt(%r)\)?’d)\
D’ou:

1 : x =1y ,i(27N)3kt

G e =7 )
Posant y = 27\ :
Sy ————
(3kt)1/3° " (3kt)1/3

Alors la forme général de la solution de I’équation d’Airy s’écrit sous la forme:

u(z,t) = (¢ *x k) (x) avec ky = (3ktl)1/3Az'(

(3]9:)1/3 )

Lemme 2.4.1 [01, pg, 4] On les propriétés suivantes:

|u(.,t)|| ;0 — O quand t — +o0 car:

1l Ol e < Mhell o lellr = Gy 1Al ol
€]
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2.4. La solution analytique de I’équation

Preuve.
u(z,t) = (p*k)(x)
= 12 ol — ) ke(y)dy
eroooo QD(ZE y) (3kt 1/3Ai((3kf)1/3)dy
1

= (3kt)1/3 fj_oc;o SD( )AZ( 3kt) )dy

dy

— lu(e.t) < g [ et =l AiCg

Pour tout y,t € R on a:

i

Yy . .
W) < Sslel]g |Ai(s)] = [|Ad]] Lo

Alors pour chaque x € R :

uz, 1)]

VAN

. +o00

G il [0 ol —y)| dy
. “+o0

(3kz€1)1/3 [Ail| oo JZ lo(s)] ds

< Gy o)l A e

IN

Et on a:

[ulz, )] < sup fu(@, )] = [lu( D)

D’ou
1 )
[u(, ) e < R ()]l 1 M| Adl[ oo

Comme W lle(s)] 11 || Al ;oo — O pour ¢ — +o00, alors

|lu(.,t)||; — 0 quand t — +0c0 m
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Chapitre 3

L’équation de diffusion d’ordre n

Dans ce chapitre nous essayons de généraliser les résultats obtenus dans les derniers chapitres,
mais nous nous intéressons ici & la méthode d’autosimilarité pour ’équation de diffusion

d’ordre n.

3.1 Un résultat général d’éxistence et d’unicité

Bu gy gbios =0, 2 ER, t>0 51
u(z,0) = ()

C’est une EDP linéaire, ordre 1 en t, ordre n en x, coefficients constants.

On aura aprées des calcules formelle (Utilisons la transformée de Fourier)

PO + Pt ~0
90 4 F(byu + by 2 + by 24 +b383+ +bng;n) —0
G+ Fbow) + Fbr52) + Fba) + F(bsFt) + F(bu ) =0
% + both — 127Eb 0 — (27E)2bott + 1(27E)3b3tt + ... + (—i27E) b =0
Et on écrit:
i . X
2 [Q(27E) +i®(27E)]a =0 (3.2)
Avec:
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3.1. Un résultat général d’éxistence et d’unicité

Po p1

Qk) = 3 WPhoy(~1)7, B(k) = 3 K7 by (~1)7

p=0 p=0

D’apres (3.2), nous obtenons (faisons le méme calcul du deuxiéme chapitre):

u(z,t) = F (B, 1).) = S(t).
Avec b(€,t) = e~ (HRmO+i®E)t

D’ou la solution formelle du probléme est comme suit:
u(x,t) _ f‘fl(ef(Q(2ﬂ§)+i<I>(27Tf))t).g\0) _ S(t).(p

Voir [01, pg, 5-6].
Théoréme 3.1.1 [01, pg, 6] (probléeme d’évolution bien posé)
Si Q=0 ou si ®(k) — 400 quand k — oo, alors:

1. Pour tout t > 0, S(t) : L*(R) — L?(R) est une application linéaire continue, avec

IS@I = 116, D)lloe < Me? (M =1, €R).
2. S(t).p — ¢ dans L*(R) quand t — 0.
3. Pour toute p € H™(R), le probléme (3.1) admet une solution unique,

[u(t)](z) = u(z,t), w € CYRT, L) N CO(RY, H™), donné par:

u(z,t) = S(t).¢(r)
— f'fl(67(9(2ﬂ£)+i<1>(27r§))t)'§0)

- % fjozo @ (k) 2m).e Uk Hilkz=@(R)t) g
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3.2. Solutions auto-similaires pour I’équation de diffusion d’ordre n

3.2 Solutions auto-similaires pour I’équation de diffu-

sion d’ordre n

Soit le probléme suivant:

ou "y
2Lyb,52 =0, reR, t>0
ot ox (3.3)

u(r,0) = ()
3.3 La méthode d’auto-similarité

3.3.1 L’auto similarité classique
La similarité dans les EDPs

Soit P(z,t,u,uy,...) = 0 une EDP alors P admet une solution autosimilaire si et seulement
si elle est invariante (d’échelle) sous l'action de dilatation c-a-d si l’en remplace u par a*u
, @ par a*x et t par 't on aura aussi P(a’w,a’t,a’u,...) = 0.

Si u(z,t) est une solution de P <= a*u(a’z,a’t) est aussi une solution de P ce qu’on

appelle la solution autosimilaire. Voir [15, pg, 6]

La régle de dérivation

Soit I’équation:

ou o"u __ S ou _ _p 0"u
o T e =0 ot = b
Aaru) _ 7 9"(a ) - ardu _ 3 a* 9"u
d(avt) b” A(asz)™ a¥’ 8t b” ans ozn
A—yOu __ A—ns0"u
= "G = bt

La condition de similarité (La condition d’invariance d’échelle)

Soit I’équation:
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3.3. La méthode d’auto-similarité

Cette équation est vérifiée si et seulement si:

D’ou

A—y=A—ns = y=ns

Ce qu’on appelle la condition de similarité.

Description de la méthode

Posons:
At=1 = a=t""!
— q = t_Tl
Donc,
w(z,t) — t5 u(t> z,1)
Et on a:

a*u(a’s,1) = a*F(a’z), avec ¢ s’appele profile

Finalement la solution est écrite sous la forme:

8

u(z,t) — tWAF(tis) = t%F(n), avec 1 = .

)

s

2

Y
Ce qu’on appelle solution autosimilaire classique ¢~ F/(

. "
s

La résolution de 1’équation de diffusion par la méthode d’auto-similarité clas-

sique
Qu — —p, 0% avec u — tYF(Z) (w= ’7’\,6 =2)
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3.3. La méthode d’auto-similarité

u w— x w T —Baxth—1

% = wt 1F(t_/3) +t F/(t_’ﬂ> ﬁt;ﬂ
= wt*" F(n) — 71 BnF' ()

=t HwF(n) — BnF'(n)]

Et

o™ u

~On oz

= bt M (n)

D’ou I’équation sera comme suit:

= wF(n) — AnF'(n)] = —but* ="M (n)
wF(n) = BnF'(n) = —bt' " F® ()
On suppose formellement que les variables sont indépendantes et on dérive par rapport
at:
—b,(1— nﬂ)t—”ﬁp(") (n) =0
D’ou

(1-nf)=0 = B =1 (Ceci peut se conclure & partir de la condition de similarité).

1
wF(n) = —nF'(n) = b I ()
Donnons w = —% alors I’équation devient:
1
== [F(m) +nF'(n)] = =0, F" () (3.4)

On remarque que [nF'(n)]" = [F(n) +nF"(n)] :

1

n

[nF(n)] = —b, F ™ (n)

On obtient finalement:

1 _
—-—nF(n) = —b, F"V (1)

D’ou
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3.3. La méthode d’auto-similarité

Ui _ 1(n—1)
LT F(n) = F
nb,, (n) (1)

Maintenant on passe a résoudre 1’équation différentielle ordinaire qui est au-dessus:

On voit que nous avons le cas de ’équation différentielle suivante:

Yy (2) = az’y(x)
Théoréme 3.3.1 [10] Pour l’équation:
Yy (2) = az’y(x)

Soit n > 2, 6> -2, et (n+P)(s+1) #1,2,...n—1 pour s = 0,1,2,...,n. Alors

I’équation admet n solutions qui sont représentées par:

yi(@) = 277 Bo g pg-nym(ax®™), j = 1,2, 0n (3.5)

Avec E,, o est "Mittag-Letter' Special” fonction définie par:

En,m,l =1+ Z bkzk
k=1
. _lﬁ ['(n(ms+1)+1) _lﬁ 1
L TGms + 1+ )+ 1) T L n(ms + 1) + 1] [n(ms + 1) +n]

Ou T'(€) est la fonction de gamma, | est un nombre choisis arbitrairement, et m > 0.

Si >0, les solutions (3.4) sont linéairement indépendantes.

D’apres ce théoréme la, on a:

n—1>2=n>30=1,a= ﬁ alors le profile F' prend les valeurs qui se suivent:

n

Fi(n) =" Bt o/o1),0)/nen) (=), = 1,2, m = 1

(M Magnus Gustaf (Gosta) Mittag-Leffler (16 Mars 1846 au 7 Juillet 1927) est un mathématicien suédois.

Ses contributions mathématiques sont reliées principalement avec la théorie des fonctions.
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3.3. La méthode d’auto-similarité

D’ou

-1, T 1 =z
uj(z,t) =t (¢

)J_lEn—l,Q/(n—l),(j)/(n—l)(T(_)n)vj =1,2,..,n-1

1
non {w

Alors on obtient finalement:

=1z \j— ™ .
uj(z,t) = t5 (5) ' En12/m1.06)/ -0 (o) J = 1,2, — 1

1
tn

3.3.2 L’auto-similarité générale

Maintenant on cherche une solution de la forme:

w(z,t) = c(t)F(ﬁ

Théoréme 3.3.2 [09, pg, 2/ (séparation de variable)

), ce qu’on appelle solution autosimilaire générale

Soit la forme bilinéaire suivante:

Ji(2).91(t) + fo().92(t) + ... fon(@).gim(t) = D00, fi(x).gi(t) = 0, alors il existe des con-
stantes A;(i = 2..m) tel que:

filz) =320 Aifi(x)

ge(t) = —Arqi(t), k=2..m
Preuve.

fi(@)-g1(t) + fa(2).g2(t) + o+ fin-gm = 0 (D)
Supposons que la relation est vraie m = 2.
fi(2).g1(t) + fa(2).ga2(t) = O

Démontrons pour m :
Divisons (I) par fp,.gm :

I . . 1
) — N + f2-92 +...+w+1:0

Jm-9m Jm-9m  Jm-9m Jm-Gm
On dérive par rapport a x :
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3.3. La méthode d’auto-similarité

h
fm

f
fm

fm—l )/ Im—1

) 9

o

(
Alors:

)+ ( =0, c’est une forme bilinéaire

m—1
(f2) =20 A
5—7’; = —Ak;’—;, (k=2..(m—1))
Si on intégre toujours par rapport a x, on obtient:

fi m=1 = f
Il AL 4 A,
fm Zi:Q fm +

Multiplions par f,, :

filz) =220 Aifiz)
gr(t) = —Aegi(t), k=2.(m—1)
Donc le probléme reste sur | gx(t) = —Argi(t), k =2..(m — 1)],

On a:
>iny Aifi(x) =0
= f1(2).01(t) + f2(2).92(t) + .. + [ (2).gm () =0
= (L Aifi(@)gr + fo(2).92(t) + .. + fin(@).gm (1) =0
= (A1f1(x).g1(t) + Asfo(x).g1(t) + ... + A fin(2).91(2))
—Asfa(x).91(t) — A3 f3(2).91(t) — .. — A1 frn1(2).91(t) + frn(2)-gm(t) =0

- Amfm(x)-gl(t) = _fm(x)'gm(t)
= Apfn(2).91(t) = —fiu(®).gn(t).

D’ou le théoréme est démontré. m

Théoréeme 3.3.3 % = A,u admet une solution autosimilaire généralisé de la forme:
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3.3. La méthode d’auto-similarité

Si elle est une forme bilinéaire de la forme (I).

Preuve. Nous remplagons la solution (S) dans 'EDP, on obtient:

ou v calt)r ., =
ot a(t)) a2(t) E (a(t))
Posons n = ﬁ,

G = 0P = P )

e s s 2
C’est une forme bilinéaire car: ) ., fi(z).g;(t) = 0.
Alors %—lt‘ = A,u est une forme bilinéaire si A,u est aussi une forme bilinéaire, donc admet

une solution de la forme (S). m

La résolution de I’équation de diffusion par ’auto-similarité généralisée

e, e N A I
On a vu au-dessus que % est une forme bilinéaire, reste le probléme sur 'opérateur 8895_"

est il une forme bilinéaire ?

nu __ c(t)

. . , . e . ) .
o = an(d) () (n), il est claire que c’est aussi une forme bilinéaire, d’ott notre équation

admet une solution de la forme (S).

On a alors
Sangt =0 = drt) - Dy 40, S F0 ) ~o

Divisons par ¢(t) :

¢(t) a(t) ., bn )y
@F(n) ~ e (n) + an(t)F( '(n) =0

Appliquons le théoréme de séparation de variable:

—@F(n)z—?nF’(UH O )

c(t) () a”(t)
D’ou:
filn) =—F(n) gi(t) :ggg
fa(n) =nkF'(n) alors ga(t) :_Z(_g
fo(m) = =baF™(n) gs(t) = a”l(t)
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3.3. La méthode d’auto-similarité

D’apres le théoréme:

—F(n) = AanF'(n) — Asb, F™ (n)

3
fl(x) = Zz‘:Q Azft(x) at) g i)
a(t) 2¢(t)
G =M k=12 L
= —A3

(D)

Nous allons maintenant calculer les constants c(t) et a(t) :

a(t) _ A @)
MW =0 )

t
1 _ e(t)
oI Agm ....... (2)

D’apres (1):

In(a(t)) = Ay In(c(t)) <= a(t) = c(t)™

Substituons dans (2)
1

premier terme et par rapport a ¢ pour le second , posons ¢(t) = %)
Alors:
nAst 1 nAst
c(t) = ( A2 + )42 alors a(t) = ( 2 —1—7‘)%
3

[

é(t)

e(t)

o= c(t)" 27l é(t) <= o= ﬁcm?. (Apres l'intégration par rapport a t pour le

Remarque 3.3.1 Si Ay = A3 = 1, on aura U’équation (3.4) obtenu par l'auto-similarité

classique, d’ot admettent des solutions de la forme (3.5).
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3.4. Application de I'auto-similarité classique pour n=2etn =3

3.4 Application de ’auto-similarité classique pour n =

2etn=3

3.4.1 La solution autosimilaire pour I’équation de la chaleur
La condition de similarité

La condition de similarité pour ’équation de la chaleur est donnée par:
v =2s

L’équation de la méthode

L’équation de la méthode est donnée par:

wF(n) — %nF "(n) = kF"(n)

1. Pour w = —% I’équation devient:

—%[F(n) +nF'(n)] = kF"(n)

D’ou
1 / !
—g (F ()" = F"(n)
Alors la forme de I’équation sera:
1 F'(n) L,
——n = - = In(F
5T Fy T Tap Tem @)

Finalement le profile F' sera défini par I’expression:

F(o) = Ceibrtse

D’ou la solution de 1’équation de la chaleur suivant la méthode d’auto-similarité est

comme suit:

36



3.4. Application de I'auto-similarité classique pour n=2etn =3

c =z
u(z,t) = %em“

Pour C' = \/%Tk et ¢ = 0 on obtient la solution fondamentale §(z, t)du chapitre 1.

3.4.2 La solution autosimilaire pour ’équation d’Airy
La condition de similarité

v =3s

L’équation de la méthode

L’équation de la méthode est donnée par:

1

wF(n) = g0k (n) = —kF ()
Trouvons la solution Pour w = —% I’équation devient comme suit:
nF(n) = F'(1) (36)
3k ’

On va maintenant résoudre cette EDO:

Lemme 3.4.1 [10] Soit I’équation:
(@)~ (@ + by =0, a0 (3.7)

La substitution & = a2/3(ax + b), nous obtient I’équation d’Airy (ordinaire):

Yie —Ey =0

Alors la solution de (3.6) est écrite comme:

y = C1Ai(€) + C2Bi(§)

Appliquons le lemme a I’équation (3.5), a = ﬁ, b=0 dou &= WT}, Alors le profile

sera donné par:
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3.4. Application de I'auto-similarité classique pour n=2etn =3

F(n) = C1Ai ((Skl)l/w) + 2B ((3,:)1/377)

Alors la solution de I’équation d’Airy en utilisant I’auto-similarité est:

u(z,t) = L/[C’lAz( 3kt)1/3) + CQBZ((Skt)1/3)]
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Conclusion

Nous avons abordé dans ce mémoire les équations aux dérivées partielles qui décrivent le
phénomeéne de diffusion représentées par 1’équation de diffusion d’ordre n. Nous avons
détaillé les résultats concernant ’existence et 'unicité de la solution pour différents ordre,
L’ordre 2 est présenté par 1’équation de la chaleur que nous avons détaillée. L’ordre 3
est présenté par ’équation d’Airy qui est trés intéressante dans la pratique, et nous avons
calculé explicitement sa solution et étudié son comportement. Enfin I’équation d’ordre n
a été étudié dans sa globalité en analysant mathématiquement la solution et finalement

donner des solutions particuliére de forme auto-similaire.
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