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Introduction

On appelle système linéaire une expression de la forme

Ax = b: (1)

où A = aij (1 � i � m; 1 � j � n); désigne la matrice de taille m� n,
b = (bi), 1 � i � m, un vecteur colonne, x = xj, le vecteur des inconnus du système.
Le système linéaire Ax = b prendre trois types :

Premier type : m = n, i.e. le nombre d�équations égale au nombre d�inconnues, si

det(A) 6= 0, le système Ax = b admet une solution unique.
Deuxième type : m < n, i.e. le nombre d�équations inférieur au nombre d�inconnues, il

existe une in�nité des solutions et le système appelée système indéterminé.

Troisième type : m > n, i.e. le nombre d�équations supérieur au nombre d�inconnues, il

n�existe pas de solutions et le système appelé système surdéterminé.

Dans ce mémoire, notre attention sera portée sur le troisième type, il est souvent rare

de trouver un solution exacte de cet système, alors dans ce cas on s�intéresse à trouver une

solution approchée au sens de moindres carrés d�un problème de minimisation associé à

l�équation (1) donnée par :

min
x2Rn

kAx� bk22 . (2)

où k.k22 désigne la norme matricielle euclidienne. Le problème est en général appelé un
problème de moindres carrés.

Dans ce mémoire, on s�intéresse à la résolution numérique des équations physiques par

la méthode des moindres carrés. Pour cette raison nous avons organisé notre travail comme

suit :
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Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons présenté des notions sur les matrices, condition-

nement et la stabilité d�un système linéaire et ainsi le gradient d�une forme quadratique.

Le second chapitre, concerne quelques propriétés mathématiques des problèmes de moin-

dres carrés et ainsi exposé quelques méthodes de résolution du problème de moindres carrés

QR, Cholesky et développement en valeurs singulières.

Dans le troisième chapitre, on donne des résultats numériques issus de cet algorithme et

qui implémentés numériquement sous MATLAB. On �nira ce mémoire par une conclusion.
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Chapitre 1

Notions et généralités

1.1 Généralités sur les matrices

Dé�nition 1.1.1 Une matrice carrée A est inversible (régulière) lorsque il existe une

matrice B telle que

AB = BA = I: (I la matrice identité)

Théorème 1.1.1 Soit A une matrice carrée, les trois propriétés sont équivalentes :

1. A est inversible.

2. det(A) = jAj 6= 0:
3. Les vecteurs colonnes de A sont linéairement indépendants.

Dé�nition 1.1.2 (Matrice symétrique) La matrice transposée d�une matrice carrée

A 2Mn(R); telle que A = [aij]1�i; j�n est AT= [aji]1�i; j�n. On dit que A est symétrique

si A = AT :

Dé�nition 1.1.3 Soit A une matrice carrée d�ordre n, A est dite orthogonale si

ATA = AAT = I , AT = A�1:

(I la matrice identité):
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1.1. Généralités sur les matrices

Dé�nition 1.1.4 Une matrice A 2Mn(R) est dé�nie positive sur Rn, si

hAx; xi > 0, 8x 2 Rn; x 6= 0:

Dé�nition 1.1.5 Une matrice A 2Mn(R) est semi-dé�nie positive sur Rn, si

hAx; xi � 0, 8x 2 Rn; x 6= 0:

Dé�nition 1.1.6 Le rang de A 2 Mm; n(R) est le nombre des colonnes linéairement in-

dépendantes.

Exemple 1.1.1 Soit la matrice :

A =

0BBB@
10 2 �1
1 �8 �1
1 2 6

1CCCA

�1

0BBB@
10

1

1

1CCCA+ �2
0BBB@

2

�8
2

1CCCA+ �3
0BBB@
�1
�1
6

1CCCA = 0, �1 = �2 = �3 = 0

Donc rang(A) = 3:

Dé�nition 1.1.7 Soit A 2 Mn(|) on appelle valeur propre de A le scalaire � qui véri�er

l�équation:

jA� �Ij = 0.

Autrement dit s�il existe un vecteur v non nul tel que

Av = �v:

On appelle vecteur propre associé à la valeur propre � le vecteur non nul v qui véri�er

l�équation

(A� �I)v = 0 (I la matrice identité d�ordre n):

L�ensemble des valeurs propres de A appelés le spectre de A et noté Sp(A)

Sp(A) = f�i 2 C; i = 1; :::; ng :
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1.1. Généralités sur les matrices

Dé�nition 1.1.8 Image et noyau d�une matrice A 2Mm; n(R)

Im(A) = fy 2 Rm=y = Axg :

Ker(A) = fx 2 Rn=Ax = 0g :

1.1.1 Les normes vectorielles et les normes matricielles

Normes sur Rn

On se place dans Rn (ensemble des vecteurs réels d�ordre n ). On notera fe1; :::; eng la base
canonique de R le vecteur ei a toutes ses composantes nulles sauf la i-ème qui vaut 1. On

rappelle que Rn est un espace euclidien de dimension �nie quand on le munit du produit

scalaire

hx; yi =
nX
i=1

xiyi:

Dé�nition 1.1.9 (Norme vectorielle) Soit X un espace vectoriel sur |, une norme vecto-

rielle sur X est une application noté k:k tel que :

k:k : X ! R+

x ! kxk

véri�ant pour tout x; y dans X et � dans |

1- kxk = 0 si et seulement si x = 0:
2- k�xk = j�j kxk (homogénéité).
3- kx+ yk � kxk+ kyk (inégalité triangulaire).

Quelques normes vectorielles: Soit x 2 Rnon a

kxk1 =

nX
i=1

jxij :

kxk2 = (

nX
i=1

jxij2)
1
2 :

kxk1 = max
1�i�n:

:

fjxijg :
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1.1. Généralités sur les matrices

Exemple 1.1.2 Soit le vecteur x = (�1; 3; 5)T

on a

kxk1 = 9; kxk2 =
p
35; kxk1 = 5:

Dé�nition 1.1.10 (Norme matricielle) Une norme matricielle est une application qui as-

socie à une matrice A un scalaire noté kAk véri�ant les propriétés suivantes:

Pour tout A; B 2Mm; n(|) et � 2 | (| = R ou C):
1- kAk > 0 et kAk = 0, A = 0:

2- k�Ak = j�j kAk :
3- kB + Ak � kAk+ kBk :
4- kBAk � kAk kBk :

Quelques normes matricielles: Soit A 2Mm; n(R)

kAk1 = max
1�j�n:

:

mX
i=1

jaijj :

kAk2 =
p
�(AAT ) avec �(AAT ) = max j�ij :

�i2Sp(AAT )

kAk1 = max
1�i�m:

nX
j=1

jaijj :

Exemple 1.1.3 soit la matrice :

A =

0@ 1 2

3 3

1A
kAk1 = 5; kAk2 = 12 + 2

p
6; kAk1 = 6:

1.1.2 Conditionnement d�un système linéaire

On considère le système linéaire:

Ax = b;

où A est une matrice inversible, dans la pratique A et b peuvent être entachés à des erreurs.

Si b est perturbé tel que le système Ax = b devient A(x + �x) = b + �b, le but est

de mesure la sensitive de l�erreur relative commise sur x; i. e . �x = k�xk
kxk en fonction des

données au problème, �b = k�bk
kbk :
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1.1. Généralités sur les matrices

Conditionnement d�une matrice

Soit k:k une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d�une matrice régulière A,
associé à cette norme, est le nombre

cond(A) = kAk


A�1

 :

Nous notons

condp(A) = kAkp


A�1



p
:

Théorème 1.1.2 Soit A une matrice inversible. Soient x et x+�x les solutions respectives

de Ax = b et A(x+�x) = b+�b; Si b 6= 0, alors

k�xk
kxk � cond(A)k�bkkbk :

Démonstration. : Il su¢ t de soustraire les deux équations

Ax = b et A(x+�x) = b+�b

d�où

�x = A�1�b

alors

k�xk �


A�1

 kbk k�bkkbk �



A�1

 kAk kxk k�bkkbk :

Donc
k�xk
kxk � cond(A)k�bkkbk :

Théorème 1.1.3 Soit A une matrice inversible. Soient x et x+�x les solutions respectives

de

Ax = b et (A+�A) (x+�x) = b

Si b 6= 0, alors
k�xk

kx+�xk � cond(A)
k�Ak
kAk :
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1.1. Généralités sur les matrices

Démonstration. : Il su¢ t de soustraire les deux équations

Ax = b et (A+�A) (x+�x) = b;

il vient

�x = �A�1�A(x+�x);

d�où

k�xk �


A�1

 k�Ak kx+�xk

donc
k�xk

kx+�xk �


A�1

 kAk k�AkkAk = cond(A)

k�Ak
kAk :

Exemple 1.1.4 Soit le système Ax = b où

A =

0BBBBB@
10 7 8 7

7 5 6 5

8 6 10 9

7 5 9 10

1CCCCCA ; b =
0BBBBB@
32

23

33

31

1CCCCCA :

Soit les deux systèmes perturbés

(A+�A)(x+�x) = b et A(x+�x) = b+�b;

Avec

�A =

0BBBBB@
0 0 0; 1 0; 2

0; 08 0; 04 0 0

0 �0; 02 �0; 11 0

�0; 01 �0; 01 0 �0; 02

1CCCCCA ; �b =
0BBBBB@

0; 01

�0; 01
0; 01

�0; 01

1CCCCCA :
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1.1. Généralités sur les matrices

Ax = b, x = (1; 1; 1; 1)T :

Au = b+�b, u =

0BBBBB@
1; 82

�0; 36
1; 35

0; 79

1CCCCCA ; �x = u� x =
0BBBBB@

0; 82

�1; 36
0; 35

�0; 21

1CCCCCA :
cond1(A) = kAk



A�1

 = 33� 136 = 4488:
k�xk1
kxk1

= 1; 36;
k�bk1
kbk1

= 3; 0303� 10�4; cond(A)1
k�bk1
kbk1

= 1; 36:

(A+�A)v = b, v =

0BBBBB@
�81
137

�34
22

1CCCCCA ; �x = v � x =
0BBBBB@
�82
136

�35
21

1CCCCCA :
k�xk1

kx+�xk1
= 0:9927;

k�Ak
kAk = 0:0091, cond(A)1

k�Ak1
kAk1

= 40; 8408:

Système linéaire bien conditionné et mal conditionné

Dé�nition 1.1.11 Un système linéaire est mal conditionné si une petite variation des don-

nées entraîne une très grande variation des résultats. Un système linéaire qui n�est pas mal

conditionné est dit bien conditionné.

Si cond(A) est petit (proche de1), on dit que A est une matrice bien conditionnée dans

ce cas le système Ax = b est stable (bien conditionné) numériquement la solution x existe et

unique, et une petite variation des données (A; b) à fournis une petite variation des résultats.

Si cond(A) >> 1; on dit que A est une matrice mal conditionnée dans ce cas le système

Ax = b n�est pas stable numériquement, donc une petite variation des données (A; b) à

fournis une grande variation des résultats.

Exemple 1.1.5 Soit le système linéaire Ax = b

où

A =

0@ 4:218613 6:327917

3:141592 4:71239

1A ; b =
0@ 10:546530

7:853982

1A ; x =
0@ x1

x2

1A :
9



1.1. Généralités sur les matrices

Ax = b, x1 = x2 = 1:

Faisons un petit changement sur A nous trouvons :

0@ 4:218611 6:327917

3:141594 4:71239

1A0@ x1

x2

1A =

0@ 10:546530

7:853982

1A, x1 = �5; x2 = 5:

cond1(A) = 7:14726 � 106 très grand, donc la matrice A est mal conditionnée et le

système instable.

Exemple 1.1.6 (Matrice de Hilbert)

Une matrice de Hilbert est une matrice carrée de terme générale

H = (hi; j)1�i; j�n =
1

i+j�1

H =

0BBB@
1 1

2
1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

1CCCA
cond1(H) = 747:9864 >> 1 trés grand, donc la matrice H est mal conditionnée.

Exemple 1.1.7 (Matrice de Vandermonde)

Une matrice de Vandermonde est une matrice carrée prendre la forme

V = [v0; v; v2; :::; vn�1] avec v 2 Rn

V =

0BBB@
1 1 1

1 2 4

1 3 9

1CCCA
cond1(V ) = 104 >> 1 très grand, donc la matrice V est mal conditionnée
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1.2. Dérivation d�une forme quadratique

1.2 Dérivation d�une forme quadratique

Dé�nition 1.2.1 Une forme quadratique est un polynôme homogène de degré 2 avec un

nombre quelconque des variables :

f : Rn ! R

x = (x1; x2; :::; xn)!
nX
i=1

nX
j=1

aijxixj

en note A = (aij) 2Mn; n(R); f s�écrit

f : Rn ! R

x 7! xTAx =< x; Ax >=< Ax; x >

Dé�nition 1.2.2 On appelle dérivée directionnelle de f en x dans la direction d et on note

Df(x; d) la limite, quand elle existe

Df(x; d) = lim
"!0

f(x+ "d)� f(x)
"

:

Le calcul de la dérivée d�une forme quadratique s�obtient simplement à l�aide des dérivées

directionnelles :

On considère

f(x) = hAx; xi

donc

Df(x; d) = lim
"!0

f(x+ "d)� f(x)
"

Df(x; d) = lim
"!0

hA(x+ "d); x+ "di � hAx; xi
"

Df(x; d) = lim
"!0

hAx; xi+ " hAx; di+ " hAd; xi+ "2 hAd; di � hAx; xi
"

Df(x; d) = lim
"!0

hAx; di+ hAd; xi+ " hAd; di

Df(x; d) = hAx; di+


ATd; x

�
Df(x; d) =



(A+ AT )x; d

�
donc

8x 2 Rn; A 2Mnn;
@(xTAx)

@x
= (A+ AT )x

11



1.2. Dérivation d�une forme quadratique

si A symétrique i. e. si A = AT on a

@(xTAx)

@x
= 2Ax:

12



Chapitre 2

Problème de moindres carrés linéaires

2.1 Propriétés mathématiques du problèmes de moin-

dres carrés

2.1.1 Formulation matricielle

On suppose que l�on a résoudre un système linéaire

Ax = b;

où A 2 Mm; n(R) et b 2 Rm non nul, et on suppose que m > n (le nombre d�équations

est supérieur strictement au nombre d�inconnues ). Dans la plupart des cas, ce système n�a

pas de solution. On cherche alors une approximation de la solution qui réduise la di¤érence

Ax� b. Un des choix possible est de minimiser

kAx� bk2

Problème de moindres carrés

Dé�nition 2.1.1 Soit A 2 Mm; n(R) et b 2 Rmdonnés. On appelle problème de moindres
carrés le problème

min
x2Rn

kAx� bk22 i. e. trouvé x telle que kAx� bk
2
2 soit la plus petite: On notera bx la

solution de ce problème.
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2.1. Propriétés mathématiques du problèmes de moindres carrés

2.1.2 Les équations normales

on pose E(x) = kAx� bk22 ; on a

E(x) = (Ax� b)T (Ax� b);

E(x) = xTATAx� 2bT (Ax) + kbk22 :

Ainsi,

@

@x
E(x) =

@(xTATAx)

@x
� 2@(b

T (Ax))

@x
+
@(bT b)

@x
;

@

@x
E(x) = 2ATAx� 2AT b:

alors
@

@x
E(x) (bx) = 0, ATAbx = AT b: (*)

bx véri�ant un extrémum de E(x)

donc on montre que bx véri�ant le minimum E(x)

L�existence de solution du problèmes du moindres carrés

Soient A 2Mm; n(R) et b 2 Rm

Soit bx 2 Rn; on montre que:
8x 2 Rn; kAbx� bk22 � kAx� bk22 , ATAbx = AT b:

On notera bb la projection orthogonale de b sur ImA, on a donc par dé�nition bb 2 ImA
et b�bb 2 (ImA)?
1� kAbx� bk22 � kAx� bk22 ; 8x 2 Rn , kAbx� bk22 � kz � bk22 ; 8z 2 ImA, Abx = bb

Abx = bb, ATAbx = ATbb
2� ATAbx = ATbb, AT (Abx�bb) = 0, Abx�bb 2 ker AT = (ImA)?

or bb 2 ImA donc Abx�bb 2 ImA
Abx�bb 2 ImA \ (ImA)? ) Abx�bb = 0, Abx = bb

Montrons maintenant que

ATAbx = ATbb, ATAbx = AT b:
14



2.1. Propriétés mathématiques du problèmes de moindres carrés

On a b�bb 2 (ImA)? = kerAT donc AT (b�bb) = 0, AT b = ATbb
donc

kAbx� bk22 � kAx� bk22 ; 8x 2 Rn , ATAbx = AT b: (**)

de (*) et (**), bx véri�ant le minimum de E(x):

Théorème 2.1.1 Soit A 2 Mm; n(R) avec m > n et b 2 Rm. Une condition nécessaire et
su¢ sante pour que x 2 Rn réalise le minimum de E(x) = kAx� bk22 est que

ATAbx = AT b (2.1.1)

Les équations (1) sont appelées équations normales. Ce système admet toujours au

moins une solution. Si la matrice ATA est régulière, i. e. si rang(A) = n, alors la solution

est unique.

Preuve. Nous montrons que les équations normales ont toujours au moins une solution,

c�es-à-dire que AT b 2 Im(AT ). Pour cela, commençons par remarquer que

ImAT = Im (ATA)

En e¤et,

Im(ATA) = Ker(ATA)? = Ker(A)? = Im(AT )

Il su¢ t donc de véri�er que AT b 2 Ker(A)?, or c�est immédiat, puisque, si x 2 Ker(A)?;

AT b; x

�
= hb; Axi = 0

I�unicité de solution du problème de moindres carrés

On a A 2Mm; n(R) avec m > n rangA = n et b 2 Rm

On suppose qu�il existe deux solutions de problème de moindres carrés x1, x2

Si x1 est une solution de problème de moindres carrés, alors

8x 2 Rn kAx1 � bk22 � kAx� bk
2
2 :

En cas particulier x = x2, d�où

kAx1 � bk22 � kAx2 � bk
2
2 (1)

15



2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

Si x2 est une solution de problème de moindres carrés, alors

8x 2 Rn kAx2 � bk22 � kAx� bk
2
2 :

En cas particulier x = x1; d�où

kAx2 � bk22 � kAx1 � bk
2
2 (2)

de (1) et (2)

kAx1 � bk22 = kAx2 � bk
2
2 , x1 = x2

2.2 Méthodes de résolution du problème de moindres

carrés

2.2.1 Résolution du problème de moindres carrés par la méthode

(QR)

La factorisation QR

Théorème 2.2.1 La factorisation QR d�une matrice A 2 Mm; n(R), avec rang(A) = n

est une factorisation de la forme A = QR où Q 2 Mm; m(R) est une matrice orthogonale

(QTQ = I), et R 2 Mm; n(R) est une matrice triangulaire supérieure. Ce type de décom-

position est souvent utilisé pour le calcul des solutions de systèmes linéaires non carrés,

notamment pour déterminer la pseudo-inverse d�une matrice.

Méthode de Householder Soient A 2 Mm; n(R), qui est représentée à l�aide de ses

vecteurs colonnes selon : A = [x1; x2; :::; xn]

on pose : A1 = A. Il faut d�abord e¤ectuer une transformation de Householder qui

transforme la premiere colonne x1de A en un vecteur jjx1jje1 où e1 = (1; 0; :::; 0)T :
Soit : � = �jjx1jj (� doit de plus être du signe du premier élément de x), on pose

u = x1 � �e1; v =
u

kuk :
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

la matrice de Householder est : H1 = I � 2vvT :

H1A1 =

0BBBBB@
�1 � � �
0

0 A2

0

1CCCCCA :

La matrice A2 est de dimension inférieure d�une unité du point de vue nombre des lignes

et des colonnes par rapport à A1. On peut répéter exactement l�opération sur cette matrice

A2. Notons H
0
2 la matrice de householder qui intervient. La raison de la notation H

0
2 vient

de sa dimension inférieure d�une unité par rapport à H1. Pour cette raison, on note H2

déduite de H
0
2 par :

H2 =

0@ 1 0

0 H
0
2

1A
est de manière générale :

Hk =

0@ IK�1 0

0 H
0
k

1A
où IK�1est la matrice identité de dimension K � 1
Après t itérations, t = min (m� 1; n), on obtient les matrices de la factorisation QR :
Q = HT

1 H
T
2 :::H

T
t , R = HtHt�1:::H1. R est une matrice triangulaire supérieure.

Exemple 2.2.1 Soit la matrice A

A =

0BBB@
12 �51 4

6 167 �68
�4 24 �41

1CCCA

Q1 =

0BBB@
12 �51 4

6 167 �68
�4 24 �41

1CCCA ; Q2 =
0BBB@
1 0 0

0 7
25

�24
25

0 �24
25

� 7
25

1CCCA

17



2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

Q = Q1Q2 =

0BBB@
6
7

69
175

�58
175

3
7

�158
175

6
175

�2
7
� 6
35

�33
35

1CCCA ; R = Q2Q1A = QTA =
0BBB@
14 21 �14
0 �175 70

0 0 35

1CCCA
Résolution du problème de moindres carrés par (QR) On a la factorisation QR

précédente, ce qui permet d�écrire A sous la forme :

A = Q

�eR
0

�
où eR 2Mn; n(R) est triangulaire supérieure.

Notons que pour tout vecteur y de Rm on a



QTy

2
2
= (QTy)TQTy = yTQQTy = yT Iy = kyk22

puisque QT , comme Q, est orthogonale. On a donc, en particulier :

kAx� bk22 =


QT (Ax� b)

2

2
=


QTAx�QT b

2

2

dé�nissons c 2 Rn et d 2 Rm�n par

QT b =

�
c

d

�

alors

QTAx�QT b =
�eR
0

�
x�QT b =

�eRx� c
d

�

donc

kAx� bk22 =



 eRx� c


2

2
+ kdk22

Le vecteur bx minimisant la norme de kAx� bk22 est donné par eRbx = c
puisque kdk22 est une constante qui ne joue aucun rôle dans la minimisation, le vecteurbx est unique si eR est inversible, ce qui est le cas si rang(A) = n.

18



2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

2.2.2 Résolution du problème de moindres carrés par décompo-

sition de Cholesky

Décomposition de Cholesky

Théorème 2.2.2 pour toute matrice A 2 Mn; n(R) symétrique et dé�nie positive, il existe

une matrice triangulaire inférieure unique L 2 Mn; n(R) dont tous les éléments diagonaux

lii sont strictement positifs et qui satisfait

A = LLT ; avec lik = 0; 8k > i; et lii > 0; 8i

les coe¢ cients lji de L peuvent être calculés comme suit :

l11 =
p
�ii; lj1 =

�1j
l11

et pour i = 2; :::; n

lii = (�ii �
i�1X
k=1

l2ik)
1=2 et lji =

1

lii
(�ij �

i�1X
k=1

likljk); j = i+ 1; :::; n:

Cette factorisation A = LLT est parfois prendre la racine carrée de la matrice.

Démonstration. par récurrence:

Si n = 1, A = � > 0: On peut écrire : � = l11lT11 d�où : l11 =
p
�:

On suppose que le théorème est vrai jusqu�à l�ordre n� 1 et on le démontre pour l�ordre
n. La matrice A 2 Mn; n(|) peut être partitionnée selon :

A =

0@ An�1 b

bT �nn

1A
b est un vecteur de |n�1 et An�1est une matrice dé�nie positive d�ordre n�1. Grâce à la

propriété de récurrence, on sait qu�il existe une matrice unique Ln�1 triangulaire inférieur

d�ordre n� 1 et à éléments diagonaux positifs telle que

An�1 = Ln�1L
T
n�1; lik = 0; 8k > i et lii > 0; 8i

Supposons qu�il existe une matrice L telle que :

L =

0@ Ln�1 0

cT �

1A
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

et on essaie de trouver le vecteur c 2 |n�1et le scalaire � > 0 tel que :0@ Ln�1 0

cT �

1A 0@ Ln�1 c

0 �

1A =

0@ An�1 b

bT �nn

1A = A

donc :

Ln�1c = b ) c = L�1n�1b (Ln�1 est inversible car det(A) = jdet(Ln�1)j
2 �2 > 0)

cT c+ �2 = �nn ) � =
p
�nn � cT c

On supposant que tous les éléments lij sont connus jusqu�à la colonne k � 1 incluse
(j � k � 1) les équations donnant les éléments suivante lkk et lik(i � k + 1)

�kk = jlk1j2 + jlk2j2 + :::+ jlkkj2 (lkk > 0)

�ik = li1 lk1 + li2 lk2 + :::+ lik lkk

Les éléments de la matrice L sont égaux à:

l11 =
p
�ii; lj1 =

�1j
l11
; lii = (�ii �

i�1X
k=1

l2ik)
1=2; lji =

1

lii
(�ij �

i�1X
k=1

likljk ); j = i+ 1; :::; n

Exemple 2.2.2 Soit la matrice symétrique dé�nie positive :

A =

0BBB@
25 15 �5
15 18 0

�5 0 11

1CCCA

L =

0BBB@
5 0 0

3 3 0

�1 1 3

1CCCA ; LT =
0BBB@
5 3 �1
0 3 1

0 0 3

1CCCA

A =

0BBB@
5 0 0

3 3 0

�1 1 3

1CCCA
0BBB@
5 3 �1
0 3 1

0 0 3

1CCCA
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

Résolution du problème de moindres carrés par la méthode de Cholesky Soit

les équations normales ATAx = AT b

La matrice ATA soit mal conditionnée, et il est alors peu recommandé d�inverser cette

matrice la résolution du système peut se faire en évitant d�inverser la matrice ATA; ce qui

augmente la robustesse de la résolution. Il faut procéder de la manière suivante :

Remarquons que la matrice ATA est une matrice symétrique dé�nie positive, on e¤ectue

une décomposition de Cholesky donne : LLT = ATA , où la matrice L est triangulaire

inférieure. L�équation normale ATAx = AT b devient, alors LLTx = AT b.

posons y = LTx et AT b = B, on obtient le système linéaire Ly = B donc la solution de

ce système est

yi =
1

lii
(Bi �

i�1X
j=1

lijyj) i = 1; :::; n

y étant maintenant connu, on résout le système

LTx = y

On pose LT = U d�où Ux = y et par suite

xi =
1

Uii
(yi �

nX
j=i+1

Uijxj) i = 1; :::; n

2.2.3 Résolution du problème de moindres carrés par décompo-

sition en valeurs singulières

Décomposition en valeurs singulières

On a vu que pour certaines matrices carrées on pouvait faire une décomposition en valeurs

propres

A = PDP�1; où D est une matrice diagonale de valeurs propres et P est une matrice

inversible de vecteurs propres.

Mais pour e¤ectuer cette transformation la matrice A doit être carrée et diagonalisable.

L�idée de la décomposition en valeurs singulières est similaire à la décomposition en valeurs

propres, mais fonctionne pour n�importe quelle matrice A de taille m� n:
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

Dé�nition 2.2.1 On appelle valeurs singulières d�une matrice réelle A d�ordre m � n, les
racines carrée des valeurs proprers à la fois de la matrice carrée ATA et AAT .

Rappelons que les matrices ATA et AAT , sont semi-dé�nies positives

Théorème 2.2.3 La décomposition en valeurs singulières (Singular Value Décomposition

ou "SVD") d�une matrice rectangulaire A 2Mm; n(R) de rang p; peut être exprimée comme

le produit de trois matrice, une matrice orthogonale U 2 Mm; m(R); une matrice diagonale

� 2Mm; n(R) et la transposée d�une matrice orthogonale V 2Mn; n(R)

A = U�V T :

où

� = (�1; 0) si n � m:

et

� =

0@ �1

0

1A si n � m:

telle que :

�1 = diag (�1; �2; ::::; �p), �1 � �2 � :::: � �P , p = min(m; n)

les �i sont les valeurs singulières de A et sont uniques.

Si les valeurs singulières sont toutes distinctes, les vecteurs singuliers à gauche ui et à

droite vi sont uniques.

Preuve. Si A = U�V T alors kAk2 = k�k2 = �1. Donc si la décomposition existe, �1est
unique. On va montrer l�existence de la décomposition.

Soit �1 = kAk2 et v1 tel que kv1k = 1, ku1k = 1, Av1 = �1u1.
Soit U1 = (u1; X) et V1 = (v1; Y ) deux matrices orthogonales d�ordre m et n

UT1 AV1 =

0@ uT1

XT

1AA� v1 Y
�
=

0@ uT1Av1 uT1AY

XTAv1 XTAY

1A =

0@ �1 wT

0 B

1A
On va montrer que w = 0.

UT1 AV1

2 = kAk2 = �1
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

Soit x =

0@ �1

w

1A ; y = �UT1 AV1� x. Alors
kxk22 = �21 + w

Tw � �21
kyk2 �



UT1 AV1

2 kxk2 = �1 kxk2
D�autre part,

y =

0@ �1 wT

0 B

1A0@ �1

w

1A =

0@ �21 + w
Tw

Bw

1A
donc

kyk2 � �21 + wTw = kxk
2
2

d�où

kxk22 � �21 et w = 0

Donc

UT1 AV1 =

0@ �1 0

0 B

1A
Nous allons maintenant faire une preuve par récurrence.

Si A = u 2 Rp�1 ou A = vT 2 R1�p alors la décomposition existe.
On a B 2 R(m�1)�(n�1). Supposons que B = U2�2V T2

U = U1

0@ 1 0

0 U2

1A ; V = V1
0@ 1 0

0 V2

1A ; � =
0@ �1 0

0 �2

1A
alors U et V sont des matrices orthogonales et

A = U �V T

On a �2 = kBk2 � �1
Il reste à montrer l�unicité des vecteurs singuliers. On l�admet ici

On a donc les égalités suivantes :

Si n � m; p = n :
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

Avi = �iui; i = 1; :::; n;

ATui = �ivi; i = 1; :::; n;

ATui = 0; i = n+ 1; :::; m:

Si m � n; p = m :

Avi = �iui; i = 1; :::; m;

Avi = 0; i = m+ 1; :::; n;

ATui = �ivi; i = 1; :::; m:

Ces égalités permettent de faire le lien avec les valeurs propres des matrices symétriques

ATA et AAT .

Calcul de la SVD

on a

ATA = (U�V T )T (U�V T ) = V �2V T = V �2V �1 (a)

d�autre part,

ATA = PDP�1 (b)

Les colonnes de P est la base des vecteurs propres de ATA etD est une matrice diagonale

contient les valeurs propres de ATA

de (a) et (b)

�2 = D ) �2i = �i ) �i =
p
�i , �i � 0

� = diag(�i), ��1 = diag(1=�i)) �i > 0

V = P

V = [v1; :::; vi; :::; vr] tels que vi les vecteurs propres de la matrice ATA

on a

A = U �V T
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

d�où

AV = U�V TV , AV = U�

Donc

Avi = �iui

les ui les colonnes de matrice U

Exemple 2.2.3 Soit la matrice

A =

0BBB@
1 1

0 0

1 1

1CCCA ;

U =

0BBB@
�0; 7071 0 �0; 7071

0 1 0

�0; 7071 0 0; 7071

1CCCA ; V =
0@ �0; 7071 �0; 7071
�0; 7071 0; 7071

1A ;� =
0BBB@
2 0

0 0

0 0

1CCCA :

Résolution du problème de moindres carrés par (DVS) La solution du probléme

de moindres carrés x donnée par x = (ATA)�1AT b

pour A = U�V T on a

x = ((U�V T )T (U�V T ))�1(U�V T )T b

x = (V �2V T )�1(U�V T )T b puisque UTU = I

x = (V ��2V T )(V �UT )b puisque V TV = I

x = V ��1UT b ��1 = diag(
1

�i
)

x =
rX
i=1

uTi b

�i
vi

où r = rang(A); et ui et vi sont respectivement le i-ème colonne de U et V

dans le problème de moindres carrés :

kAx� bk22 =


U�V Tx� b

2

2
=


�V Tx� UT b

2

2
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2.2. Méthodes de résolution du problème de moindres carrés

puisque U est orthogonale. Notons w = UT b (kwk2 = kbk2), et prenons comme nouvelle
inconnue y = V Tx (avec encorekyk2 = kxk2), puisque V est orthogonale, ce qui sera impor-
tant pour calculer la solution de norme minimale. Comme � est diagonale, ce problème est

découplé, et se résout composante

par composante dans les bases (u1; :::; um) et (v1; :::; vn).

Nous avons donc :

kAx� bk22 = k�y � wk
2
2 =

pX
i=1

j�iyi � wij
2

On obtient donc toutes les solutions du problème (2.1.1) en posant

yi =

8<: wi
�i
pour i = 1; :::; p:

quelconque pour i = p+ 1; :::; n:
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Chapitre 3

Résultats numériques

Dans ce chapitre, on donne des résultats numériques issus de cet algorithme et qui implé-

mentés numériquement sous MATLAB

3.1 Exemple

Soit le système mal conditionné Ax = b

où

A =

0BBBBBBBB@

1 274 2450

1 180 3254

1 375 3802

1 205 2838

1 86 2347

1CCCCCCCCA
; b =

0BBBBBBBB@

162

120

223

131

67

1CCCCCCCCA
:

cond(A) = 1:7576� 104

rang(A) = 3

Résultat d�algorithme des équations normales

ATA =

0BBB@
5 1120 14691

1120 297522 3466402

14691 3466402 44608873

1CCCA
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3.1. Exemple

rang(ATA) = 3

donc ATA est une matrice inversible

x = (ATA)�1AT b = (7:0325; 0:5044; 0:0070)T

G = Ax = (162:4043; 120:6153; 222:8193; 130:3140; 66:8471)T

E = jG� bj = (0:4043; 0:6153; 0:1807; 0:6860; 0:1529)T

Résultat d�algorithme de QR

On a

A = QR

Q =

0BBBBBBBB@

�0:4472 0:2315 0:7647 �0:2782 �0:2902
�0:4472 �0:2037 �0:5443 �0:3221 �0:5988
�0:4472 0:6992 �0:3338 �0:0761 0:4404

�0:4472 �0:0880 0:0324 0:8787 �0:1382
�0:4472 0:0809 �0:6390 �0:2023 0:5867

1CCCCCCCCA

R = 103

0BBBBBBBB@

�0:0022 �0:5009 �6:5700
0 0:2160 0:8132

0 0 �0:8846
0 0 0

0 0 0

1CCCCCCCCA
On a eRx = c

eR = 103
0BBB@
�0:0022 �0:5009 �6:5700

0 0:2160 0:8132

0 0 �0:8846

1CCCA
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3.1. Exemple

c = (�314:3912; 114:6376;�6:1934)T

rang eR = 3
donc

x = ( eR)�1c = (7:0325; 0:5044; 0:0070)T
G = Ax = (162:4043; 120:6153; 222:8193; 130:3140; 66:8471)T

E = jG� bj = (0:4043; 0:6153; 0:1807; 0:6860; 0:1529)T

Résultat d�algorithme de Cholesky

On a

M = ATA =

0BBB@
5 1120 14691

1120 297522 3466402

14691 3466402 44608873

1CCCA

M = LLT = 103

0BBB@
0:0022 0 0

0:5009 0:2160 0

6:5700 0:8132 0:8846

1CCCA 103
0BBB@
0:0022 0:5009 6:5700

0 0:2160 0:8132

0 0 0:8846

1CCCA
B = AT b = (703; 182230; 2164253)T

y = (LT )�1B = (314:3912; 114:6376; 6:1934)T

x = L�1y = (7:0325; 0:5044; 0:0070)T
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3.1. Exemple

Résultat d�algorithme décomposition en valeurs singulières

A = USV T

U =

0BBBBBBBB@

0:3678 �0:4976 �0:6749 �0:2782 �0:2902
0:4864 0:4351 0:3345 �0:3221 �0:5988
0:5702 �0:4730 0:5014 �0:0761 0:4404

0:4247 0:0934 �0:1403 0:8787 �0:1382
0:3503 0:5750 �0:4019 �0:2023 0:5867

1CCCCCCCCA

S = 103

0BBBBBBBB@

6:6991 0 0

0 0:1673 0

0 0 0:0004

0 0 0

0 0 0

1CCCCCCCCA

V =

0BBB@
6:8834 0:0053 �0:0027
0:0053 0 0

�0:0027 0 0

1CCCA

S�1 =

0BBB@
0:0001 0 0 0 0

0 0:006 0 0 0

0 0 2:6236 0 :

1CCCA
y = S�1UT b = (0:0484;�0:4968;�7:0329)T

x = V y = (7:0325; 0:5044; 0:0070)T

G = Ax = (162:4043; 120:6153; 222:8193; 130:3140; 66:8471)T

E = jG� bj = (0:4043; 0:6153; 0:1807; 0:6860; 0:1529)T
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Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce mémoire une synthèse sur le problème de moindres carrés tel

qu�on parle sur quelques propriétés mathématiques du problème de moindres carrés.

Nous avons ainsi exposé quelques méthodes de résolution du problème de moindres carrés

(QR, Cholesky, DVS) et on remarque que décomposition en valeurs singulières fournit la

solution la plus claire du problème des moindres carrés et meilleure méthode puisque la

propriété de A est de rang p < n, est point fort de DVS contre des méthodes QR et

Cholesky qui l�hypothèse de A est de rang n:

Ce travail est consacré aux résolutions les équations de la physique par la méthode de

moindres carrés si pour ça on prendre des système mal conditionnés d�ordre (m; n) qui sont

résultat de problème physiques et résoudres par la méthode de moindres carrés dans le part

pratique
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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons une étude théorique et numérique concernant une

résolution des problèmes de moindres carrés.

Finalement, nous donnons des résultats numériques des quelques exemples assimilés dans

équations physiques et résoudre par la méthode de moindres carrés est faite en Matlab et

on termine ce mémoire par une conclusion.

Mots clés : moindres carrés, fonction d�approximation, problème d�approximation.

Abstract

In this memory, we present a theoretical and numerical study a resolution of least squares

problems

Finally we give numerical results for some examples assimilated into physical equations

and solved by least squares method is made in matlab and we ended this memory with a

conclusion.

Key words: least squares, approximation functions, approximation problems


