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Notation

R : ensemble des nombres réels.

L1(I) : ensemble des fonctions Lebesgue intégrable sur I ⊂ R.

Γ(.) : la fonction Gamma.

B(p, q) :la fonction de Beta

Eα (.) :la fonction de Mittag-Leffler

Iαa+f : intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre α > 0.

Dα
a+f : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville dordre α > 0 .

cDα
a f : dérivée fractionnaire au sens de Caputo dordre .

Wn(.) : Wronskien ordinaire.

Wα(.) : α−Wronskien (fractionnaire).
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Introduction

Les équations différentielles fractionnaires (EDF) apparaissent naturellement dans dif-

férents domaines scientifiques comme la physique, l’ingénierie, la médicine, l’électrochi-

mie,la théorie du contrôle, etc. L’efficacité de ces équations dans la modélisation de plu-

sieurs phénomènes du monde réel elle a encouragé de nombreux chercheurs à les étudier

sont considérées comme une application ingénieuse du calcul fractionnaire.

Les concepts présentés dans ce mémoire ont été largement utilisés au cours des 30 der-

nières années le lien entre ces modèles statistiques, et certaines équations différentielles

fractionnaires impliquant les opérateurs intégraux et dérivés fractionnaires (Riemann-

Liouville- Caputo ) n’a été formellement établie qu’au cours des 15 dernières années.

Nous pourrions nous demander quelles sont propriétés utiles de ces opérateurs de cal-

culs fractionnaires qui aident à la modélisation et tant de prcessus anormaux? du point

de vue des chercheurs et du résultat expérimental connu la plupart des processus asso-

ciés avec les systèmes complexes ont des dynamiques non locales impliquant une mé-

moire longue dans le temps et les opérateurs de dérivés intégraux et fractionnaires pré-

sentent certaines de ces caractéristiques suivantes : peut-etre est-ce l’une des raisons pour

lequelles ces opérateurs de calcul fractionnaire perdre de certains propriétés utiles du dé-

rivé ordinaire.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre nous présentons quelques définitions des fonctions spéciales

utiles tout au long de notre mémoire telle que : la fonction gamma , la fonction béta, la

fonction de Mittag-Leffter avec quelques propriétés intéressantes, on donne aussi les défi-

nitions des dérivées et intégrales fractionnaires aus sens de Riemann-Liouville et Caputo

et les liens entre ces dérivées avec quelques propriétés complémentaires.

Dans le deuxième chapitre nous étudions les équations différentielles linéairs de se-

cond ordre avec cas homogène et non homogène méthode de variation des constantes et
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cas ou l’on connait seulement de l’équation homogène associée, et ensuit nous présentons

les équations scalaires d’ordre quelconque avec d’une équatin homogène et méthode de

variation des constantes et quelques propriétés et théories.

Enfin, dans le dernier chapitre nous introduisons une nouvelle méthode directe pour

résoudre le cas homogène et non homogène avec des coefficients constantes, utilisation

de la fonction α−exponentail et de certaines fonctions fractionnaires y compris quelques

exemples illustratifs.
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CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. on appelle fonction Gamma la fonction définie par :

Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt, (z ∈ C, Re(z) > 0).

avec tz−1 = e(z−1) ln t.

Exemple 1.1. Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt = 1

Proposition 1.1. la fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

Pour tout z ∈ C, Re(z) > 0, n ∈ N

1. Γ (z + 1) = zΓ (z) .

2. Γ (n) = (n− 1)!.

3. Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)
√
π

4nn
.

4. On peut également définir Γ(z) à l’aide de la limite : Γ (z) = lim
n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)

5.
∫ 1

0

(1− t)β−1

tα−1dt =
Γ(β)Γ(α)

Γ(α + β)
·

Démonstration. .

1. Représentant Γ (z + 1) par l’intégrale d’Euler et integrons par parties :

Γ (z + 1) =

∫ +∞

0

tze−tdt

=
[
−tze−t

]+∞
0

+ z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt

= z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt =

= zΓ (z)
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1.2 Fonction Beta

Définition 1.2. La fonction de Bete est un type d’intégrale d’Euler définie par

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt (p, q ∈ C, Re(p) > 0, Re(q) > 0

pour tout p, q ∈ C, avec Re(p) > 0, Re(q) > 0, on a

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

1.3 Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.3. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α > 0

de f est définie par

∀t ∈ [a, b] ; (Iαa+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1f(x)dx

de meme manière on définit l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite

d’ordre α > 0 de f , par

∀t ∈ [a, b] ; (Iαb−f)(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(x− t)α−1f(x)dx

Proposition 1.2. pour α > 0 , β > 0 on a

1. (Iαa+(t− a)β−1)(t) =
Γ(β)

Γ(α + β)
(t− a)α+β−1

2. (Iαb−(b− t)β−1)(t) =
Γ(β)

Γ(α + β)
(b− t)α+β−1

Démonstration. .

1. (Iαa+(t− a)β−1)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1(x− a)β−1dx, posont x− a = s(t− a)

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

((t− a)− s(t− a))α−1(s(t− a))β−1(t− a)ds

=
1

Γ(α)
(t− a)α−1+β−1+1

∫ 1

0

(1− s)α−1sβ−1ds
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=
1

Γ(α)
(t− a)α+β−1B(α, β) , B(α, β) =

Γ(β)Γ(α)

Γ(α + β)

=
Γ(β)

Γ(α + β)
(t− a)α+β−1.

2. Mème idée, le chengement de variable est b− x = s(b− t).

Théorème 1.1. si f ∈ L1([a, b]),alors Iαa+f existe pour tout α > 0, β > 0 et Iαa+f ∈ L1([a, b])

Proposition 1.3. soit α > 0 , β > 0 ,et f ∈ L1([a, b]), alors :

1. (Iαa+I
β
a+f)(t) = (Iβa+I

α
a+f)(t) = (Iα+β

a+ f)(t)

2. (Iαb−I
β
b−f)(t) = (Iβb−I

α
b−f)(t)) = (Iα+β

b− f)(t)

Démonstration. .

(Iαa+I
β
a+f)(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1(
1

Γ(β)

∫ x

a

(x− s)β−1f(s)ds)dx

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ x

a

(t − x)α−1(x − s)β−1f(s)dsdx

chengement de l’ordre d’intégration

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)

∫ t

s

(t− x)α−1(x− s)β−1dxds

∣∣∣∣∣ u = x−s
t−s , du = dx

t−s
x = (t− s)u+ s, u : 0→ 1

∣∣∣∣∣
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)(t− s)α+β−1

∫ 1

0

(1− u)α−1uβ−1duds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)(t− s)α+β−1B(α, β)duds
∣∣∣B(α, β) = Γ(α)Γ(β)

Γ(α+β)

∣∣∣
=

1

Γ(α)Γ(β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

∫ t

a

f(s)(t− s)α+β−1ds

=
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds

= (Iα+β
a+ f)(t).

Lemme 1.1. soit α > 0 , f ∈ L1([0, b]) , b > 0.

Alors la transformée de laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

(Iα0+f)(s) = s−α(f)(s)

Démonstration. on écrire l’ntégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Iα0+f comme

convolution de deux fonctions g(t) = 1
Γ(α)

tα−1 et f(t), c-à-d :

(Iα0+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ +∞

0

(t− x)α−1f(x)dx
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= (
1

Γ(α)
tα−1) ∗ f(t)

= g(t) ∗ f(t)

Alors (Iα0+f)(s) = (g × f)(s)

= (g)(s)× (f)(s)

= s−α(f)(s)

1.4 Dérivées de Riemann-Liouville

il existe de nombreuses définitions de dérivés fractionnaire et dans cette partie nous

allons afficher les définitions de dérivés fractionnaire appartenant à Riemann-Liouvile.

Définition 1.4. siot α > 0,et n = [α] + 1.

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α de f est définie par

∀t ∈ [a, b] , Dα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− x)n−α−1f(x)dx

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à driote d’ordre α de f est définie par

∀t ∈ [a, b] , Dα
b−f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ b

t

(x− t)n−α−1f(x)dx

Remarque 1.1. .

1. pour α = 0, n = 1.

on a D0
a+f(t) = d

dt
(I1
a+f) = f(t)

2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers

∀n ∈ N∗

— Dn
a+f(t) = dn

dtn
f(t)

— Dn
b−f(t) = (−1)n dn

dtn
f(t)

Proposition 1.4. Pour α > 0 , β > 0 , on a

1. (Dα
a+(t− a)β−1)(t) = Γ(β)

Γ(β−α)
(t− a)β−α−1

2. (Dα
b−(b− t)β−1)(t) = Γ(β)

Γ(β−α)
(b− t)β−α−1
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1.5 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 1.5. La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction f(t) donnée sur l’inter-

valle [a; b] est définie par la relation suivante :

∀t ∈ [a, b] , cDα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− x)n−α−1f (n)(x)dx

avec n = [α] + 1 ; où [α]désigne la partie entière de α.

Définition 1.6. Soit α > 0 , n = [α]+1 La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d’ordre

α est définie par :

∀t ∈ [a, b] , cDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− x)n−α−1f (n)(x)dx

Soit α > 0 , n = [α]+1 La dérivée fractionnaire de Caputo à droite d’ordre α est définie

par :

∀t ∈ [a, b] , cDα
b−f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

(x− t)n−α−1f (n)(x)dx

Proposition 1.5. pour α > 0, β > 0 , on a :

1. (cDα
a+(t− a)β−1)(t) = Γ(β)

Γ(β−α)
(t− a)β−α−1, β > n

2. (cDα
b−(b− t)β−1)(t) = Γ(β)

Γ(β−α)
(b− t)β−α−1, β > n

1.6 Fonction de Mittag-Leffler

dans cette section , nous présentons les définition et quelques proprerties de Mittag-

Leffler

Définition 1.7. la fonction de Mittag-Leffler est définie par

Eα (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
, α > 0.

et la fonction de Mittag-Leffer généralisée est définie par

Eα,β (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, α, β > 0

8



Lemme 1.2. quand β = 1, Eα,β cioncides avec la fonction Mittag-Leffler

Eα,1 (x) = Eα (x) , α > 0

Exemple 1.2. .

1. E1 (x) = E1,1 (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

xk

k!
= ex

2. E1,2 (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2)
=

+∞∑
k=0

xk

(k + 1)!
=

1

x

+∞∑
k=0

xk+1

(k + 1)!
=
ex − 1

x

3. E2 (x) = E2,1 (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(2k + 1)
=

+∞∑
k=0

xk

2k!
= cosh

√
x

4. E2,2 (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(2k + 2)
=

+∞∑
k=0

xk

(2k + 1)!
=

sinh(
√
x)√

x

5. E1,3 (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 3)
=

+∞∑
k=0

xk

(k + 2)!
=

1

x2

+∞∑
k=0

xk+2

(k + 2)!
=

1

x2
(ex − 1− x)

Théorème 1.2. pour α = n ∈ N , λ ∈ R, on a

( d
dx

)nEn(λxn) = λEn(λxn)

( d
dx

)nxβ−1En,β(λxn) = λxβ−n−1En(λxn)

Proposition 1.6. pour α, β > 0 , λ ∈ R, on a :[
tβ−1Eα,β(λtα)

]
(s) =

sα−β

sα − λ
, s > 0, |λsα| < 1

9



CHAPITRE 2

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

LINÉAIRES DU SECOND ORDRE

Définition 2.1. Une équation différentielle linéaire du second ordre est une équation de la

forme

A(x)y′′ +B(x)y′ + c(x)y = D(x) (2.1)

ou A, B, C, D sont des fonctions scalaires (numériques) définies sur un intervelle de R
et ou y désigne une fonction scalaire inconnue.

Nous supposerons ici que les fonctions A, B, C, D sont continues ;et nous placerons

sur un intervalle J de R sur lequel A ne s’annule pas.L’équation (2.1) est alors équivalente

a une équation de la forme :

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = c(x)) (2.2)

les fonctions a, b, c étant continues sur J .L’introduction de L’inconnue auxiliaire z = y′

nous ramène au système normal :

y′ = z z′ = −b(x)y − a(x)z + c(x) (2.3)

Théorème 2.1. soient a, b, c trois fonctions scalaires continues sur un intervalle j de R ; pour

tout x0 ∈ I et tout couple (y0, y
′
0) de scalaires donnés, il existe une solution unique de l’équation

différentielle (2.2) satisfaisant a

y(x0) = y0 et y′0(x0) = y′0

2.1 Cas d’une équation homogène

Si l’équation donnée (2.1) est homogène (si D = 0 ) on a c = 0 dans (2.2) et (2.3) ; et ces

équations s’écrivent respectivement :

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0 (2.4)

10



y′ = z ; z′ = −b(x)y − a(x)z (2.5)

pour que deux solution (y1, z1) et (y2, z2) de (2.5) forment un système fondamental, il faut

et il suffit que, pour une valeur x0 de la variable on ait :

y1(x0)z2(x0)− y2(x0)z1(x0) 6= 0

c’est-a-dire

y1(x0)y′2(x0)− y2(x0)y′1(x0) 6= 0

la solution générale de (2.5) est alors de la forme

y = λ1y1 + λ2y2. z = λ1z1+λ2z2

avec λ1 , λ2 = Ctes

Nous sommes ainsi amenés a poser la définition suivante :

Définition 2.2. On dit que deux solutions y1 ,y2 de (2.4) sont linéairement indépendantes,

sur l”intervalle J , ou qu’elles forment un système fondamental s’il n’exist pas de constantes

λ1 ,λ2 , non toutes deux nulles , vérifiant :

(∀x ∈ J) λ1y1(x) + λ2y2(x) = 0

L’étude qui précède nous permet alors d’énoncer :

Théorème 2.2. pour que deux solutions y1 ,y2 de (2.4) forment un système fondamental

de solutions , il faut et il suffit que pour un poit x0 de l’intervalle J , on ait :

y1(x0)y′2(x0)− y2(x0)y′1(x0) 6= 0

pour tout x ∈ J , on a alors

y1(x)y′2(x)− y2(x)y′1(x) 6= 0

et les solutions de (2.4) sont les fonctions de la forme :

y = λ1y1 + λ2y2 avec λ1, λ2 = Ctes

11



Remarque 2.1. Si on pose

Wn(x) = y1(x)y′2(x)− y2(x)y′1(x)

on a, aprés simplification :

W
′

n(x) = y1(x)y
′′

2 (x)− y2(x)y
′′

1 (x);

d’ou , puisque

y′′i (x) = −a(x)y′i − b(x)yi (i = 1, 2);

W
′

n(x) = −a(x)y1(x)y′2(x)− a(x)y2(x)y
′

1(x) = −a(x)Wn(x)

En désignant par A une primitive de a, on a donc :

Wn(x) exp [A(x)] = Cte;

cela montre directement que la fonction Wn ne peut s’annuler en un point sans ètre

partout nulle

2.2 Cas ou on connait une solution non nulle

Supposant connue une solution y1 de(2.4) , nous allons voir que l’intégration de (2.4)

se ramène a des quadratures sur tout intervalle ne contenant pas de zéro de y1.

Supposons, en effet , que l’on ait y1(x) 6= 0 pour tout x ∈ J ; et cherchons les conditions

que doit vérifier une fonction z pour que la fonction y = y1z soit solution de (2.4). On obtient :

y
′′

1z + 2y′1z
′
+ y1z

′′
+ a(x)(y′1z + y1z

′
) + b(x)y1z = 0

soit, aprés simplification (en tenant compte de la relation

y′′1 + a(x)y′1 + b(x)y1 = 0) :

y1z
′′

+ [2y′1 + a(x)y1] z
′
= 0 (2.6)

posons u = z
′ nous sommes ramenés a l’équation linéaire homogène du premier ordre

u
′
+

[
2
y
′
1(x)

y1(x)
+ a(x)

]
u = 0 (2.7)
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u
′

u
= −2

y
′
1

y1

+ a

d’ou , par intégration :

log |u(x)| = −2 log |y1(x)|+
∫
a(x)dx

soit

u(x) = λ
eα(x)

y2
1(x)

, avec λ = Cte

,

En désignant par α une primitve fixée de A. Pour avoir les solutions z de (2.6) il suffit

donc de connaitre une primitive ϕ de la fonction α�y2
1 ; on a alors :

z = λϕ+ µ avec µ = Cte;

d’ou la solution générale de (2.4) sous la forme :

y = (λϕ+ µ)y1 , avec λ, µ = Ctes

Nous retrouvons le fait que la solution générale de (4) dépend linéairement de deux

constantes arbitraires.

Exemple 2.1. L’équation

(x+ 1)y′′ − y′ − xy = 0 (x ∈ R) (2.8)

admet pour solution particulière la fonction x → ex.posant y = zex on est ramené a

l”équation :

(x+ 1)(z
′′

+ 2z
′
+ z)− (z

′
+ z)− xz = 0

soit , aprés simplification :

(x+ 1)z
′′

+ (2x+ 1)z
′
= 0

En intégrant , on obtient :

log
∣∣∣z′∣∣∣ = −

∫
2x+ 1

x+ 1
dx = −2x+ log |x+ 1|+ Cte.

soit

z
′
(x) = λ(x+ 1)e−2x, avec λ = Cte

13



et

z(x) = −µ(
3

4
e−2x +

x

2
e−2x) + µ avec µ = Cte

La solution générale de (8) est donc

y(x) = λ1e
x + λ2(2x+ 3)e−x, avec λ1, λ2 = Ctes

2.3 Equation non homogène Méthode de variation des
constantes

Considérons maintenant l’équation non homogène (2.2), et supposons connu un sys-

tème fondamental de solutions (y1, y2) de l’équation homogène associée

On sais que l’introduction de l’inconnue auxiliaire z = y′ nous ramène au système du

premier ordre (2.3)

et le système homogène associé a (2.2) admet (y1, y
′
1) et (y2, y

′
2) pour système fonda-

mental de solutions.

la méthode de variation des constantes consiste a chercher la solution de (2.3) sous la

forme

y = λ1y1 + λ2y2. z = λ1z1+λ2z2

En d’autres termes, on cherche la solution (2.2) sous la forme la forme

y = λ1y1 + λ2y2

les fonctions λ1 , λ2 étant dérivables et assujetties a vérifier la relation :

y′ = λ1y
′

1 + λ2y
′

2 (2.9)

par dérivation , on obtient :

y
′′

= λ1y
′′

1 + λ2y
′′

2 + λ
′

1y
′

1 + λ
′

2y
′

2;

et l’équation (2) sera vérifiée si on a :

??λ
′

1y
′

1 + λ
′

2y
′

2 = c(x) (2.10)
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En dérivant la relation (2.9) et en comparant le résultat obtenu a (??) on obtient

λ
′

1y1 + λ
′

2y2 = 0

Ce systeme admet une solution unique (λ′1, λ
′
2) en revient a une systeme

λ′1y1 + λ′2y2 = 0

λ′1y
′

1 + λ′2y
′

2 = c(x)

1. Soit a intégrer l’équation non homogène

(x+ 1)y′′ − y′ − xy = c(x), (2.11)

ou c désigne une fonction continue donnée sur un intervalle ne contenant pas le

point x = −1 . Nous pouvons utiliser le fait que l’équation homogène assciée admet

le système fondamental de solutions :

y1 = ex, y2 = (2x+ 3)e−x.

Nous cherchons donc a déterminer deux fonctions dérivables λ1 , λ2 vérifiant

exλ
′

1 + (2x+ 3)e−xλ
′

2 = 0

et telles que la fonction y = λ1y1 + λ2y2 vérifie (2.11) , ce qui donne la relation

(x+ 1)
[
exλ

′

1 − (2x+ 1)e−xλ
′

2

]
= c(x)

on obtient

λ
′

1(x) = e−x
2x+ 3

4(x+ 1)2
c(x); λ

′

2(x) = −ex c(x)

4(x+ 1)2
.

2. Considérons l’équation différentielle du second ordre

x2y′′ + xy′ − y = 2x. (x ∈ R) (2.12)

On vérifie que l’équation homogène associée admet les solutions linéairement in-

dépendantes y1 = x, y2 =
1

x
.Nous cherchons donc les solutions de (2.12) sous la

forme

y = λx+
µ

x
, (2.13)
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les fonctions λ, µ satisfaisant a λ′x+
µ
′

x
= 0.

En écrivant que y est solution de (2.12) on obtient la condition :

λ
′
x2 − µ′ = 2x, d’ou : λ′ =

1

x
, µ

′
= −x.

La solution générale de (2.12) est donc :

y(x) = x log |x| − x

2
+ αx+

β

x
, avec α, β = Ctes.

2.4 Cas ou l’on connait seulement une solution de l’équa-
tion homogène associée

Considérons toujours l’équation non hmogène(2.2), et supposons connue une solution

partout non nulle y1de l’équation homogène associée, donc vérifiant :

y
′′

1 + ay
′

1 + by1 = 0.

Le chengement d’inconnue y = y1z nous conduit directement a l’équation différentielle

y1(x)z
′′

+ [2y′1(x) + a(x)y1(x)] z
′
= c(x); (2.14)

Posons z′ = u, on obtient l’équation différentielle linéaire du premier ordre

y1(x)u′ + [2y′1(x) + a(x)y1(x)]u = c(x) (2.15)

L’inégration de (2.2) se ramène ainsi a trois quadratures : deux pour l’intégration de (2.15)

et une pour déterminer z connaissant u .

La méthode qui consisterait a intégrer d’abord l’équation homogène associée, puis a

appliquer la méthode de «variation des constantes» conduirait au meme nombre de qua-

dratures (et mème , en fait , aux mèmes calculs) ;

mais la présentation en serai plus longue.

Exemple 2.2. Cherchons a intégrer l’équation différentielle (2.11)

(x+ 1)y′′ − y′ − xy = c(x),

ou c désigne une fonction continue donnée , sachant seulement que l’équation homogène

associée admet y = ex pour solution particulière.
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Posant y = zex , on obtient l’équation différentielle :

??(x+ 1)exz′′ + (2x+ 1)exz′ = c(x) (2.16)

on en déduit

z′(x) = α(x)e−2x(x+ 1), avec α(x) =

∫
exc(x)

(x+ 1)2
dx.

2.5 Equations scalaires d’ordre quelconque

Soit A0(x)y(n)+ A1(x)y(n−1) + ....+ An(x)y = B(x) une équation différentielle linéaire

d’ordre n , ou les Ai(i = 0, 1, ..., n) et B sont des fonctions scalaires données (numériques

ou vectorielles) continues sur un intervalle de R , et ou y est une fonction scalaire incon-

nue.

Nous placerons toujours sur un intervalle j sur lequel la fonction A0 ne s’annule pas.

Aprés division par A0, nous sommes ramenés a une équation de la forme

y(n) + a1(x)y(n−1) + ....+ an(x)y = b(x). (2.17)

l’introduction des n− 1 inconnues auxiliaires yk = y(k)(k = 1, 2....., n− 1) nous ramène au

système différentiel linéaire du premier ordre .

y′ = y1, y
′
1 = y2, · · · , y′n−2 = yn−1, y

′
n−1 = −a1(x)yn−1 − a2(x)yn−2 − ....− an(x)y + b(x).

(2.18)

Théorème 2.3. Soit (a1, a2, ....an, b) un système de n + 1 fonctions scalaires continues sur

un intervalle j de R ; alors, quel que soient le point x0 ∈ j , et les n scalaires donnés

y0, y
′
1, ...., y

(n+1)
0 , l’ équation différentielle (2.17) admet une solution unique y vérifiant :

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, ...., y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 .

En d’autres termes, on peut se donner arbitrairement la valeur de y et de ses n − 1

premières dérivées en un point donné x0 de j .

Cas d’une équation homogène

Plaçons-nous maintenant dans le cas ou b = 0, et considérons l’équation homogène

d’ordre n :

y(n) + a1(x)y(n−1) + ....+ an(x)y = 0. (2.19)
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l’intégration de cette équation se ramène a celle du système homogène :

y′ = y1, y
′
1 = y2, · · · , y′n−2 = yn−1, y

′
n−1 = −a1(x)yn−1 − a2(x)yn−2 − ....− an(x)y. (2.20)

A chaque solution y de (2.19) nous associerons la solution Y = (y, y′, ...., y(n−1)) de (2.20) .

On voit alors que l’indépenndance linéaire de p solutions Yα = (yα, y
′
α, ...., y

(n−1)
α )

de (2.20) (α = 1, 2, ..., p) équivaut a l’indépendance linéaire des p fonctions scalaires

y1, y2, ...., p.

Nous sommes ainsi amenés a poser les définitions suivantes :

Définition 2.3. On dit que p solutions y1, y2, ...., p de (2.19) sont linéairement indépen-

dantes s’il n’existe pas de scalaires λ1, ....., λp, non tous nuls, vérifiant

(∀x ∈ X)

p∑
α=1

λαyα(x) = 0.

Pour p = n ,un système de n solutions linéairement indépendantes de (2.19) est appelé un

système fondamental de solutions .

Théorème 2.4. si (y1, y2, ...., yn) est un système fondamental de solutions les solutions de

(2.19) sont les fonctions

y =
n∑

α=1

λαyα

ou λ1, ....., λn désignent des constantes scalaires arbitraires

Théorème 2.5. Pour que p solutions yαde (2.19) soient linéairement indépendantes , il faut

et il suffit que , pour une valeur x ∈ j la matrice
y1(x) y2(x) ... yp(x)

y′1(x) ...... ... y′p(x)

.......... ...... ... .........

y
(n−1)
1 (x) ...... ... y

(n−1)
p (x)


soit de rang p ; et il en est alors de mème pour tout x ∈ j .

En particulier , pour que n solutions y1, y2, ...., yn de (2.19) forment un système fondamental

il faut et il suffit qu’il existe un poit x0 de j tel que la fonction

wn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)

y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)
...

... . . . ...
y

(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.21)
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vévvrifie wn(x0) 6= 0 ; et on a alors wn(x) 6= 0 pour tout x ∈ j.
La fonction wn : x → wn(x) définie par (2.21) est appelée wronskien du système

(y1, y2, ...., yn) .

L’éxistence de systèmes fondamentaux de solutions résulte des théorèmes généraux.

En particulier, le théorème...... entraine l’existence de n solutions y1, y2, ...., yn telles que la

matrice [
y(k)
α (x0)

]
(α = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ..., n− 1)

Soit une matrice arbitrairement donnée ; et il suffit que le déterminant de cette matrice soit

non nul pour que les solutions yα(1 6 α 6 n) forment un système fondamental.

Remarque 2.2. Si wn désigne le Wronskien de n solutions y1, y2, ...., yn de (2.19) , on a , par

la règle de dérivation des déterminants :

w
′

n(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)

...
... . . . ...

y
(n−2)
1 (x) y

(n−2)
2 (x) · · · y

(n−2)
n (x)

y
(n)
1 (x) y

(n)
2 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d’ou, en tenant compte du fait que les yα vérifient (3), et en simplifiant :

w′n(x) = −a1(x)wn(x).

On a donc

wn(x) = C exp

[∫
−a1(x)dx

]
avec C = Cte;

on retrouve le fait que la fonction wn ne peut s’annuler en un point que si elle est partout

nulle

Méthode de variation des constantes

Revenons a l’équation différentielle non homogène (2.17), et appliquons la méthode

générale de variation des constantes au système différentiel du premier ordre(2.18).

Supposant connu un système fondamenta (y1, y2, ...., yn) de solutions de l’équation homo-

gène (2.19) , cette méthode revient a chercher n fonctions scalaires dérivables λ1, ....., λn

telles que le système

Y =

(
n∑

α=1

λαyα,
n∑

α=1

λαy
′
α, ......,

n∑
α=1

λαy
(n−1)
α

)
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soit une solution du système différentiel (2.18) .

En d’autres termes , la fonction y =
∑n

α=1 λαyα doit vérifier (1) et les fonction λα

doivent vérifier les n− 1 relations :

d

dx

(
n∑

α=1

λαy
(k)
α

)
=

n∑
α=1

λαy
(k+1)
α (k = 0, 1, 2, ......n− 2). (2.22)

Etudions directement le problème ainsi posé.

On voit immédiatement que les n− 1 relation (2.22) équivalent aux n− 1 relations

n∑
α=1

λ′αy
(k)
α = 0 (k = 0, 1, 2, ......n− 2). (2.23)

D’autre part , en raisonnant par récurrence sur l’entier k , on en déduit que , pour k =

1, 2, ......n− 1,la fonction y =
∑n

α=1 λαyα admet une dérivée d’ordre k donnée par :

y(k) =
n∑

α=1

λαy
(k)
α .

Pour k = n− 1 , on a donc :

y(n−1) =
n∑

α=1

λαy
(n−1)
α .

On en déduit que la fonction y =
∑n

α=1 λαyα admet une dérivée d’ordre n égale a :

y(n) =
n∑

α=1

λ′αy
(n−1)
α +

n∑
α=1

λαy
(n)
α .

Pour que y soit solution de (2.17) il est donc nécessaire et suffisant que les fonctions

λαvérifient
n∑

α=1

λ′αy
(n−1)
α +

n∑
α=1

λαy
(n)
α +

n∑
α=1

ak

n∑
α=1

λαy
(k)
α = b

Soit , aprés simplifications (puisque les yα sont des solutions de l’équation homogène

(2.19)) :
n∑

α=1

λ′αy
(n−1)
α = b.

Nous pouvons donc énoncer :

Si on connait un système fondamental (yα) de solutions de l’équation homogène (2.19) , les

solutions de l’équation non homogène (2.18) sont les fonctions de la forme

y =
n∑

α=1

λαyα,
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ou λ1, ....., λndésignent des fonctions scalaires dont les dérivées sont déterminées par les n relations

n∑
α=1

λ′αy
(k)
α = 0 (k = 0, 1, 2, ......n− 2).

n∑
α=1

λ′αy
(n−1)
α = b (2.24)

Par hypothèse, le Wronskien

wn = dét
[
y

(k)
n

]
(n = 1, 2, ...., n, k = 0, 1, ....., n− 1)

des fonctions yn ne s’annule pas . Les relations (2.24) constituent donc, pour chaque

valeur de x, un système de Cramer aux inconnues λ′n(x) . Les valeurs a des constantes

additives prés , par intégration .

Ces résultats généralisent ceux qui ont été donnés pour n = 2.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRE

D’ORDRE FRACTIONNAIRE

3.1 Théorie générale des équations différentielles fraction-
naires linéaires

dans cette section nous étudions les solutions a une équation différentielle fractionnelle

linéaire séquentielle homogène

L2α(y) =
[
D2α
a+

+ a(x)Dα
a+ + b(x)D0

a+

]
(y) = y(2α) + a(x)y(α) + b(x)y = 0 (3.1)

lorsque {a(x), b(x)}sont fonction réelle continue dans [a, b] et[
D2α
a+

]
(y) = y(2α)

est le dérivé fractionnelle sequentiel de Riemann Liouville

Définition 3.1. comme d’habitude un ensemble fondamentale de solutions a l’équation

(3.1) dans un certain intervalle V ⊂ [a, b] est un ensemble de 2 fonctions linéairement

indépendantes en V qui sont des solutions a (3.1)

Définition 3.2. α−Wronskian des 2 fonctions {u1(x), u2(x)} qui admettent des dérivés

fractionnaires itérés jusqu’a l’ordre (n− 1) dans un certain intervalle v ⊂ [a, b] .

se réfère au déterminant suivant

∣∣Wα(u1,u2)(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ u1(x) u2(x)

u
(α)
1 (x) u

(α)
2 (x)

∣∣∣∣∣ (3.2)

pour simplifier la notation , réprésenté par |Wα(x)| = |Wα(u1(x), u2(x))|. nous allons utili-

ser Wα(x) pour la matrice Wronskian correspondante .
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Théorème 3.1. Soit {u1(x), u2(x)} etre une famille de fonctionnaires sequentielles jusqu’a

lordre α dans [a, b] et de telle sorte que , si j = 1, 2 et k = 0, 1, 2

lim
x→a+

[
(x− a)1−αu

(kα)
j (x)

]
<∞ (3.3)

si les fonctions {(x− a)1−αuj(x)}2

j=1 dépendent linéairement de [a, b] . il s’ ensuit que pour

tous x ∈ [a, b]

(x− a)2−2α |Wα(x)| = 0 (3.4)

nous pouvons compléter le résultat. ci-dessus comme dans le cas ordinaire avec le théo-

rème suivant

Théorème 3.2. soit {u1(x), u2(x)} etre une solution famille de fonctions a l’equation

(1)dans [a, b] qui satisfait

lim
x→a+

[
(x− a)1−αuj(x)

]
<∞ (j = 1, 2)

puis les fonctions {
(x− a)1−αuj(x)

}2

j=1

dépendent linéairement de [a, b] si et seulement si ,il existe un x0 ∈ [a, b] telle que[
(x− a)2−2α |Wα(x)|

]
x=x0

= 0 (3.5)

du théorème ci-dessus nous pouvons toujours trouver , d’une maniére similaire au cas

ordinaire,un ensemble fondamentale de solutions pour l’équation (1) dans un certain in-

tervalle v ⊂ [a, b] . généralement , la solutin générale à une équation différentielle fraction-

naire linéaire non homogène :

L2α(y) = f(x) (3.6)

sera donné comme dans la proposition suivante :

Proposition 3.1. si yp(x) est une solution particulière a (6) et yh(x) est une solution géné-

rale à l’équation homogène correspondante :

L2α(y) = 0 (3.7)

c’est-à-dire
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yh(x) = c1u1(x) + c2u2(x) (3.8)

avec {c1, c2} des constantes réelles arbitraires et {u1(x), u2(x)} un ensemble fondamental

de (3.7) . puis une solution générale à l’équation non homogène (3.6) est :

yg(x) = yp(x) + yh(x) (3.9)

Une théorie générale , similaire à ce qui précède , peut etre établi pour le dérivé fraction-

naire Caputo Dα = cDα
a+ , qui a été introduit par Caputdqo dans 1969. voir , par exemple

(cDα
a+f)(x) = (I2−α

a+ D2f)(x) (x > a et 2 = −[−α] (3.10)

De plus , il est courant de considérer la définition, plus le dérivé fractionnaire Caputo :

(cDα
a+f)(x) = Dα

a+

[
f(x)−

1∑
j=0

f (j)(a+)
(x− a)j

j!

]
. (3.11)

qui montre le lien étroit entre le Caputo et les dérivés Riemann Liouville.

3.2 Equation différentielles fractionnaires séquentielles li-
néaires coefficients constantes

Dans cette section , nous présentons une méthode directe pour obtenir la solution gé-

nérale explicite à un équation différentielle fractionnaire séquentielle linéaire avec des

coefficients constants , telle que :

L2α(y) =
[
D2α
a+

+ a(x)Dα
a+ + b(x)D0

a+

]
(y) = f(x) (3.12)

lorsque a et {a1, a2} sont des constantes réelles et Dkα
a+ est le dérivé fractionnaire séquen-

tielle Riemann Liouville

Plusieurs approches ont été élaborées pour obtenir des solutions explicites à certains

de ces types d’équations la méthode laplace a été discutée par certains auteurs ; mais cette

approche n’est applicable que si a = 0. avec la restriction a = 0, il n’est pas possible

d’envisager des problèmes de type cauchy pour l’équation (3.12) avec conditions à x =

0.d’autre part la méthode directe est trés pratique pour étudier et résoudre les problèmes

de valeurs limites associés à l’équation (3.12) qui ne peut etre résolu par la méthode du
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la place .en fin , nous introduirons une fonction Green fractionnaire pour obtenir une

solution particulière explicite à l’équation non homogène (3.12)

L2α(y) =
[
D2α
a+

+ a(x)Dα
a+ + b(x)D0

a+

]
(y) = 0 (3.13)

Comme dans le cas ordinaire , si nous essayans de trouver des solutions (3.13) de ce type

y(x) = e
λ(x−a)
α . il s’ensuit que :

L2α(eλ(x−a)
α ) = P2(λ)eλ(x−a)

α (3.14)

lorsque

P2(λ) = λ2 + a(x)λ+ b(x)λ (3.15)

est reporté à comme le polynome caractéristique associé à l’équation (3.12) dans ce qui

suit ,il sera supposé λ ∈ C .

Par l’utilisation des accessoires de la fonction α− exposante .Nous obtenons le résultat

suivant /

Lemme 3.1.
∂

∂λ
L2α(eλ(x−a)

α ) = L2α(
∂

∂λ
eλ(x−a)
α ) (3.16)

et
∂l

∂λl
eλ(x−a)
α = (x− a)lαε

λ(x−a)
α.l (3.17)

ainsi nous pouvons connecter la solution du polynôme caractéristique avec des solutions

de (3.13) , comme dans le cas habituel.

Théorème 3.3. Soit {λj}kj=1 toutes les racines réelles différentes du polynome ca-

ractéristique (3.15) ordres dont les de multiplicite sont {µj}kj=1 , respectivement. Soit

{ej, ē}pj=1 (ej = bj + icj) etre ous distincts des solutions conjuguées complexes de mul-

tiplicite {σj}pj=1 , respectivement , de (3.15) puis l’union ensemble des ensembles

∪km=1

{
(x− a)lαε

λm(x−a)
α,l

}µm−1

l=1
(3.18)

∪pm=1

{
∞∑
j=0

(−1)j
c2j
m

(2j)!
(x− a)(2j+l)αε

bm(x−a)
α,l+2j

}σm−1

l=1

(3.19)
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et

∪pm=1

{
∞∑
j=0

(−1)j
c2j+1
m

(2j + 1)!
(x− a)(2j+l+1)αε

bm(x−a)
α,l+2j+1

}σm−1

l=1

(3.20)

détermine un système fondamental de solutions à l’équation différentielle fractionnaire

(3.13) .

Notes que seulement pour le cas ou a = 0 peut des méthodes opérationnelles telles

que la transformation laplace etre appliquée pour résoudre le problème des coefficients

constants.

Exemple 3.1. considérons l’équation :

c+ λ2y = 0 (3.21)

son équation caractéristique est P2(x) = x2 + λ2 = (x − λi)(x − λi) et donc l’ensemble

fondamental de solutions à (3.21) est :

{cosα [λ(x− a)] , sinα [λ(x− a)]} ,

lorsque

cosα [λ(x− a)] =
∞∑
j=0

(−1)jλ(2j+1) (x− a)(j+l)2α−1

Γ [(j + l)2α]
(3.22)

et

sinα [λ(x− a)] =
∞∑
j=0

(−1)jλ2j (x− a)(2j+l)α−1

Γ [(2j + l)α]
(3.23)

Ces nouvelles fonctions cosα(x) et sinα(x) sont une généralisation de cos(x) et sin(x) .

maintenant nous savons commet obtenir la solution générale à l’équation (3.13) homo-

gène .Alors , conformément à la proposition 4 , obtenir la solution générale explicite pour

(3.12) nous avons seulement besoin d’un solution particulière pour (3.12).

Tout d’abord nous obtiendrons la solution générale à l’équation plus simple :

y(α) − λy = f(x) (3.24)

lorsque y(α) = Dα
a+
y .

Proposition 3.2. soit f ∈ L1(a, b) ∩ C [(a, b)] .Alors l′équation (3.24) admet :

yg = ceλ(x−a)
α + yp (3.25)
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comme solution générale dans laquelle

yp = eλxα ∗a f(x). (3.26)

est une solution particulière à (24) avec ∗aétant la convolution suivante :

g(x) ∗a f(x) =

∫ x

a

g(x− t)f(t)dt (3.27)

En plus , yp(a+) = 0 . si f(x) ∈ C([a, b]) est (I1−α
a+ yp)(a+) = 0. si f(x) ∈ C1−α([a, b]).

Démonstration. Il suffit de vérifier que yp(x) est une solution à (3.24) pour ceci . si nous

appliquons propriété (3.5) et que :

lim
x→a+

(I1−α
a+ eλ(t−a)

α )(x) = 1.

alors

(Dα
a+
yp)(x) = Dα

a+

∫ x

a

eλ(t−a)
α f(t)dt

=

∫ x

a

{
Dα
a+
eλ(x−a)
α

}
(t)f(x_t+ a)dt lim

t→a+
(I1−α
a+ eλ(x−a)

α )(t)

= λ

∫ x

a

eλ(ζ−a)
α f(ζ)dζ + f(x)

= λyp + f(x).

qui conclut la preuve .

Théorème 3.4. une solution particulière l’équation (3.12) est donnée par :

yp = Gα(x) ∗a f(x) (3.28)

lorsque Gα(x) est :

Gα(x) =
k∏
j=1

∗a
(

σj∏
j=1

∗aeλj(x−a)
α

)
(3.29)

ou {λ}kj=1sont les racines complexes k distinctes du polynome caractéristique (3.15)

avec multiplicité {σj}kj=1, respectivement. En plus , yp(a+) = 0 si f(x) ∈ C([a, b]) et

(I1−α
a+ yp)(a+) = 0 si f(x) ∈ C1−α([a, b]). en outre ( I1−α

a+ Gα)(a+) = 0

Démonstration. Il suffit d’appliquer successivement le résultat de la proposition (5) en gra-

dant à l’esprit la faible singularité présentée par la fonction eλxα .
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Remarque 3.1. De puis fonction Gα(x− ζ) joue le role de la fonction Green associée a une

équation non homogène (12) , analogue au cas habituel , cette fonction sera appellée la

fonction de Riemann Liouville Green .

Remarque 3.2. Des résultats analogues peuvent etre obtenus si l’on considére le dérivé

Caputo fractionnaire (10) ou (11) ou lieu du dérivé fractionnaire Riemann Liouville en

utilisant la fonction Mittag Leffler :

Eα(λ(x− a)) =
∞∑
k=0

λk(x− a)kα

Γ(αk + 1)
(α > 0) (3.30)

au lieu de la fonction α− exponentielle eλ(x−a)
α .

Exemple 3.2. considérons l’équation :

CD2α
a+
y + λ2y = 0 (3.31)

son polynôme caractéristique correspondant est P2(x) = x2 + λ2 et donc l’ensemble fon-

damental de la solution à (31) est :

{cos∗α [λ(x− a)] , sin∗α [λ(x− a)]} (3.32)

lorsque

cos∗α [λ(x− a)] = Re {Eα(λ(x− a)α)} (3.33)

et

sin∗α [λ(x− a)] = Im {Eα(λ(x− a)α)} (3.34)

Nous soulignons ici que les fonctions sin∗α(x) et cos∗α(x) sont une nouvelle généralisation

habuelles cos(x) et sin(x) fonctions,lequel,comme les fonctions cosα et sinα pourraient

jouer un role fondament ,par exemple, dans le développement d’une théorie de Fourier

fractionnaire ou de fonctions fractales de type Weierstrass , qui sont des solutions aux

équations différentielles fractionnelles élémentaire.

En plus , les résultats présentés précédemment peuvent etre appliqués aux équations

différentielles linéaires non séquentielles de Riemann Liouville il est facile de prouver ce

qui suit :
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Corollaire 1. Soit f ∈ C1−α([a, b]) et a0.a1 ∈ R. Alors l’quation :

D2α
a+
y + a1D

α
a+
y + a0y = f(x) (0 < α < 1) (3.35)

a la solution générale :

y(x) = C1z1(x) + C2z2(x) + zp(x)− C

Γ(α)
(x− a)α−1 (3.36)

lorsque zi(i = 1, 2) est un système fondamental de solutions à l’équation fractionnelle

séquentielle homogène :

D2α
a+
z + a1D

α
a+
z + a0z = 0 (3.37)

et

zp(x) = z1(x) ∗a z2(x) ∗a
[
f(x) + a0C(x− a)α−1

]
(3.38)

est une solution particulière à l’équation non homogène

D2α
a+
z + a1D

α
a+
z + a0z = f(x) + a0C(x− a)α−1 (3.39)

lorsque C, C1et C2 sont des constantes réelles telles que C1+ C2 = C si les racines de

l’équation caractéristique de (37) sont différents, ou C1 = C. s’ils ne sont pas .

Exemple 3.3. soit 0 < α ≤ 1 et f ∈ C1−α([a, b]).Une solution générale à l’quation :

D2α
a+
y + 2Dα

a+
y + y = f(x) (x > a) (3.40)

est

yg(x) = Ce(x−a)
α + C2ε

(x−a)
α.l + u(x)− C

Γ(α)
(x− a)α−1 (3.41)

C2 et C étant deux constantes réelles arbitraires, et :

u(x) = e(x−a)
α ∗a ε(x−a)

α.l ∗a
[
f(x) +

C

Γ(α)
(x− a)α−1

]
(3.42)

Exemple 3.4. l’équation de différence ordinaire :

x′(t)− a2x(t) = 0 (3.43)

Selon la relation donnée Dny(t) = (Dpα
a+
y)(t).(t > a). peut etre transformé en équation

différentielle fractionnaire linéaire séquentielle :
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(D2α
0 x)(t)− a2x(t) = 0 (α = 1/2) (3.44)

dont la solution générale est :

x(t) = C1e
at
α + C2e

−at
α (3.45)

Toute solution à (3.43) est inclus dans la famille de solution à (3.45) parce que x(0) <∞ et

C2 = −C1. Alors

x(t) = C1

∞∑
j=1

[1− (−1)j] ajtjα+α−1

Γ [(j + 1)α]
(3.46)

qui est la solution générale bien connue à (3.43) .

Toute fois , x(t) = eatα existe une solution à (3.44) mais ce n’est pas une solution pour

(3.43).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté un extension de l’étude de quelques notions des équa-

tions différentielles ordinaires vers la version fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

et de Caputo.

Notons que cette étude est basée sur l’article de Bonilla, Rivero, Trujillo [1], et les livres

classiques des équations différentielles ordinaires.

On estime que cette étude peut être généralisés a un autre sens de calcul fractionnaire,

par exemple Katugambola.
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Résumé

Le but de ce mémoire est l’étude des équations diff érentielles linéaires d’ordre frac-

tionnaire, ceci est par l’étude et l’utilisation des équations différentielles linéaires ordi-

naires du second ordre. Nous allons d’abord examiner le calcule fractionnaire en présen-

tant les déférents définitions utilisées dans le calcul fractionnaire, nous étudierons ensuite

les équations différentielles linéaires du second ordre. On utilise ces techniques dans les

équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire.

Abstract

The aim of this memory is the study of linear differential equations of fractional order,

this is through the study and use of ordinary linear differential equations of the second

order. We will first examine the fractional calculus by presenting the different definitions

used in the fractional calculus, we will then study the second order linear differential

equations. We use these techniques in fractional linear differential equations.
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