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Résumé

ans cette these, nous avons considéré deux problémes d’évolution gouvernés par d’équation té-

légraphique fractionnaire en espace et en temps avec coefficients variable ou constants et une
condition aux limites de Robin. Les dérivées fractionnaires sont décrites au sens conformable. Nous
avons utilisé la méthode de Fourier et les propriétés de la dérivée conformable pour calculer la solution
analytique dans le cas ot1 les coefficients de I"équation télégraphique sont constants. Ensuite, nous avons
proposé un algorithme basé sur les polynomes de Tchebychev du quatriéme espéce et la méthode de
Newmark pour résoudre ce probleme d’évolution avec condition aux limites de Dirichlet. D’autre part,
nous avons généralisé notre travail avec une nouvelle méthode basée sur les polynomes de Legendre
et la méthode a-généralisée pour calculer la solution numérique de notre probleme d’évolution ou les
coefficients sont variables et la condition aux limites de Robin. Plusieurs exemples sont présentés pour

confirmer la fiabilité et 1’efficacité de chaque méthode proposée.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire confromable, Condition aux limites de Robin, Equation télégraphique,
Méthode de Fourier, Méthode de Newmark, Méthode a-généralisée, Polyndmes de Legendre,

Polynomes de Tchebychev.

n this thesis, we considered two evolution problems governed by fractional telegraphic equation in

space and time with variable or constant coefficients and a Robin boundary condition. Fractional
derivatives are described in the conformable sense. We used the Fourier method and the properties of
the conformable derivative to calculate the analytical solution in the case where the coefficients of the
telegraph equation are constant. Then, we proposed an algorithm based on Chebyshev polynomials
of the fourth kind and Newmark’s method to solve the evolution problem with Dirichlet boundary
condition. On the other hand, we have generalized our work with a new method based on Legendre
polynomials and the a-generalized method to calculate the numerical solution of the evolution problem
where the coefficients are variable and the Robin boundary condition. Several examples are presented to

confirm the reliability and effectiveness of each proposed method.

Keywords : Confromable fractional calculus, Fourier method, Newmark method, Legendre
polynomials, Robin boundary condition, Telegraph equation, Tchebychev polynomials, a-generalized
method.
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Introduction générale

u cours des dernieres décennies, le calcul fractionnaire a pris une importance consi-

dérable parmi les chercheurs. En fait, les opérateurs d’intégrales et de dérivées

d’ordres fractionnaires sont utilisés pour effectuer des simulations plus précises
pour divers évenements. Certaines applications du calcul fractionnaire comprennent le controle
optimal, les milieux poreux, la chimie, la biologie, "électrochimie, la viscoélasticité, I’électricité,
I"électromagnétisme, la propagation des ondes, les systémes ferroviaires électriques, lignes de
télécommunication, analyse des problémes de réaction cinétique, économie, finance, [11,13,16,
27]]. Actuellement, les opérateurs fractionnaires sont devenus des instruments puissants pour
développer des modeles plus précis que les modeéles classiques. Différents types d’opérateurs
fractionnaires sont décrits au sens local et non local.

Parmi les opérateurs non locaux, sont les dérivées au sens de Riemann-Liouville et de Ca-
puto, [13,16,27]. Les problemes qui contiennent la dérivée de Riemann-Liouville nécessitent des
conditions initiales incluant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a ¢ = 0, dont la signi-
fication physique n’est pas évidente, alors que dans le type de Caputo, les conditions initiales
sont similaires a la conditions initiales des équations différentielles ordinaires, qui contiennent
des dérivées d’ordre entier des fonctions a ¢t = 0, [16],20]. Ces dérivées non locaux ne satisfont
pas a toutes les propriétés du dérivée d’ordre entier. D’autre part, I'une des dérivées fraction-
naires locaux est la dérivée fractionnaire conformable et introduite par Khalil et al. [26]. Cette
dérivée fractionnaire satisfait toutes les propriétés de la dérivée d’ordre entier.

Dans cette these, on s’intéresse aux équations télégraphiques fractionnaires suivantes :

DI (DfYu (2,)) + 20D (2,) + bu (2,8) = PP (DPu (a,1)) (1)
+ fx,t), (2,) €Qr, 0<a<1,0< <1,

et

DI (1) + 2a (2, 8) DI (2, 8) + 0 (2, 1) u (2, 1) = w (2, ) DPu (1)

(2)
+ f(x,t), (x,t) €Qp, 0<a<1, 1< pB<2,

ouQyp:={(z,t): 0<x <1, 0<t<T}avecT > 0donné, Dﬁo‘) et DY représentent les dérivées



fractionnaires conformables a gauche d’ordre « et 5 par rapport a t et =, respectivement. f (x, 1)
est le terme source et a, b, w sont des constantes dans 'équation (1) et sont des variables dans
’équation (2) telles que a > b > 0 etw > 0.

Pour o = 8 = 1, I'équation (1)) est I'équation télégraphique classique introduite par Oliver
Heaviside en 1888, voir [22]. Cette équation est une équation hyperbolique linéaire du second
ordre qui modélise plusieurs problemes pertinents dans de nombreux domaines différents tels
que 'analyse du signal [25], la propagation des ondes [40], 1a théorie de la marche aléatoire [6].

On consideére les conditions initiales suivantes :
u(@,0) = (@), DiVu(@,0)=v(z), 0<z <1, (3)
et les conditions aux limites de Robin :

D (0,8) + Au (0,8) = g (£), pd < 0et ||+ M| >0,
oD (1,8) 4+ Ao (1,8) = h (1), podo > 0 et |pa| + [Ao] > 0.

ol p, 1, g, h sont des fonctions données.
Des cas particuliers des problemes d’évolution (1), B)-(4) et (2)-() ont été étudiés précé-
demment et résumés comme suit :

1w Lorsquea = 3 =1, 1y = o = 0et Ay = —\; = 1, plusieurs méthodes numériques considé-
rés pour résoudre le probleme d’évolution (I), (3)-() telles que fonctions de base radiale
des splines [14], méthode de Tchebychev [38], méthode de Galerkin multi-ondelettes de
Legendre [41], méthode de perturbation d’homotopie [31], méthode collocation spectrale
de Tchebychev [24], méthode de quadrature différentielle [36], méthode de collocation
B-spline [39]], méthode des ondelettes de Haar [8]], fonctions de Bessel [42].

ww Lorsque 0 =a+1 =2, = puy = 0et Ay = —)\; = 1, le probleme d’évolution (2)-@) a
été étudié par différentes méthodes comme le schéma de Crank-Nicolson et les ondelettes

de Haar [35]], méthode semi-analytique [28] et la méthode de collocation de Jacobi décalée
[21].

i Lorsque a, b, w sont des constantes dans (), 1 = ps = 0, \a = —\; = 1 et les déri-
vées fractionnaires en temps et en espace sont au sens de Caputo, de nombreux auteurs
ont contribué au développement de résultats analytiques et numériques du probleme (2)-
telles que les transformations de Laplace, de Fourier et la technique d’inversion des
transformations [23]], méthode de la double transformation de Laplace [15], méthode de
collocation B-spline cubique [30], nouvelles B-splines trigonométriques cubiques [19], une
approche sans maillage de la méthode de collocation [7], méthode des matrices d’opéra-
tions polynomiales de Bernstein [18].

A ma connaissance, le cas 0 < , 8 < 1 dans I'équation () et 1 < 3 = a + 1 < 2 dans ’équation

10
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et les conditions aux limites de Robin (4) sont considérés pour la premiére fois dans cette
theése. Notre objectif dans cette these est de proposer des méthodes pour résoudre analytique-
ment et numériquement les deux problemes d’évolution (I),(3)-(4) et (2)-().

Cette these se décompose en quatre chapitres de la maniere suivante : dans le premier cha-
pitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires
concernant le calcul fractionnaire conformable, polynémes de Tchebychev, polyndmes de Le-
gendre et la modélisation mathématique de I’équation télégraphique linéaire en dimension un.

Dans le deuxieéme chapitre, nous avons utilisé la méthode de Fourier et les propriétés de la
dérivée conformable pour calculer la solution analytique sous forme d’une série de fonctions
du probleme d’évolution (1), (3)-@). Nous avons présenté plusieurs exemples pour confirmer
la technique utilisée. Pour le cas j1; = po = 0 et Ay = —A; = 1 dans les conditions aux limites
de Robin (@), le probleme d’évolution (1)), (3)-(4) est un objet d'un article intitulé "Analytical
solution for the conformable fractional telegraph equation by Fourier method" publié dans un journal
international "Proceedings of International Mathematical Sciences", voir [2].

Le troisiéme chapitre est un projet d'un article intitulé "An efficient algorithm for solving the
conformable time-space fractional telegraph equations" publié dans une revue renommeée internatio-
nale "Moroccan J. of Pure and Appl. Anal. (MJPAA)", voir [3]. Nous avons proposé un algo-
rithme efficace pour résoudre numériquement le probleme d’évolution (2)-() avec les coeffi-
cients a, b et w sont des constants. Cet algorithme est basé sur les polynomes de Tchebychev du
quatrieme espece et la méthode de Newmark. Trois exemples numériques sont présentés pour
confirmer !'efficacité et la fiabilité de cet algorithme.

Dans le dernier chapitre, nous avons généralisé le travail du chapitre 3| avec une nouvelle
méthode pour la résolution numérique du probleme d’évolution (2)-@) avec a = 1 pour la
condition initiale (3) et 5 = 1 pour la condition aux limites de Robin ). Cette méthode est
basée sur les polynomes de Legendre et la méthode a-généralisée. Avec cinq exemples numé-
riques, nous avons présenté une étude comparative entre cette méthode, la méthode numérique
donné dans le chapitre 3 et quelque méthodes numériques disponibles dans la littérature. Cette
méthode donne une excellente approximation avec un petit nombre de points de collocation.

On termine cette thése par une conclusion générale et quelques perspectives.

S. Abdelkebir Problemes d’évolution pour des équations aux dérivées fractionnaires



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

@ ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les ou-
tils nécessaires concernant le calcul fractionnaire conformable, la transformée de Laplace
fractionnaire conformable, polynomes de Tchebychev, polynomes de Legendre et la modélisa-
tion mathématique de I'équation télégraphique linéaire en dimension un.

1.1 Quelques notions sur le calcul fractionnaire conformable

Dans cette section, nous commengons par rappeler quelques concepts sur le calcul fraction-

naire conformable.

Définition 1.1. (Les dérivées fractionnaires conformables & gauche et a droite, [1])

1. Soient f : [a,+0c0 [ — R est une fonction donnée et o € 0,1 |. Alors, la dérivée fraction-

naire conformable a gauche d’ordre a est définie par :

D@ (f) () := lim fliteltza)™)—f O}

e—0 g

(1.1)

Si D (f) (t) existe sur | a, +o0o [, alors DY (f) (a) = lim D) (f) (). Lorsque a = 0, nous
t—a

écrivons D@, qui est la définition originale introduit par Khalil et al. [26], et on dit que f

est a-différentiable chaque fois que D(®) existe.

2. Soient f : | — 00,b] — R est une fonction donnée et o € |0, 1 |. Alors, la dérivée fraction-

naire conformable a droite d’ordre « est définie par :

D () (8 1= — lig LEFEOZOT) =S (O

e—0 g

(1.2)

Si D (f) (t) existe sur | — oo, b[, alors DI (f) (b) = lim D\ (f) (¢).

t—b—

Propriétés 1.1. ( [1,26]) Pour f,g : [0,+00[ — Ret0 < a < 1, nous avons les propriétés

12



1.1. QUELQUES NOTIONS SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE CONFORMABLE 13

suivantes :
Si f est a-différentiable, alors f est continue. (1.3)
D (af +bg) = aD (f) + D (g), a,b € R. (1.4)
e {%tk " SikeNetk>a, w5
0 SikeNetk < a,
['(-) estla fonction Gamma d’Euleretn < a < n + 1.
( ) = 0 o1 C est une constante. (1.6)
' (f9) = D' (9) + 9D (). (1.7)
D) (i) _ gD (f) —QfD‘a) (9) avec g 0. 1.8)
g Y
Si f est n fois différentiable sur [a,+oo [ alorsona:
DO (f)(t)=(t—a)" " f (), n<a<n+l. (1.9)
Soit h (t) = (f o g) (t) telle que f et g sont des fonctions a-différentiables, alors
¥ (h) (t) =D (f) (g(1) - D (g) (t) - 9> (2). (1.10)

Définition 1.2. (Les intégrales fractionnaires conformables gauche et droite, [1])

1. Soient f : [a, 400 [ — R est une fonction donnée et o € ]0, 1 ]. Alors, l'intégrale fraction-

naire comfomable a gauche d’ordre o est définie par :

2 () (1) = / (z—a)* ™ f (x) du. (1.11)

2. Soient f : | — 00,b] — R est une fonction donnée et a € |0, 1 ]. Alors, 'intégrale fraction-

naire comfomable a droite d’ordre a est définie par :

b
0= [ 6-0 f @) (1.12)

Lemme 1.1 ( [1]]). Soient f : [a,+oo [ — R est une fonction donnée et o € |0,1|. Pour tout t > a,
nous avons :

1. Si f est continue, alors DT (f) (t) = f (1)
2. Si f est différentiable, alors TDY (f) (t) = f (t) — f (a).

Démonstration. 1. f est continue, alors Z¢ (f) () est différentiable. Donc, en appliquant (1.9)

S. Abdelkebir Problemes d’évolution pour des équations aux dérivées fractionnaires



1.1. QUELQUES NOTIONS SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE CONFORMABLE 14

sur Z2 (f) (t), on obtient :

2. f est différentiable et avec (T.9), ona DI (f) (t) = (t — a)'~* f' (t). Alors, nous avons

LD (N0 = [ -0 DO (@ = [ - - ) () de

]

Théoreme 1.1 (Intégration par parties, [1]). Soient o € 0,1 ] et f, g : [a,b] — R sont des fonctions
données telle que f g est une fonction différentiable. Alors, nous avons :

/ £ (@)D (g) (2) (x — a)*dx = £ (b) g (b) — f (a) g (a)

. (1.13)
- [4@D0 (1)@ (2 - 0 e
Démonstration. En utilisant et (I.7), on obtient :
b
LD (f9) () = [ (o= )" D (7g) (0) da
b
[ [F@ P (9) @)+ 9 () DI (1) (@)] o (114
b b
— [(@-a @D @ @ dat [ - g @)D () (0) da
fg est différentiable et avec Lemme nous avons :
2D (fg) (b) = f (0) g (b) = f (@) g (a). (1.15)
De et (1.15), on trouve (1.13). O

S. Abdelkebir Problemes d’évolution pour des équations aux dérivées fractionnaires



1.2. LA TRANSFORMEE DE LAPLACE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE 15

1.2 La transformée de Laplace fractionnaire conformable

Dans cette section, nous présentons la définition de la transformé de Laplace fractionnaire

conformable et certaines des ses propriétés.

Définition 1.3 (La transformée de Laplace fractionnaire conformable, [1]). Soient o € ]0,1 |
et f : [0,+00 | — R est une fonction donnée. Alors, la transformée de Laplace fractionnaire

conformable d’ordre « est définie par :

t% T t%

+o00
L Af)}=Fa(s):= /O tlf(t) e *adt = lim t L (t) e S dt. (1.16)

T—+00 0
Sia =1, alors (L.16) est la définition classique de la transformée de Laplace.

Théoreme 1.2 ( [1]). Soient o € 10,1 ]et f : [0, 400 [ — R est une fonction différentiable. Alors,

Lo D (f)(t)} = sFa(s) — f(0). (1.17)

Démonstration. Avec (1.9), nous avons

LAPTN@O} = L | €7PO (D BeEde
= lim [ MO () e T dt

T—+00 0

en utilisant l'intégration par parties, on obtient :

Lo AD (£) (1)} = Tim |/ (t)efs%}ﬁ i [ st f () e dt

T—+00 T+ Jq
T

— —f(0)+s lim [ tUf () et

T—+00 0

= sFa(s)— f(0), s>0.

]

Lemme 1.2 ( [1]]). Soient oo € 0,1 ] et f : [0,+00 | — R est une fonction telle que L, {f (t)} (s) =
Fo () existe. Alors, nous avons :

Fuls) =L { f ((m)l/a)} (s), (1.18)
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ot L est la transformée de Laplace classique telle que
+oo

LA} (s) = F(s) = f(t)e .

0

Démonstration. Avec le changement de variable z = £, on obtient :

T o T

Fo(s) = lim t*lf (t)e*adt = lim f ((ax)l/a> e dr =L {f ((ozx)l/a)} (s).

T—=+00 Jg T—=+00 Jo

Exemple 1.1. En utilisant (1.18)), nous obtenons :
@ (62 /o)
1. L, {sin (wE)} (s) =L {sin <wW) } = L{sin (wt)} = 52,5 > 0.

2. £ feos (05)} (9 = £ {eos (N = Lfeos@0) = i, 5 >0

Définition 1.4 (Ordre exponentiel fractionnaire conformable, [5]). Soit a € ]0,1 |. Une fonction
f est dite d’ordre exponentiel fractionnaire conformable i, sil existe des constantes M > 0 et

to > 0 telle que
f ()] < Met's, t > t,.

Théoréme 1.3 (Existence de la transformée de Laplace fractionnaire conformable, [5]). Soit f une
fonction continue par morceaux sur [0, +oc [, et d’ordre exponentiel fractionnaire p, alors la transformée
de Laplace fractionnaire conformable F, (s) de f existe pour tout s > fu.

Démonstration. f estd’ordre exponentiel fractionnaire conformable 4, alors il existe des constantes
M > 0etty > 0 telle que

FO] < Me's | > 1.
De plus, f est continu par morceaux et d’apres (1.16) nous avons :

+oo «
I= / t (e Sadt =1, + I,
0

e

ouly = [Pl f (t) e S dtet [, = e f (t) et dt.
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Pour t € [0, t], f est continu par morceaux. Soit B = max |f (¢)|, alors

0<t<tg
to
[fereal < [
0 0
to Lo
< B/ e e dt
0

t§
1 —e%o
)
s

1Lf (1) e | dt

<B

d’ot, 'intégrale I, existe.
Pour t € [ty, +00 [, nous avons :

lim / 71 f (1) ‘sdt‘< lim [ | f ()] e de
t

T—+00 T—+00 to

T

<M lim | t* e G5 gt

T+ Jq

En utilisant le changement de variable 2 = (s — x1) £, on obtient :

lim/ttalf() e d 'S M,

T—r400 S— U

d’oti, l'intégrale I, est convergente pour s > pu. Par conséquent, la transformée de Laplace

fractionnaire conformable existe pour s > p. O

Propriétés 1.2. 1. La transformée de Laplace fractionnaire conformable est un opérateur li-

néaire :
Lof{pf @) +Ag )} (s)=pla{f®)}+Aafg®)}, (1.19)

ou /. et A sont des constantes réels.

2. Nous avons :

L. {f (t) e—’f%} (s)= L {f ((at)l/“)} s> k. (1.20)

s=s+k ’

3. Soienta € |0,1 ] et f (¢) et g (t) sont des fonctions. La transformée de Laplace fractionnaire

conformable de la produit de convolution de f et g est donnée par :
La{(f*9) (1)} = Fa(s)Gals), (1.21)

o = Jy (=) g () =
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Démonstration. 1. Trivial par
2. En utilisant Lemme [I.2] on obtient :

= £{f ((at)") e} (s)
S T
Par exemple :
e e S s+ k
L, {cos (w;) e s } (s) = L{cos (W) },—sir = $2 4 w? R - (s 4+ k)* +w?’

et

W

N

o fsin (W5 ) e} 9 = Lo s = 2

o 52 + w2

3. D’aprés Lemme 1.2 et la définition de convolution, on a :

LA+ 9 O} () = £{(F ) () } (5
- /0%o (f % g) ((at)l/o‘> e dt

_ /0+°° (/Otf <(a (t— g;))l/a) g <(ax)1/a> d:p) et dt.

En utilisant le théoréeme de Fubini, on obtient :

Lol @ = [ [ (@l a)) g (e ) et

On pose y =t — z, nous avons :

Lol @0 = [ [ (@) g () ) ey

([ () e} ([ ot ) i)
= c{r (")} () £{g ((0x)"*) } (5

L PO} £a (D} (9
= Fo (5)Ga (5).
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1.3 Polynomes de Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev sont largement utilisés dans ’analyse numérique, 1’approxi-
mation des moindres carrés, 'approximation polynomiale, I'intégration numérique et les mé-
thodes spectrales pour les équations aux dérivées partielles. Il existe quatre type des polyndomes
de Tchebychev. Dans cette thése, on considére les polynémes de Tchebychev du quatrieme es-

péce qui sont des solutions de 1'équation différentielle ordinaire suivante, [29] :
(1-2?)y" () — 2z + 1)y (z) +n(n+1)y(z) = 0.

Les polynomes de Tchebychev du quatrieme espece notés par W, (z).

Définition 1.5 ( [29]). Le polynome de Tchebychev du quatrieme espece W, (x) est un polyndome

de degré n en x défini par :
(1.22)

oux = cosfetf [0,

Figure1.1{ présente les graphes des premiers polynomes de Tchebychev W, (z).

FIGURE 1.1 - Les polyndmes de Tchebychev W, (x) aux différentes valeurs de n.
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Proposition 1.1 ( [29]). Les polyndmes de Tchebychev du quatrieme espece W, (x) sont orthogonaux
dans U'intervalle [—1,1] par rapport la fonction poids w (x) = |/{= c’est a dire

1 1—xW - J T si n=m,
[ i@ Wa @ =4 "

Démonstration. Soient n,m € N etz = cos (). Nous avons :

1. Sin # m, alors,

/ ;i n )Wm(x)dxzQ/OWSin(n—i—1/2)68in(m+1/2)9d9

:/Oﬁ[cos(n—m)ﬁ—cos(n—l—m)@]d@

™

_[sin(n—m)@ sin(n+m)0
B n—m n+m 0

=0.

2. Sin = m, alors,

1—1: ” ,
/ 1—i—x = sin? (n + 1/2) 6d6

/ [1 —cos(2n+1)6]do

sm 2n—i—1)9
2n + 1 0

= T.

]

Proposition 1.2 ( [29]). Les polynomes de Tchebychev du quatrieme espéce W, (x) vérifiant la relation
de récurrence d’ordre deux suivante :

Wg (LC) = 1,
Wi (z) = 22 + 1, (1.23)
Wn (l’) = 2$Wn_1 (l’) — Wn 2 ( ) Yn > 2

Démonstration. Soit x € [—1,1] et z = cos (f). Nous avons :

sin(n+1/2)0 +sin(n—2+1/2)0 = 2cos () sin(n — 1+ 1/2) 6.
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En divisant par sin (6/2), on obtient :

sin(n+1/2)0 sin(n—2+1/2)60

cos sin(n—1+1/2)60
sin (6/2) s 2es@)

sin(0/2)

d’ot1 le résultat (1.23). O

Proposition 1.3 ( [29]). Les polynomes de Tchebychev du quatrieme espece sont de cas particulier des
polynomes de Jacobi c’est a dire
22n

W, (x) = %PS/Q’AM (z) = 2" P22 (1)

Alors, la forme explicite des polyndmes de Ichebychev du quatrieme espéce est donnée par :

n

2"k (20 — k + 1) .
W"(x):g(_l)kf(k;—kl)l“(%—%%—l) e+ 1",

ot I (+) est la fonction Gamma d’Euler.

Proposition 1.4 ( [29]). Les zéros de W, (x) sont de la forme :

k
T} = COS T L k=1,2,... n.
n+1/2

Démonstration. D’apres (1.22), les zéros pour = dans [—1, 1] de W, (z) doivent correspondre a

les zéros pour 6 dans [0, 7] de sin (n 4 1/2) 6, i.e.

(n+1/2)0 =kr, k=1,2,...,n,

_ _km s z . _ km
dong, 0 = 73 c’est a dire x;, = cos (n+1/2>. O

1.4 Polyndomes de Legendre

Les polynomes de Legendre, appelés aussi fonctions de Legendre, sont des polyndmes or-
thogonaux et sont un cas particulier des fonctions ultra-sphériques et des polyndmes de Jacobi.
IIs se posent dans de nombreux problemes en particulier dans ceux impliquant des coordon-
nées sphériques. Dans les coordonnées sphériques, les polyndomes de Legendre remplissent
une fonction majeure, puisque la dépendance angulaire est mieux gérée par les harmoniques
sphériques définies en termes de polyndmes de Legendre. Il existe deux type de polynémes de

Legendre.
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Dans cette these, on considére le premier type de polyndémes de Legendre qui est une solu-
tion de I'équation différentielle suivante, voir [17] :

(1—2)y" (z) — 22y (z) +n(n+1)y(z) = 0. (1.24)

Les polynomes de Legendre du premiere espéce sont notés par P, (z).

Définition 1.6 (Les polynomes de Legendre P, (), [17]). Le polyndme de Legendre du pre-

miere espéce est un polyndme de degré n en = défini par la formule de Rodrigues :

Pa(@) =~ [(a? 1)), (1.25)

ou x est un variable réel ou complexe.

Figure[1.2| présente les graphes des premiers polynomes de Legendre P, (z).

PO
1 ‘? -
s, \\ }/ l.
/
\ P,(0) P, i/
05 N ‘ | /-
oy / S = /
~ '\
Va
E gt X R
o E

P ) ‘. ! I
- 0.5 0 05 1

FIGURE 1.2 — Les polyndmes de Legendre P, (x) aux différentes valeurs de n.

Proposition 1.5 ( [17]). La forme analytique du polynome de Legendre de la premiere espece est donnée
par :

n—2k

(3] k
P, () (—=1)" (2n — 2k)!

1
- N 1.26
2 2t -k -2k " (126)

oil [2]est la partie entiére de n /2.

Démonstration. En utilisant la loi binomiale de Newton et la formule de Rodrigues (1.25) , on
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obtient :
-SSR
B 2% i k! (7: 1—)2 !dnfzjn%
o Z K (n = k)! ( n —_22/5) ",
Puisque 2n — 2k dans la combinaison doit étre supérieur ou égal a n, donc 0 < k < [2]. 0

Définition 1.7 ([17]). La fonction génératrice du polyndme de Legendre P, (x) est donnée par :

+o00 1
Y tp, (1) = ——— (1.27)
— V1—2zt 4t

Proposition 1.6 ( [17]). Les polynomes de Legendre de premiere espece P, (x) satisfont la formule de
récurrence suivante :

PO (Z‘) = 17
P, (x) = %xPn (z) = 5P (x), n €N,

Démonstration. En dérivant par rapport a ¢ la fonction génératrice (1.27)), on obtient :

—1
n Z "B, ( - .
(1 — 20t +2) V1 — 2xt + 12
En multipliant les deux cotés par 1 — 2t + t? et d’apres (1.27), nous obtenons :
+oo T —t +o0
n (1 — 2zt + ¢ t" P (1) = —————— = (x — 1 t"P, ().
( )2 = e R

Soit chaque t élevé a la puissance n :

+oo +oo
(n+1) Z t"Poy1 () — 2nx Z t"P,(x)+ (n—1 Z t"P,1(z)=x Z t"P, ( Z t"P,_1 (

n=0 n=1

En égalant le coefficient de ", nous obtenons la formule de récurrence (1.28)) O

Lemme 1.3 ( [17]). Les polyndmes de Legendre du premiere espece forment un ensemble orthogonal sur
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Uintervalle [—1, 1] c’est a dire

1 0 si n#m,
(P, Pp) = / P, (z) Py, (x)dx = (1.29)
-1 %H Si n=m.
Démonstration. 1. Pour n # m, P, et P, sont des solutions de 1’'équation de Legendre (1.24),
alors
d 2 /
o [(1-2%) P ()] +n(n+1)P, (z) =0, (1.30)
d
- [(1—2%) P, (z)] + m (m+1) P, (z) = 0. (1.31)
T

En multipliant (1.30) par P, (x) et (1.31) par P, (x) et avec la différence, on obtient :

P, () (dix [(1—2%) P, (2)] +n(n+1) P, (x))

d

(1.32)
—P,(z) | — [(1=2%) P, (x)] + m(m+1) Py, (z) ) = 0.
dx

En intégrant I’équation (1.32) par rapport a « entre —1 et 1, on obtient :

[ pa (10 @) )t [ 2ao) (i[04 B )] ) o

—I—[n(n—|—1)—m(m—l—1)]/1Pn(x)Pm(x)dx:O.

La preuve est faite en utilisant I'intégration par parties.

2. Pour n = m et en utilisant la fonction génératrice (1.27), nous obtenons :

+oo 1

S tP, (1) = e, (1.33)
— V1—2xt 4t

+o0 1

ST P, (1) = ——— (1.34)
— V1—2xt +t2

En multipliant (1.33) par (1.34), on obtient :

+oo +o00
1

SN P, () Py (z) = T

n=0 m=0
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En intégrant les deux cotés par rapport a v de —1 a 1, on obtient :

fft“m (/llpn(x)Pm(x)d:c) :/1%’

n=0 m=0

Puisque fjl P, (z) Py, (x)dz = 0 pour n # m, doncona:

—+00 1 1
dx
2 P (x)dx )= | ————
; (/_1 w (7) m) /_11—2xt+t2

— —2% [ (1 — 22t + %),

:%[ln(l—l—t)—ln(l—t)]

1 +oo thrl +oo tn+1
= — 1"

+o0
—~ 2n+1
En égalant les coefficients de 2" on trouve :

1
2
/P3<x>dx= |

1 2n+1

et la preuve est terminée.

1.5 Modélisation mathématique d’équation télégraphique

Afin de pouvoir modéliser les équations télégraphiques, il est nécessaire de comprendre les
principes de base de 1’électricité.

Définition 1.8. (Loi d’Ohm, [12, Ch.3]) La loi d’Ohm décrite la relation entre la tension, le cou-

rant et la résistance dans un circuit électrique.

Définition 1.9. (Premiere loi de Kirchhoff, [12, Ch.3]) La premiére loi de Kirchhoff stipule que
le courant circulant dans une jonction, dans un circuit ou un nceud, doit étre égal au courant

sortant de la jonction ou du noeud.

Définition 1.10. (Deuxiéme loi de Kirchhoff, [12, Ch.3]) La deuxiéme loi de Kirchhoff stipule
que, pour tout chemin en boucle fermée autour d'un circuit, la somme des gains de tension et
des chutes de tension est égale a zéro. Cela implique qu’aucune énergie ne peut étre perdue ou
gagnée par le circuit, donc le changement de tension total doit étre nul.
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On considére un morceau infiniment petit de fil de cable télégraphique comme un circuit
électrique illustré dans Figure D’autre part, on suppose que le cable est imparfaitement
isolé de sorte qu’il existe une fuite d"une capacité et de courant a la terre.

i(x, 1) i(x +dx, t)
— —_—
A Ldx Rdx B
+T—Uiiiiiiiiiiii AVAVAVAY s
u(x,t) Gdx — Cdx ulx +dx,t)
® -
x X +dx

FIGURE 1.3 - Fil télégraphique avec fuite.

Soient

x = est la distance de 'extrémité d’envoi du cable,
u(x,t) = est la tension en tout point et a tout moment,
i (z,t) = Courant en tout point et a tout moment,

R = désigne la résistance du cable,

L = désigne I'inductance du cable,

G = désigne la conductance a la terre,

C = désigne la capacité a la terre.
Ensuite, par la loi d’Ohm, la tension aux bornes de la résistance est donnée par :
V =iR. (1.35)
De plus, la chute de tension aux bornes de I'inducteur est donnée par :

u=L—

o (1.36)

La chute de tension aux bornes du condensateur est donnée par :

u:%/Mt (1.37)
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La tension a la borne B est égale a la tension a la borne A moins la chute de tension le long de

I'élément AB. D’apres (1.35)-(1.37), nous avons :
i

u(x+de,t) —u(z,t) = — (Rdzx)i— (Ldx) pre (1.38)
En devisant (1.38)) par dx et faisant dz — 0, on obtient :
ou i
. Ri-LZ 1.
e Ri T (1.39)

De méme, le courant a la borne B est égal au courant a la borne A moins le courant de fuite a la

terre, doncona:
i(x+de,t)—i(x,t) = —(Gdr)u —icdx. (1.40)

Le courant traversant le condensateur est donné par :

ic = cg—?. (1.41)

En devisant (1.40) par dx et faisant dz — 0, on obtient :

i Ju
pre —Gu — C’E. (1.42)
En dérivant (1.39)) par rapport a z et (1.42) par rapport a ¢, obtient :
d%u i 9%
. — R [/ .
Ox? R&x Orot’ (143)
et
0% ou 0%u
5100 _GE - CW' (1.44)
En remplacant (1.44) dans (1.43), on obtient :
0%u Oi Ou 0%u
ke —R% + LG’E + LCW' (1.45)
En remplacant (1.42) dans (1.45), on obtient :
0*u 0*u ou
i LC’w + (RC + GL) Fn + GRu. (1.46)

En dérivant (1.39) par rapport a ¢ et (1.42) par rapport a z, puis en éliminant les dérivées de u,
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on obtient :
ﬁ —LC@+(RC+GL)@+GRZ' (1.47)
ox2 T of? ot ’ '
Remarque 1.1. On peut reformuler les deux équations (1.46) et (1.47) comme suit :
Uy (2, 1) + 2auy (x,1) + b*u (2,1) = Wiy, (7, 1) (1.48)
et
i (2, 1) 4 2aiy (2,1) + 0% (2,1) = Wigy (7,1), (1.49)

otr2a =L+ & p? = ¢ etw = L. Les deux équations (1.48) et (1.49) sont connues sous le nom

d’équation télégraphique.
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CHAPITRE 2

RESOLUTION ANALYTIQUE D’EQUATION
TELEGRAPHIQUE FRACTIONNAIRE AVEC
COEFFICIENTS CONSTANTS

@ ans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode de Fourier et les propriétés de calcul frac-
tionnaire conformable pour déterminer la solution analytique du probléeme d’évolution
(1, (B)-@) sous forme d'une série de fonctions. Quatre exemples sont présentés pour valider
la méthode utilisée. Pour le cas y; = s = 0 et A\, = —\; = 1 dans les conditions aux limites
de Robin (4), le probleme d’évolution (T), (3)-() est un objet d’un article intitulé "Analytical so-
lution for the conformable fractional telegraph equation by Fourier method" publié dans un journal

international "Proceedings of International Mathematical Sciences", voir [2].

2.1 Probleme de Cauchy

Dans cette section, nous introduisons le théoreme principal, qui est utilisé dans ce chapitre.

Théoreme 2.1. ( [2|]) Soient g : [0, +00 [ — R est une fonction dérivable et 1,y € R, tels que n < .
Pour tout 0 < o < 1, le probleme de Cauchy suivant :

DI (D[ (1)) + 20Dy (1) + 47 (6) = 5 1) -
Y (O) = Yo, Dt(a) (0) = Y1,
admet une solution unique donnée par :
— e Tl L Yty e e
y(t) = yoe " cos VE=nt— | + ——=———=¢ " sln v —n?—
! (i ) 2.2)

1 t o “\ d
+ —— / g ((t“ — ra)l/a> e " sin ( V- 7727—) s
A //y -1 0 (6% T

29
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Démonstration. D’apres (1.16) et (1.17), nous avons :

Lo{y®)} = Va (), Lalg(®)} = Ga(s),
LoADy (1)} = 5Va (5) — w0,
£ DI (DY (1) } = 5V () = 530 — .

En utilisant (1.16)) et (2.1)), nous obtenons :

Y, (s) = Hols =) Yo + Ga (5)

“ 2425 +72 24 2ms+72 52+ 2ns + 42

Yo (s +1) n yon + y1 N Ga (8)
(s+n)2+72=n2 (s+0)°+2=n2 (s4+n)°++2—n?

(2.3)

Avec la transformée de Laplace fractionnaire inverse et (1.20), on obtient :

E;l { ( Yo (S + 77) } (t) — yoe—n% cOS <\/fy2 — T]Qg) y (24)

s+n)” +92 =0

_ + 1 Yon +yr > e
L 1{ Yol } t) = ——"—¢ "a sin (\/ 2 2—) 25
“As+n)?+92 -2 ) V2 —n? T 29)

et de (1.20) et (1.21)) , nous obtenons :

-1 Ga (3) 1 -1 1 V=2
c - L1{Ga (s)} (8) % L !
: {(8+n)2+'y2—n2} V-t 1 (o)1) {(8+77) +72—772}(t)

() e )
o 2 _ 2 9 7 a ) Floa
Y n=Jo

(2.6)

Par conséquent, de (2.4), (2.5) et (2.6) nous obtenons (2.2). H

2.2 Probléeme de Sturm-Liouville conformable

Dans cette section, nous discutons du probléeme aux limites qui consiste a 1’équation diffé-

rentielle conformable suivante :

DY (D& (2)) + A\(z) =0,0<z <1, 0< B <1, (2.7)
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et la condition aux limites de Robin avec dérivée conformable

Mlpg’ﬁ)q)(o) + )\1(1)(0) = Oa ﬂ1>\1 < 07 ‘:ul‘ + ‘)\1‘ > 07

5 L 0<B<1. (2.8)
DB (1) + M®(1) = 0, pada > 0, |po] + [Aa] > 0.

Le probleme (2.7)-(2.8) est appelé probleme de Sturm-Liouville conformable. Si 3 = 1, probleme
2.7)-(2.8) a été étudié dans [4, Chap.19]. Dans cette section, nous généralisons ce probléme a
l’ordre fractionnaire conformable. Il est clair que ®(z) = 0 est une solution triviale de (2.7)-(2.8).

La résolution du probleme (2.7)-(2.8) signifie de trouver des valeurs de \,, n € N appelées
valeurs propres et les solutions non triviales correspondantes ¢,,(z) appelées fonctions propres.

Théoreme 2.2. Les valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville conformable (2.7)-(2.8)) sont simples,
c’est-a-dire que si A est une valeur propre de (2.7)-(2.8) et ®,(z), ®o(x) sont les fonctions propres cor-
respondantes, alors ®,(x) et ®o(x) sont linéairement dépendants.

Démonstration. Soient ®,(z) et ®5(z) deux solutions du probleme(2.7)-(2.8), nous avons :

DY) (DP)®, (2)) + APy (z) =0, (2.9)
et
DY) (DY@, (z)) + ADy(z) = 0. (2.10)

En multipliant par &, et par ®, et avec la différence, on obtient :
@, (2) D) (D)@, (2)) — @4 (2) DY) (DY@, () = 0. (2.11)
Avec la propriété (1.7), devienne :
DY) [0y (2) D)@ (7) — @y (2) D@y (2)] =0 (2.12)
En utilisant (I.6), nous obtenons :
Oy (2)DP D, () — B, (2)DPDy(2) = C, C €R. (2.13)
P, (z) et 4 () satisfont les conditions aux limites (2.8)), doncon a:

D@1 (0) + A4 (0) = 0,
1 D @4(0) + A o (0) = 0.
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ce qui implique ®; (0) DY@, (0) — @, (0) D' ®; (0) = 0. D’apres (@.13), on obtient :
qui impliq p

Oy (2) D@1 () — @1 (2)DY) Po(x) = 0, Va € [0,1], (2.14)
d’ot, @4 (z) et ®5(x) sont linéairement dépendants. O

Théoreme 2.3. Soient ()\,) sont les valeurs propres et (®,,(z)) sont les fonctions propres correspon-
dantes du probleme de Sturm-Liouville conformable (2.7)-(2.8). Alors, la suite de fonctions (®,(x)) est
orthogonale sur [0, 1] par rapport a la fonction de poids x — z°~1 avec 0 < 3 < 1.

Démonstration. Soient \; et \;, i # j des valeurs propres, et ®;(x) et ®,(x) les fonctions propres
correspondantes du probléme (2.7)-(2.8). Nous avons :

DY) (DY ®;(x)) + N\i®;(x) = 0, (2.15)
et
Dg(f) ('D;B)q)j(z)) +X,;®;(z) = 0. (2.16)

En multipliant (2.15) par ®;(z), (2.16) par ®,(z) et avec la différence, nous obtenons :
DY) [@; () DOy (x) — @, () DPD,(2)] + (i — Ay) Bi(2)®; () = 0 (2.17)

T

En appliquant I'intégration fractionnaire conformable (1.11) sur (2.17), on obtient :

1
(\ — ) / D, (2)0 (1) = B; () DOD,(x) — B, (1) DO, (2)[L. (218)
0
®;(z) et ®,(x) satisfont les conditions aux limites de Robin (2.8), doncon a:
e
D25 (0) + 0P (0) =0, | p2DE@;(1) + Aay(1) =0,
il est nécessaire que
©,(0)DY2;(0) — @;(0)DY@;(0) = 2;(1)DLV (1) — @;(1)D @i(1) = 0.
Ainsi, I'équation (2.18) se réduit a
1
(A=) / 2771, (2)®;(v)dz = 0, (2.19)
0
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mais \; # \;, donc [ #%71®,(2)®;(x)dx = 0. O

Théoréme 2.4. Nous avons :

1. Toutes les valeurs propres du probleme de Sturm-Liouville conformable (2.7)-(2.8)) sont strictement
positives.

2. Les valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville conformable (2.7)-(2.8) satisfont I'équation
algébrique suivante :

tan (‘/X> _ (e — pd) VA (2.20)

7 pifi2A + Ao

3. Le probleme de Sturm-Liouville conformable (2.7)-(2.8) admet une suite des valeurs propres ()
strictement croissante telle que

Ap — +00.

n—-+400

Démonstration. Nous avons :

1. Soient A une valeur propre et ®(x) # 0 est une fonction propre associé du probleme (2.7)-
(2.8). Nous avons :

DY) (PP ®(z)) + \d(z) = 0. (2.21)

En multipliant (2.21) par ®(z) et en utilisant 1'intégration par parties (1.13), on obtient :

)\/1 2102 (z)de = — /1 271D (DLd(x)) ®(x)dx

2

_ _c1>(a:)2>§®(x)\;+/olxﬁ1 [D2D(x)]” do

xT

= O(0)DD(0) — &(1)DID(1) + /1 27 [DPD(2)]” da.

®(z) satisfait les conditions aux limites (2.8)), doncon a:

—292(0) + 282(1) + [} 27 [DED(2)]" dr
f01 2P-102(z)dx

A= > 0.

2. En appliquant Théoreme|l.2|sur I’équation (2.7) et avec Exemple on obtient :

® (z) = @ (0) cos (ﬁ%) + w sin (\/Xx—;) . (2.22)
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En utilisant (2.22) et (2.8)), nous obtenons le systeme linéaire suivant :

DY D (0) + A @ (0) =0,
[,ug oS (\/_/6> + fsm (V_/ﬁﬂ PP d (0) (2.23)
+ [)\2 Cos (\/_/B> — jip\/Asin (\/X/,B)] ¢ (0) =0.

La fonction propre ¢ () # 0 est équivalent le déterminant du systeme linéaire (2.23)) est
nul, c’est a dire

21 A1

Lo COS <\/_/ﬁ> + f sin (ﬁ/ﬁ) Az COS (ﬁ/ﬁ) — paV/ Asin <\/X/5>

avec simplification de (2.24), on obtient (2.20).

3. Soit la fonction x définie par :

| =0, (2.29)

o \/_X B (M1/\2 - ,M2>\1) \/X
w(3) = tan ( g ) fiipo + MAy

i La fonction x est dérivable sur |0, 400 | et sa dérivée donnée par :

1 + tan? <\/X/5) (L2 X2 — 1A A3) ( )\ > 0
28V - 2V (papia A + M Ag)? -

K (\) =

Y

d’ot, k est strictement croissante sur |0, 400 [.

= On montre la proposition suivante :

(2n+ 12728 (20 + 3272
4 ’ 4

Vn e N, 3\, € ] [ telle que k (\,) = 0.

Nous avons :

k() — oo et K(\) ——— +o0.
>\>_(>] (2n+12127\'2['32 )\<_9 (2TL+32127F262

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires et la croissance de la fonction « il

existe unique A, € ] (Q"HA{Z”% : (2"+3i2”26 * [ telle que s (\,) = 0.

D’autre part, nous avons :
-VneN, A\, >0,
-VneN, Ay — A, >0,
Donc, A\, —— +oc.

n—-+4o0o

]
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2.3 Equation télégraphique conformable en espace et en temps

Dans cette section, on résoudre analytiquement le probleme d’évolution (T), (3)-(4). La condi-
tion de Robin (4) est une généralisation pour les conditions de Dirichlet et de Neumann.

Remarque 2.1. Nous avons :

1. Si:py = pg = 0, alors les conditions @ sont appelées la condition aux limites de Dirichlet.

2. Si: A = Ay = 0, alors les conditions aux limites (4) sont appelées la condition aux limites

de Neumann.

3.Si: A\ =0etuy =00upu =0et\ =0,alors les conditions aux limites {#) sont appelées

les conditions aux limites mixtes.

4. Si:u; = 0ou uy = 0, alors la condition aux limites {@) est appelée condition aux limites de
Dirichlet-Robin.

5. Si: A\ =0ou Ay = 0, alors la condition aux limites (4) est appelée la condition aux limites

de Neumann-Robin.

En utilisant la méthode de Fourier (méthode de séparation des variables) ot ¢ (x) et ¢ (z)

sont des fonctions continues satisfaisant

1D (0) + M (0) = g (0), A <0, ]+ M| >0,

-9 0<p<1
12D (1) + Ao (1) = h(0), pr2da > 0, |paa| + [Aa] > 0. N

et g (t), h (t) sont des fonctions de classe C*.
Afin de résoudre analytiquement le probleme d’évolution (I), (3)-(4), nous transformons
d’abord la condition de Robin non homogene (@) en une condition de Robin homogene. Soit
w(a, 1) = V(@,1) + W(a,1),
ou V (z,t) est une nouvelle fonction inconnue et W (x,¢) est donné par :
9(t)
1

+ Puh()=Aag(t)] zP si M1 = U = 0,A\1 <0,X > 0.

A BA1 A2 )
P — 228 .
Wia,t) = | 25 + larlhutie S =Ao =0, <0y >0. (225
(Q2g(t)—=Aih(t))z?? (Aztp2)g(t)—p1h(t) .
2/3(;9\2—#21)\1—)\1)\2) o u21)\23u2/\1—>\11)\2 ’ si Aipin < 0, Agpip > 0.

dans lequel satisfait les conditions aux limites :

(2.26)

S. Abdelkebir Problemes d’évolution pour des équations aux dérivées fractionnaires



2.3. EQUATION TELEGRAPHIQUE CONFORMABLE EN ESPACE ET EN TEMPS 36

et la fonction V' (z, t) est la solution du probleme suivant :

(D (DI (2,1)) + 20DV () + 82V (i, ) = DL (DV (w,)) + f(w,1),

V(2,0) = ¢i(x), DYV(2,0) =tn(z), 0<z <1, (2.27)
DV (0,8) + MV (0,t) = 0,

DLV (1,8) + AV (1,8) =0,

ou

F (@)= =D (DIW (w,)) = 20D{W (w,8) = B*W (2,8) + f (a1)

o (x) — W(z,0),
Y () — DWW (x,0),

@1 ()
Y1 ()

Tout d’abord, nous cherchons la solution homogene V (z, t) de (2.27) en supposant que (f(x,t) =
0). En utilisant la méthode de séparation des variables, on pose

V(z,t) = X(2)Y(t),
en substituant dans (2.27)), nous obtenons le probleme de Sturm-Liouville conformable suivant :

D (DX (2)) + AX(2) =0,
1P X(0) + A1.X(0) = 0,
2D X (1) + A X (1) = 0.

D’apres Théoréme les fonctions propres X,,(z) sont orthogonales sur [0, 1] c’est a dire

1 0 i n#m,
(Xo(2), Xon(2)) = /O X Xhr = 4 o7 (2.28)
. si n=m.

Maintenant, nous cherchons une solution V' (z,t) du probleme non homogene (2.27) sous la

forme suivante :
+o0
V(z,t) =) Ba(t)Xu(x). (2.29)
n=0

Pour déterminer B, (t), nous développons f(z,t) comme une série de Fourier par les fonctions
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propres X,,(z),
~ I _ 1 1 _
Fla) =3 F0Xa), avee )= 7 [ o fw 0% )i (230)
n=0 n J0
En substituant (2.29), (2.30) dans (2.27), on obtient :
(o) (o) (o) 2 _f
D <Dt Bn(t)> + 24D B (t) + (1 + Aw) Ba(t) = f(2). (2.31)

Puisque V (z, t) satisfait les conditions initiales de probleme (2.27), nous avons :

pr(a) = 3 Bu(0)X,(x).

n=0 (2.32)
bi(x) = D DIV B, (0)X,(x),
n=0
ou
' B
B, (0 :L/ 2P () X, (x)dz, n €N,
0 =7 [ @ a@)Xa) 03
DB, (0) = 1= [ o1y () X (2)dz, n€N.
D’autre part, nous supposons que
2 b2
0<? < o, (2.34)

ol )\ est la plus petite valeur propre du probleme (2.7)-(2.8).
En utilisant Théoreme 2.1|et (2.34), B,,(t) est donné par :

(e}

t™ t
B, (t) = B,(0)e™*a cos (\/b2 —a?+ W)\ng>

B DY B o ta
+ 2 w0+ D B(0) e " sin <m—>
Vb2 —a? +wl, Q@

«

\/bQ—a2+w/\nT—) LfT )
o ) T7¢

1 L a a\l/a —a .
+ —b2—a2+w)\n/of<(t — 1) )e asm(
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Dong, la solution analytique du probleme d’évolution (I), (3)-(4) est donnée par :

+o0o
t& t*
t) = B,(0)e "o b? — a? An—
u(z,t) ; [ (0)e cos (\/ a?+w a)
B,(0) + DB, o 1
+CL (0) + t (O) e—a? sin ( b2 o CL2 4 W)\n—>
Vb2 —a?+w), «
1 - 1 o ( T\ dr
+ ( A O‘) e %a sin [ Vb2 — a? + w\,— X, (x
\/62—a2+w>\n/of ( ™) a ) Tl (z)
+ W (z,t).
(2.35)
Exemple 2.1. Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
a=b=w=1, oz:%, g=1, et f(x,t)=0.
p(x) =1, () =0,
ulz,ugzo, )\1:—1, )\2:1, et g(t):h<t>:()
Le probleme d’évolution (1)), (3)-(4) devient :
DY (D (e, 1)) + 2D ule, 1) + ule, t) = L5520,
w(z,0) =1, DMPu(z,0) =0, 0<z <1, (2.36)

u(0,t) = u(1,t) = 0.
D’apres (2.20) et (2.22), les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

Ny =t et X, (z) = ST N
mn

De (2.28) et (2.33), on obtient :

1

=5 Bu0)=201-(-1)"), et D}YB,(0)=0.

Ry,

Grace (2.35), la solution analytique du probleme (2.36) est donnée par :

~+00 -
42Vt 1
u(z,t) = ; m (cos (4n +2) TVt + Tt D sin (4n + 2) W\/E) sin (2n + 1) mx.

Exemple 2.2. Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :
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Le probleme d’évolution (1)), (3)-(4) devient :

DWQ) <Dt(1/2)u(x t)) + 2D§1/2) (x,t) + u(x,t) = Pu(z, t),

Ox?
w(z,0) =z, DMPu(z,0)=0, 0<z <1, (2.37)
uz(0,t) = u,(1,t) = 0.

Avec (2.20) et (2.22), les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

A =70 et X,(z)=cos(mnz), neN

D’apres (2.28) et (2.33), on obtient :

1
R.=35. Bu(0)= 5 ((-1)"~1), et D/’B,(0)=0.

De (2.35), 1a solution du probleme (2.37)) est donnée par :

+o0 _ .
—4e2V1 sinm (4n + 2) V1t
u(zx,t) :ngzow {cosw(4n+2)\/1_f+ DY cosT(2n+ 1) x

Exemple 2.3. Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :

a:b:wzl,a:%,ﬁzl, et f(z,t)=0.
p(z) =1, d(z)=
/\1:—1,[11:]_, )\2:1, MQZO, et g(t):h(t):()

Le probleme d’évolution (I)), (3)-(4) devient :

Oz2

D,glm (Dﬁ”%@:,t)) + 2D§1/2 uw(z,t) +u(x, t) = Pulzt) 8
wz,0) =1, DMPu(z,0)=0, 0<z <1, (2.38)
u(0,t) = u,(0,t), u(l,t)=0.
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En utilisant (2.20)), nous obtenons les valeurs propres vérifiant I’équation algébrique suivante : :

tan (\/X) = -V

Figure 2.1 représente les graphes des fonctions  — tan (y/x) et z — —+/z avec les points de

I'intersection sont les valeurs propres \,.

Asxe de tan(sgri(x)) et -sqri(x)

-0

BO ppprrs g e e o e [ :
: : : : y=tan(sqrt()) |:

,m- ....................... ........

,m ........ S TR SR L S :

i i ] | ] ] i |
0 100 200 300 400 500 BO0 700 B00 900 1000
Axe de x

FIGURE 2.1 — Graphes de deux fonction = — tan (1/z) et z — —/x.

Avec (2.22)), les vecteurs propres sont donnés par :

X, () = cos <\/)\_na:> + %

D’apres (2.28)) et (2.33), on obtient :

An VA An
1 sin (\/)\_n) cos (\/)\_n) 1
B"(O)_R_n< A A +A_n>’
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Grace (2.35), la solution du probleme (2.38) est donnée par :

u(x,t) = HZ:O B, (0) e 2V? [cos (2\/)\_,1\@) + W] X, (x).

Exemple 2.4. Nous considérons les données suivantes :

a=b=w=1, a:%, =1, et f(x,t) =0.

p(r) =1, 9(x) =0,
/\1 = 0,,LL1 = —]_, )\2 = 1, Mo = 1, et g(t) = h(t) =0.

Le probleme d’évolution (I)), (3)-(4) devient :

D <D§1/2)u(x,t)> + 2D§1/2)u(x,t) +u(z,t) = 6239(55’”,

u(z,0) =1, Dglmu(x,O) =0, 0<z<1, (2.39)
uz (0,8) =0, wu, (1,¢) +u(l,t) =0.

En utilisant (2.20), nous obtenons les valeurs propres vérifiant I'équation algébrique suivante :

tan <\/X) = %

Figure 2.2 représente les graphes des fonctions = — tan (y/z) et x — 1/4/x avec les points de
l'intersection sont les valeurs propres A,.

Avec (2.22), les vecteurs propres sont donnés par :

X, () = cos <\//\nx> .
D’apres (2.28)) et (2.33), on obtient :

1 sin (2\/)\_n) B sin (\/x)
R (”W)’B"”)—Rn—m

: et DY B,(0) = 0.
Avec (2.35), la solution du probleme (2.39) est donnée par :

u(x,t) = i sin (]\%/:\_\"/))\_i_%/i [cos (2\/)\_,1\/%) + \/L)\_n sin (2\/>\_n\/¥)1 oS <\/)\_nx> .
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— y=tan{sqrt(x])

Axedeyetz

! i
350 400 450

|
&00

| | i
150 200 250 300
Axe de y

FIGURE 2.2 — Graphes de deux fonction = — tan (y/z) et z — 1/y/x.
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CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUE D’EQUATION
TELEGRAPHIQUE FRACTIONNAIRE AVEC
COEFFICIENTS CONSTANTS

@ ans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme efficace pour résoudre le probleme
d’évolution (2)-(), ou les coefficients de I’équation (2) sont des constants et la condition
aux limites de Dirichlet. Cet algorithme est basé sur les polynémes de Tchebychev décalés du
quatriéme espece. Le probléme d’évolution (2)-({@) est réduit a un systéme linéaire d’équations
différentielles du second ordre et la méthode de Newmark est appliquée pour résoudre ce sys-
téme. Enfin, trois exemples numériques sont présentés pour confirmer la fiabilité et l'efficacité
de cet algorithme. Ce chapitre est un projet d'un article intitulé "An efficient algorithm for sol-
ving the conformable time-space fractional telegraph equations" publié dans une revue renommée
internationale "Moroccan J. of Pure and Appl. Anal. (MJPAA)", voir [3].

3.1 Polyndmes de Tchebychev décalés de quatrieme espece

Afin d’utiliser les polyndémes dans Section [1.3|sur l'intervalle [0, 1], nous définissons les po-
lyndmes de Tchebychev dits décalés du quatrieme espece W) (x) en introduisant le changement

de variable suivant :

s=2r—louxr=—(s+1).

E
2
Cela signifie que les polynomes de Tchebychev décalés du quatrieme espece W () de degré n

en z sont définis sur [0, 1] par:

W(z) =W, (s) =W, (2x—1). (3.1)

n

43
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Avec et Proposition[1.2} les polyndmes de Tchebychev décalés du quatrieme espece W ()

vérifiant la formule de récurrence suivante, [29] :

Wi(2) = L,
Wi(x) = 4z — 1, (3.2)
WHz) =22z - 1) W' (x) =W} ,(x) ;n=2,3,....

En utilisant (3.1)) et Proposition|1.3| nous obtenons la forme explicite des polyndmes de Tcheby-
chev décalés du quatrieme espece W) (x) de degré n en = donnée par :

n

F2n—k+1) .

* _ __1\k o(2n—2k)
W (z) %( 1)*2 TS neN. (3.3)

ouI' (-) est la fonction Gamma d’Euler.
D’apres (3.1) et Proposition[1.1} les polyndmes W; (x) sont orthogonaux sur l'intervalle [0, 1]
avec le produit scalaire suivant :

Wi Wi = [ wa= st ST e
T n=m,

ot x — /=2 est la fonction poids correspondante a W (z).
Soit y (x) est une fonction carrée intégrable sur [0, 1] qui elle peut étre exprimée en termes
de polyndmes de Tchebychev décalés du quatrieme espece comme suit :

y ()= aW;(z), (3.5)
=0

ou les coefficients ¢;, ¢ € N sont donnés par :

nglﬂﬂ;xmmwnwm. (3.6)

En pratique, seuls les premiers (m + 1)-termes des polynémes de Tchebychev décalés du qua-

trieme espece sont considérés dans le cas approché. Alors, nous avons :

yﬂ@=2mww. (3.7)
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3.2 Evaluation de la dérivée fractionnaire conformable

Dans cette section, nous présentons 1’évaluation de la dérivée fractionnaire conformable

pour la fonction y,, (z) définie par (3.7)). Cette évaluation est donnée par le théoréeme suivant :

Théoreme 3.1. Soit y,,, (x) une fonction approchée en termes des polyndmes de Tchebychev décalés du

quatrieme espece définie par (3.7). Pour tout 3 > 0, nous avons :
m  i—n—1
D;(gﬁ)ym (.23) = Z Z CZ'./\/;%in_k_ﬂ, n < 6 <n-+ 1,
i=n+1 k=0

oit N, est donné par :

F2i—k+10)TGE—k+1)
Fk+1)T (2 —2k+1)T (i —k—n)

Nnk _ (_1)k’ 22i—2k

2y

Démonstration. En utilisant (3.7) et (1.4), on obtient :
Dy (x) = ) _ e DYIW (x).
i=0
D’apres (1.5) et ¢ — k > n, nous avons :

D;ﬂ) (xi—k) — Mﬂ—k—ﬁ7 neN, n<B<n+l.

En remplagant (3.11)) dans (3.3)), nous obtenons 1’égalité suivante pour n < 5 < n + 1.

i—(n+1)
k=0

F(2—k+1)T(G—k+1) i—rs
k+ D2 —2k+ 0T (i—k—n)

De (3.10) et (3.12)), on obtient :

i—(n+1

m (n+1)
Diﬁ)ym (r) = Z Z Ci-/\/,iilkxi_k_ﬁ'
k=0

ou N}, est donné par (3.9).

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

O

Exemple 3.1. Considérons y (z) = z*> avecm = 2, 3 = 1.8 et n = 1. En utilisant (1.5), nous

obtenons :

D832 = 9202
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Maintenant, en utilisant Théoréme [3.1|nous obtenons :
Dg(cl'g)xQ = 02N210x0'2
D’apres (3.2), (3.4), (3.6) et (3.9), nous avons :
1 1
Cy = E etho == 32

Donc, Di¥ 22 = 2202,

3.3 Analyse de convergence

L'objectif principal de cette section est d’étudier 'erreur de troncature et son analyse de

convergence.

Théoreme 3.2 (Convergence uniforme, [34]). Soit y est une fonction deux fois différentiable sur [0, 1]
et la deuxiéme dérivée est bornée sur [0, 1] c’est a dire

AM >0, Vo € [0,1] : |y (z)| < M.

Siy(x Z ;W (x), alors la suite des sommes partielles (y,,) avec y,, (x Z ;W (x) converge

unzformement vers y (x) sur [0, 1].

Démonstration. En utilisant la changement de variable 2z — 1 = cos (#) dans (3.6), nous obte-

¢ = %/Oy (”CTOWU sin Kz + %) 9} sin (6/2) d6

Par intégration par parties deux fois, on obtient :

nons:

[, (1+COS(9)
0

o= . )@ (0) do,

ou

]

1(sin(z'—1)0_sin(i—|—1)9)+ 1 (sinzﬂ_sin(i”)@)]

0, () = sin (0
(6) Sln(){' i1 it1 i1\ it2
Nous avons :

1 (™ ,(1+cos(h) M [T M@ +2i—1) o M
| == it S I < = A - -
=g [ (5D swa| < 3 [Twoe - ) 2 g
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D’autre part, on a:

400 - 400 M
| ( _ym |< Z |CZHW* >|S Z |Cz|N Z 2—2

i=m-+1 i=m+1 i=m+1

+o0o
Donc, E — est la série de Riemann converge, alors le reste de cette série converge vers zéro,
i
=1
donc la suite (y,, (x)) est converge uniformément vers y () sur [0, 1]. O

3.4 Meéthode de collocation de Tchebychev

Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Tchebychev sur le pro-
bleme [2)-(d) avec les coefficients d’équation (2) sont constants, 1 = 12 = 0, Ay = —A\; = 1 dans
la condition @). Notons u,, (x,t) comme approximation de u (z,t) donnée par :

=S (W (). (3.13)

1=0

En utilisant (2), (3.13), (I.9) et Théoreme on obtient :

ot W, +2a2t1 )W () + 62y e () W (x)
1=0 =0

o ilo (3.14)
:wz ¢ ( kaZkﬁ—kf(x,t).
i=2 k=0
En remplacant = dans (3.14) par les racines x, de polynome W, (x), définis par :
m—l 1 + cos br =1,2 m— 1
p_2 m+1/2 ap_ P IR 9
nous obtenons :
Z [tl_acg () Wy (xp) + QGtI_QC; (t) Wy (xp) +ci (t) R (xp)} =f (xpv t), (3.15)
i=0
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ou
(
So (xp) =5 (xp> =0,
i—2
$Si(xy) =D Nhal ¥ i =23, m, (3.16)
k=0

| R (zp) = O*W} (xp) —wSi (xp), i =1,2,...,m.

En substituant (3.13) dans , on obtient :

Em: (—1)'ei(t) , zm: 2 +1)¢c; (t) = h(t). (3.17)
i=0 =0
On introduit les vecteurs V' (¢) et F' (t) définis par :

V(t) = (eco(t),er(t) o vem ()

F<t) = (f ($1,t) 7f(x27t) LA 7f($m717t) 7g(t)7h(t))T

En remplagant (3.13) dans les conditions initiales (3), nous obtenons :

V (0) = (co (0),¢1 (0),...,cm (0))" et %V(O):(cg(o),c’1 0),...,¢, (0)".

En combinant avec les équations (3.15) et (3.17), nous trouvons la forme matricielle suivante :

M(t)V(t)+C(t)V()+KV(t):F(t),
V(0) = (co(0),¢1 (0), ..., em (0)7, (3.18)
V(0) = (¢4 (0), ¢ (0),...,c, (0),

ou M (t) et la matrice de masse donnée par :

We(e)  Wi(z) ... Wg(n)
We (z2)  Wi(ze) ... Wi (x2)
M (1) = 1o : . .. : |
We (@m-1) Wi (@m-1) . Wy (Tm-1)
0 0 0
0 0 0

C (t) est la matrice d’amortissement donnée par :

O (t) = 2aM (1),
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et K est la matrice de rigidité donnée par :

Ry (1) Ry (z1) R, (z1)
Ry (x2) Ry (x9) R, (z9)
o : . . :
Ro(xm—1) Ri(xm—1) ... Rp(m_1)
1 1 (=)™
1 3 o 2m 41

Pour résoudre le systeme d’équations différentielles du second ordre (3.18), nous utilisons la

méthode de Newmark.

3.5 Méthode de Newmark

Soit T' > 0. Pour N € N* donné, At = T'/N est le pas de la variable ¢. Nous définissons donc

t; = jAt danslequel j = 0,1,..., N, et nous introduisons les notations suivantes :

Vi=(d,d,....d)" .

FI = (f (@0, ;) f (@arty) s ooy f (@mns b)), 07, 0T

En 1959, N.M. Newmark a proposé une méthode, voir [33], qui relie les accélérations, les

vitesses et les déplacements des nceuds a I'instance ¢, et t; comme suit :
_ , » At)? . .
VIt = Vi 4 AtV 4 % [(1 —20) V7 + 291/3“] : (3.19)
Vit — Vi 4 At [ﬂ NSS! +7Vj+1} : (3.20)

o0 < 6 <1/2et0 < v < 1. La méthode la plus couramment utilisée est la méthode de
"accélération moyenne pour 6§ = 1/4 ety = 1/2, voir [9].
On résoudre le systeme (3.18) a l'instant ¢, = (j + 1) At:

MAFLIHL L oit Lyl L gyt - it =01 N — L. (3.21)
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En réarrangeant (3.19) pour obtenir une expression de V7*" telle que

. Vitl _yio 1 .
J+1 _ - =_1 J
v HAL? oAt <29 ) v

En remplagant (3.22) dans (3.20), on obtient :

VI = s (V) + (1= ) VA (1 o)

En substituant (3.22) et (3.23) dans (3.21), nous obtenons le systéme linéaire suivant :

j+1 +1 j+1
ALY itL = pitl

ou

i Mt ~ (i1 ©
T ear

, ) ‘ Vi Vi 1 .

RBItL — pitl g i+l = 1)

i 0 (At)” Toar " (29 )
g [V _ 1\
e {em (1-5)vi-ac(s 20)‘/}'

L’algorithme complet utilisant la méthode de Newmark est le suivant :

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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Algorithme 1 (Algorithme de Newmark)

1: Initialisations:

1. Donner les coefficients a, b et w.

S L R

Donner les ordres des dérivées fractionnaires conformables 0 < o < letl < § < 2.
Donner le terme source f (z,t), les conditions initiales ¢ (x) et ¢ ().

Donner les conditions aux limites de Dirichlet ¢ (¢) et A (¢).

Donner les polynomes de Tchebychev Wy (z), ..., W} (x).

Donner les racines 1, . .., z,,—1 de polyndome de Tchebychev décalé W _, (x).
Donner le pas de temps At = T'/N, et le pas de I'espace h = 1/ (N, + 1).

En fixe § = 1/4 et v = 1/2 et on donne les parametres suivants :

a ! 'a——v'a—i'a—i—l'
O—G(At)27 l_eAt7 2_9At7 3_20 )
a4:%—1; a5:At(;—9—1>;aﬁzAt(l—v);m:'yAt.

9. Calculer la matrice de rigidité K.

10. Calculer VO, V0 et V0.

2: Pour chaque pas de temps :

1. Calculer la matrice de masse M?*! et la matrice d’amortissement C7 1.

2. Calculer la matrice A7+ = qo M7+t 4+ ¢, C7 ! + K.

3. Calculer le deuxiéme membre :

BjJrl = FjJrl =+ M (aOVj —+ agvj + agvj> -+ C (ale + a4Vj + a5vj) .

4. Résoudre le systeme linéaire suivant :

Aj-‘rlvj—i—l — Bj+1

5. Calculer les vecteurs de vitesse et d’accélération :

Vj—H = Qo (Vj+1 — V]) — agvj — agvj,
Vj+1 = Vj + a()‘vj + a7Vj+1.

6. Poser j = j + 1 et aller a I'étape 2 :1.
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3.6 Applications numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques pour le probleme d’évo-
lution (2)-(4) avec les coefficients dans 1’équation (2) sont constants, p; = ps = 0et Ay = —A\; =1
dans les conditions aux limites de Robin (4). Pour tester 'efficacité de Algorithme[I} plusieurs

exemples numériques sont donnés. Soient Ly, L, et RM S les erreurs définis par :

N
L2 - ||u€ - U’m||2 = hz |U€(Ii,t) - Um(l’“t)|2
=0

Lo = ||u8 - umHoo - OI%lzaS}ji\f |ue($i7 t) - Um(l’i, t)| ’

N 2
RMS = 2zizo [Uel@it) = tm(zi, )

N +1
ol u, est la solution exacte et u,, est la solution numérique.

Nous comparons les solutions numériques obtenues par Algorithme [1j avec des solutions
exactes connues et les méthodes numériques disponibles dans la littérature. Tous les calculs
numériques ont été effectués par MATLAB R2014b dans le systeme d’exploitation Windows 10
(64 bits) avec Intel(R) Core(TM) i7-2670QM, un processeur a 2,20 GHz et 8 Go de mémoire.

Exemple 3.2. Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :

a=3, b=1,, w=1, =2 T=1,
flxt) =[x —2*) [a+a® = (1 +a)t +tFo] 2t e,
p(x) =0, ¥(z) =0, g(t) =h(t)=0.

Pour ces données, le probléme d’évolution (2)-(4) est donné par :

D, t) + DY () +u (1) = 5 (2,) + F(,1)
u(z,0) =DM u(2,0)=0,0<z <1, (3.25)
w(0,t) =u(l,t)=0,0<t<1.

On note que la solution exacte de ce probleme est u, = (z — z?)t!™@e ™. Si a = 1, cet exemple

a été étudié dans [30,32] par différentes méthodes numériques. Nous appliquons Algorithme

pour m = 5 et u; (z,t) est la solution numérique définie par :
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En utilisant le systeme linéaire (3.24) pour m = 5 et IV, = 1000 avec les données initiales,

Les erreurs L, et L, et le temps CPU en secondes sont indiqués dans Table|3.1] Les résultats nu-
mériques sont comparés aux résultats obtenus dans [30,32]. On peut conclure que les solutions
numériques obtenues par notre algorithme sont bonnes. Dans Table (3.2, nous présentons les er-
reurs L, et L, aux différentes valeurs de ¢ et pour o = 0.2,0.4,0.6,0.8,1.0, avec At = 0,0001 et
h = 0,01. Les graphes des solutions exactes et numériques poura =1a7T =1,2,3,4,5 et pour
T =2aa=0204,0.6,0.8,1.0 sont illustrés dans Figure et les graphes 3D des solutions

VO=v°=Vv°=(0,0,0,0,0,0)"

exactes et numériques jusqu’a T' = 5 sont présentés en Figure [3.2]

TABLE 3.1 — Erreurs L, et L, et le temps CPU avec At = 0,001, h = 0,0l et = 1.

Algorithme proposé

CuTBSM, [32]

CuBSM, [30]

L,

Lo

CruU

L,

Lo

CpPU

Ly

Lo

Cru

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

8.15E-07
1.30E-05
1.75E-06
9.09E-06
4.43E-06

1.46E-06
1.83E-05
7.12E-06
1.26E-05
6.03E-06

0.24
0.45
0.65
0.86
1.07

6.31E-05
2.34E-05
4.62E-06
2.19E-05
5.18E-06

8.76E-05
3.29E-05
5.90E-06
3.04E-05
6.92E-06

0.34
0.57
1.05
1.11
1.26

4.55E-05
1.43E-05
6.42E-06
8.92E-06

3.01E-06

5.91E-05
1.78E-05
1.43E-05
1.35E-05
5.20E-05

0.43
0.77
1.15
1.29
1.46

TABLE 3.2 — Erreurs L, et L., pour différentes valeurs de T" et o avec At = 0,0001, h = 0, 01.

T=1

T=2

T=3

T=4

Ly

Lo

Ly

L

L,

Lo

Ly

L

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

2.51E-03
5.27E-04
7.65E-05
8.11E-06
6.95E-08

3.53E-03
7.44E-04
1.09E-04
1.14E-05
1.26E-07

2.08E-03
4.10E-04
6.24E-05
6.73E-06
1.25E-06

2.93E-03
5.77E-04
8.91E-05
9.72E-06
1.75E-06

7.99E-04
1.06E-04
1.51E-05
3.05E-06
5.64E-07

1.12E-03
1.51E-04
2.21E-05
4.50E-06
8.38E-07

6.14E-04
1.63E-04
2.82E-05
1.69E-06
1.03E-06

8.58E-04
2.27E-04
3.91E-05
2.26E-06
1.43E-06
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0141 T=2 ———— Exact solution
= = = Approximate solution
012
T=3
0.1
T=1
> 008
3 T=4
B
2]
'é 0.06
T=5
0.04
0.02
0 L L L L L L L L

] 01 02 03 04 05 06 07 08 089 1
Axis of x

Axis of u(xt)

0.14

012+

01k

=1
=1
@

g

0.04

0.02

=10 ——— Exact solution
= = = Approximate solution
a=08
a=06
a=04
a=02

0.3

0.4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Axis of x

(a) Solutions exactes et numériques pour o = 1 (b) Soutions exactes et numériques pour 7' = 2

etT =1,2,3,4,5.

eta=0.2,0.4,0.6,0.8,1.0.

FIGURE 3.1 — Comparaison entre solutions numériques et exactes pour différentes valeurs 7" et

aavec h = 0,01, At = 0,001.

012
0.1
0.08 .

0.06

axis of u(x,t)

0.04

Axis of t 0.8

Axis of x

(a) Solution exacte.

axis of u(x.t)

0.12

0.1

0.4

0.6
Axis of x

(b) Solution numérique.

FIGURE 3.2 — Graphes spatiaux-temporels pour solutions exactes et numériques pour 7' = 4 et

a=1.

Exemple 3.3. On considere 1’équation (2) dans le domaine [0,1] aveca =6,b=2,w=1,a =1
et f(z,t) = [3cos(t) — 12sin(t) + (8 — 1)?z* # cos(t)] sin((8—1)z). Les conditions initiales et aux

limites sont données par :

u(z,0) =sin((f — 1)z), w(z,0)=0, 0<xz<1,

u(0,t) =0, wu(l,t) = cos(t)sin(f —1), t > 0.

La solution exacte est u. = cos(t)sin((8 — 1)x). Si f = 2, cet exemple a été étudié dans
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et [32] par différentes méthodes numériques. Nous appliquons Algorithme [I| pour m = 5 et

nous approchons la solution u(z, t) comme suit :

us (2,0) = > e ()W (@)

1=0

Nous utilisons le systeme linéaire (3.24) pour m = 5 et N; = 1000 avec les données initiales

Vo = (0.2373, 0.2273, —0.0124, —0.0023, 0.0001, O)T,
Vo =V, = (0,0,0,0,0,0)7

L’efficacité de notre algorithme est mesurée a 1’aide de L, L., et d’erreur quadratique moyenne
RM S avec At = 0,0001, h = 0,01 qui sont présentées dans Table Les résultats numériques
sont comparés aux résultats obtenus dans [30,32]. On peut conclure que les solutions numé-

riques obtenues par notre algorithme sont bonnes. Dans Figure 3.3| nous présentons la compa-

raison des solutions numériques et exactes pour différents niveaux de temps avec At = 0,001

et h = 0,01. Le graphe 3D de la solution numérique jusqu'at = 1 et ¢t = 2 est présenté dans

Figure 3.4

TABLE 3.3 — Erreurs Lo, Lo, et RM S avec At =0,0001, h = 0,01l et = 2.

Algorithme proposé

CuTBSM, [32]

CuBSM, [30]

L,

L

RMS

L,

Lo

RMS

L,

L

RMS

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

5.07E-07
3.48E-07
9.23E-07
1.69E-06
2.01E-06

1.03E-06
6.12E-07
1.70E-06
2.69E-06
2.91E-06

5.09E-07
3.50E-07
9.28E-07
1.70E-06
2.02E-06

2.96E-06
6.77E-06
9.81E-06
1.20E-05
1.34E-05

4.63E-06
1.01E-05
1.42E-05
1.71E-05
1.90E-05

2.94E-06
6.73E-06
9.76E-06
1.19E-05
1.33E-05

2.69E-06
5.61E-06
9.75E-06
1.38E-05
1.73E-05

5.24E-06
8.61E-06
1.25E-05
2.03E-05
2.75E-05

2.67E-06
5.59E-06
9.70E-06
1.37E-05
1.72E-06
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0.9 0.5
—— Exact solution —— Exact solution
0.8 — — — Approximate solution T=0. 0.45 - — — — Approximate solution 4=2.0
=0,
07 T=04 0.4
0.35
06 T=048
5051 1 5
bl - ‘5 0.25
8 04F 8
z Z 02}
03
0.15
0.2 0.1
0.1 0.05
0 | . : | L | . : | ) 0 i . : | s | . L . )
1] 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 086 0.7 08 0.9 1
Axis of x Axis of x

(a) Solutions exactes et numériques pour /5 = 2 (b) Solutions exactes et numériques pour 7’ = 1
alT'=0.2auT =1.0. af=12aup =2

FIGURE 3.3 — Comparaison entre solutions numériques et exactes pour différentes valeurs de T’
et favec h = 0,01, At = 0,001.

0.1+
0.8
0
,‘2_;: 0.6 i
] 2014
% 0.4 ;
& 0.2 -
0.2
] 0.3 5
!
0.6 0.3 e
15 T .
. 0. . ! 05 T ~02 © '
Axis of t 0 o Axis of x Axis of t ) o o ' Axis of x
(a) Solution numérique a 7' = 1. (b) Solution numérique a T' = 2.

FIGURE 3.4 — Graphes de solution numérique pour 7' = let T = 2 avec § = 2.

Exemple 3.4. Nous considérons I'équation (2) avec a = 10,b =5, w = let 8 = 1 + o dans le
domaine 0 < 2 < 1, avec les conditions initiales et aux limites,

u(z,0) =Du(z,0)=0, 0 <z <1,
u(0,t) =0, u(l,t)=t"sin(r(1+a)), 0<t<T.

et f(z,t) = [a(a+1)+20(a+1)t+257 + 72 (1 + a)? 272t sin (7 (1 + @) z). La solu-
tion exacte de cet exemple est u, = ¢t sin (7 (1 + ) ).
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Les erreurs L, et L, aux différentes valeurs de temps 7" pour o = 0.2,0.4,0.6,0.8,1.0 avec
At = 0.001 et h = 0.01 sont rapportés dans Table D’apres Figure il est clair que la
solution numérique coincide avec la solution exacte pour des différentes valeurs de temps T
et des valeurs de a avec At = 0.001 et h = 0.01. Les graphes spatio-temporels de la solution
numérique et de I’erreur absolue sont présentés dans Figure

TABLE 3.4 — Erreurs L et L, pour différentes valeurs de 7" et o avec At = 0.0001 et h = 0.01.

T7=03 T=0.5 T=0.7 T=1.0

Ly

Lo

Ly

L

Ly

L

L,

L

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

5.79E-04
8.39E-04
1.01E-03
9.04E-04
7.65E-04

1.22E-03
1.59E-03
1.76E-03
1.93E-03
1.42E-03

9.57E-04
1.72E-03
2.36E-03
2.41E-03
2.44E-03

1.74E-03
3.07E-03
4.17E-03
5.20E-03
4.48E-03

1.43E-03
2.77E-03
4.10E-03
4.61E-03
5.29E-03

2.53E-03
4.87E-03
7.33E-03
9.96E-03
9.60E-03

2.20E-03
4.59E-03
7.37E-03
9.11E-03
1.20E-02

3.84E-03
8.02E-03
1.33E-02
1.97E-02
2.15E-02

1567

Exact solution
— — = Approximate solution

Exact solution
| = = = Approximale solution |

0.5}

Axis of u(x,t)
Axis of u(x,t)
(=]

0.2F

04} \

06} \

0.5

0.8

1L L L 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Axis of x

(a) Solutions exactes et numériques pour a = 1 (b) Solutions exactes et numériques pour 7' = 1

aT=02auTl =1.0. Ada=02aua=1.

FIGURE 3.5 — Comparaison entre solutions numériques et exactes pour différentes valeurs de T’
et o avec h = 0.01, At = 0.0001.
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0.01 4

axis of u(x,t)

0.4

0.6

Axis of t . P ' Axis of x Axisoft 0B 4 q 0B Axis of x

(a) Solution numérique. (b) Erreur absolue.

FIGURE 3.6 — Graphes de la solution numérique et I'erreur absolue pour 7' = l et a = 1.
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CHAPITRE 4

RESOLUTION NUMERIQUE D’EQUATION
TELEGRAPHIQUE FRACTIONNAIRE AVEC
COEFFICIENTS VARIABLES

@ ans ce chapitre, nous avons généralisé le travail de chapitre [3| par une nouvelle méthode
pour la résolution numérique du probleme d’évolution (2)-@). Cette méthode est basée
sur les polyndmes de Legendre de premiere espece et la méthode a-généralisée. Avec cinq
exemples numériques, nous avons présenté une étude comparative entre cette méthode et la
méthode proposée dans chapitre |3 et d’autres méthodes numériques disponibles dans la litté-
rature. Cette méthode est donne une excellente approximation avec un petit nombre de points

de collocation.

4.1 Polynoémes de Legendre décalés du premiere espéce

Pour utiliser les polynémes donnés dans Section[I.4]sur l'intervalle [0, 1], on définit les poly-
ndmes de Legendre dits décalés du premiére espece en introduisant le changement de variable
suivant :

1
z=2x—1 ou xzi(z—l—l).

Dans ce cas, les polyndmes de Legendre décalés de P’ (x) d’ordre n en x sont définis sur [0, 1]

par:

P (x)=P,(z) =P, (2x —1). 4.1)

59
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Avec (4.1) et Proposition les polynomes de Legendre décalés du premiere espece P (z)

vérifiant la formule de récurrence suivante, voir [17] :

Fy(z) =1,
Py(z) =2z — 1, (4.2)
Pr(x) = 22820 — 1) Py(x) — 25 Py (x), n € N*.

En utilisant (4.1)) et (1.25), nous obtenons la forme explicite des polynomes de Legendre décalés
du premiere espece P (x) de degré n en x donnée par :

n

P (z) = ; (-n)™* I'(n—k+1)(T(k+1))

T(n+k+1
(ntktD) ok nen, (4.3)

ouI' (-) est la fonction Gamma d’Euler.

On note que

P (0) = (—1)", (P;(O)): (=D)"" " n(n+1), (4.4)
|

, (P (1)) =n(n+1).

D’apres (4.1) et Lemme|1.3) les polyndomes P () sont orthogonaux sur l'intervalle [0, 1] c’est a
dire :

P (z), P (x)) = lP»*:EPf‘xdm: ﬁ’ L=, 4.5
(Pt(), Pi(2)) / < () P (1) K (4.5)

Soit @ € L*(0,1) qui elle peut étre exprimé en termes de polyndmes de Legendre décalés du
premiére espece telle que

O (r) = Z ¢ P (z), (4.6)

=0

ol les coefficients ¢; ; i € N sont donnés par :

¢ = (2i+1) /0 B (z) P* (z) da. 47)

En pratique, seuls les premiers polynémes de Legendre décalés (m + 1)-termes sont considérés.
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Alors, nous avons :
O, (1) =D P (x). (4.8)
1=0

4.2 Evaluation de la dérivée fractionnaire conformable

Dans cette section, nous présentons 1'évaluation de la dérivée fractionnaire conformable

pour la fonction ®,, (z) définie par (4.8). Cette évaluation est donnée par le théoréme suivant :

Théoreme 4.1. Soit ¥,,(z) une fonction approchée en termes de polyndmes de Legendre décalés du

premiere espece définie par (4.8). Pour tout £ > 0, nous avons :

Dg(f)q)m (x) = Z Z ci/\/lzkxk_g, n<é&<n+1,

1=n+1 k=n-+1

oit M7, est donné par :

D(i+k+1) e
TGi—k+ )+ D)0(k—n)

n i+k
ik — (‘1) *

ot I' (+) est la fonction Gamma d’Euler.

Démonstration. En utilisant et (L.4), on obtient :

DO®,, (1) = 3 DO P ().
i=0
De plus, de (4.3) et (1.5), on a:
! : D(i+k+1) _
DE P () — )itk k¢ <n+1.
PP @)= ), () TGkt Tt DTh—my® » "=esnT

k=n+1

En substituant (4.12) dans (4.11), on obtient :

DO, (x) = > > ()T eaMpatt

i=n+1 k=n+1

ou M}, est défini par (4.10).

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

]

Exemple 4.1. Considérons ®(x) = z* avecm = 3, { = 2.5 et n = 2. En utilisant (1.5), on obtient :
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DRI — 67,

D’autre part, en utilisant Théoreme (4.1) nous obtenons :

3 3
(2.5) .3 _ Aq2 k25 2 05
D x” = oM o = cgM3 327

i=3 k=3
D’apres (£.2), (#.5), (4.7) et (4.10), on obtient :
1 2
03 — %7 M3’3 — 120.

Donc, D823 = 6/7.

4.3 Analyse de convergence

Avant de prouver notre théoreme principal sur la convergence, nous avons besoin de trois

lemmes suivants :

Lemme 4.1. Nous avons :

™

[Py ()] < m,

Yz €]0,1[et ¥n € N*. (4.14)

Démonstration. La premiere intégrale de Laplace pour P,(x) avec z € [—1, 1], voir [37, page 171],
est donnée par :

P(z) = & /O ' [z + /(22— 1) cos (9)]” do. (4.15)

™

On pose z = 2z — 1 dans (4.15)), on obtient :

P (x) = 1/0” [21;—1+ mcos(e)rde

7

e i (4.16)
= — —_— ) — 2
W/o [21’ 1+ 2iy/(z — 22) cos (9)} de.
Pour tout x € |0,1[, nous avons :
‘Qx — 1+ 2iy/(z — x2) cos (9)‘ = \/(Qx —1)* +4(z — 22) cos? (0) @17

= \/1 — 4(z — 22) sin” (0)
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De (4.16) et (4.17), on obtient :

T

[1—4(z — 2%) sin® (0)]

Jus

|3

[Py ()] < do

2=

n
2

do

IA
3

[1—4(z — 2%)sin® (0)]

S— S—

Nous avons :

V8 € ]0,7/2[, sin(g) > 2,
Vy>0,1—y<e.

Alors,on a:

160%(x — ?) - e(—iwe%{zz))

1 —4(x —2*)sin®(0) < 1— 5 :

™

Par conséquent, on obtient :

[Py ()| < E/QG(W)M < z/me(W)de,
T Jo 0

™
Avec le changement de variable s = 22 /2n (2 — 22), nous obtenons :

™

+o0
_\/2n a:—:c2 / B 8n (z — 2?)’

[Py ()] <

+oo
01‘1/ e ¥ ds = /7/2.
0

Lemme 4.2. Si ® € L*(0,1) définie par ®(z Z cn P (), alors

0.

1
lim \/2n+1/ O(x) P (z)dx
0

n—-+o0o

Démonstration. Soit la somme partielle donnée par :

= Zm: cn P (x)
n=0

(4.18)

(4.19)
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Soit la quantité positive suivante :

/01 [@(2) — @, ()" da = /01 *(x)dx — 2/01 O (z)P,,(z)dr + /01 ®2 (2)dx > 0. (4.20)

De (4.19), (4.7) et , on obtient :

/O ()P, (x)de = ;cn/o O (x)Pr (z)dx = Z:; T (4.21)

et

n=0 k=0
m 1
=> / [P ()] dx (4.22)
n=0 0
o 2n+1
En remplagant (4.22) et (4.21) dans (4.20), on obtient :
m C2 1 )
< P dx. 4.23
nzzoznﬂ—/o (z)dz (4.23)

En passant a limite m — +o00, 'inégalité (4.23) devienne :

+o00 C2 1 ,
< % (x)dx. 4.24
;271—1—1_/0 (z)dz (129
Puisque ® € L*(0,1), alors la série définie dans (4.24) est convergente. Par conséquent, nous
avons :
I Cn 0 (4.25)
1m — = .
nrte o 1 1
En utilisant (4.7) et (4.25), on obtient (4.18). O
Lemme 4.3. Les polynomes de Legendre décalés du premiere espece satisfont l'identité suivante :
D@+ D @PW) = go s [P W)P@) = Piw) P (2] (4.26)
n=0
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Démonstration. En multipliant la relation de récurrence (¢.2) par P(y), on obtient :
(2n +1) (22 = 1) Pi(y) B () = (n +1) B (y) Py () + By (y) Py (2).
On change les roles entre = et y dans cette expression et par la différence, nous obtenons :

220+ 1)(y — 2) Py (y)Pr(z) = (n+ 1) [P, () Pr () — Pr(y) Py (@)

. . . (4.27)
—n [Py (y)Py_i(x) — Py_y(y) Pr(2)] -
Avec sommation les deux cotés de(4.27) avecn = 0, 1,2, ..., m, on obtient :
©)) [2n+1 =Y [n Pra(y) By (x) — By (y) Py (2)
= "= (4.28)

—n(P; ()P (x) — Py (y) Py ()]
= (m+1) [P (y)Pr (@) = Pr(y) P (2)]

En divisant (4.28) par 2(y — z), nous obtenons (4.26). O

Remarque 4.1. L'intégration de (4.26) sur [0, 1] donne

> en 0Eiw) [ Pty = "L [ WP 2 PalPanle)y, 09
=0 0 2 0 y—x
et de (£.7), on déduit
0 Yy—x
Pour la convergence, nous avons le théoreme suivant :
+o0o
Théoreme 4.2. Soit ¢ (x) = Z cn P () est une fonction de classe C* sur |0, 1]. Alors, la suite des
n=0

sommes partielles définie par :

S P ()
n=0

est convergente simplement vers ®.

Démonstration. Soit z € [0, 1]. Nous avons :

D= el =Y ) [ 2 ) P ) | Pio)
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En inversant I'ordre de sommation et d’intégration et en utilisant Lemme on obtient :

m

Sm (x)Z/O ©(y) Y [(2n+1) P} (y)] Pr(z)dy

Ry Ol AL AU AN
2 0 y—x
Al [Pan®)Pa@) — Paly) P ()] dy
- CID(x)/O + —
L [ pr )Pa) — Pi0) P ()]

On introduit la fonction & définie par :

LI T N

h(x)= v
P’ (), siy=ux.

La fonction £ est continue sur [0, 1] et en utilisant (4.30), nous obtenons :

m+1

S0 (@) =@ (o) + "I PL) [ B Py = "5 (o) [ B Py @31)

On pose b, = v2m + 1 fol h(y) P} (y)dy. L'équation (4.31) devient sous la forme suivante :

S () — @ (z) = (m+1) P;;(g;)bw1 (m+ 1) P (@)

2v2m +3 2v/2m +1

by
En utilisant Lemme 4.1} on obtient :

(m +1)° s s

1/2
(m+ 1) Py () . <
2m2 +3m 32 (x — x?) 32 (z — x?)

2v2m + 3

et
(m+)|Prn@| _[m+1 w7 T
2v/2m +1 2m+1  32(x — 2?) 32 (z — a?)

. (m+1)P (z) (m+1)P} (%) 4
Alors, les deux fonctions z +— N etr — — 20— Tt sont bornées.

D’apres Lemme 4.2} nous obtenons :

lim b, = lim b, =0.
m—+00 m—r—+o0
Par conséquent, nous avons S, () —— @ (). O
m—>—+oo
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4.4 Méthode de collocation de Legendre

Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Legendre sur le probleme
[@)-() avec o = 1 pour la condition initiale (3) et # = 1 pour la condition aux limites de Robin
(). Soit u,,(z,t) I'approximation de u(z, t) donnée sous la forme suivante :

U (2,1) =Y i () P (2). (4.32)

1=0

En appliquant Théoreme (4.1)) et (4.32) sur I'équation (2), on obtient :

D () P () + 200,00 0 (0 P (o)

| (4.33)

1

—l—b29(:tZ:cZ ) P (z —thz ¢ () My ™S+ f (x,1) .

=2 k=2

On pose dans (4.33) v = z,, p = 1,2,...,m — 1 les racines du polyndome de Legendre décalé
P (xz),ona:

m

D [0 () P () + 2alay O (1) P (o) 4 () Rulay)] = flont), @439)

1=0

ou

;

So(wp) = Sl@p) =0,

ZMzkiL' . i=2,3,....m, (4.35)

Ri(z,) = b (xp, t) P (z,) — w(zp, t)Si(xy), i=0,1,2,...,m.

\

En appliquant (4.32) sur (@) et avec (4.4), on obtient :

m

Z [(CD)7h (i 4+ 1) i+ (1) M ] e () = g(2),
w (4.36)
Z [0 (i + 1) p2 + Ao ci(t) = h(t).
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On introduit les vecteurs X (), X (), X (t) et F (t) définis par :

X (t) = (co(t),c1(t), ..y em ()T,

)f (t) = (co(t), cr (1), ---:Cin(t))T, (437)
X (t) = (cg(t), (1), ., e (£))"

kF (t) = (f(.%'l,t), f($2>t)a "'>f<xm—lat)ag(t)7 h’(t))T

En remplacant (4.32) dans les conditions initiales (3 avec a = 1, et en utilisant (4.7), on obtient :

L i=0,1,....m. (4.38)

ci(0) = (2i +1) [y ¢ (x) Py () da,
¢i(0) = (20 +1) [y ¢ (x) PY () da.

En combinant les équations (4.34), (4.36) et (4.37), on trouve la forme matricielle suivante :

X (0) = (co(0), €1(0), -y e (0))", (4.39)
X (0) = (¢4(0),¢4(0), .., (1)
ot M (t) est la matrice de masse donnée par :
By(e)  Pre) - Bp(a)
By (x2)  Pi(za) - B (x2)
M (t) =t ' ' ' ' ,
P (wm-1) Pl (zm-1) - Py (Tm-1)
0 0 0 0
0 0 0 0
C (t) est la matrice d’amortissement donnée par :
a(xy,t) Py (1) a(xq,t) Py (1) a(xy,t) P (xq)
a(xq, t) Py (22) a(xe, t) P (x2) a(xa,t) P (x2)
C(t) = 2t~ -
a(xm—la t)-P(;k (xm—l) CL(ZL‘m_l, t)Pl* (wm—l) a(xm—lv t)P;—L (Im—l)
0 0
0
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et K () est la matrice de rigidité donnée par :

Ry (1) Ry (x1) R (1)
Ro(z2)  Ri(z2) Ry, (22)
K(t) = : . : :
Ro(xm—1) Ry (xpm_1) --- Ry (1)
A\ 2 — A - (D™ Im(m A4+ D+ (=)™ N
A2 20 + Xy - m(m—+ 1) ug + Ao

Pour résoudre le systeme linéaire d’équations différentielles du second ordre (4.39), nous utili-

sons la méthode a-généralisée, voir [10].

4.5 Meéthode a-généralisée

Soient 0 =ty < t; < ... < ty, = T une partition uniforme de l'intervalle [0, 7| et 7 = t,11 — ¢;
est le pas de temps. Nous définissons ¢t; = 7joutj = 0, 1, ..., V;. Nous introduisons les notations
suivantes :

ci(ty)=c, g(t;)) =g;. h(t;)=hy, Fy=(f (@1,t;), f (@2,t;) .. f @1, t5) g5, hy) "

et

M =M(t;), C?'=C(t;), K=K (t;), j=0,1,...,N;.

En 1993, Chung et Hulbert ont proposé une méthode appelée la méthode a-généralisée, voir
[10]. La forme de base de cette méthode est donnée par :

1
dj+1 = dj —+ TV; + 7’2 |:(§ — 9) Aj + 0Aj+1:| , (440)
Vi1 =0 +7[(1 =) A + 7Aj], (4.41)
MjHAijam + CHlUijaf + Kj+1dj+1faf = Fjt1-a;, (4.42)
dy = X(0), vo = X (0), Ag = X (0), (4.43)
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ou

djt1-a; = (1 —ay) djpa + ayd;, (4.44)
Vjt1-a; = (1 — ap) vjg1 + oy, (4.45)
Aivi—a, = (1 — ) Aj + a4y, (4.46)
Fitimar = FliaYoorsasts (4.47)

Dans lequel j = 0,1,...,(N; — 1), dj, v; et A; sont respectivement les vecteurs déplacement,

vitesse et accélération au temps ¢;.
D’apres (4.40), nous avons :

1 V; 1
AJ‘+1 = 720 (dj+1 - dj) - = (_ - 1) Aj' (4.43)

En remplacant (4.48) dans (4.41)), on obtient :

V1 = = (g — d) + (1- %) v+ (1= 2%) A;. (4.49)

En remplagant (4.48) et (4.49) dans {.42) et avec (4.44)-(4.47), on obtient le systéme linéaire

suivant :

DI*ldyy, = By, (4.50)
ou
Ditl — 1 _ngMjH + 7 (1 ; f)0j+1 + (1 —ay) K+l (4.51)
-
B = Fjiioa, + M [ 29 4 0 ( 0 1) AJ}
G+1 v (1 — ) v (1 = ) . . oo _ J+1L g
+C { —nd; < - 1) v +7(1 af)(% 1) 44| = ag K7
(4.52)

L’algorithme complet utilisant la méthode a—généralisée est ci-dessous :
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Algorithme 2 (Méthode a-généralisée)

1: Initialisations :
1. Donner les coefficients a(x,t), b(x,t) et w(x,t).
Donner les ordres fractionnaires 0 < o < letl < 5 < 2.
Donner le terme source f(z,t), les données initiales ¢(x) et ¥ (z).
Donner les conditions de Robin ¢(t) , A(t), g1, pa, A1 et As.
Donner les polynomes de Legendre décalés P (z) , P (x), ..., P, ().
Donner z4, 3, ..., Z,,—1 les racines de polyndme de Legendre décalé P;,_, ().

Donner le pas de temps 7 = T/ N, et le pas de 1'espace h = 1/(N, + 1).

S L R

Choisit les parametres suivants :

2000 — 1 Poo 1 2 1
00607177112—7 :—,9:—1— m Y= = — Oy, .
p 0,1],« p— af P 4( am +af)” 7y 5~ 0m t oy
9. Donner les constantes :

1—ay, v(1—ay) 1—ay, 1—ay,

(A —ay) (7 ) Y gl

ay = ———=—las=7(1 —« ——1),a,=—,a5=1— —,

3 (=an) (55 Br B

0l 1 1 1
ag=71|1—-=|,a100= 55,011 = 5-,a12= 5 — L.
20 Br? BT 203

10. Calculer les vecteurs dy, vy et Ap.
2: Pour chaque étape de temps:

1. Calculer la matrice de masse M?*!, la matrice d’amortissement C’*!, la matrice de

rigidité /"' et le terme source Fj ;.

2. Calculer la matrice D't = ag M7 4 a,C7*! 4 ax k't et le deuxiéme membre
Bj+1 = Fj+1—af —+ M (aodj + a3v; + CL4CL]') + C (Clej + a5V; + G6Gj> - Oédej.

3. Résoudre le systéme linéaire A7"'d; , = BI*L.

4. Calculer les vecteurs vitesse et accélération :
Vj41 = ar (dj+1 — d]) + agv; + agAj et Aj+1 = ajg (dj+1 — dj) — anv; — algAj.

5. Poser j = j + 1 et aller a I'étape 2 :1.
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4.6 FExemples numériques

Dans cette section, nous présentons cinq exemples numériques pour le probléme d’évolu-
tion (2)-@) avec o = 1 dans la condition initiale (3) et 5 = 1 dans les conditions aux limites de
Robin . Soient L; et L, les erreurs définis par :

N
Ly = |[te = tumlly = | h Y Jte(xi, t) — (i, 1),
=0

Lo = ||u8 - umHoo - OI%lzaS}ji\f |ue($i7 t) - Um(xi, t)| ’

ou u, est la solution exacte et u,, est la solution numérique.

Nous comparons les solutions numériques obtenues par Algorithme[2avec solutions exactes
connues et la méthode proposée dans chapitre 3| et d’autres méthodes numériques disponibles
dans la littérature. Nous concluons que notre méthode est donne une excellente approximation
avec un petit nombre de points de collocation.

Tous les calculs numériques ont été effectués par MATLAB R2014b dans le systeme d’ex-
ploitation Windows 10 (64 bits) avec Intel(R) Core(TM) i7-2670QM, un processeur a 2,20 GHz
et 8 Go de mémoire.

Exemple 4.2 ( [3]). Nous considérons les données suivantes :
a(:r:,t) = %7 b(l’,t) :C‘)(x?t) = 17 5 = 27

fla,t)=[(z —2¥) [a+a® — (1 +a)t +t'T] 4 21T e~
p(x) =0, ¥(x)=0, g(t)=h(t)=0,

Pour ces données, le probleme d’évolution (2)-() est donné par :

DI (2, t) + DV (2,1) + u (2, 1) = 5% (2,1) + f(a,1),
u(z,0) =w (2,0) =0, 0< 2z <1, (4.53)
u(0,t) =u(l,t) =0, 0<t <T.

On note que la solution exacte de ce probleme est u, = (z — z?)t'T@e~". Si a = 1, cet exemple
a été étudié dans [3,28] par différentes méthodes numériques. Nous appliquons Algorithme
pour m = 6 et ug (2, 1) est la solution numérique définie par :

ug (a,8) = i (1) P (2).

=0
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Table(.1) compare les erreurs L, et L., obtenus par notre algorithme et avec les méthodes
numériques étudiés dans [28] et [3]. Dans Table nous comparons les erreurs Ly et L., aux
différentes valeurs de 7" et o avec 7 = 0,0001 et h = 0,01 avec les résultats obtenus par la
méthode étudié dans [3]. Avec cette étude comparative, on peut conclure que les solutions
numériques obtenues par notre algorithme sont trés bonnes. Dans Figure nous présentons
les courbes des solutions exactes et numériques pour o = 1 a T = 1,2,3,4. Les courbes des
solutions exactes et numériques pour 7' = 2 et o = 0.2,0.4, 0.6, 0.8, 1 sont données par Figure

TABLE 4.1 — Erreurs Ly et L, avecT = 0,001, h=0,0l eta = 1.

Notre méthode Abdelkebir et Nouiri. [3] Lin et al. [28]

T Lo Lo Lo Lo Lo L
1.0 | 3.32E-09 | 5.45E-09 | 8.15E-07 1.46E-06 2.67E-08 | 5.17E-09
2.0 | 9.60E-09 | 1.25E-08 | 1.30E-05 1.83E-05 8.78E-08 | 1.27E-08
3.0 | 5.86E-10 | 1.13E-09 | 4.75E-06 7.12E-06 3.66E-09 | 1.07E-09
4.0 | 1.72E-09 | 2.60E-09 | 9.09E-06 1.26E-05 1.47E-08 | 2.62E-09
5.0 | 1.67E-10 | 2.45E-10 | 4.43E-06 6.03E-06 1.79E-09 | 3.52E-10

O1dFeeeeee I B T
: : : : :T 2 Solution exacte

012k - ........ ......... ........ ........ ........ ........ S S T ;
a1k ........ ....... ....... ........ ........ ....... ........ .........

oosk----- ....... ....... ........ e ....... ....... .........

Axe de ulx t)

oogk--. ...... ....... ........ ......... ...... ....... .........
oo4F-----f ------ --------- ------ -------- -------- ------- L ------- --------

0.02r

: : : : : _
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.A 0E 07 n.a (IR 1
Axe de x

FIGURE 4.1 - Solutions exactes et numériques pour o = let 7T =1,2,3,4,5.
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FIGURE 4.2 — Solutions exactes et numériques pour 7' = 2 et « = 0.2,0.4, 0.6, 0.8, 1.0.

Axe de ulx )

TABLE 4.2 — Erreurs Ls et L, avec 7 = 00,0001, h = 0,01 et T = 2.

o.

a.

o.

o.

a.

a.

Notre méthode Abdelkebir et Nouiri. [3]
a Ly Lo Lo Lo |
0.2 | 1.81E-03 | 2.57E-03 | 2.08E-03 2.93E-03
0.4 | 3.09E-04 | 4.32E-04 | 4.10E-04 5.77E-04
0.6 | 3.96E-05 | 5.54E-05 | 6.24E-05 8.91E-05
0.8 | 3.50E-06 | 4.97E-06 | 6.73E-06 9.72E-06
1.0 | 3.06E-10 | 4.14E-10 | 1.25E-06 1.75E-06

14

12

0.1

03

0s

04

0z

Solution exacte

03 04

|
05 0B

Axe de x

0.7

Exemple 4.3 ( [3]). Nous considérons les données suivantes :

\

(
o

(0(2.0) =6, bl 0) =2, w(xt)=1, a=1,
f(z,t) = [3cos (t) — 12sin (t) + (B —
z) =sin((8—1)z), P(z) =0,

g(t) = 0, h(t) = cos (t)sin (5 — 1),
:,UQZO, )\1:—1, )\2:1

1)% 227 cos ()] sin (8- 1) z),
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Pour ces données, le probleme d’évolution (2)-() est donné par :

DIy (2, 1) + 12D u (2, ) + 4u (2, 1) = L% (2,1) + f(z,1),
w(z,0) =sin (8 —1)x), u (,0) =0, 0<z <1, (4.54)
uw(0,t) =0, u(l,t) =cos(t)sin(f—1), 0 <t <T.

La solution exacte de ce probleme est u, (x,t) = cos (¢)sin ((8 — 1) z). Cet exemple a été étudié
par différentes méthodes numériques dans [3]], et dans [32] pour le cas § = 2.

Dans Table nous comparons les erreurs L, et L., de notre algorithme par des résultats
obtenus par les méthodes numériques étudies dans [3,32] pour 8 = 2etT = 0.2,0.4,0.6, 0.8, 1.0.
Avec cette étude comparative, on conclure que 1'algorithme proposé est tres efficace. Figure

et Figure 4.4/ représentent les solutions exactes et numériques pour des différentes valeurs de T

et (.

TABLE 4.3 — erreurs L, et L., avec 7 = 0.0001, h = 0.0l et 8 = 2.

Notre méthode Abdelkebir et Nouiri, [3] | Nazir et al., [32]

T Loy Leo Ly Lo L, Lo |
0.2 | 4.93E-08 | 8.07E-08 | 5.07E-07 1.03E-06 2.96E-06 | 4.63E-06
0.4 | 4.27E-08 | 7.35E-08 | 3.48E-07 6.12E-07 6.77E-06 | 1.01E-05
0.6 | 3.97E-08 | 6.90E-08 | 9.23E-07 1.70E-06 9.81E-06 | 1.42E-05
0.8 | 3.40E-08 | 5.95E-08 | 1.69E-06 2.69E-06 1.20E-05 | 1.71E-05
1.0 | 2.67E-08 | 4.73E-08 | 2.01E-06 2.91E-06 1.34E-05 | 1.90E-05
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0.9

— — — Solution numérigue |:

Solution exacte

nal
07k
0g |
= 05}
=
[ak]
s
o 0.4
a
03l
0zl
0

FIGURE 4.3 — Solutions exactes et numériques pour 3 = 2etT = 0.2,0.4,0.6,0.8, 1.0.
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04}

035}

= 03}
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.05}

0

FIGURE 4.4 — Solutions exactes et numériques pour ' = let § = 1.2,1.4,1.6, 1.8, 2.0.

Axe de y

Solution exacte

— — — Solution numeérigue
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Exemple 4.4 (Coefficients variable réguliers). Dans cet exemple, nous avons les données sui-

vantes :

(z,t) =", b(x,t) =sin(z+1t), wz,t)=1+2% f=a+1,

x,t) = (407 — 4t e sin® (x + t) — o?2' 7 (1 + 2%)) e * sin (az)
x) = sinh (ax), ¥(x) = —2sinh (ax),

(£) =0, h(t) = e~ sinh (),

S|

Q

\H1:N2:07 Ar=-1, A =1
Pour ces données, le probleme d’évolution (2)-(4) est donné par :

DIy (2, t) + 267D () + sin? (z + ) u (z,8) = (1 + 22) DY (2, ) + f(z, 1),
u(z,0) = sinh (ax), u; (x,0) = —2sinh (az), 0 <z <1,

u(0,t) =0, u(l,t) =e?sinh (o), 0 <t <T.

La solution exacte de ce probleme est u, (z,t) = e ? sinh (az). Pour a = 1, cet exemple a été
étudié par différentes méthodes numériques dans [28] et [35]].

Dans Table nous comparons l'erreur L, de notre algorithme avec les méthodes numé-
riques étudié dans [28] et [35] pour 7" = 1,2, 3,4,5 avec 7 = 0,0005, h = 0,01 et « = 1. Grace
cette étude comparative, nous concluons que notre algorithme est plus efficace et fiable. Le
graphe espace-temps de la solution numérique pour 7' = 1 et a = 1 est donnée par Figure
Les erreurs L, et Lo, pour des différentes valeurs de 7" et a sont présenté dans Table Enfin,
Figure 4.6|représente les graphes de la solution numérique pour 7' = 4 et a = 0.2,0.4,0.6,0.8, 1.

TABLE 4.4 — Erreur L, pour T’ = 1,2,3,4,5avec 7 = 0,0005, h = 0,0l et o = 1.

Notre méthode | Pandit et al. [35] | Lin et al. [28]
T Lo Lo Lo |
1.0 4.7539E-08 8.1073E-03 1.2776E-04
2.0 2.2249E-08 1.1022E-03 1.9609E-05
3.0 1.8700E-08 1.4738E-04 3.9246E-06
4.0 1.7072E-08 2.0202E-05 8.8376E-07
5.0 1.6388E-08 2.8410E-06 5.2078E-08
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1

Axe deulx b

05 .

e :

0.5

Axe det

0.2

0.4

0.6

Axe de x

FIGURE 4.5 — Graphe de la solution numérique pour 7" = 4 et o« = 0.2,0.4,0.6, 0.8, 1.

TABLE 4.5 — Erreurs L, et L., pour différentes valeurs de T" et o avec At = 0,0005, h = 0, 01.

T=1 T=2 T=3 T=4

Ly

Lo

L,

Lo

Ly

Lo

Ly

Lo

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

2.53E-09
6.66E-09
1.25E-08
1.99E-08
2.98E-08

3.70E-09
9.57E-09
1.82E-08
2.89E-08
4.75E-08

2.91E-09
6.34E-09
9.97E-09
1.34E-08
1.62E-08

4.32E-09
9.13E-09
1.41E-08
1.86E-08
2.22E-08

2.96E-09
6.21E-09
9.38E-09
1.20E-08
1.34E-08

4.33E-09
8.88E-09
1.32E-08
1.68E-08
1.87E-08

2.91E-09
6.05E-09
9.00E-09
1.12E-08
1.21E-08

4.26E-09
8.64E-09
1.27E-08
1.58E-08
1.71E-08
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w10

: : : Solution exacte a=1.0"
S SRR SOV O ——— Solution numérique |
N TS SO SRS SO SOSU SUUPUE SUROEPo SN w=0.8
a5k SRRPR ......... ......... ........ ........ PR ........ ...... P
T I S S S e T P e

=
= : : : : : : : . : :
i 15_ ....... . ........ _. ........ . ....... e ._ ....... ........ EI,:D-I'-‘-
=T . . . . : : . :
1_ .............................................................................. :
. - : . y . . .DL=|:|.2:
o5k ..... T ........ RRRRY ........ ......... :
D e .............................................
05 S L N S S R
0 0.1 0z 03 0.4 0s 0B 07 (IS na 1

Axe de x

FIGURE 4.6 — Graphe de la solution numérique pour 7' = 4 et o« = 0.2,0.4,0.6, 0.8, 1.

Exemple 4.5 (Coefficients singuliers). Dans cet exemple, nous avons les données suivantes :

Q

(x,t):xQ, b(z, t):l, w(z,t)=1+2% B=a+]1,
flx,t) = ( R et x2)> e ?!sinh (ax),
¢(x) = sinh (ax) , ¥(x) = —2sinh (ax),

g(t) =0, h(t) = e"*sinh (a),

\ulz,ug:(), Ar=—1, Ay =1.

Pour ces données, le probleme d’évolution (2)-#) est donné par :

D u(,t) + ZD M u (1) + u(w,t) = (1+2?) DE Va2, 8) + f(a,1),
u(x,0) = sinh (ax), u; (x,0) = —=2sinh (ax), 0 <z <1,
u(0,¢) =0, u(l,t) =e *sinh(a), 0<t <T.

La solution exacte de ce probléme est u, (z,t) = e ? sinh (ax).
Dans Table [4.6] nous comparons l'erreur L., de notre méthode avec v = 1 et T =1,2,3,4,5,
ainsi que l'erreur L., donné dans [28] et [35].
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TABLE 4.6 — Erreur L, pour 7' = 1,2,3,4,5avec 7 = 0,0001, h = 0,0l et o = 1.

Notre méthode | Pandit et al. [35] | Lin et al. [28]
T Lo Lo Lo |
1.0 2.1983E-08 4.9526E-03 7.3025E-05
2.0 4.0365E-09 7.7597E-03 4.3352E-06
3.0 1.0183E-09 1.3503E-04 3.5757E-07
4.0 1.5180E-10 2.0606E-05 3.4843E-08
5.0 7.5489E-11 2.9512E-06 9.3298E-10

Exemple 4.6. Dans cet exemple, nous considérons les données suivantes :

(

a(x,t) =2 +12, b(x,t) =2at, w(x,t)=1+2* B=a+1,
flz,t)=[(a+2) (a+1)t+2(a+2)t* + 42?t*H] (22 — cos (7))
— (1 + 22 27222 [(a + 2) (o + 1) 2% + 72 cos (7x)]

p(x) =P(x) =0,

g(t) = =Mt*T h(t) = [(2 + ) pg + 2Xg) 2T

\

Pour ces données, le probléme d’évolution (2)-(4) est donné par :

(DgHa)u (2,t) +2 (22 + 12) Dy (x,t) + 42%t?u (2, t) = (1 + 2°t?) Dy (x,t) + f(x,1),
u(z,0) =0, u (2,0) =0, 0 <z <1,
ptg (0,8) + A\u (0,8) = =\ t2Te,

| 2ts (1,8) + Agu (1,8) = [(2 + ) p2 + 2Xs] e 0<t<T.

La solution exacte de ce probleme est u. (z,t) = t** (2>T® — cos (7x)). Table 4.7] contient les
erreurs L, et Lo, pour différentes valeurs de T et a.. Les graphes des solutions exactes et numé-
riques sont donnés par Figure

TABLE 4.7 — Erreurs L, et L, pour différentes valeurs de 7" et a avec At = 0,0001, h = 0, 01.

T=0.2 T=0.5 T=1.0 T=2.0

o) Ly Lo Loy Lo Lo Lo Loy Lo
0.2 | 3.35E-06 | 6.61E-06 | 2.59E-05 | 5.45E-05 | 1.38E-04 | 3.71E-04 | 6.05E-04 | 1.60E-03
0.4 | 1.80E-06 | 3.54E-06 | 2.18E-05 | 4.94E-05 | 1.40E-04 | 3.86E-04 | 7.44E-04 | 2.01E-03
0.6 | 1.39E-06 | 2.61E-06 | 1.94E-05 | 3.37E-05 | 1.34E-04 | 2.51E-04 | 8.36E-04 | 1.58E-03
0.8 | 1.20E-06 | 2.11E-06 | 1.87E-05 | 3.24E-05 | 1.39E-04 | 2.38E-04 | 9.75E-04 | 1.74E-03
1.0 | 9.99E-07 | 1.69E-06 | 1.79E-05 | 3.06E-05 | 1.51E-04 | 2.57E-04 | 1.22E-03 | 2.09E-03
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FIGURE 4.7 — Graphes des solutions exactes et numériques pour différentes valeurs de T et «

avec h = 0.01 et 7 = 0.0001.
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Conclusion générale

@ ans cette these, nous avons étudié deux problemes d’évolution gouvernés par d’équation
télégraphique fractionnaire en espace et en temps avec coefficients variable ou constants
et une condition aux limites de Robin. Cette these se déroule en deux étapes :

v Résolution analytique : nous avons utilisé la méthode de Fourier et les propriétés de la
dérivée conformable pour calculer la solution analytique sous forme d’une série de fonc-
tions du probleme d’évolution (1), (3)-@). Nous avons présenté trois exemples pour confir-
mer les techniques utilisées.

v Résolution numérique : nous avons proposé un algorithme basé sur les polyndmes de
Tchebychev du quatrieme espéce et la méthode de Newmark pour résoudre le probléme
d’évolution (2)-() avec condition aux limites de Dirichlet et les coefficients sont constants.
Ensuite, nous avons généralisé notre travail avec une nouvelle méthode basée sur les po-
lyndmes de Legendre du premiere espece et la méthode a-généralisée pour calculer la
solution numérique de notre probleme d’évolution. Une étude comparative entre les algo-
rithmes proposés et les méthodes numériques disponibles dans la littérature. Nous avons
obtenu une excellence approximation avec un petit nombre de points de collocation.

Comme perspectives, nous avons prévu les deux sujets de recherche suivants :

i Btude une classe d’équations télégraphiques fractionnaires non linéaire avec coefficients
variable :

DMy (1) + 2a (2,8) DI (z,8) + F (2, t,u (2, 1) = w (2, 8) DPu (2, 8) + f (x,1), (x,t) € Qr,
avec les conditions initiales :

u(z,0)=p(z), Dt(a)u(x,O) =¢(x), 0<z <1,
et la condition de Robin avec dérivée conformable :

D (0,8) + M (0,8) = g (8), mhi <0, ] + M| >0,
oD u (1,8) + Agu (1,8) = h (1), pada > 0, |pa] + [Ao] > 0,

ouQr ={(z,t):0<z<1,0<t<T}HO0<a<11<p<2auw,f, g1, g hsontdes
fonctions données et I est une fonction non linéaire.

i Analyse mathématique et numérique d’un probleme inverse pour déterminer {u (z,t),r (¢)}
satisfait 1’équation télégraphique fractionnaire suivant :

DV (@, t) + 24D u (2, t) + Vu (2, t) = r (£) DPu (2,) + f (x,1),

82
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avec la condition initiale non locale

{u(x,()) +0hu(z,T)=p(x),
ug (x,0) + dquy (2, T) = ¢ (x) .

et la condition aux limites de Robin

D (0,8) + M (0,8) = g (£), mhi <0, ] + M| >0,
oD (1,8) + Au (1,8) = h (1), pada > 0, |pa] + [Ao] > 0,

et la condition d’intégrale supplémentaire suivante :

/0 = (@) u (ot dz = B (1),

oul<a<1,1<f8<2a>b>0,01,00 >0, 1, p2, A\, A2 et 0 < T < 400 sont des réels
donnés, f (z,t), ¢ (x), ¥ (z), g (t), h(t), w (z) et E(t) sont des fonctions données et D,
DY sont les dérivées fractionnaires conformables d’ordre « et 3 respectivement.
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@ ans cette these, nous avons considéré deux problemes d’évolution gouvernés par d’équation télé-

graphique fractionnaire en espace et en temps avec coefficients variable ou constants et une condi-
tion aux limites de Robin. Les dérivées fractionnaires sont décrites au sens conformable. Nous avons
utilisé la méthode de Fourier et les propriétés de la dérivée conformable pour calculer la solution ana-
lytique dans le cas ot les coefficients de 1'équation télégraphique sont constants. Ensuite, nous avons
proposé un algorithme basé sur les polynomes de Tchebychev du quatriéme espéce et la méthode de
Newmark pour résoudre ce probleme d’évolution avec condition aux limites de Dirichlet. D’autre part,
nous avons généralisé notre travail avec une nouvelle méthode basée sur les polynomes de Legendre
et la méthode a-généralisée pour calculer la solution numérique de notre probleme d’évolution ot les
coefficients sont variables et la condition aux limites de Robin. Plusieurs exemples sont présentés pour
confirmer la fiabilité et 1’efficacité de chaque méthode proposée.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire confromable, Condition aux limites de Robin, Equation télégraphique,
Meéthode de Fourier, Méthode de Newmark, Méthode a-généralisée, Polyndmes de Legendre,
Polyndmes de Tchebychev.

U n this thesis, we considered two evolution problems governed by fractional telegraphic equation in
space and time with variable or constant coefficients and a Robin boundary condition. Fractional
derivatives are described in the conformable sense. We used the Fourier method and the properties of
the conformable derivative to calculate the analytical solution in the case where the coefficients of the
telegraph equation are constant. Then, we proposed an algorithm based on Chebyshev polynomials
of the fourth kind and Newmark’s method to solve the evolution problem with Dirichlet boundary
condition. On the other hand, we have generalized our work with a new method based on Legendre
polynomials and the a-generalized method to calculate the numerical solution of the evolution problem
where the coefficients are variable and the Robin boundary condition. Several examples are presented to
confirm the reliability and effectiveness of each proposed method.

Keywords : Confromable fractional calculus, Fourier method, Newmark method, Legendre
polynomials, Robin boundary condition, Telegraph equation, Tchebychev polynomials, a-generalized
method.
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