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Introduction

La plupart des problémes scientifiques et les phénomeénes physiques sont modulisent sous
la forme des équations (EDO,EDP,... etc) linéaires ou non linéaires qui sont difficiles a
résoudre dans la plupart cas

Ce mémoire contient trois chapitres.

Dans le premier chapitre nous donnons quelques définitions des bases et des outils math-
ématiques

Dans le deuxiéme chapitre on expose brirvement de la méthode des éléments finis uni-
dimentionnels, multidimensionel et d’analyse de convergence

Dans le dernier chapitre on trouve les applications ( Implémentations ) de la méthode

des éléments finis pour les équations différentielles (EDO) et équation aux dirivées partielles

(EDP)



Chapitre 1

Espaces fonctionnels

1.1 Introduction

L’analyse de la méthode des éléments finis requiert une bonne dose d’analyse fonctionnelle,
outil fondamentals pour une véritable compréhension de cette méthode. C’est 'objet de ce
chapitre. Précisions dans le départ que notre objectif n’est pas de donner un cours d’analyse
fonctionnelle complet mais bien de donner les outils de base nécessaires a 1'utilisation efficace
de la méthode des éléments finis .

Parmi les outils de base, on retrouve les notions de distributions, d’espaces de Hilbert,
de Sobolev, etc..., Nous omettons toutefois beaucoup de détails et de subtilités qui ont
bien sur leur importance mais qui ne sont pas essentielles & une bonne compréhension de la
méthode des éléments finis.

Un espace fonctionnel est un espace vectoriel dont les éléments sont des fonctions.

1.2 Quelques notions de base préliminaires

1.2.1 Les distributions

Les distributions sont des fonctions ce que nombres irrationnels sont aux nombres rationnels.
Les distributions sont en fait une généralisation de notion de fonction, ont notions essentielles
comme la dérivation d’une distribution, Nous référons le lecteur a Gasque-Witomski pour

un traitement simple et moderne de la théorie des distributions .



1.2. Quelques notions de base préliminaires

1.2.2 Dérivée d’une distribution

On définit la dérivation d’une distribution 7" par la relation suivante

<T/7 90> = - <T’ 90,> Vo e D (]a7 bD :

On définit de maniére similaire, la dérivée d’ordre n

(T, ) = (=1)"(T, ™) Vo D(a,b]).

1.2.3 Espace de Sobolev

L’espace de Sobolev WP est défini par
WmP = {u e LP () pour tout multi indice «, avec |a| < m, D*u € LP(Q)}.

dans cette définition la dérivée partielle D%est entendu au sens de distributions

la] = a1 + agy.ay 1 +

0%

D%y =
041,020y - - 0% g,

1.2.4 L’espace H'! (Q)

On note par H! (2) I'espace fonctionnel linéaire défini par

Hl(Q):{ueLQ(Q):g—ueLQ(Q),lgig?)},
T

que 'on munit du produit scalaire noté ((u;w)), q

>\ Qudw
((u,w))lyg—/<uw+ E 8x-8m> dv.
i=1 T

Q

et par le fait méme d’une norme induite

il = (((0),0) " = ( [ <+z ( §’§>) dv) N

Remarque 1.2.1
1. Sip=2onaW"?(Q)=H'(Q).

2. H' est un espace Hilbert.



1.3. Les formes bilinéaires continues

1.2.5 Les sous espace de H' ()

On a quelques sous-espaces de H! sont extrémement utiles en pratique, il s’agit I'espace
H; (Q)
Hy(Q)={ue H' (Q):u=0surT'}.

1.3 Les formes bilinéaires continues

1.3.1 Formes linéaires

Définition 1.3.1 (forme linéaire)
On appelle forme linéaire une fonctionnelle linéaire sur un espace de Hilbert V.. Une forme
linéaire | vérifie donc les propriétés suivantes

o [ (au) = al(u) Yu eV etVa € R.

o [ (ug +ug) =1(ur) +1(ug), Yuy,ug € V.

Définition 1.3.2 (forme linéaire continue)
Une forme linéaire | sur Uespace de Hilbert V- muni de la norme ||.||,, est dite continue s’il

existe une constante C', telle que

1L < Cllully VueV,

1.3.2 Formes bilinéaires

Définition 1.3.3 (Forme bilinéaire)

Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert V' est une application a qui associe & un couple
(u,w) € V- x V un scalaire noté a (u,w) satisfaisant

e a(auy + Pug, w) = aa (ug, w) + Ba (ug, w), Yuy,us,w € Vet Vo, € R.

e a(u,aw; + fwy) = aa (u,wy) + Ba (u,ws) , Yu,wi,wy € V et Vo, € R.

Une forme bilinéaire est donc linéaire en chacun de ses deux arguments.

Définition 1.3.4 (Forme bilinéaire continue)

Une forme bilinéaire a est dite continue sur V x V sl existe une constante C| telle que

la (u, w)[| < Clully [lwlly Vu,w eV,



1.4. Théorémes de Lax-Milgram et Stambachia

Définition 1.3.5

Une forme bilinéaire a est dite symétrique si
a(u,w)=a(w,u), Yu,w €V,

Définition 1.3.6
Une forme bilinéaire est dite coercive ou elliptique s’il existe une constante strictement
positive a, telle que

a(u,u) > alluly, Yu eV,

Remarque 1.3.2
Les formes bilinéaires coercives sont une généralisation de la notion de matrice définie pos-

itive.

1.4 Théorémes de Lax-Milgram et Stambachia

Théoréme 1.4.1 (Lax-Milgram)
Soit V' un espace de Hilber et soient | est une formes linéaire continues sur V et a est une
forme bilinéaire continues et coercive sur V- x V . alors il existe une unique solution u du

probléme variationnel.

Trouver une fonction uw € V telle que

a(u,w)=10(w), VweV

Théoréme 1.4.2 (Stambachia)
Soit V' un espace de Hilber et soient | est une formes linéaire continues sur V et a est une

forme bilinéaire continues, coercive et symétrique , alors le probléme suivant
a(u,w)=1(w),Yw € V.

Admit une unique solution u sous la forme
J(u) = a(u,w) — 2l (w),

qui représente le minimum de la fonction



1.5. La formule de Green

1.5 La formule de Green

1.5.1 Rappels
Opérateurs différentiels en dimension deux

e Soit u une fonctions de deux variables (x,y) a valeurs réelles définie sur un domaine

Q2 de R?. On appelle gradient de u et on note grad (u) ou Vu, le vecteur

du
ox
du
Oy

grad (u) = Vu =

e Soit v une fonction de deux variables (z,y) définie sur un domaine €2 de R? et & valeurs
v1, v9 dans R. On appelle divergence du vecteur v et on note div (v) ou V.v, le scalaire

div(v):V.v:%Jraa—U;

e Soit u une fonction de deux variables (x,y) a valeurs réelles définie sur un domaine 2
de R2. On appelle laplacien de u et on note Au ou V2u, le scalaire

0? 0?
Au = div (grad (u)) = V.V (u) = 8_:;; + 8_3/2
Intégrales doubles et changement de variables

On appelle que pour un changement de variables correspondant & une transformation (x, y) €

Q — (s,t) — D définie par

LE:fl(S,t) y:fQ(Svt)

on appelle déterminant jacobien de la transformation le déterminant

ofh oh
J —| 05 o
(fla f2) ofs O
ds Ot
que l'on note également : —%((3; i/))

On a alors I’égalité

//Qf(l’,y)dxdyz//Df(x(s,t),y(s,t))’%‘dwt



1.5. La formule de Green

Intégrales curvilignes

Soit une courbe C' d’extrémités A et B et de longueur L, orientée de A vers B.
On note s (M) l'abscisse curviligne d’un point M de C. Soit f une fonction qui a tout

point M de C associe le réel f (M) = f (s).On définit I'intégrale curviligne de f sur C' par

[ roanas=["se)as

Si C' admet une représentation paramétrique de parameétre ¢, nous aurons, en posant

fs(t)=9() .
/f ds—/ g()d—jdt

ou t4 et tg sont respectivement les valeurs du paramétre ¢ associées aux points A et B de

I'intégrale simple suivante

la courbne C.

Formules de Green

Formule de base Soit Q C R? de frontiére I', C! par morceaux, et u et v fonctions de

H'(Q), on a ’égalité suivante pour chaque composante i = 1,2

// Ou vdr,1dre = —// v udxldarg—i-/wivdv
o O; o O r

composante du vecteur normal unitaire & I' orienté vers l'extérieur de 2 et

avec w;, 1*¢m¢

noté w et v abscisse curviligne sur I' orientée dans le sens direct.

Conséquences En notant en caractére gras les vecteurs ( en particulier u désigne ici un

vecteur ), on déduit aisément les formules suivantes

//dlvu vdrdy = — //u grad v dmdy+/uwvd7

et en posant u = agrad (u) o a es une fonction L () et 2% = grad (u) .w

0
//div (agrad u) vdxdy = —//agradu gradvdacdy—l—/a—uvdw
Q Q r Ow

Enfin dans le cas a = 1 on obtient la formule classique

//Auv dxdy—//gradu grad vdxdy — / —uvdry



1.6. Formulation variationnelle

1.6 Formulation variationnelle

Cas 1D

Soit & résoudre le probléeme

—u" (z)+c(@)u(z)=f(x), a<z<b (L.1)
u(a)=u(b)=0

Ou f et ¢ sont des fonctions données continues sur [a,b]. On supposera de plus que la

fonction ¢ est strictement positive sur [a,b]. Un tel probléme est appelé probléme aux

limites.

Définition 1.6.7

Une solution classique (solution forte) de 1.1 est une fonction de C* ([a,b]), telle que
u(a)=u(b)=0

et Vo € |a, b,
—u" () +c(x)u(z) = f(x).

En faisant le produit scalaire L? (]a, b[) de I’équation différentielle avec une fonction -test

v e D(Ja,b]) (cest a dire intégrant sur [a,b]), on a
—/bu"(m)v(m)dm—l—/bc(:p)u(:p)v(x)dx:/bf(x)v(x)dx.

en intégrant par paarties le premier tearme a
/bu’(x)v'(x)dx—l—/bc(x)u(x)v(x)dx:/bf(x)v(x)dx,

car v (a) = v (b) = 0 puisque v€ D (]a, b[) .chaque terme de cette équation a en fait un sens
des lors que v € H} (Ja,b]) .De plus D (]a, b[) étant dense dans H; (Ja, b]) , cette équation est
vérifice pour tout v € Hy (]a, b]).

On peut donc définir le nouveau probléme

trouer u € Hj (Ja,b]) tel que

b b

/u’(m)v’(x)dx—l—/c(x)u(x)v(x)dx:/f(x)v(x)dx Vv € H} (Ja, b))

a

(1.2)

a



1.6. Formulation variationnelle

Ce probléme est la formulation variationnelle ( ou formulation faible ) du probléme 1.1.
Toute solution de 1.2 est appelée solution faible . il est immédiat que toute solution forte

de 1.1 est aussi une solution faible .

Cas 2D

Soit €2 un ouvert borné de R™.On veut résoudre le probleme

—Au+u=f dans ()
u=f,sur df)

(1.3)

Une solution classique de ce probléme est une fonction de C? (Q) vérifiant 1.3 en tout point
de . Au passage, on voit que ceci impose que f soit C° (Q . Toute solution classique

vérifie donc

W%CW@,J—Aw+!w:!M

on utilise la formulle de Greene
/Vqu—l—/uv—/fv
Q Q Q

puisque J,u = 0 sur 92 . Or ,C* (Q) = H'Q) . On peut donc définir le nouveau probléme

trouver u € H' () tel que
2) /VuVU + /uv = /fv Yo € H' (Q) (14)
Q Q Q

C’est la formulation variationnelle de 1.3. On voit aussi que probléme est défini dés lors _que

feL2(Q).

Cas général

Les cas précédents montre que , d’'une facon générale , la formulation variationnelle sera
obtenue en faisant le produit scalaire de I’équation avec une fonction v appartenant a un
espace V' a préciser ( ¢’est & dire en multipliant par v et en intégrant sur €2 ), et en intégrant

par parties (ou utilise la formulle de Gréen) les termes d’ordre les plus élevés en tenant



1.6. Formulation variationnelle

compte des conditions aux limites du probléme. On arrive alors & une formulation du type.

Trouver u € V' telle que

a(u,v)=1(v), YoeV 5

ot a(.,.) est une forme bilinéaire sur V' x V' et [(.) est une forme linéaire sur V/

Remarque 1.6.3

Une formulation plus générale est la suivante

trouver uw € V' tel que
a(u,w)=10(w) YweW.
Oua(.,.) est une forme bilinéaire sur VxW etl(.) est une forme linéaire sur W.V est alors

appelé espace des solutions et W espace des fonction de tests. La formulation précédente

correspond donc au cas particulier V = W.

10



Chapitre 2

Méthode des élément finis (MEF)

2.1 Introduction

Pour illustrer le fonctionnement de la méthode des éléments finis et pour justifier I'introduction
d’un certain nombre d’outils mathématiques, nous allons considérer un exemple trés simple
et effectuer une comparaison avec la méthode des différences finies.

Soit donc I’équation différentielle

—~

—u"

D=1y 0,1] . (2.1)
1)

u(0)=u(l)=0

ou f (x) est une fonction connue. On cherche donc a obtenir une approximation de la solution
u (z) dans Uintervalle [0, 1], pour ce faire,la subdivisons cet intervalle en N sous-intervalles
de longueur h = 1/N ( les sous-intervalles peuvent éventuellement étre de longueurs dif-
férentes). On obtient ainsi N + 1 points x; vérifiant o = 0,2y = 1 et pour les points
intermédiaires
7
T; = N,%‘H —z;=h

On note w;, 'approximation de u (z;) au point z;. Les conditions aux limites im-
posent que uy = uy = 0, La méthode de différences finies consiste a discrétiser directement
I'équation différentielle en remplacant les dérivées de u (x) par des différences finies, en

chaque point z; . On peut utiliser par exemple une différence centrée d’ordre 2

11



2.1. Introduction

02 -

ufx)

-0.25 -

-0.35 -

04 L L L I
0 02 04 06 0.8 1

Figure 2.1.1 : Solution par différence finies

u(xim1) — 2u(x;) + u (wigr)
12

L’équation différentielle s’écrit en chaque point z;

1= 2u; + Ui
h2

o () = Loy =Y

—u" (z;) = f (%)
de sorte qu’en remplacant par la différence centrée, on obtient

Ui—1 — 2U; + Uit

h2

et ce pour ¢ allant de 1 jusqu’a N — 1 . Dans I’équation précédente, on a bien sir négligé le
terme d’erreur O (h?) et il en résulte une approximation d’ordre deux. On obtient ainsi un

systéme linéaire de (N — 1) équations en (N — 1) inconnues de la forme

[ 2 —100 -+ 0] [ w | [ f(w) ]
~12 =10 - 0 U [ (x2)
0 —12 —10: LI f(x3)
0
0O --- 0 —12 —1 UN_2 f(zn-2)
00 - 0 =12 || uv | f(avo) |

12



2.1. Introduction

La résolution de ce systéme linéaire tridiagonal est simple et fournit une solution approxima-
tive de I’équation différentielle de départ aux points x;. on peut voir la solution numérique
obtenue avec 10 intervalles (h = 0.1) et la fonction f(z) = —6x. Dans ce cas, on vérifie

3 — 2. On peut deés lors constater que la

facilement que la solution analytique est u (z) = x
solution numérique est une bonne approximaion de la solution analytique .

La méthode des éléments finis procéde tout autrement. Nous allons donc reprendre
I’exemple précédent par cette méthode, mais sans justifier toutes les étapes puisque nous
ne sommes pas encore en mesure de le faire. Multiplions I’équation différentielle 2.1 par

une fonction dite test w (x) que nous supposerons pour I'instant quelconque et intégrons sur

'intervalle [0, 1]. On obtient

1 1
/ —u" () w (z) dx = / f(x)w (z)dx
0 0
Intégrons maintenant par parties (en supposant que w (z) soit suffisamment réguliére) pour

obtenir :

/0 u (x)w' (x)de — (v (1) w (1) —u (0)w(0)) = /0 f(x)w(z)dz

Si on suppose maintenant que w (0) = w (1) = 0, on obtient une formulation variationnelle

qui consiste a déterminer une fonction u (z), vérifiant u (0) = u (1) = 0 et telle que
1 1
/ u ()W (x)de = / f(x)w(z)dz, Yw () (2.2)
0 0
(1) =0

w(0) = (2.3)

Il est évident que toute solution de 2.1 vérifie la formulation variationnelle 2.2. Par contre,
I'inverse n’est pas aussi évident. Soit donc u (x) une solution de la formulation variationnelle
2.2. Essayons de refaire le chemin inverse, jusqu’a I’équation différentielle 2.1

En intégrant par parties, on trouve

/0 —u" () w (x)dx +u' (1) w (1) — ' (0) w (0) :/o f(x)w(x)de,

c-a-d,



2.2. La méthode de Galerkin

qui est valide pour toute fonction w (z) qui s’annule en 0 et 1. Il nous faut déduire de cette
équaion que

—u" () — f(x) =0,

Pour arriver, il faut effectuer un choix judicieux de fonction w (). Considérons d’abord la
fonction ¢ () = z (1 — x) qui est positive dans U'intervalle |0, 1[ et qui s’annule en x = 0 et

2 = 1. Choisissons en suite

w(z) = ¢ (x) (—u" (z) — f (),

Cette fonction de test w () s’annule bien en x = 0 et en = = 1 et est donc admissible. On
obtient ainsi.

Puisque l'intégrant est toujours positif et que son intégrale est nulle, on conclut que

Puisque ¢ (z) ne s’annule pas a U'intérieur de 'intervalle, on peut affirmer que
—u" (z) = f(x), dans ]0,1],

et donc que u (x) vérifie ’équation différentielle. Il y a donc une équivalence entre I’équation
différentielle 2.1 et la formulation variationnelle 2.2. La formulation variationnelle 2.2 ne
fait apparaitre que la dérivée d’ordre 1 de la fonction u (x) (et de la fonction test w (z)) et
demande donc moins de régularité que I’équation différentielle elle-méme qui est dans le cas
d’ordre 2. On parle alors de formulation faible par opposition & I’équation différentielle dite

formulation forte.

2.2 La méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin permet d’approcher la solution de problémes modeéles dont la

formulation abstraite est la suivante

chercher u € V| tel que

a(u,w)=101(w), YweW 24

14



2.2. La méthode de Galerkin

ou V et W sont des espaces fonctionnels (des espaces vectoriels dont les éléments sont des
fonctions). a est une forme bilinéaire définie sur V' x W et [ est une forme linéaire définie
sur W. On dit que V est 'espace de solution et que W est ’espace de test. Les éléments
de W sont appelés des fonctions test.

Les espaces fonctionnels V' et W sont équipés par de normes, notées ||.||,, et ||.||; re-

spectivement, qui leur conférent une structure d’espace de Banach.

2.2.1 Probléme modéle est-il bien posé

L’objet de cette section est de rappeler briévement les deux principaux résultats qui perme-
ttent d’étudier le caractére bien posé du probléme 2.4. La notion de probléme bien posé est

entendue au sens de la définition suivante.

Définition 2.2.1 (Hadamard) On dit que le probléme 2.4 est bien posé s’il admet une

seule solution.

2.2.2 Principe de la méthode de Galerkin

On considére le probléme modéle 2.4 et on suppose qu’il est bien posé.
La méthode de Galerkin permet d’approcher la solution u de ce probleme.
L’idée consiste a remplacer dans 2.4 les espaces fonctionnels V' et W par des espace de

dimension finie, notés V}, et W},, ce qui conduit a

chercher u;, € V}, tel que
(2.5)
ap, (uh, wh) =1 (wh) , Yw, € Wy,
On dit que 2.5 est le probléme approché ou le probléme discret et uy, est la solution approchée.
On notera que sous sa forme la plus générale, le probléme approché 2.5 fait intervenir
une forme bilinéaire a;, € L (V,, x Wj,;R) qui est une approximation de la forme linéaire /.

L’espace V},, qu’on appellera espace d’approximation, et ’espace W}, qu’on appellera espace

test discret.

15



2.3. Méthode de Ritz

Un choix particulier dans (2.9) consiste utiliser le méme espace V}, comme espace d’approximation

et comme espace test discret, ce qui conduit au probléme approché suivant

chercher u;, € Vj, tel que
h h q (2.6)
a (uh, wh) = (wh) ., Yw, €V

Dans ce cas, on parle de méthode de Galerkin standar, alors si les espaces discrets V}, et
W, sont différents, on parle de la méthode de Galerkin non-standar (dans la littérature, on

rencontre également la terminologie Petrov-Galerkin).

2.3 Méthode de Ritz

2.3.1 principes généraux

Une fois le probleme formulé sous forme variationnelle, il reste a le discrétiser c-a-d. a le faire
passer d’un probléme de dimension infinie & un probleme approché de dimension finie. Ce
probléme discrétisé sera ensuite résolu par des techniques d’algebre linéaire classiques: réso-
lution de systémes algebriques linéaires ou non linéaires, de problémes aux valeurs propres,
ect. ..

La méthode de Ritz est une technique de discrétisation de problémes variationnels et
est en quelque sorte le précurseur de la méthode des éléments finis. Soit donc un probléme

variationnel vérifiant les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram

trouver u € V' telle que

a(u,w)=1(w) YweV 27

o la fonction u vérifie les conditions aux limites essentielles homogenes (le cas des conditions
aux limites non homogenes nécessite la construction d’une fonction de relevement u, mais
ne pose pas de difficultés théoriques supplémentaires). On se donne maintenant N fonctions
¢, €V, j=1,2,---, N appelées fonctions d’interpolation de Ritz ou plus simplement
fonctions de Ritz vérifiant elles aussi les conditions essentielles homogénes. On suppose

ensuite que I'on peut écrire

u(e) = (@) = 3w, (@) (28)
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2.3. Méthode de Ritz

Dnas cette expression, les N coefficients u; sont & déterminer et le probléme est maintenant
de dimension finie N. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles des fonctions
¢; forme un sous-espace de dimension N de V' noté VN ( toujours en supposant que les
fonnctions ¢; sont choisies dans V' dés le départ et qu’elles sont linéairement indépendantes).

On considére donc 'approximation suivante du probléme variationnel 2.7

trouver " € VV telle que

Q (uN, wN) =1 (wN) vuN e VN (29)

ou encore N
! (Zu] j,wN> =1 (w"), vu¥ e V¥
j=1

La bilinéarité de a nous permet d’écrire
N
Zuja( j,wN) =1 (wN) NV e vV
j=1

On va maintenant construire un systéme linéaire (par ce que le probléme de départ 2.7

est linéaire) dont les inconnues sont les coefficients ;. Soit donc N nouvelles fonctions

¢;i = 1,2,--+ , N appartenant a I'espace VY. Puisque 1’équation précédente est vraie

quelle que soit la fonction w™ € VY, elle est valide pour chacune des fonctions ¢ et on a

N
;uj& (qu’gbz) =l<¢5i>, 1<i<N

qui est un systéme linéaire N sur N de la forme :
AU = F

ou la matrice A et les vecteurs U et I’ ont pour coefficients :
| Q (¢1a &1) « (¢2> &1) Q@ (¢N7 &1) 1 [ Uq ] | [ (&1) ]
« (¢1a &2) Q (%a &52) oo (¢Na &52) Usg ! (&52)

_ a(¢1,%N) a(%,&s;) o (on,dy) UN Z(W

Si les fonctions ¢; et ¢, sont bien choisies, ce systéme linéaire est inversible et on peut dés

lors déterminer les inconnues u; et ainsi obtenir une approximmation u¥ () de la fonction u
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2.4. Principe général de la méthode des éléments finis

par la relation 2.7. Un choix naturel pour les fonction ¢; consiste a prendre tout simplement
¢~5i = ¢,, et ce pour tout i. C’est la méthode de Ritz ou méthode de Rayleigh-Ritz. Dans le

cas ol ¢; # ¢, on parle de la méthode de petrov-Galerkin.

2.4 Principe général de la méthode des éléments finis

La démarche générale de la méthode des éléments finis est la suivante. On a une EDP ou
EDO a résoudre sur un domaine 2. On écrit la formulation variationnelle de cette EDP ou

EDO, et on se raméne donc a un probléme du type

trouver u € V tel que

a(u,v) =1(w), Yoe W

On va chercher une approximation de u par approximation interne. Pour cela, on définit un
maillage du dommaine €2, grace au quel on va définir un espace d’approximation V},, s.e.v
de V' de dimension finie Nj, ( par exemple V}, sera I’ensemble des fonctions coninues sur €2

et affines sur chaque maille). Le probléme approché est alors

trouver u, € V), tel que
(Pr)
a (up,vp) =1 (vp), Yo, € Vj,

Soit (901, N2 Nh) une base de V},. En décomposant u;, sur cette base sous la forme

N
i=1
le probléme (P,) devient

trouver uqy, us, -+, uy tels que

N (2.11)
Zuia (piyvn) =1(vy), Yo, €V
i=1

ou encore par linéarité de a et [:

trouver uy, us, - ,uy tels que

N
> wa(ene;) =1(g;), Vi=1-- N
=1
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2.4. Principe général de la méthode des éléments finis

c’est & dire résoudre le systéme linéaire suivant

a(e, o) - alen, ) Uy ! (901)
a (@17 on) oa (‘PNy SON) Un [ (SON)
ou simplement
Au=1>

avec la matrice A est a priori pleine. Toutefois, pour limiter le volume de calculs, on va
définir des fonctions de base ¢; dont le support sera petit, c’est & dire que chaque fonction
@, sera nulle partout sauf sur quelques mailes. Ainsi les termes a (gpi, goj) seront le plus
souvent nuls, car correspondant a de fonction ¢; et ¢; de supports disjoints. La matrice A
sera donc une matrice creuse, et on ordonnera les ¢, de telle sorte que A soit & structure
bande, avec une largeur de bande la plus faible possible.

A ce niveau, les difficultés majeures en pratique sont de trouver les ¢, et de les manipuler
pour les calculs d’intégrales nécessaires a la construction de A, On peut toutefois indiquer

que la plupart de ces difficultés seront levées grace a trois idées principales.

1. Le principe d’unisolvance: On s’attachera a trouver des degrés de liberté (ou ddl) tels

que la donnée de ces ddl détermine de fagon univoque toute fonction de Vj,.

Il pourra s’agir par exemple des valeurs de la fonction en quelques points . Déterminer

une fonction reviendra alors & déterminer ses valeurs sur cess ddl.

2. Définition des ¢,: On définira les fonction de base par ¢; = 1 sur le i ddl, et auront
par les autres ddl. La manipulation des ¢, sera alors trés simplifiée, et les ¢, auront

par ailleurs un support réduit & quelques mailles.

3. La notion de famille affine d’éléments: Le maillage sera tel que toutes les mailes soient
identiques a une transformation affine prés. De ce fait, tous les calculs d’intégrales
pourront se ramener & des calculs sur un seule maile référence, par un simple change-

ment de variable.

19



2.5. Eléments finis unidimmensionnels

2.5 Eléments finis unidimmensionnels

Nous allons maintenant établir comment construire les fonction ¢, () de la méthode de Ritz
de maniére efficace, et ce sur des domaines de forme quelconque. Cette efficacité proviendra
de l'introduction de formes géométriques simples (des sous-intervalles en dimension 1) nom-
més éléments qui permettent une construction locale de ces fonctions. C’est certainement
en dimension 2 ou 3 que l'introduction de ces éléments prend toute son importance car
les géométries son de toute évidence beaucoup plus complexes. Nous commencerons tout
de méme le développement en dimension 1 en tadchant d’utiliser une présentation la plus
générale possible de sort que le passage en dimension supérieure soit direct.

Nous choisissons une approche qui se veut la plus pédagogique possible. Nous présen-
terons aussi quelques aspects informatiques en indiquant quelques tableaux nécessaires a la
bonne mise en oeuvre d’une méthode d’éléments finis. Nous ne chercherons cependant pas a
obtenir une présentation optimale sur le plan informatique. Le lecteur doitt rester conscient
qu’il existe plusieurs fagcons de présenter la méthode des éléments finis et que celle que nous

avons retenue a I'avantage d’étre relativement simplle et suffisamment générale.

2.5.1 Equations différentielles d’ordre 2
Probléme type (Modéle)

Pour fixer les idées, nous commencerons par la résolution d’un probléme classique d’une

équation différentielle d’ordre 2 de la forme

p(@)u—g (1) %) ::(5”)7 dans 0, | (2.12)

u(0)=c¢, q(L)g(L)=d

On suppose connues les fonctions p (z) et ¢ (z) de méme que les constantes ¢ et d.

Si dans cette équation on prendr p(z) = 0, la variable dépendante u (x) peut entre
autres choses désigner la déformation longitudinale d’une tige métallique de longueur L. A
ce moment, ¢ (r) = EA, ou E est le module de Young et A I'aide de la section de la lige
qui peut étre variable. Enfin, r (x) est une force de contact sur la surface de la tige et d est

une force axiale appliquée a I'une des extrémités de la tige. On peut aussi interpréter u (x)
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2.5. Eléments finis unidimmensionnels

comme une température, une pression hydrosatique, un potentiel, ect., suivant le domaine
qui nous intéresse . Le probléme 5.1 est donc suffisamment général pour couvrir bon nombre
d’applications.

Sur le plan théorique, si on suppose que la fonction p (x) es positive ou nulle et que 0 <
¢ < q(x) < C dans 'intervalle |0, L, il est facile d’assurer que les hypothéses du théoreme
de Lax-Milgram sont vérifiées. La solution, & un reléevement des conditions essentielles pres,

est dans ’espace

V= {we H" (0,L]) | w(0) =0}

Rappelons que pour cette équation différentielle d’ordre 2, la seule condition essentielle est
I'imposition de la variable u (z) a la frontiére. Dans cet exemple, u n’est pas imposée qu’en
x = 0 d’ou cette définition de ’espace V' .

Il est donc nécessaire de construire des fonction ¢, () dans la méthoode de Ritz qui
soient dans V' . On utiliserons des approximations polynomiales il suffit de s’assurer que ces
fonctions soient continues et s’annulent en x=0.

On pose ensuite u = ug + u, et la formulation variationnelle est,

trouver ug € V., telle que (2.13)
a(ug,w) =1 (w) —a(ug,w), YweV
a (up, w) = /0 (p () uo (2) w (2) + q (z) ug (z) w' (z)) do,
et

l(w):dw(L)+/0 r(x)w(x)de,

La méthode de Ritz consiste a poser
n
u(x) =g () + Y w0, (x),
j=0
et nécessite la construction d’un systéme linéaire global de la forme
AU = F.

ou

aij = a(¢;(x), ¢ (2)) et fi=1U¢;(x)) —aluy(x),0(z))
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2.5. Eléments finis unidimmensionnels

K, K, Kq K

nel

Q

™ ™
L L

o
0

Figure 2.5.2 : Maillage en dimension 1

la fonction u, () est le relévement des conditions aux limites essentielles et doit donc vérifier

dans ce cas u, (0) = ¢ doit de plus appartenir a 'espace H* (]0, L[).

2.5.2 Le maillage
Les éléments

Considérons une partition de l'intervalle ]0, L[ comme celle de la Figure (2.5.2). cette parti-
tion en sous-intervalles constitue de maillage. Les sous-intervalles /; sont appelés éléments
dont le nombre total est noté nel. La frontiére des éléments correspond aux cercles en trait

gras. Les éléments peuvent étre de longueur variable.

Les noeuds

Sur chaque élément, on identifie ng noeuds géométriques qui permettent de définir la

géométrie de ’élément. En dimension 1, les noeuds géométrique sont les bornes de 1’élément

et alors ng = 2. On notera K = [¢f, 24] un élément générique et A sa taille qui en di-
mension 1, es tout simplement la longueur K = 2L — 2K (on s’assurera bien sur que

i > 2K de sorte que h¥ soit strictement positif). Ce sont ces noeuds géométriques qui
définissent localement la géométrie de ’élément et globalement, cella du domaine en entier.
En dimension 1, cela parait futile mais en dimension supérieure, ce sera fondamental.
Dans chaque élément K on identifie également voir la Figure (2.5.3) un nombre n¢
de noeuds de calcul souvent appelés noeuds d’interpolation ou les variables essentielles
du probléme seront éventuellement calculées. Ces noeuds d’interpolation peuvent ou non
coincider avec les noeuds géométriques. Lensemble des noeuds de I’élément comprend donc

les noeuds géométrique et les noeuds de calcul. On note ny le nombre total de noeuds de
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2.5. Eléments finis unidimmensionnels

€ = S o > 3]
K = \._.-'K x_.fK Py
X X X X X X

Figure 2.5.3 : Noeuds géométriques et de calcul de ’élément K

I’élément K et (l‘{{ SRR ,fo{T) les noeuds de ’élément K en commencant pat les noeuds

géométriques, suivis des autres noeuds de calcul.

2.5.3 Meéthode d’éléments finis de degré 1

Divisons l'intervalle [0,1] en N + 1 parties ( N étant un entier positif) et posons h =

1/(N+1),z;=ihaveci=0,1,2,--- ,N+1. On définit, pour i = 1,2,--- | N, les fonctions

suivantes
T Sy <a<ai
Ti—Tj—1
J— LT—Ti41 .
¢; () = ey SITE S TS Tig (2.14)

0, siz<x,qouzx >
Le graphe de la fonction ¢, est représenté dans la Figure (2.5.4) clairement la fonction ¢,

est telle que

Pille;_1,2;) €St un polynome de degré 1 < j < N +1

Ainsi la fonction ¢, appartient & V. Les fonction ¢q, ¢, - , ¢y sont linéairement indépen-

dantes et nous les choisissons pour engendrer 1’espace V},. Nous dirons ainsi que :
® 1g,T1,Ta, - ,xys1 sont les noeuds de la discrétisation |,
o [z, x1], [T1, 2], -+, [Tn, Tn41] sSOnt less éléments géométriques,

® ¥, Py, -,y sont les fonctions de base du sous-espace Vj, de type éléments finis de

degré 1 associées aux noeuds intérieurs xi,To, -+ , Ty .
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Figure 2.5.4 : Le graphe de la fonction ¢;
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Figure 2.5.5 : Graphe d’une fonction g éléments de V},

Si g € Vj, alors g est une combinaison linéaire des ¢,, i.e.

g(z)= ng (z)

et le graphe de g est représenté dans la Figure(2.5.5). En pariculier, nous remarquons
g(z;) = g5,1 < j < N,que g(0) = ¢g(1) = 0 et que g est une fonction affine sur chaque
¢élément géométrique.

Siu € V, alors la fonction définie par

N

u=7) u@)y,

i=1

est I'interpolant de degré 1 par intervalle de la fonction w,
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2.5. Eléments finis unidimmensionnels

2.5.4 Meéthode de éléments finis de degré 2

Divisons l'intervalle [0,{] en N + 1 parties égales (N étant un entier positif), posons h =
1/(N+1),z; =th,aveci=0,1,--- N+ 1et x40 =a; +h/2,aveci=0,1,--- , M. On

définit pour i = 1,2,--- , N, les fonctions suivantes

(zi—xi—1) | xi—

(2.16)

0, siz <T1 00X > T
et pour : =0,1,--- , N, les fonctions suivantes

(z—mi)(@—2iy)

six; <x < xigq
ey @) ={ (s ) (g men) (2.17)
0, siz <z oux > x1
Le graphe des fonctions ¢; et ¢,/ est représenté dans la Figure(2.5.6). Clairement les

fonctions ¢, et ¢, /5 sont telles que :

¢ (203) =0, 0<j<N, (2.18)

Pil[2;-1 ]est un polynome de degré 2,1 < j < N +1

,zj
Pitl (%4%) =05, 0<j7<N,
Pit1 (z;) =0, 0<j<N+1 (2.19)
PitL|[e; 1,65t U polynome de degré 2,1 < j < N +1
Si nous posons maintenant M = 2N + 1,91 = @1 5,05 = 1,05 = @39,y = 93,05 =

805/271% = g, Yoy = PN Vang1 = PN+1/25 alors les fonctions vy, vy, -+, ¢, apparti-
ennent a V' et sont linéairement indépendantes.
Nous choisissons pour engendrer I’espace V}, que nous appelons ici encore espace de type

éléments finis. Nous dirons ainsi que :

® 1o,T1,T2, - , TN s0nt les noeuds principaux de la discrétisation, [z, 1], [z1,22], -, [TN, TN

sont les éléments géométriques,
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2.5. Eléments finis unidimmensionnels

| Tﬁ"{(l’]

;_1(x) Yip1(z)

I

N’ NS

Fi—1 -115_%_ Ir; -115_‘_%_ Tit1

Figure 2.5.6 : Graphe des fonctions 9y /o, 9; €t ¥y 9

® Ty/2,T3/2,T5/2,"* ,Tn+1/2 Sont les noeuds intérieurs aur éléments géométriques,

® 1,1y, -+ 1), sont les fonctions de base du sous-espace V}, de type éléments finis de

degré deur associées aux noeuds de la discrétisation.

Si g € Vj, alors g est une combinaison linéaire des ¢,, i.e.

= Z gi; ()

est le graphe de g est représenté dans la Figure(2.5.7) . En particulier nous remarquons, en

vertu de 2.18 ,2.19, que g (z;) = g2;,1 < j < N, que g (zj41/2) = g241,0 < j < M, que

g(0) =g (1) =0 et que g est un polynéme de degré deux sur chaque élément géométrique.

Si u € V, alors la fonction définie par

N
ZU Tj) P +Z ( >902j+1
7j=1

2.5.5 Méthode d’éléments finis de degré k

Comme dans les cas P1 et P2, considérons une discrétisation de lintervalle [a,b] en N

sous-intervalles ou éléments 7.

Choisissons comme espace V}, d’approximation, ’espace des fonctions continues sur [a, b] ,

et polynomiales de degré k sur chaque sous-intervalle. Un polynéme de degré k est fixé par
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- g(z) f\
L™
gs
gz
i1
Ip g Ta d A Iy 3 €T

I1/2 T3/a Is5/2 L7/2

Figure 2.5.7 : Graphe d’une fonction g éléments de V}, dans le cass ou M — 3

ses valeurs en k£ + 1 points. On prend les extrémités et discrétisation globale en kN + 1
points ou noeuds x; pour i = 0,...,kN. Lerreur d’interpolation en norme H'! est cette fois

un infiniment petit en O (hk), si h est la mesure du plus grand des sous-intervalles.

Remarque 2.5.1 Quel que soit le degré du polynéme d’interpolation utilisé dans chaque
élément, les fonctions de V, ne se raccordent, dans le cas d’éléments de lagrange, que par
leurs valeurs aux extrémités des éléments. On a donc uniquement la continuité des valeurs
de la fonction inconnue et non celles de ses dérivées.

On parle d’éléments C°

2.6 Eléments finis multidimensionnels

Notre présentation de la méthode des éléments finis unidimensionnels était suffisamment
générale pour passer facilement au cas multidimensionnel. Bien sur quelques dificultés
supplémentaires se présenteront mais rien de franchement nouveau. Il faudra par exemple
accorder une attention accrue a la numérotation des degrés de liberté pour éviter des matrices
exigeant trop d’espace-mémoire.

Il est de plus évident que la taille des problémes augmentera de maniére significative,

sur tout en dimension trois.
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2.6. Eléments finis multidimensionnels

2.6.1 Probléme type

Nous considérerons 1’équation aux dérivées partielles suivante

p(z)u(z) —v.(¢(z) Vu) = r(z),dans Q
u(z) =g (), sur Iy (2.20)
q(z) %% = h(z),sur Iy

On suppose que la fonction p(x) est positive ou nulle et que 0 < ¢; < g(z) < ¢ sur le
domaine €.

Nous supposerons de plus que les frontieres I'y et I's constituent une partition de la
frntiere I' du domaine c-a-d. Ty N Ty = 0 et Ty U, = I'. 1l faut de plus spécifier
la régularité des conditions aux limites. Puisqu’il s’agit d’'un probléme d’ordre deux, on
travaillera dans H' (Q2) et I'imposition de u (x) sera I'unique condition essentielle. Il s’en
suit que ’espace fonctionnel approprié est I’espace H%O ().

On doit donc supposer que g (z) € H'/? (T'y) ce qui nous permettra d’effectuer le reléve-
ment de la condition aux limites essentielle par une fonction u, (z) de H' ().

Sous ces conditions, les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram sont vérifiées. On

obtient de plus la formulation variationnelle

trouver ug (z) € HE, () telle que
o (ug, w) = L(w) — o (ug, w) Yw (x) € HE, (Q)
a (ug, w) = /Q (p () uo (x) w(x) + q () Vug.Vw) dv

et

2.6.2 Le maillage

Il est toute évidence plus difficile de concevoir un maillage en dimension deux ou trois. En
effet, découper un domaine de forme quelconque en sous-domaines de formes géométriques
simples n’est pas une mince tache. Plusieurs techniques de génération de maillage existent

avec des avantages et inconvénients de toutes sortes.
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2.6. Eléments finis multidimensionnels

12

Figure 2.6.8 : Numérotation des éléments et des noeuds

Dans la majeure partie de ce partie de chapitre, nous nous limiterons & des maillages
trés simples comportant peu d’éléments.

Avant de parler de maillae, il faut décider de la forme géométrique des éléments. En
dimension un, ce choix est facile mais déja en dimension deux, des variantes existent. Il faut
choisir une forme géométrique simple. En dimension deux nous considérons les triangles
et les quadrilatéres tandis qu’en dimension trois nous nous limiterons aux tétrahédres. En
fait, la vaste majorité des mailleurs modernes produisent des triangles en dimension deux
et dess tétrahédres en dimension trois. Il est en effet beaucoup plus difficile de décomposer
un domaine en quadrilatéres ( en dimension deux) et en hexahedres (en dimension trois).

La forme géométrique des éléments étant choisie, on suppose que nous avons un maillage

comportant nel élémentts tel qu'illustré a la Figure(2.6.8) .

2.6.3 Les noeuds

Sur chaque élément k, on définit ng noeuds géométriques. Généralement, les noeuds
géométriques correspondent aux sommets du triangle, du quadrilatére ou du tétrahédre.

Le choix des noeuds géométriques déterminera la transformation a I’élément de référence.
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2.7. Eléments finis de lagrange triangulaires

Figure 2.7.9 : Configuration interdite

Comme en dimension un, on introduit également les ng noeuds de calcul ot on évaluera
les valeurs des variables essentielles du probléme. On supposera ici encore, bien que soit
pass absolument nécessaire, que les noeuds de calcul comprennentles noeuds géométriques.
Le nombre total de noeuds de ’'élément K est noté ny.

On place les coordonnées de tous les noeuds. (géométriques et/ ou de calcul) du mail-
lage dans la table coor de dimension n noeuds multipliée par la dimension d’espace d

(d = deux ou d). Enfin, la noeuds (en placant les noeuds géométriques en premier).

2.7 Eléments finis de lagrange triangulaires

2.7.1 les éléments finis P1

Dans ce cas l'espace d’approximation V) est un espace de fonctions affines par éléments
triangulaires. Dans chaque triangle, la restriction des fonction de V}, est donc un polynome
de degré un de la forme ag+ a2+ asy qui est donc déterminé de fagon unique par ses valeurs
en trois points distincts.

On choisit les trois sommets du triangle. Ceci assure la continuité globale des fonctions
de V}, sur le domaine polygonal 2. En effet sur chaque aréte commune & deux triangles

adjacents, les restrictions des fonctions de V}, sont des fonctions affines fixées de maniere
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2.7. Eléments finis de lagrange triangulaires

Figure 2.7.10 : Deux éléments adjacents

unique par la donnée de leurs valeurs aux deux sommets sur l'aréte. Globalement les fonc-
tions de V}, seront uniquement déterminées par leurs valeurs aux sommets ou noeuds de la
triangulation.

La dimension totale de V}, est donc égale au nombre de noeuds du maillage. Dans la cas
de conditions aux limites de Dirichlet sur une partie de la frontiére, la dimension de V}, est
évidemment réduite au nombre des noeuds associés & une valeur inconnue de la solution.
Elle est donc égale au nombre de noeuds total moins le nombre de noeuds ot la solution est

fixée par une condition de Dirichlet.

Les fonctions de base P1

La construction d’une base de V}, se fait selon la technique classique de lagrange. On prend
comme fonctions de base les N fonctions w; de Vj, définies par les N conditions suivantes

aux N noeuds (z1,%;) du maillage :
w; (5,Y5) = 0y

On remarquera que ses fonctions ont un support réduit a I'union des triangles dont le point

(x;,y;) est un sommet. Dans cette base une fonction de V}, s’écrit :

up (x,y) = Z uw; (,y)

31



2.7. Eléments finis de lagrange triangulaires

Figure 2.7.11 : Une fonction de base P1

Les fonctions de forme P1

On appellera fonctions de forme les restrictions des fonctions de base dans un élément. Dans
chaque triangle T de sommets Aj, A, Az, il n’y a que 3 fonctions de base non-nulles. Les
restrictions de ces fonctions de base w;, ws, w3 sont les trois fonction polynomiales de degré
un prenant la valeur un en un des sommets et nulles aux deux autres sommets. Notons les
respectivements A\, Ag, A3.

A1 est le polynéme de degré un prenant la valeur un en A; et nul en Ay et As.
A (z,y) = ag + a17 + agy
A1 est donc déterminé par le systéme linéaire suivant :

A (21,11) = ag + a1x1 + asy; = 1
A1 (T2, Y2) = Go + a122 + Ay = 0
A1 (23,y3) = ap + a173 + agzys = 0
Le déterminant de ce systéme
Lz y
12y ys | =2.Aire(T)

1 23 y3
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est defferent de zéro si les points Ay, Ay, A3z ne sont pas alignés.
En résolvant le systeme 3 x 3 ci-dessus et les systemes analogues pour \; et A3 on obtient

les formules suivantes :

Toys — T3Ya + T (Y2 — y3) + vy (3 — x2)

A =
1(z,y) 2 Aire (T)
T3y1 — 1Yz + 2 (Ys — y1) +y (21 — x3)
A =
2 (2,y) 2Aire (T)
T1Y2 — Toy1 + T (Y1 — ya2) + Yy (22 — 71)
A pum—
3 () 2Aire (T)
On en déduit les expressions suivantes des gradients :
oM _ Y2 — Y3 oM _ T3 — T2
Oxr  2Aire(T) dy  2Aire(T)
Oy _ Ys — Y1 Oy _ Tr1 — X3
dr  2Aire(T) dy  2Aire(T)
O3 =Y O3 Ty — I

ox  2Aire (T) Ay ~ 2Aire (T)
Les trois fonctions A1, Ay, A3 s’appellent les coordonnées barycentriques du triangle 7. On
les désigne sous le nom “area coordinates” en anglais car elles représentent en chaque
point M de coordonnées x,y le rapport des aires algébriques des triangles M A A; et T'.

Par exemple

00 = S

Une fonction quelconque de V}, prenant les valeurs u, us, us aux sommets A;, As, A3 du

triangle 1" s’écrit dans T" sous la forme

Up, ((Ea y) = ul)\l (xvy) + Ug)\g ([L’,y) + U3>\3 (37, y)

2.7.2 Eléments triangulaires généraux

Considérons un maillage du domaine © de R? en triangles 7; pour [ = 1,..., N satisfaisant
aux critéres énoncés précédemment. Le choix d’une approximation par éléments finis Py
correspond au choix d’une espace V}, d’approximation constitué de fonction continues sur €2

, polynomiales de degré k par éléments triangulaires.
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2.7. Eléments finis de lagrange triangulaires

! Aﬂ A

Figure 2.7.12 : Deux représentations de fonction )\,

Notons que ce choix, associé a une triangulation correcte assure I'inclusion V;, € H* ().

Un polynéme de degré k a deux variables w coefficients. On devra donc imposer

(k+1)(k+2)

5 conditions dans chaque élément triangulaire pour y fixer les restrictions des fonc-

tions de V},. Soit w parameétres ou degré de liberté locaux. Dans le cas d’éléments
de lagrange, ces degrés de liberté sont exclusivement les valeurs de la fonction en certains
points du triangle.

Pour assurer la continuité globale sur 2 des fonctions de V, il faut (et cela suffit) assurer
le raccordement aux frontieéres entre éléments triangulaires. La restriction des polynomes Pk
a deux variables sur les cotés des triangles est un polynéme de degré k a une seule variable.
Il faut £+ 1 conditions pour le fixer de maniére unique. Donc pour assurer le raccordement
des fonctions de V}, entre éléments adjacents, il faut disposer, dans le cas d’éléments de

lagrange, k + 1 points sur leur aréte commune.

(e+1)(k+2)

En définitive les éléments triangulaires de lagrange de degré k comprennent 5

points par triangles, dont £ 4 1 points sur chaque coté.

Eléments P1

L’élément triangle P1 comporte trois degrés de liberté, donc trois points nodaux, et deux

points par cotés. Il y a une seule possibilité : le choix des 3 sommets du triangle
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L
1 2 1 4 2

Figure 2.7.13 : Eléments triangulaires: P1, P2, P3

Eléments P2

L’élément triangle P2 comporte six degrés de liberté, donc six points nodaux, trois points
par cotés. On choisit les trois sommets et les trois milieux des cotés du triangle.
Eléments P3

L’élément triangle P3 comport dix degrés de liberé, donc diz points nodaux, quatre points
par cotés. On choisit les trois sommets du triangle, plus deux points au un tiers, deux tiers
de chaque coté et le barycentre.

Fonction de base Pk

Globalement sur Q les fonction de Vj, sont définies par leurs valeurs aux noeuds de la
triangulation, c’est & dire sur ’ensemble des points constituant 'union des ensembles de
points nodaux élémentaires.

Par exemple dans le cas d’éléments P2 les noeuds X; du maillage seront les sommets
des triangles et les milieux des cotés des arétes. La base globale de lagrange sera la base

des fonctions w; définies par les conditions :

wy (xr,yr) = 01,7

pour tout indice I et tout indice J correspondants & un noeud de la triangulation.

Fonctions de forme Pk

Ce sont les restrictions des fonctions de base w; dans un élément triangulaire.
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Figure 2.7.14 : Maillage en triangles P2 droits

Notons les N; pour i = 1,...,ny, avec nj, = FHIF2),

On les définit localement selon la technique de lagrange:

ot les A; dénotent dans un triangle 7; les noeuds X; du maillage .
Les fonctions de forme NN; s’expriment simplement en fonctions des coordonnées barycen-

triques A1, A2, A3 du triangle.

Fonction de forme P1 En exprimant les conditions de lagrange on retrouve que les
N; coincident avec les );. On a donné leur expression analytique ainsi que celles de leurs

gradient

Fonctions de forme P2 On obtient pour les noeuds aux sommets correspondants aux
indices locaux 1, 2,3 :

Ni = )\z (2)\1 — 1), pour 1= 1,2,3.

et
grad N; = (4\; — 1) grad \;, pour i =1,2,3.
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Figure 2.7.15 : Fonctions de forme P2

Figure 2.7.16 : Fonctions de base P2 et leur support

Pour les noeuds aux milieux des cotés correspondants aux indices locaux 4, 5,6 :

N4 = 4/\1)\2
N5 =43
N@ = 4/\3/\1

et
grad Ny = 4 (A1 grad Mg + A\g grad \)

grad N5 = 4 (Ag grad A3 + A3 grad \)

grad Ng = 4 (A grad \; + A\j grad A3)
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Fonctions de forme P3 On obtient pour les noeuds aux sommets correspondants aux

indices locaux 1,2,3 :

A (BN —1) (3N —2 .
N; = & 2)(3 ),pourz:1,2,3

Pour les noeuds, aux un tiers et deux tiers des cotés, correspondants aux indices locaux 4 a
9:
M B 1) A

Ny 5

, etc..., pour=25,6,7,8,9

Enfin, pour le noeud 10 au barycentre, on obtient la fonction “bulle”, nulle sur les cotés du

triangle et souvent utilisée dans les formulations mixtes.

N10 - 27)\1)\2)\3.

2.7.3 Eléments finis isoparamétriques triangulaires et quadrangu-

laires

Les éléments finis isoparamétriques sont des éléments dont les fonctions de forme sont
définies & partir de fonctions de forme meéres construites sur un élément de référence. Les
fonctions de forme 1’élément réel sont les transformées des fonctions de forme meéres dans la
transformation géométrique faisant passer de I’élément de référence a 1’élément réel. Si cette
transformation géométrique s’exprime dans la base des fonctions de formes méres construites
sur l’élément de référence, on parle d’élément isoparamétrique. Car, dans ce cas, les méme
fonctions servent & définir la base de ’espace d’approximation et la géométrie des éléments.
A Tinverse. dans le cas des éléments P2 droits. par exemple, les fonctions de formes meéres
sont des polynomes de degré deux alors que la transformation qui fait passer du triangle de

référence au trianglle réel est affine. On parle alors d’élément sous-paramétrique.

Les éléments quadrilatéraux bilinéaires de lagrange : les éléments ()1

Considérons un maillage du domaine 2 de R? en quadrangles C; pour [ = 1,..., N, satis-
faisant aux critéres caractérisant un maillage par éléments finis. Essayons de construire une
approximation par éléments finis correspondant au choix d’un espace V} d’approximation

constitué de fonctions continues sur €2 réguliére et d’expression simple sur chaque élément
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Figure 2.7.17 : Maillage en quadrangles

quadrangulaire. La premiére idée qui vient & l’esprit consisterait a choisir des polynémes
dans chaque quadrangle.

Prenons par exemple un quadrangle droit et choisissons comme degrés de liberté dans
ce quadrangle les valeurs de la fonction inconnue aux 4 sommets du quadrangle. Ces quatre

valeurs définissent de facon unique un polyndéme & quatre coefficients de la forme
ag + a1 + agy + asxy

Mais ce choix d’espace d’approximation V}, constitué des fonctions polynomiales de la forme
ci-dessus par quadrangles ne founit pas de méthode d’éléments finis conformes acceptable.
En effet, sur chaque coté commun & deux quadrangles adjacents (d’équation y = mx+p),

la restriction des polynoémes de la forme:
ag + a1T + agy + asxry

est un polyndéme de degré deux en x. Et deux points ne suffisent pas a fixer de maniére
unique un polynoéme de degré deux & une variable donc a assurer la continuité inter-éléments

et la continuité globale des fonctions de cet espace d’approximation.
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Aq(0,1) As(1,1)

A4(0,0) As(1,0)

Figure 2.7.18 : Elément de référence Q1: le carré unité

Remarque 2.7.2 Par contre, dans le cas de maillages par des éléments rectangulaires (ce
qui conduit nécessairement o des maillages structurés et ne s’applique qu’a des domaines
simples décomposables en rectangles), en prenant les cotés des rectangles parallélement aux
axes de coordonnées, le choix d’un espace d’approximation V), de fonctions continues poly-
nomiales de la forme ag + ayx + asy + asxy par élément rectangulaire est cohérent. Dans
ce cas les cotés des éléments ont des équtions de la forme x = cste ou y = cste et les
restrictions des fonctions de base sur un coté sont des fonctions affines a une variable com-
plétement déterminées par leurs valeurs aux deux extrémités de ce coté. On laisse au lecteur
le développement complet de cette méthode d’éléments finis rectangulaires. Signalons que
l’on retrouve ainsi des méthodes classiques de discrétisation par différences finies. En par-
ticulier dans le cas du laplacien on retrouve, avec ces éléments rectangulaires bilinéaires et

la formule d’intégration approchée des trapézes, la chéma a 5 points usuel.

Voyons maintenant la solution au probleme évoqué plus haut: comment construire un
espace d’approximation acceptable avec une discrétisation géométrique du domaine de calcul
en quadrangles.

On choisit comme élément de référence le caré unité et comme points nodaux les quatre

sommets. On note x et y les coordonnées d’un point du caré unité.
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On choisit comme espace de fonctions de forme dans ’élément de référence ’espace des

polyndémes bilinéaires de la forme
ag + a1 T + asy + azxy

Sur ce carré unité, les fonctions de forme meéres sont définies classiquement par les
conditions de lagrange

N, (A) =0V =1,...,4

Ce qui donne les formules suivantes

Ces quatre fonctions forment une base de I’espace des fonctions bilinéaires et toute fonc-
tion bilinéaire est déterminée uniquement par la donnée de ses valeurs aux quatre sommets

du carré unité. Considérons alors I'application F'

(&,9) = (z,y)

du carré unité dans un quadrilatére quelconque de sommets
Ay (z1,91) , Aa (22, y2) , Az (23, Y3) , Ag (T4, Ya)

définie par les formules suivantes:
T = Jlel + .CL'QNQ + 33‘3N3 + .%'4N4

Yy = lel + yQNQ + y3N3 + y4N4

Cette application fait correspondre aux quatre sommets du carré unité numérotés dans
le sens direct les quatre sommets Ay, Ay, A3, A4 du quadrilatére également pris dans le sens
direct. On va montrer que c’est une transformation inversible si le quadrilatére est convexe.

Pour cela on calcule le déterminant Jacobiene de cette transformation.

_ Ox0y B 0zxdy
©0z0y  0j 0%

det (J)
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Ad AE

o .

A A,

Figure 2.7.19 : Transformation du carré unité en quadrangle quelconque

On trouve:

det (1) = [(e = 22) (v =) = (s = 20) (s — )] (1= 2) (1)
(s = 22) (31— ) = (@1 —22) (= 92)] 2 (1 - 9)

+[(w4 — 3) (y2 — y3) — (2 — 3) (ya — y3)| 7Y
1@ = 24) (ys = o) = (23— 20) (1 = w)] (1-2)
Les coefficiens de det (J) dans la base des N; sont les aires algébriques des quatre par-
allélogrammes construits sur deux cotés adjacents du quadrilatére. Ces aires sont toutes

positives si le quadrilatére est convexe. En effet en notant L;; la longueur du coté A;A; et

0; 'angle interne au sommet A; on a :
det (J) = L12L14 sin (01) ]\71 —+ L12L23 sin (02) NQ + L23L34 sin (93) ]\73 + L14L34 sin (94) N4

Si le quadrilatére est convexe, les angles 6; sont strictement inférieurs a 7w et leur sinus
strictement positifs. Les coefficiens de det (J) dans la base des N; sont tous quatre stricte-
ment positifs et par conséquent det (J) est toujours strictement positif dans la carré unité.
Dailleurs on peut également remarquer que les termes en & ¢ s’annulent dans le développe-

ment de det (J). Donc le jacobien est une fonction affine (P1). Comme il prend des valeurs
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strictement positives en quatre points distincts et non alignés, il est toujours strictement

positif.

Fonction de forme Q1

Les fonctions de forme choisies dans un quadrilatére quelconque du maillage sont les trans-

formées des fonctions de forme meéres N;selon:

On considére les fonctions g obtenues par la transformation inversible précédente F a

partir des fonctions bilinéaires ¢ sur le carré de référence.

(2,y) — q(,y) = ¢(&,9), avec (2,9) —— (z,y)

Une fonction ¢ € Q1 prenant les valeurs ¢; aux sommets A; du quadrilateére s’écrira dont

i=1,..., i=1,...4

Notons, en effet, que les fonctions de formes meéres sont des fonctions de base (locales)

des polynomes de type Q1 sur ’éléments de référence.

Fonction de base ()1

Ce sont les fonctions wy, prenant la valeur 1 en un noeud (d’indice I) du maillage et la
valeur zéro en tous les autres noeuds, dont les restrictions dans chaque quadrilatére sont des
fonctions de forme Q1.

Toute fonction de V}, s’écrira comme combinaison linéaire des w;. Remarquons que V},
est bien cette fois un espace de fonctions continues. Toute fonction de V) est uniquement
déterminée par ses valeurs aux noeuds du maillage, sommets des quadrilatéres. Deux fonc-
tions de V}, égales en deux sommets adjacents A; et A; sont égales sur I'aréte A;A; joignant
ces sommets. Car, par transformation continue inverse, les fonctions correspondantes sont
égales sur 2 sommets adjacents du carré de référence zliet ;leet par construction des fonc-
tions de forme meres, elles sont égales sur tout le coté A, flj qui s’applique lui-méme sur

laréte AlA] .
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Calcul des gradients des fonctions de base ()1

Les restrictions des fonctions de base dans les quadrangles élémentaires C; sont les fonctions
de forme N;. Rappelons que les N; sont définies a partir de fonctions de forme N;dans le

carré de référence C par la transformation F

Ni (I,y) = NZ (i <I7y) 7@ (l’,y))

Le calcul de leur gradients se reméne donc a ceux des fonctions de forme meéres sur

I’élément de référence.

ON; _ ON; 0k N ON; dy

ox o7 ox 0y ox
ON; _ ON; 0 ON; 0y
dy 0 Oy 0y Oy

Ce qui peut s’écrire sous la forme

(]

grad N; = | 2% 92 | grad N;
ot 93
dy Oy

Les expressions données des N; permettent le calcul aisé de leur gradient. Il nous reste
donc & calculer la matrice des dérivées partielles ci-dessus. Or on obtient facilement la

matrice jacobienne inverse J donnant :

grad N; = [ 92 9% | grad N,

dz 9y

oy 0y
par X

= Ti—3
or . or
i=1,...,.4

etc. ..

On en déduit

1 Qv oy

—_— 99 oz rad N

det(J) | _oe o |® '
oy 0%

grad N; = J ! grad N; =

Notons que les gradients des fonctions de forme N; sont dess fractions rationnelles (le
numérateur est un polynéme de degré deux et le dénominateur det (/) un polunéme P1).

On aura donc besion de formules de quadrature numérique.
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Figure 2.7.20 : Transformaion du carré unité ()2 en quadrangle courbe

Remarque 2.7.3 Le calcul des gradien qui précéde est général. Nous le présentons a propos
des fonctions Q1 mais on peut l'appliquer a tous les cas de fonctions de base éléments finis.
Dans le cas d’éléments Pk nous avons trouvé plus simple de passer par les coordonnées

barycentriques.

Eléments isoparamétriques Q2

Les développements précédents peuvent étre repris dans le cas d’éléments biquadratiques
obtenus par transformation isoparamétrique & partir du carré unité a 9 noeuds sur lequel

on définit des fonctions de forme méres de la forme

ao + a1 + asy + asxy + aax? + asy® + agr’y + arxy? + agry?

Eléments isoparamétriques P2 On considére cette fois des triangles curvilignes obtenus
par transformation isoparamétrique P2 & partir du triangle de référence isocéle rectangle
unité a siz noeuds. Les fonctions de forme utilisées dans ’élément de référence sont les
fonctions de forme P2. La transformation s’exprime dans la base des fonctions de forme
P2, polynomes de degré 2 dans les variables z, y selon

i=1,...,6

Yy = Z yiNi
i=1,...,.6
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Figure 2.7.21 : Transformation du triangle unité P2 en triangle curviligne

2.8 Analyse de convergence

Nous avons vu au chapitre un les conditions d’existence et d’unicité d’une solution u d’un

probléme de la forme

trouver une fonction u € V' telle que

a(u,w)=1(w), VweV @20)

Nous supposerons dans ce qui suit que les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont
vérifiées a savoir que la forme linéaire [ est continue et que la forme bilinéaire a est continue
et coercive sur V.

Nous avons vu comment construire des solutions numériques par la méthode des éléments
finis pour obtenir une approximation u, de cette solution unique. Cela revient a construire

un sous-espace de dimension finie V), de V' et a calculer u;, € V), solution de
a (up,wy) = 1(wy), Yw, €V, (2.22)
Définition 2.8.2 On dit que la solution numérique uy converge vers u dans V si
}Lii% lu = unl[y, =0

Lorsque h — 0,la taille de tous les éléments tend vers 0.1l est importantt de remarquer que

la norme utilisée est celle de ’espace V.
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Définition 2.8.3 On dit que la solution numérique uy, converge & l’ordre p vers u dans V'

s’il existe une constante C' telle que
|luw — upl|y, =~ CRP
lorsque h tend vers 0.

Théoréme 2.8.1 Si a est une forme bilinéaire continue et coercive et si u et u, dénotent

les solutions respectives, alors il existe une constante C' indépendante de h telle que:

ol <O inf fu—
|u — unlly, < w}féVhHU whl]y,

Preuve. On a immédiatement en vertu des des problémes 2.21 et 2.22
a(u,w)=1(w), YweV

a (up,wy) = 1(wy), Yw, €V,

Puisque V,, C V, on peut prendre w = w;, dans la premiére équation et soustraire pour

obtenir

a(u—up,wp) =0, Yw, €V}

En particulier

a(u—up,up) =0
et on en conclut que
a(u—up,u—up) =a(u—upu—wy), Y, €V,
La coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a nous permettent alors d’écrire
allu—unlly, < Cllu—unlly llu—wally , Yon € Vi

ce qui entraine que

C
|u —unlly, < - v —wrlly, » Ywn € Vi

Puisque cette derniére inégalité est vrair quelque soit w, € V},.
L’interprésentation de ce résultat est fondamentale. Nous venons en fait de ramener

I’analyse de convergence de la solution éléments finis & un probléme classique d’interpolation.
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En effet, le théoréme (2.8.1) affirme qu’a une constante prés, 'erreur commise ||u — wuy|y,
est plus petite que la meilleure interpolation possible de u par des fonctions de V.

Notre intuition de départ se précise donc. En effet, plus I'espace V}, est riche, meilleure
est la qualité de l'interpolation de u par des fonctions de Vj, et par le théoréme (2.8.1),
meilleure sera notre solution par éléments finis. La richesse de ’espace discret est bien str
fonction du nombre d’éléments ddu maillage mais aussi du nombre de noeuds de calcul de
chaque élément. Il est en effet clair que pour un méme nombre d’éléments, une interpolation
linéaire sera moins riche qu'une interpolation quadratique qui sera elle méme moins riche
qu’une interpolation cubique, ect.... La défférence entre ces différentes approximations se

manifestera au niveau de 1’ordre de convergence. m

Théoréme 2.8.2 Sia est une forme bilinéaire symétrique, continue e coercive et si u et uy,

dénotent les solutions respectives de 2.21 et 2.22, alors on a:

I'(u) = inf I (w) et (up) = inf I (wy)

weV wpEVR
ot I (w) = ia(w,w) — 1 (w). De plus, on a :

Terminons enfin avec le résultat le plus important qui porte sur l’ordre de convergence d’une

solution élément finis

Théoréme 2.8.3 Soit u et uy, les solutions resspectives des problémes continue 77 et discret
2.22. On suppose de plus que la solution u du probléme continu soit suffisamment réguliére.
Supposons enfin que lespace Vi, C H™ () soit tel que sa restriction & chaque élément K

contienne les polynomes de degré k, alors

|u — Uh”m,Q < Cprtom ||u||k+1Q
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Chapitre 3

Application

3.1 les éléments finis unidimentionnelle

3.1.1 Eléments finis de degrée un: P1
1°"¢ application
Soit le probléme suivant
—u"=2% 0<a<l1
(3.1)
u(0)=0, v (1)=0

Cet probleme admet une solution exacte telle que

xt 1

u(:c):—ﬁ—l—gx

Premier cas : [0,1] =[0,1/2] U [1/2,1]

1°7¢ étape : On recherche le probléme variationnel, tel que
Vi, ={ue H'([0,1]), avec u(0) =0}

on multiplier I’équation 3.1 par une fonction de test v, tel que v € V},

1 1
—/ u"vdx:/ r*vdx
0 0

par intégration par partis, on obtient
1 1
/ wWv'dr = / ?vdz,
0 0
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

finalmment

trouver u € V}, , tel que
a(u,v) = fol uv'dr =1 (v) = fol r?vdzx (3.2)
u(0)=0, v'(1)=0
Pour justifier ’équation 3.2 admet une unique solution en peut utiliser le théoréme de

Lax-Milgram.
1)

1 o
a- [ (v) = [, #*vdz, est une forme linéaire, car

Va,3 € Ret Yu,v9 €V, ona

1
[(avy + fvy) = / 2 (avy + Bug) dx
0

1
= /(x2avl+x2ﬁv2)dx
0

1 1
= /xZavlda:—l—/ 22 Buydx
0 0

1 1

= a/ $2v1dx—|—6/ r2vydx
0 0

= ol (v) + Bl (v2)

b-I (v) est continue car

[(v)

, Yv eV,

1
/:L'dex
0
1 1 1/2
/a;zdx (/ vzdx) , Yv eV,
0 0

C HU”V;,,’ Yv € Vi,

IN

IN
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

a) a (u,v) est une forme bilinéaire

Va,

a (auy + Pug,v)

a (auy + Bug,v)
et

Vo,

a (u, avy + Pug)

a (u, vy + Pug)
b-continuité

ja (u,0)] =

1
/ u'v'dxl|,
0

R et Yuy,uy € Vj,, on a

1
/ (auy + Bug) v'dx
0

1
| et + gy v

/ aulvdx—i—/ Bugv'dz
/ v'dx —1—5/ upv'dx

aa (ug,v) + Ba (uz,v)

R et Yu,v5 € V}, on a

/0 (o + Bun) v
/1 o (o, + Bvj) de

/ au'vyds + / Bu's}
/uvldxm/ Wl

aa (u,v1) + pa (u,vy)

Yo eV,

1/2

< (/Ol(u')2dx)1/2 (/01(1/)%> et

<l l1ollgg < llully, oy, »
0 0

ja(w, )] < ully, o]y, .

c-coercivité
la (u,u)| =

>

Yv eV,
Yv € V),
1
/ (u')* dz
0
2 2 2
412, = ellZy = C

2
Cllully,
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

donc d’apres le théoréme de Lax-Milgram le probleme 3.2 admet une unique solution

up € Vp,, telle que
1
wp =Y wp, i=11/21
i=0

2¢me gtape : les fonctions de base on a

Tip1—T . .
e Ti<® < Ti1
¢; () = ;.__?:11, Ti1 <0z <
0, ailleur
et on a
1, sii=j
@i (zj) = bi5 = L
0, sii#j
donc
—2r+1,si0<2<1/2
0,si1/2<z<1

—2r+2,s11/2<x<1

0, ailleur

©o (T) {
2z, si0 <z <1/2
P1/2 (z) =
2r—1,si1/2<x<1
¢ (z) = .
0, ailleur

La solution u (x) s’écrive
u () =~ up () = uoPg + U1/291 /2 + U1y,

alors
a(u,v) = a(uppy+ U /2Py sy + U1y, v)

o (o, v) + w1720 (912, v) + wra (01, v)

on prend v = ¢, avec j = 0,1/2,1
a (u,v) = uga (9007 Spj) + U120 (901/2a SOj) +wma (9017 ‘Pj)
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

donc

Upa (900a Soj) + Uy 00 (901/2a ‘Pj) + uia (@17 Spj) =1 (Sﬁj)

uoa (g, Po) + U120 (801/2> 900) +ura (01, 00) = ()
U (9007 901/2) + U120 (‘Pl/za @1/2) +uia (Spb @1/2) =1 (801/2)
uoa (@g, 1) + Uy /20 (901/2: 901) +ura (¢, 00) = (1)

Updo,0 + U1/2G0,1/2 + Utap1 = o
UpQ1/2,0 + U1/201/21/2 + Ura1j21 = liy2
Upa1,0 + Ut/2Q11/2 +urar; = lo

on a ug = u(xg) = u(0) =0 donc

u1/2a0,1/2 + urao1 = lo (3.3)
Uyj201/2,1/2 + Uraij21 = lij2
Uyjeaine +wrar; = lo

3°me étape : détermine la solution approchée: on peut trouver la solution de cet

systeme
U1/200,1/2 + wraoyr = lo
Uyj2a1/21/2 + Uraij2n = lij2
ap,1/2 = -2, ap,1 = 0, ai/2,1/2 = 4, a1/21 = -2
1 7
I — = .=
0 967 1/2 48
donc
2 L S L
—2u = — Up/g = ———
1/2 96 V2T 192
13
4u1/2—2u1 = 4_8:>u1:_E
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

alors

1 7

—19—2161/2 !

u (@)= 48

Lo, si0<z<1/2

T 96
—Br+ 2 sil/2<2<1

96’

4°™m¢ étape : Comparaison avec la solution exact et la solution approchée

T

0
0.25
0.35
0.5
0.75
0.9

Deuxiem cas: [0,1] = [0.1/4]

sol exact sol app erreur
0 0 0

0.083 —0,0026  0.0856
0.1154 —0.00036 0.1157
0.041 0.067 0.026
0.223 0.0338 0.1892
0.3546 0.01354  0.34106

[1/4,2/4] U [2/4.3/4] U [3/4.1] les fonction de base

1—4z, si0<z<1/4

0, ailleur

2 4z, sil/4<z<2/4
4x, si 0<zx<1/4

0, ailleur

dr—1, 81 1/4<2x<1/2
ailleur
4—4x, si3/4<z<1
dr —2, 812/4 <x <3/2
0, ailleur
dr — 3, si1/4<x<2/4
0, ailleur

U
3—dx, si2/4<x<3/4
0,
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

donc pour j =0,1/4,2/4,3/4,1.

a(u,v) =a (UOSOO + Ur/aP14 T U2/aP9/4 + U3/4P3/4 + ULPY, @j) )

alors

a (UOSOO + U1/4P1/4 T U2/aPo)y + U3/aP3/4 T ULP, %‘) =1 (Sﬁj)

QA0 + U1 /40,1 /4 + Uz aQj2/4 + U3 s34 + urajy = lo

on a uy = u(0) = 0, donc

U1/40j,1/4 + Uz/aljn/a + Us/atz/a + Urazy = I

U1/400,1/4 + U/400,2/4 + U3/aG03/4 + U101 = o
U1 /401 /4,1/4 + U2/a01/42/4 + Us/aG1/a3/4 + U1G1/a1 = lisa
U1/401/4,1/4 + Up/a02/42/4 + Us/4G2/43/4 + U1G2/a1 = loyy
U1/403/4,1/4 + U2/403/42/4 + U3/403/43/4 + U1G3/21 = l3)4
api/a = —4,a02/4=0,a03/4=0,a01=0
a1/41/4 = 8, a1/42/4 = —4, a1/43/4 = 0,a1/41 =0
Ag/41/4 = —4, a2/42/4 = 8, a2/43/4 = —4, az/4,1 = 0
azjan/a = 0,a3/42/4 = —4,a3/43/4 = 8,a3/41 = —4
et
l_ll_7l_53 55
7768 ' 3847 7 768" 0 334
finalemmet
1 1 21 37
V4T 30720 T 1920 Mt T 7687 1T 906
alor
( —%x, sio<z< ;11
15 7 1 2
w(z) = 8T T slgsT<g
25 27 . 3 3
1927 T asay 1Y ST S
275 53 o 3
L @x—@,azgxgl




3.1. les éléments finis unidimentionnelle

x; sol exact sol app  erreur
0 0 0 0
0.25 0.083 —0.0094 0.0924

0.35 0.1154 -0.0011  0.1165
0.5 0.041 0.005 0.036
0.75 0.223 0.798 0.575
0.9 0.3546 0.0130 0.3416

3.1.2 2%m€ gpplication

soit le probleme

ot [0,2] = [0.1] U [1.2]

la solution exacte de cet équation

1
YOS S D —ew @)

1°"¢ étape : On recherche le probleme variationnel telle que
Vi ={ue H ([0,2]), avec v (0) =V (2) =0} = H; ([0,2])
on multiplier I’équation par une fonction de test v tel que v € V},

2 2
/ (—u" 4+ u)vder = / vdx
0 0

par intégral par partie on obtient
2 2
/ (u'v + uv)dx = / vdx
0 0

trouver u € V}, tel que
a(u,v) = f02(u’v’ +wv)dz =1 (v) = f02 vdr
uw(0)=0, u(2)=0

finalmment
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

on a a(u,v) est une forme bilinéaire continue coercive et [ (v) est une forme linaire
continue alors d’apres le théoreme de Lax-Milgram.le probleme suivant admet une unique

solution

2¢me gtape : les fonction de base on a

Ti4+1—% ) '
Tit1—T;’ Ty <X S Tit1
pi(e) =13 ;=27 i <0z<uw
0, ailleur
et on a
1, sii=j
pile) =0y=q T
0, sii+#j
donc
l—2,s10<2<1
Po (T) = .
0, ailleur
2—x, 5511 <2<2
Y1 = r,si0<zx<1
0, ailleur
r—1,s11<2<2
P2 =

0, ailleur
La solution u (x) s’écrire
u(x) = uopg + U1y + U2y

alors

a(u,v) = a(uop+ urpy + uzpy, v)

= uoa (g, v) + ura (@1, v) + uza (g, )
on prend v = p; avec j =0, 1,2
a(u,v) = uga (¢g. ¢;) +ua (@1, ;) + uza (@q, ;)
donc

uoa (g, ;) +wa (@1, ;) +uza (@q,9;) =1 (g;)
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3.1. les éléments finis unidimentionnelle

uoa (g, Po) + ura (@1, ©y) +uza 0y, 05) = ()
UpQ (9007 901) +uwa (8017 901) + uza (8027 801) =1 (801)

UpQ (@07 902) +uwa (%017 902) + uga (902a 802) =1 (902)

UpGo,o + Urap1 + Urao2 = o
U1+ Urar 1 +uar2 = I
UpQoo + Utag 1 + Uz = o

on auy=u(xg) =u(0)=0et ug =u(xe) =u(2) =1 donc

U10p,1 = lo (35)
a1 = L
Ulag,l = l2 (36)
3°™me étape : détermine la solution approchée on peut trouve la solution de cette
system
U1Gp,1 = Lo
)
Qo1 = 6
1
lo — 5
donc
5t 1 N
T P
alors
3
u(r) =—=
(z) 5@1

—%x, si0<z<l1

—22—-2),si1<x<2
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

4°™m¢ étape : la comparaison avec la solution exact et la solution approchée on

a la solution exacte de cette equation

T; sol exact sol app erreur
0 0 0 0
0.25 —0.16 —-0.15 0.01
0.5 —0.27 -0.3 0.03
0.75 —0.332 —0.45 0.118
1 —0.35 -0.6 0.25
1.25 —-0.332 —045 0.118
1.5 —0.27 -0.3 0.03
1.75 —0.16 —0.15  0.01

2 0 0 0

3.2 Eléments finis multidimentionelle

3.2.1 Les éléments finis triangulaire

Soit le probléme
—Au =1, 2 =289678
u =0, sur 0€); = 6789
9u — 1, sur 09 = 96

S =

A(1,-1),B(1,1),C(~1,1),D(~1,~1)

1°"¢ étape : On recherche le probléme variationnel telle que
Vi, ={ue H" (Q), tel que u =0 sur 60} (3.7)

On multiplier I’équation 3.7 par une fonction de test v avec v = 0 sur 0f2

// —Auwvdxdy = // vdxdy
Q Q

et on utilise la formule de Gréen, telle que

// —Au v drdy = // VuVudxdy — @vdaﬁg,
Q Q 00, O
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

7 2 £

C =

D $ > A

% =1, sur 02

et on a

donc d’aprés la formulle de green

// Vqud:Udy:// vdwdy+/ vdoS)y
Q Q 89

trouver u € V}, el que

a(u,v) = [[o Vuvvdedy =1 (v) = [[qvdrdy + [,q, vd0SQ:

alor

Pour justifier ’équation 3.7 admet une unique solution en peut utiliser le théoréme de Lax-

Milgram.
1)
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

et

a-l(v) = [[yvdady + [, o, VA0 est une forme linéaire car

Ya, € Ret Yui,v3 € V), on a

[ (avy; + Buvg) = //ﬂ (avy + Pug) dxdy + /m (avy + Pug) dOy

= // avlda:dy+// ﬂvgdxdy—l—/ av1d892+/ Buad0)y
Q Q 0o 02
= 04(// vlda:dy+/ av1doS)y) +ﬂ(// vgd:vdy+/ B9ddSs)
Q 002 Q 02

= al(vy) + Bl (v2)

b-I (v) est continue car

l(v) =

<

2)

, YveV,

‘// vda:dy+/ vddS)y
Q 15.92

C ||U||Vh7 Yv eV

a) a (u,v) est une forme bilinéaire

Vo, 5

a (ouy + Pug,v)

a (auy + Bug,v)

Va,

a (u, avy + Pug)

a (u, avy + Pug)

€ RetVu,us € V3, on a

= // (aVuy + BVus) Vodzdy
Q

= // oNu1Vvdx—|—// BV usVudrdy
Q Q
= a// Vu1Vvda:dy+ﬁ// VugVodzrdy
Q Q

= aa(u1,v)+ Ba(ug,v)

€ Ret Vv, €V, ona

= // Vu (aVuy + fVvy) drdy
Q

= // Vu (aVuy + V) dzdy
Q

= // oNquld:cdy—i-// BV uVvedrdy
Q Q
= a// Vquldxdy—l—ﬁ// VuVuadrdy
Q Q

= aa(u,vr) + fa(u,v2)
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

b-continuité

la (u,v)| = ‘//Q VuVudzrdy
< (//Q(Vu)zdxdy)l/z (//Q(Vv)dedy)l/Q, Yo € Vi

ja(u, o)l < lully, Iolly, , Vo€ Vi

, Yo e,

c-coercivité

la(u,u)| = '//ﬂ(w)%dy'

2 2 2
= vuly = llullgy = Cllullgp

2
> Cllully,

donc d’apres le théoréme de Lax-Milgram le problem e4 admet une unique solution

up € V), avec

3
Up = E Ui P;
i=1

28me gtape : Les fonctions de base on a

©(2,9) =Az,y) =ar + by +c

on pose
A(0,0), A5 (1,0), A3 (0, 1)
et on a
. ” 1, Sl Z — j
0, sii#j
donc
M(z,m) = 1=c=1
A1 (x27y2> = 0=a=-1
)\1 (.Tg,y3) = 0:>b:_1
alor

AM(zy)=1—-z—y
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

et
—1
A)\l -
-1
)\g(xl,yl) = 0=c¢c=0
)\2(1’2,3/2) = l=a=1
)\Q(fL'g,yg,) = 0=b=0
Xy (z,y) =2
A)\Q -
0
/\3(I1,y1) = 0=c=0
Ag(xg,yQ) = 0=a=0
)\3(1’3,3/3) = 1l=b=1
A3 (z,y) =y
A3 =
1
La solution u (x) s’écrive
9
u (.’L‘) = Z ’UJZ)\Z = ul)\l + 'LL2>\2 + U3)\3 + U4)\4 + U5)\5 + U6)\6 + U7)\7 + u8)\g + Ug)\g
=1
alors

9
a(u,v) = a (Z Ui, v)
i=1
= a(ul)\l -+ Ug)\g -+ U3)\3 + U4)\4 + ’LL5>\5 -+ U6)\6 -+ U7)\7 + ug)\g -+ Ug)\g, U)
= wja (A1, v) + uza (A, v) + uza (A3, v) + uga (Ag, v) + usa (A5, v) + uga (Xs, v) + ura (A7, v) + us
on a
w=0,8ii=3,....9

donc

a (u,v) = a(ui A + ugAa, v)
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

on prend v = Aj avec j =1,...,9

ura ()\1, )\j) + usa ()\2> /\j) = (Aj)

uiarg +ugans = b

UG + Uy = o

3°™me étape : détermine la solution approchée

a1 = 4, 1,2 = -1, G211 = -1, Q292 = 2
11
ll = E? l2 =2
donc
_ 1 _ 17
4U1 — Uy = 6 . Uy = 7
—U1+2U2:2 UZI%
, alors
17 59
= (—p — 1 -~
up, () 21( T —y+ )+42x

finalement la solution approcher de cette problem

15 17
=Lyt
up, () 421' 21y+

3.2.2 Les éléments finis quadrilatére

Soit le probleme
—Au=2, Q=ABCD
u =0, sur 0y = ADCB
g—; =0, sur 0); = AB

A(=1,0),B(2,0),C (2.2),D(-1,-1)

1°¢ étape: On recherche le probléme variationnel telle que

Vi, ={ue H (Q), tel que u=0sur 00} = H; ()
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

R > 40
 E C

11

=

51 2 15

On multiplier I’équation 3.9 par une fonction de test v , avec v = 0 sur 02

[[o — Auvdady = [, 2vdzdy

et on utilise la formule de Gréen telle que

// —Au v dedy = // VuVvdzdy —/ %vdaﬁg
Q Q 0, 0

0
8_1; =0, sur 02

et on a

donc d’apres la formulle de Géeen

// VuVoudrdy = // 2udxdy
Q Q

trouver u € V}, el que

a(u,v) = [[, Vuvvdedy =1 (v) = [/, 2vdzdy

alor

(3.10)

Pour justifier ’équation 3.10 admet une unique solution en peut utiliser le théoréme de

Lax-Milgram.

1)
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

et

a- 1 (v) = [[,2vdzdy, est une forme linéaire, car

Ya,[ €

[(avy + fvy) =

b-I (v) est continue car

[(v)

2)

IN

R et Yu,v5 € V, on a

// 2 (avy + Pug) dzdy
Q
// 2avldxdy+// 2[vodxdy
Q Q
a(// 2U1d:cdy+/ 2av1d0S)s)
Q 00

al (vy) + Bl (ve)

' | 2udoiy

C ”UHVh , Yo e,

, Yv eV,

a) a (u,v) est une forme bilinéaire

Va, B

a (auy + Bug,v)

a (auy + Pug,v)

Va, 3

a (u, avy + Pug)

a (u, avy + Pug)

€ RetVu,us € V3, on a

— // (aVuy + BVus) Vodzdy
Q

// onu1VUd:Edy+// BV usVodxdy

Q Q

a// Vu1Vvdxdy+ﬁ// Vus Vodzdy
Q Q

aa (ub U) + BCL (u27 U)

R et Yv,v5 € Vj, on a

// Vuy (aVuy + SVvs) dedy

Q

// Vu (Vv + BVvg) dedy
Q

// oNquld:cdy—i-// BV uVvedrdy

Q Q

a// Vquldxdy—l—ﬁ// VuVuadrdy
Q Q

aa (u,v1) + Pa(u, vy)
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

b-continuité

a(u,v)| = ‘ / /Q vuvudrdy
(//Q(Vu)zdxdy)l/z (//Q(wfdxdyyﬂ, Yo eV

ja(u, o)l < lully, olly, , Yo e Vi

, Yv e,

IN

c-coercivité

la (u,u)] = ‘//Q(Vu)Zdzz:dy)

2 2
= [[Vullzz = llully

> Clully, , VC >1

donc d’apres le théoréme de Lax-Milgram le problem e4 admet une unique solution

up € Vj,, avec

12
U~ U, = E Ui,
i=1
2¢me gtape : les fonction de base

0 (2,9) = Nz, y) = a+bx + cy + dxy

on pose
A(0,0),A45(1,0),A3(1,1),A3(0,1)
et on a
. 1, sii=7y
©; (25,95) = Ni (z,y;) = 65 = L
0, sii#j
donc
A1 r1,Y1) = l=—=a=1

(21, 1)

)\1(1‘2,3/2) = 0=b=-1
( ) = 0=c=1
(24, ya)

= 0=d=-1



3.2. Eléments finis multidimentionelle

et

r—1

0=—a=0
1l=5b=1
0=0b=-1

0=d=-1

= 0=a=0
= 0=b=0
= 1=¢=0

= 0=d=1

0= a=0
l=b= -1
0=0b=1

1l—d=-1
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

La solution u (x) s’écrive

u(x) = Zu")‘i
i=1
donc
12
a(u,v) =a (Z Ui, v)
i=1
on a
u; =0, sit=5,...,12
donc
4 12
a(u,v) =a (Z ui)\i,v> +a <Z ui)\i,v>
i=1 i=5
donc
4 12
Z U;a ()\1, )\J) + Z u;a <)‘17 )\J) =1 ()\]>
i=1 i=5
on a
12
Z u;a ()\27 )\]) = 0
i=5
donc
4
Z U;a ()\z; )‘j) = l ()‘j)
i=1
alors
ulaﬂ + ’LLQ(I]"g + U36Lj73 + Uj74 = lj
on prend v = \j avec j =1,...,12
u1ay + Uy g + uzarz +ugary = Iy
U1a91 + Ugag 2 + UG 3 + Usln s = o
uras 1 + ugas s + uzazz + usazs = I3
U104 + Uy + Usay3 + Uy = Iy
donc
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3.2. Eléments finis multidimentionelle

donc

alorl

a1 =

Q22 =

assz =

o 00 B

Q44 =

l

a2 =a13=a14 =0
Q21 = Q23 = U24 = 0
as; = azz = agy =0

(41 = Qa2 = Qg1 = 0

1

47 2
1 l_1
Tty
1 ( 1
1 Uy = 15
0 UQ—O
1 — 1
1 us = 33
1 1
1 ( U4 = 35
1 1

1
At A4+ —\
167 T3 T M

L L)
16 Ty — T —Y
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Conclusion

Dans ce mémoire on étude le cadre générale d’une méthode de type projection, nottament
la méthode des éléments, et on essayer d’appliquer cette méthode sur une classe d’équations

pour trouver la solution approchée de ces équations.
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