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`d`e ”m`e `d`o“n‹n`eˇrffl ¯sfi`eṡ `c´o“n¯sfi`eˇi˜lṡ.
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Notation

K Corps des scalaires (K = R ou C).

e Élément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

(X, d) Espace métrique.

(X, ‖·‖) Espace vectoriel normé.

Lp Espaces de Lebesgue.

C(K) L’espace des fonctions continues de K dans R.

`p(X), (resp. `np (X)) Espace des suites (resp. finies) absolument p-sommables.

`p,w(X), (resp. `np,w(X)) L’espace des suites (resp. finies) faiblement p-sommables.

〈., .〉 Produit scalaire.

L(X, Y ) L’espace des applications linéaires de X dans Y .

L(X, Y ) L’espace des opérateurs linéaires continues de X dans Y .

X∗ Espace dual (topologique) de X .

p∗ L’exposant conjugué de p, i.e., 1
p

+ 1
p∗

= 1.

iX Injection canonique.

`∞(X) Espace des suites bornées de X dans R.

BX La boule d’unité fermée de l’espace X : BX := {x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}.

T : X ↪→ Y T est isométrie.

σ(X,X∗) Topologie faible définie sur X .

σ(X∗, X) Topologie ∗-faible définie sur X∗.

Πp(X, Y ) L’espace des opérateurs linéaires p-sommable de X dans Y .

M0 Ensemble des espaces métriques complets pointés.

Lip(X, Y ) Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées de X dans Y .

Lip0(X, Y ) Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans Y ,
nulles au point e.
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X# = Lip0(X,R) Espace des formes lipschitziennes sur X .

T# Adjoint de l’opérateur lipschitzien T .
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Introduction générale

Ce mémoire est consacré au théorème de factorisation et domination de Pietsch dans les

quatre opérateurs : linéaires, multilinéaires, non linéaires (Lipschitziens) et Lipschitz multili-

néaires.

Notre travail est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons faire un rappel sur les espaces vectoriels normés, les

espaces de Banach et les espaces de Hilbert et on va citer de quelques définitions, propriétés de

bases qui nous sera utiles de notre travail, par exemple application linéaire continue, ensemble

convexe et fonction convexe et le théorème de Hahn-Banach et ses conséquences dans le cas

linéaire. On donnera une démonstration très simple de ce théorème.

Dans le deuxième chapitre, on va faire un rappel de quelques notions d’opérateurs linéaires

p-sommants et le théorème de factorisation et domination de Pietsch avec quelques propriétés

fondamentaux.

Enfin, dans le troisième chapitre, on va présenter les notions et une sélection des résultats

classiques concernant les opérateurs multilinéaires et les opérateurs non linéaires, puis on étude

de classes importantes d’opérateurs Lipschitz multilinéaires p-sommants.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET THÉORÈME DE
HAHN-BANACH

D ans ce chapitre d’introduction, on donnera quelques généralités sur les espaces vectoriels
normés abstraits, les espaces de Banach, les Hilbert et quelques standards inégalités avec

des exemples, qui nous sera utile a la suite de notre travail. C’est essentiellement un rappel des
cours de Licence. Ce sera aussi l’occasion de fixer certaines notations.

2



1.1. LES ESPACES VECTORIELS 3

1.1 Les espaces vectoriels

Un espace vectoriel est un ensemble formé des vecteurs, de sorte que l’on puisse additionner
(et soustraire) deux vecteurs x, y pour en former troisième x+ y (ou x− y) et aussi afin que l’on
puisse multiplier chaque vecteur x par un scalaire λ pour obtenir un vecteur λx.

Définition 1.1. (Espace vectoriel). Soit K = R ou C et X un ensemble muni de deux lois de
composition, l’une interne et notée additivement

(+) : X ×X −→ X
(x, y) 7−→ x+ y,

l’autre externe et notée multiplicativement

(·) : K×X −→ X
(λ, x) 7−→ λ · x.

On dit que (X,+, ·) est un espace vectoriel sur K si
(1) (X,+) est un groupe commutatif, c’est-à-dire
• ∀x, y ∈ X : x+ y = y + x (commutatif).
• ∃ e ∈ X, ∀x ∈ X : x+ e = x (élément neutre).
• ∀x ∈ X, ∃ y ∈ X : x+ y = y + x = e (élément symétrique).
• ∀x, y, z ∈ X : (x+ y) + z = x+ (y + z) (associative).

(2) Pour x, y ∈ X et α, β ∈ K
• α · (x+ y) = α · x+ α · y
• (α + β) · x = α · x+ β · x
• (α · β) · x = α · (β · x).

Exemples 1.1. Pour K = R.
(1) Pour X = R2, on a (R2,+, ·) est un R-espace vectoriel.
(2) Pour X = R2

∗ , on a (R2
∗,+, ·) n’est pas un R-espace vectoriel, car (0, 0) /∈ R2

∗.
(3) (Applications sur les fonctions). Soit F(R,R) = {f, f : R→ R} telle que ∀x ∈ R, on a :

(i) ∀f, g ∈ F : (f + g)(x) = f(x) + g(x).
(ii) ∀f ∈ F ,∀λ ∈ R : (λ · f)(x) = λ · f(x).
Donc : (F(R,R),+, ·) est un R-espace vectoriel.

Définition 1.2. (Sous-espace vectoriel). Soit (X,+, ·) un K-espace vectoriel et soit E un partie
non vide de X (E ⊂ X). L’ensemble E est appelé un sous-espace vectoriel de X si, et seulement
si

(1) e ∈ E (e est l’élément neutre de X ) ;
(2) x+ y ∈ E pour tout x, y ∈ E ;
(3) λ · x ∈ E pour tout λ ∈ K et tout x ∈ E.

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



1.2. LES ESPACES MÉTRIQUES ET NORMÉS 4

Exemple 1.1. Soit R2 un R-espace vectoriel. L’ensemble E = {(x, 0), x ∈ R} est un sous-espaces
vectoriel de R2.

Remarque 1.1. Soit (X,+, ·) un K-espace vectoriel. Les deux ensembles X et {e} sont des sous-
espaces vectoriel de X .

Théorème 1.1. (Voir [12]). Soit X un K-espace vectoriel (K = R ou C). Soit {Ei}ni=1 une famille de

sous-espaces vectoriels de X , alors
n⋂
i=1

Ei est un sous-espace vectoriel de X .

1.2 Les espaces métriques et normés

La notion d’espace métrique a été formalisé par Maurice Fréchet dans sa thèse de doctorat
d’était en 1906 . “ Sur quelques points du calcul fonctionnel ” a Palerme.

Définition 1.3. (Distance). On appelle distance (ou métrique) sur un ensemble X tout applica-
tion d : X ×X → R+ qui satisfait les propriétés suivantes :

(1) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0⇐⇒ x = y (séparation) ;

(2) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x) (symétrie) ;

(3) ∀x, y, z ∈ X : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (inégalité triangulaire).

Propriétés 1.1. Propriétés fondamentales d’une distance d.

(1) ∀x, y, z ∈ X : |d(x, z)− d(z, y)| ≤ d(x, y) (seconde inégalité triangulaire).

(2) ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X : d(x1, xn) ≤
n−1∑
i=1

d(xi, xi+1) (inégalité triangulaire généralisée).

Définition 1.4. (Espace métrique). Un espace métrique est un couple (X, d) où l’ensembleX est
muni de la distance d.

Exemples 1.2. (1) Soit (R, |·|) l’ensemble des nombres réels, muni de la distance usuelle

d(x, y) = |x− y| ,∀x, y ∈ R,

est un espace métrique.

(2) Soit X un ensemble arbitraire. On le munit de la distance suivante

d(x, y) =

{
0 , x = 0;
1 , x 6= 0.

On obtient évidement un espace métrique. Cet espace pourrait être appelé espace de
points isolés ou l’espace métrique discret.

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



1.2. LES ESPACES MÉTRIQUES ET NORMÉS 5

(3) Sur l’espace Rn, on peut définir plusieurs distances faisant intervenir les distances entre
les composantes. Soient x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn. On définit trois
distances :

(i) d1(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|.

(ii) d2(x, y) =

√
n∑
i=1

|xi − yi|2 (distance euclidienne).

(iii) d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|.

Définition 1.5. (Norme). Soit X un espace vectoriel sur K = R (ou C). Une norme sur X est une
application ‖.‖ de X dans R+ ayant les propriétés suivantes :

(1) ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0 (défini) ;
(2) ‖x‖ ≥ 0,∀x ∈ X (positivité) ;
(3) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ,∀x ∈ X, ∀λ ∈ K (homogénéité) ;
(4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ,∀x, y ∈ X (inégalité triangulaire).
Si on supprime le (1), on dit que ‖.‖ est une semi-norme.

Définition 1.6. Lorsqu’un espace vectorielX est muni d’une norme et de la topologie associée à
cette norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé, ou plus simplement, un espace normé.

Exemples 1.3. Soit R-espace vectoriel normé.
(1) Pour X = R avec la norme usuelle ‖x‖ = |x| ,∀x ∈ R (valeur absolue).
(2) Pour X = Rn. Si x est dans X , on pose x = (x1, x2, . . . , xn), on a :

(i) ‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi| ;

(ii) ‖x‖2 =

√
n∑
i=1

|xi|2 ;

(iii) ‖x‖∞ = sup
1≤i≤n

|xi| .

Remarque 1.2. Un espace vectoriel normé (X, ‖·‖) est un espace métrique dont la distance d est
définie par

d(x, y) = ‖x− y‖ .

Alors, les distances définies dans l’exemple 1.2, (3) sont toutes déduites des normes clas-
siques ‖·‖1 , ‖·‖2 et ‖·‖∞.

Définition 1.7. Soit ‖·‖ et ‖·‖
′

deux normes sur un espace vectoriel X sont équivalentes si

∃α, β ∈ ]0,+∞[,∀x ∈ X : α ‖x‖ ≤ ‖x‖
′
≤ β ‖x‖ .

Remarque 1.3. La même définition peut être adopter pour les distances équivalentes.

Exemple 1.2. Les trois normes ‖·‖1 , ‖·‖2 et ‖·‖∞ de Rn sont équivalentes.

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



1.3. LES ESPACES DE BANACH 6

Proposition 1.1. Soit X un espace vectoriel et ‖·‖ et ‖·‖
′

deux normes sur X . Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) Les deux normes sont équivalentes.

(2) Les distances associées aux normes sont équivalentes.

1.3 Les espaces de Banach

Depuis leur création par Banach en 1922, les espaces normés jouent un rôle central en ana-
lyse fonctionnelle. Les espaces de Banach sont des espaces normés complets. La complétude
permet de prouver la convergence d’une suite ou d’une série sans connaitre sa limite.

Définition 1.8. Soit (xn)n∈N une suite dans un espace vectoriel normé (X, ‖·‖) (resp. espace
métrique (X, d)).

(1) On dit que la suite (xn)n∈N converge vers un point a de X si :

∀ ε > 0,∃N ≥ 1,∀n ≥ N ⇒ ‖xn − a‖ ≤ ε (resp. d(xn, a) ≤ ε).

(2) On dit que la suite (xn)n∈N est une suite de Cauchy si :

∀ ε > 0,∃N ≥ 1,∀n,m ≥ N ⇒ ‖xn − xm‖ ≤ ε (resp. d(xn, xm) ≤ ε).

Définition 1.9. (Espace complet). Un espace normé (X, ‖·‖) sera dit complet si toute suite de
Cauchy d’éléments de X est convergente dans (X, ‖·‖). Par exemple :

(1) (R, |·|), (Rn, ‖.‖2) sont complets.

(2) `np = (Kn, ‖·‖p) est complet pour 1 ≤ p ≤ ∞.

(3) (Q, |·|) n’est pas complet.

Théorème 1.2. (Bolzano-Weierstrass). Un espace métriqueX est compact si, et seulement si, toute suite
de X admet une sous suite convergente dans X .

Définition 1.10. (Espace de Banach). On appelle espace de Banach tout espace normé complet.

Proposition 1.2. Soit (X, ‖·‖) un espace vectoriel normé, alors :

(1) Toute suite convergente est de Cauchy, mais l’inverse n’est pas vraie.

(2) Si toute suite de Cauchy est convergente, alors (X, ‖·‖) est complet.

Théorème 1.3. Un espace de Banach (X, ‖·‖) est un espace vectoriel normé complet. Autrement dit X
est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement convergente est une série convergente.

La boule unité fermée de l’espace X est définie par

BX = {x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} .
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Remarque 1.4. Tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach. De plus, tout
sous-espace fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach.

Exemples 1.4. (Exemples sur les espaces de Banach). Pour p > 1 on note p∗ le conjugué de p
définit par la formule 1

p
+ 1

p∗
= 1. On pose p∗ = +∞ si p = 1.

Nous avons rencontré des espaces de Banach :

(1) R,C,Rn et Cn munis des normes euclidiennes associées sont des espaces de Banach.

(2) (L’espace C(K)). Soit K un espace topologique compact. L’espace de Banach C(K) est
défini par :

C(K) := {f : K → R, continue} ,

muni de la norme
‖f‖ = sup

x∈K
|f(x)| ,∀f ∈ C(K).

(3) (L’espace Lp). Soit (K,M, µ) un espace mesuré et 1 ≤ p < +∞, on définit l’espace de
Lebesgue Lp(K) par

Lp(K,M, µ) :=

{
f : K → R, mesurable et

∫
K

|f(x)|p dµ < +∞
}
.

Lp est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖p =

(∫
K

|f(x)|p dµ
) 1

p

.

Pour p = +∞ nous avons f ∈ L∞(µ) s’il existe C > 0 telle que

|f | ≤ C µ-p.p. (µ-presque partout). (1.1)

L∞(µ) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖∞ = inf {C : C vérifiant l’inégalité (1.1)} .

(4) (L’espace `p). Soit 1 ≤ p < +∞ On note par `p l’espace de Banach des suites scalaires
p-sommables

`p = `p(K) =

x = (xi)i ⊂ K : ‖x‖ :=

(∑
i≥0

|xi|p
) 1

p

< +∞

 .

Pour p = +∞

`∞ = `∞(K) =

{
x = (xi)i ⊂ K : ‖x‖ := sup

i≥0
|xi| < +∞

}
.

(5) (C(X, Y ), ‖·‖∞), lorsque X est compact et Y complet.

(6) (L(X, Y ), ‖·‖), l’espace des fonctions linéaires continues sur X , avec Y complet.
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1.4 Les espaces de Hilbert

L’espace de Hilbert qui a été introduit par David Hilbert en 1909 pour développer l’analyse
fonctionnelle abstraite. On note en général par H .

Définition 1.11. (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel sur K = R (resp. K = C). On
appelle produit scalaire sur H toute forme bilinéaire et symétrique (resp. sesquilinéaire 1 et
hermitienne) qui est définie positive.

On notera 〈x, y〉 ou (x|y) le produit scalaire des vecteurs x, y ∈ H définit par l’application :

ϕ : H ×H → K
(x, y) 7→ ϕ(x, y) := 〈x, y〉,

qui vérifié les propriétés suivantes : ∀x, y, z ∈ H,∀λ ∈ K

(1)


〈x, y〉 = 〈y, x〉 (symétrique, si l’espace est réel) ;

〈x, y〉 = 〈y, x〉 (hermitienne, si l’espace est complexe).

(2)



bilinéaire :


〈λx+ z, y〉 = λ〈x, y〉+ 〈z, y〉 (linéarité par rapport à la première variable);

〈y, λx+ z〉 = λ〈y, x〉+ 〈y, z〉 (linéaire par rapport à la seconde variable).

sesquilinéaire :


〈λx+ z, y〉 = λ〈x, y〉+ 〈z, y〉 (linéarité par rapport à la première variable);

〈y, λx+ z〉 = λ〈y, x〉+ 〈y, z〉 (antilinéaire par rapport à la seconde variable).

(3) 〈x, x〉 ≥ 0 (positive), 〈x, x〉 = 0⇐⇒ x = 0 (définie).

Définition 1.12. (Espace pré-hilbertien). Si l’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire,
on dit que c’est un espace pré-hilbertien.

Proposition 1.3. Soit X un espace vectoriel de dimension fini ou infinie muni d’un produit scalaire
hermitien 〈., .〉 alors l’application :

u 7→
√
〈u, u〉 = ‖u‖ ,

définit une norme sur X .

Définition 1.13. (Espace de Hilbert). Un espace vectoriel normé complet muni d’un produit
scalaire est un espace de Hilbert.

Dans toute la suite, on considère que l’espace L2([a, b], ‖·‖2) avec :

L2([a, b], ‖·‖2) =

{
f : [a, b] −→ R,

∫ b

a

|f(x)|2 dx < +∞
}
,

1. du latin "sesqui" qui signifie un demi en plus.
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muni de la norme :

‖f‖2 =

(∫ b

a

|f(x)|2 dx
) 1

2

.

Définition 1.14. (Orthogonalité). Soit (H, 〈., .〉) un espace pré-hilbertien. On dit que deux vec-
teurs u, v de H sont orthogonaux si :

〈u, v〉 = 0, et on note u⊥v.

Une famille de vecteurs de H est dite orthogonale si tous les vecteurs de cette famille sont
deux à deux orthogonaux.

Exemple 1.3. L’espace `2 est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est

〈x, y〉 =
∑
i∈N

xiyi ,∀x = (xi)i∈N , y = (yi)i∈N ∈ `2.

1.5 Les applications linéaires continues

Définition 1.15. (Application). On appelle application d’un ensemble X dans un ensemble Y ,
toute correspondance f entre les éléments de X et ceux de Y qui à tout élément x ∈ X fait
correspondre un unique élément y ∈ Y noté f(x).

Une correspondance entre X et Y est représentée par : f : X  Y.

Une application f entre X et Y est aussi représentée par :

f : X → Y
x 7→ f(x).

Une correspondance f entre deux ensembles non vides est une application si et seulement
si :

∀x, y ∈ X : ((x = y) =⇒ (f(x) = f(y))) .

Exemples 1.5. (1) L’application idX : X −→ X telle que ∀x ∈ X, idX(x) = x est appelée
application identité sur X .

(2) (application constante). Soient X et Y deux ensembles non vides et b un élément de Y ,
alors la correspondance f de X dans Y définie par : ∀x ∈ X, x  b est une application
dite application constante.

Définition 1.16. (Fonction). On appelle fonction de X dans Y , toute application f d’un sous-
ensemble Df ⊂ X dans Y . Df est appelé ensemble de définition de f .

Remarque 1.5. Toutes les notions données pour les applications peuvent être adaptées pour les
fonctions.
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Définition 1.17. (Application linéaire). Soient X et Y des K-espaces vectoriels. On dit que l’ap-
plication T : X → Y est linéaire si, pour tout x et tout y dans X , et pour tout λ dans K :

(1) T (x+ y) = T (x) + T (y) ;

(2) T (λx) = λT (x).

On note L(X, Y ) l’ensemble des applications linéaires, on le muni de deux opérations algé-
briques suivantes :

(1) ∀x ∈ X : (T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x) ;

(2) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ K : (λT )(x) = λT (x).

Définition 1.18. (Application linéaire continue). Soit (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ) deux espaces normés
et soit T : X → Y une application linéaire. Alors T est continue (borné) si et seulement s’il
existe une constante C ≥ 0 telle que :

‖T (x)‖Y ≤ C ‖x‖X ,∀x ∈ X. (1.2)

On note L(X, Y ) l’espace des applications linéaires continues. On définit une norme des
opérateurs sur L(X, Y ) par

‖T‖ := ‖T‖L(X,Y ) = sup
‖x‖X≤1

‖T (x)‖Y = sup
‖x‖X=1

‖T (x)‖Y ,

on a également
‖T‖ = inf {C : C vérifiant l’inégalité (1.2)} .

1.6 Les ensembles convexes et les fonctions convexes

Définition 1.19. Soit X un espace vectoriel de dimension finie sur R et x, y ∈ X . On appelle
segment de X , un ensemble noté et défini comme suit

[x, y] := {(1− t)x+ ty : t ∈ [0, 1]} .

Définition 1.20. (Ensemble convexe). On dit qu’une partie E de X est convexe si pour tout
x, y ∈ E, le segment [x, y] est contenu dans E.

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



1.7. THÉORÈME DE HAHN-BANACH ET SES CONSÉQUENCES 11

Exemples 1.6. (1) La partie de Rn définie par Rn
+ := {x ∈ Rn : x ≥ 0} est un convexe appelée

orthant positif (x ≥ 0⇔ xi ≥ 0,∀i = 1, . . . , n).

(2) La somme E1 + E2 := {x1 + x2 : x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2} de deux convexes E1 et E2 de X est
un convexe.

(3) Le produit λE := {λx : x ∈ E} d’un scalaire λ ∈ R par un convexe E est un convexe.

(4) Si {Ei}i∈I est une famille quelconque de convexes de X , alors leur intersection
⋂
i∈I

Ei est

un convexe (mais pas leur union).

(5) Soit f : X → Y une application linéaire. L’image directe f(E) (resp. l’image réciproque
f−1(E) d’un convexe E de X (resp. de Y ) par f est un convexe.

(6) Soient E1 ⊂ X1 et E2 ⊂ X2. Alors E1×E2 est convexe dans X1×X2 si et seulement si E1

et E2 sont convexes.

Définition 1.21. On rappelle que l’épigraphe de f est la partie de l’espace produit X × R qui
est au-dessus de son graphe :

epi f := {(x, λ) ∈ X × R : f(x) ≤ λ} .

Quant à l’épigraphe stricte, il est obtenu en prenant l’inégalité stricte ci-dessus. On le note

epi sf := {(x, λ) ∈ X × R : f(x) < λ} .

Le domaine d’une fonction f : X → R est l’ensemble des points où elle ne prend pas la
valeur +∞ (elle peut y prendre la valeur −∞, mais nous considérerons le plus souvent des
fonctions ne prenant pas cette valeur). On le note

dom f := {x ∈ X : f(x) < +∞} .

Définition 1.22. On dit qu’une fonction f : X → R est convexe si son épigraphe (ou son épi-
graphe stricte) est convexe dans X × R. On dit que f : X → R est concave si −f est convexe.

Proposition 1.4. Le domaine d’une fonction convexe est convexe. Une fonction f : X → R est convexe
si et seulement si pour tout x, y ∈ domf et tout t ∈]0, 1[, on a

f ((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y).

1.7 Théorème de Hahn-Banach et ses conséquences

Cette section est consacré au théorème de Hahn-Banach et ses applications dans le cas li-
néaire, la démonstration du théorème de Hahn-Banach est passer sur le lemme de Zorn.
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Le théorème de Hahn-Banach est l’un des deux plus importants et fondamentaux en analyse
fonctionnelle, l’autre théorème est celui de Baire et ses applications (le Théorème de Banach-
Steinhauss, le théorème du graphe fermé, etc...). Sans le théorème de Hahn-Banach, l’analyse
fonctionnelle serait très différente de la structure qu’on connait maintenant. Hahn et Banach
ont montré indépendamment le théorème pour le cas réel dans les années 1920 voir [4] et [17]
( S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires, Studia Mathematica 1 (1929), 211-216, et H. Hahn,
Ober linearer Gleichungssysteme in lincarer Rfiumcn, J. Reina Angew. Math. 157 (1927), 214-
229). Puis il y’avait eu l’extension de Murray dans le cas complexe. Est-ce-que tout opérateur
linéaire continu peut s’étendre en un opérateur linéaire continu sur tout l’espace si on remplace
R ou C par un espace de Banach quelconque? Banach et Mazur ont déjà montré que ce n’est pas
le cas en 1933. Mais ce n’est qu’en 1950 que le résultat de Nachbin a répondu définitivement à
la question et ainsi mettre fin à cette question. Pour plus d’informations, on peut consulter [19].

Pour l’histoire, le théorème de Hahn-Banach a été montré en premier en 1912 par le mathé-
maticien autrichien Eduard Helly (1884 - 1943). Il a été découvert indépendamment dans les
années 1920s par le mathematician autrichien Hans Hahn (1879 - 1934) in 1927 et le mathéma-
ticien polonais Stefan Banach (1892 - 1945) en 1929.

1.7.1 Forme analytique du Théorème de Hahn-Banach

La forme analytique du Théorème de Hahn-Banach est un théorème permettant de prolon-
ger des formes linéaires définies sur un sous-espace vectoriel, en gardant un contrôle sur le
prolongement quand il y en avait un sur la forme de départ, en particulier si l’espace est normé
et la forme linéaire est continue, on peut la prolonger en une forme linéaire continue sur tout
l’espace, et en gardant la même norme.

Définition 1.23. (1) (Prolongement). Une fonction ϕ défini sur un ensemble X est dit pro-
longement d’une fonction ϕ0 défini sur un sous-ensemble E de X , si

ϕ0(x) = ϕ(x) pour tout x ∈ E.

(2) (Forme linéaire). On appelle forme linéaire (fonctionnelle linéaire) tout opérateur linéaire
T défini sur X à valeurs dans le corps des scalaires K.

Théorème 1.4. (Théorème de Hahn-Banach, forme analytique) Soit X un espace vectoriel sur K =

R ou C, et soit p une semi-norme sur X .
Soit E un sous-espace vectoriel de X et ϕ0 : E → K une forme linéaire telle que :

|ϕ0(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ E.

Alors il existe une forme linéaire ϕ = ϕ̃0 : X → K prolongeant ϕ0 (i.e., ϕ/E = ϕ0) et telle que :

|ϕ(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ X.
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E K

X.

ϕ0

iX
ϕ

On aura en fait besoin d’une version un peu plus forte. Pour cela, on dira :

Définition 1.24. (Sous-norme). Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C.
On dit que p : X −→ R+ est une application sous-norme si, pour tous x, y ∈ X :

(1) p(λx) = λp(x) , pour tout λ positif ou nul ;

(2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Exemple 1.4. Soit f : X → K est une forme linéaire, Alors p(x) = |f(x)|, pour tout x ∈ X , est
une application sous-norme (ou sous-linéaire) sur X .

On a alors :

Théorème 1.5. (Théorème de Hahn-Banach, forme analytique forte). Soit X un espace vectoriel réel et
p une application sous-norme sur X . Soit E un sous-espace vectoriel de X et ϕ0 : E −→ R une forme
linéaire vérifiant :

ϕ0(x) ≤ p(x), ∀x ∈ E.

Alors il existe une forme linéaire ϕ = ϕ̃0 : X −→ R prolongeant ϕ0 et vérifiant encore :

ϕ(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X.

E R

X.

ϕ0

iX
ϕ

Remarques 1.1. (1) Il faut noter que dans cette forme, l’inégalité concerne ϕ0(x) et ϕ(x), et
pas leur valeur absolue.

(2) Toutefois, lorsque p n’est pas seulement une sous-norme, mais une semi-norme, on a
p(−x) = p(x) ; donc, lorsque l’espace X est réel, si l’on a :

ϕ(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X.

On a en fait :
|ϕ(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ E.

(3) Lorsque K = R, le Théorème 1.4 découle donc immédiatement du Théorème 1.5.

Définition 1.25. (1) (Relation d’ordre total). En général, une relation d’ordre sur un ensemble
X ne permet pas de comparer tous les éléments de l’ensemble. Cependant, si pour n’im-
porte quels deux éléments x et y de X ,

x ≤ y ou y ≤ x,

on dit que la relation est d’ordre total.
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(2) (Ensemble totalement ordonné). Un ensemble X est dit totalement ordonné s’il est muni
d’une relation d’ordre total (≤).

(3) (Majorant d’un ensemble). Un sous-ensemble E de X muni d’une relation d’ordre notée
(≤) est dit majoré s’il existe un élément a ∈ X tel que,

∀x ∈ E, on a x ≤ a,

a est appelé majorant de E.

(4) (Maximal d’un ensemble). Soit E un sous-ensemble de X muni d’une relation d’ordre
notée (≤). Un élément b de E est dit maximal de E s’il n’existe pas un élément de E plus
grand que l’élément b. Autrement dit

b ∈ E, si pour x ∈ E, on a b ≤ x entraîne b = x.

Lemme 1.1. (Lemme de Zorn). Tout ensemble ordonné inductif, non vide, possède un élément maximal.
Rappelons que l’ordre est inductif si toute partie totalement ordonnée possède un majorant.

Démonstration du Théorème 1.5. (Théorème de H-B, forme analytique fort).

Soit E un sous-espace vectoriel de X et G ⊂ E, et soit

< :=
{
ψ : E = Dψ −→ R;ψ linéaire, ψ|G = ϕ0 et ψ(x) ≤ p(x),∀x ∈ E

}
.

On munit < de la relation d’ordre définie par :

ψ1 ≺ ψ2 ⇐⇒ (Dψ1 ⊆ Dψ2 et ψ2 prolonge ψ1) .

Alors :
(a) < 6= ∅ car ϕ0 ∈ < ;
(b) < est inductif car si ℵ est une partie totalement ordonnée de <, on pose :

Em =
⋃
ψ∈ℵ

Dψ

et :
ψm(x) = ψ(x) si ψ ∈ ℵ et x ∈ Dψ.

Comme ℵ est totalement ordonné, Em est un sous-espace vectoriel de X ; de plus,
ψm : Em −→ R est bien définie et est une forme linéaire surEm. Visiblement, ψm est un majorant
de ℵ.

Soit alors ϕ un élément maximal de <.
Il reste à voir que D = Dϕ est égal à X tout entier.
Supposons que non : D 6= X . On peut alors choisir un x0 /∈ D.
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On va chercher λ ∈ R de sorte que, si l’on pose :
E = D + Rx0 := {x+ λx0; ∀x ∈ D, ∀λ ∈ R} ;

ψ(x+ tx0) = ϕ(x) + tλ, x ∈ D, t ∈ R ,

alors ψ ∈ <. Cet élément ψ serait un majorant de ϕ, avec ψ 6= ϕ (puisque Dψ = E contient x0

qui n’est pas dans D = Dϕ) : cela contredirait la maximalité de ϕ.
Cette contradiction montre que D = X et donc le Théorème 1.5.
Pour obtenir cet λ, remarquons que ψ ∈ < si et seulement si :

ϕ(x) + tλ ≤ p(x+ tx0), ∀x ∈ D, ∀t ∈ R.

Mais, pour avoir cela, il suffit de l’avoir pour t = 1 et t = −1 :
ϕ(x)− λ ≤ p(x− x0)

ϕ(x) + λ ≤ p(x+ x0)
∀x ∈ D.

En effet, on aura alors :

ϕ (x) + tλ =


t
[
ϕ
(x
t

)
+ λ
]
≤ tp

(x
t

+ x0

)
= p (x+ tx0) , si t > 0

(−t)
[
ϕ
(
−x
t

)
− λ
]
≤ (−t)p

(
−x
t
− x0

)
= p(x+ tx0), si t < 0

(et si t = 0 : ϕ(x) ≤ p(x) car ϕ ∈ <).

Il suffit donc de pouvoir choisir λ tel que :

sup
x∈D
{ϕ(x)− p(x− x0)} ≤ λ ≤ inf

y∈D
{p(y + x0)− ϕ(y)} ,

ce qui est possible car :

ϕ(x) + ϕ(y) = ϕ(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− x0) + p(y + x0),

pour tous x, y ∈ D.
Le Théorème 1.5 est donc prouvé.

1.7.2 Quelques conséquences de la forme analytique du Théorème de H-B

Nous allons donner une série de conséquences du Théorème de Hahn-Banach, toutes très
importantes.

Dans tout ce qui suit, X sera désormais un espace vectoriel normé.
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Théorème 1.6. Toute forme linéaire continue sur un sous-espace E de X se prolonge en une forme
linéaire continue sur X tout entier, avec la même norme.

Preuve. Soit ϕ0 ∈ E∗ et C = ‖ϕ0‖E∗ . Il suffit d’appliquer le Théorème de Hahn-Banach avec
la semi-norme p(x) = C ‖x‖X .

Théorème 1.7. Pour tout x ∈ X , non nul, il existe ϕ ∈ X∗ telle que ‖ϕ‖ = 1 et ϕ(x) = ‖x‖ .

Preuve. Il suffit de prendre la norme pour p, E = Kx et ϕ0(λx) = ‖x‖λ.

Corollaire 1.1. Pour F ⊆ X , on pose F⊥ = {ϕ ∈ X∗; 〈ϕ, x〉 = 0,∀x ∈ F} . Alors

F⊥ = X∗ si et seulement si F = {0} .

Corollaire 1.2. Pour tout espace vectoriel normé X , le dual X∗ sépare les points de X .

Preuve. Si x 6= y, alors z = x − y 6= 0 ; il existe alors (d’après le théorème 1.7) ϕ ∈ X∗ telle
que ϕ(z) = ‖z‖ 6= 0 ; donc ϕ(x) 6= ϕ(y).

Remarque 1.6. Ce n’est pas le cas pour des espaces plus généraux : par exemple, l’espace
L1/2(0, 1), muni de la distance :

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|1/2 dt,

est un espace vectoriel topologique n’admettant aucune forme linéaire continue non nulle (voir
[11, Chapitre 6, Exercice 15]).

Corollaire 1.3. On a :
‖x‖X

H-B
= sup
‖ϕ‖X∗≤1

|ϕ(x)| = sup
ϕ∈BX∗

|ϕ(x)| .

Corollaire 1.4. L’application canonique :

i : E −→ E∗∗

x 7−→ i(x) = x̃ : E∗ −→ R
ϕ 7−→ x̃(ϕ) = ϕ(x),

est une isométrie.
Cette application i est donc en particulier injective. Par contre, elle n’est pas surjective en général.

Preuve. On a :

‖x̃‖E∗∗ := sup
‖x‖E∗≤1

|x̃(ϕ)| = sup
‖x‖E∗≤1

|ϕ(x)| Corol.1.3
= ‖x‖E .

Théorème 1.8. Si E est un sous-espace vectoriel fermé de X et x0 /∈ E, il existe ϕ ∈ E∗ telle que
ϕ(x0) = 1 et ϕ(x) = 0, ∀x ∈ E (c’est-à-dire que E ⊆ ker ϕ ).
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Preuve. Prenons G = E + Kx0 et définissons une forme linéaire ϕ0 : G → K par ϕ0(x +

λx0) = λ, pourx ∈ F et λ ∈ K. On a ϕ0(x) = 0 pour tout x ∈ F . Comme F est fermé, on a
δ = d(x0, E) > 0 ; donc :

|ϕ0(x+ λx0)| = 1

δ
d(λx0, E) ≤ 1

δ
‖x+ λx0‖ ,

de sorte que l’on peut prolonger ϕ0 en ϕ ∈ E∗.

Corollaire 1.5. Soit E un sous-espace vectoriel de X . Alors x0 ∈ E si et seulement si, pour toute
ϕ ∈ X∗, on a :

ϕ(x) = 0, ∀x ∈ E =⇒ ϕ(x0) = 0.

En particulier, E est dense dans X si et seulement si, pour toute ϕ ∈ X∗ :

ϕ(x) = 0,∀x ∈ E =⇒ ϕ ≡ 0.

Remarque 1.7. La condition " ϕ(x) = 0,∀x ∈ E " signifie que ϕ ∈ E⊥ (voir Corollaire 1.1) ; la
seconde assertion est donc que E est dense dans X si et seulement si E⊥ = {∅} .

1.7.3 Forme géométrique du Théorème de Hahn-Banach

Il y a plusieurs énoncés géométriques, avec différentes hypothèses. Bien que certains aient
des versions "complexes" (pour les espaces vectoriels complexes), c’est essentiellement un théo-
rème " réel ". Il permet de séparer des convexes (compacts, fermés, ouverts, ... ) disjoints par des
hyperplans affines fermés.

Théorème 1.9. (Théorème de Hahn-Banach, forme géométrique). SoitX un espace vectoriel normé. Soit
C et K deux parties non vides de X disjointes et telles que C soit convexe et fermée, et K soit convexe et
compacte.

Alors, il existe une forme linéaire continue ϕ ∈ X∗ telle que :

sup
x∈C

Re ϕ(x) < inf
y∈K

Re ϕ(y).
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Remarque 1.8. Si λ ∈ R est tel que :

sup
x∈C

Re ϕ(x) < λ < inf
y∈K

Re ϕ(y),

on dit que l’hyperplan (affine, réel) fermé :

Hλ = {x ∈ X; Re ϕ(x) = λ} ,

sépare, strictement, C et K.

Pour prouver le Théorème 1.9, on peut d’abord remarquer que l’énoncé ne fait intervenir
que Re ϕ ; on peut supposer que l’espace X est réel.

On aura en fait besoin d’une autre forme géométrique.

Théorème 1.10. Soit X un espace vectoriel topologique réel. Soit C et Ω deux parties non vides dis-
jointes de X telles que C soit convexe et fermée et Ω soit convexe et ouverte.

Alors, il existe une forme linéaire continue non nulle ϕ ∈ X∗ telle que :

∀x ∈ C, ∀y ∈ Ω : ϕ(x) < ϕ(y).

En particulier :
S = sup

x∈C
ϕ(x) ≤ inf

y∈Ω
ϕ(y) = I.

Preuve de la forme géométrique du Théorème 1.9 de H-B. L’ensemble K étant compact et
C étant fermé et disjoint de K, on a :

d = dist(K,C) = inf
y∈K

d(y, C) > 0.

Si l’on pose :
Ω = {x ∈ X; dist(x,K) < d/2} ,

alors Ω est convexe (car K l’est : Ω = K +
◦
B(0, d/2)), ouvert, non vide (il contient K), et disjoint

de C. Soit ϕ la forme linéaire continue non nulle donnée par le Théorème1.10, on a :

y ∈ K et ‖z‖ < 1 =⇒ y + ε(d/2)z ∈ Ω (ε = ±1)

=⇒ ϕ(y) = ϕ [y + ε(d/2)z]− ε(d/2)ϕ(z) ≥ I − ε(d/2)ϕ(z)

=⇒ ϕ(y) ≥ I + (d/2) |ϕ(z)| ;

donc, pour tout y ∈ K, on a, en prenant la borne supérieure pour tous les z de norme < 1 :

ϕ(y) ≥ I + (d/2) ‖ϕ‖ .

Alors
inf
y∈K

ϕ(y) ≥ I + (d/2) ‖ϕ‖ > I,

puisque ϕ n’est pas nulle. Cela donne le résultat puisque I ≥ S.
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CHAPITRE 2

FACTORISATION DE PIETSCH DES
OPÉRATEURS LINÉAIRES

D ans ce chapitre, on va faire un rappel de quelques notions d’opérateurs linéaires p-sommants
et le théorème de factorisation et domination de Pietsch avec quelques propriétés fonda-

mentaux.

19
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2.1 Rappels sur les opérateurs linéaires

Définition 2.1. Soit T un opérateur linéaire entre deux espaces normés X et Y (T ∈ L(X, Y )).

T est de rang fini si dim T (X) <∞.
L’espace des opérateurs de rang fini sera noté Lf (X, Y ).

Exemples 2.1. (1) L’opérateurs T : X −→ Y avec T (x) = 0,∀x ∈ X , est de rang fini.

(2) si dim X = n < +∞, (n ∈ N∗) alors dim T (X) ≤ dim X = n, donc T ∈ Lf (X, Y ).

(3) Soit ϕ : X −→ K une forme linéaire, alors ϕ ∈ Lf (X,K).

Proposition 2.1. Soit X et Y deux espaces normés et T ∈ L(X, Y ).

T ∈ Lf (X, Y )⇐⇒ ∀x ∈ X : T (x) =
n∑
i=1

x∗i (x)yi ,

où x∗i ∈ X∗ et yi ∈ Y ; (1 ≤ i ≤ n).

Définition 2.2. Soient X, Y,E et F des espaces de Banach. Un idéal d’opérateur linéaire I une
est classe d’opérateur telle que

(1) I(X, Y ) est un sous-espace vectoriel de L(X, Y );

(2) Lf (X, Y ) ⊂ I(X, Y );

(3) ( propriété d’idéal ). Soit

E
u−−−−→

L(E,X)
X

T−−−−→
I(X,Y )

Y
v−−−−→

L(Y,F )
F alors v ◦ T ◦ u ∈ I(E,F ).

De plus, si ‖·‖I : I −→ R+, satisfait
(i) (I(X, Y ), ‖·‖I) est un espaces de Banach (resp. quassi-Banach) ;
(ii) ‖idK : K −→ K;λ 7−→ λ‖I = 1;

(iii) ‖v ◦ T ◦ u‖I ≤ ‖v‖ ‖T‖I ‖u‖,
alors (I(X, Y ), ‖·‖I) s’appelle idéal de Banach (resp. quassi-Banach).

Exemples 2.2. Lf (X, Y ) et L(X, Y ) sont des idéal linéaires.

2.2 Les opérateurs linéaires absoluments p-sommants

Commençons cette section par quelques préliminaires nécessaire des définitions les espaces
des suites p-sommables.
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Définition 2.3. (L’espace `p(X) ( resp. `np (X) )). Soit X un espace de Banach et soit 1 ≤ p ≤ +∞.
On note par `p(X) ( resp. `np (X) ) l’espace de Banach des suites (xi)

∞
i=1 (resp. (xi)

n
i=1) dans X

absolument p-sommables, muni de la norme

‖(xi)∞i=1‖p =



(
∞∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

, si 1 ≤ p < +∞;

sup
i≥1
‖xi‖ , si p = +∞.

resp.

‖(xi)ni=1‖p =



(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

, si 1 ≤ p < +∞;

sup
1≤i≤n

‖xi‖ , si p = +∞.

Lorsque X = C on note simplement `p , p ∈ [1,+∞].

Définition 2.4. (L’espace X(`np )). On note par X(`np ), l’espace des suites (xi)
n
i=1 des éléments de

X telles que

‖(xi)ni=1‖X(`np ) =



∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

∥∥∥∥∥∥ , si 1 ≤ p < +∞;

∥∥∥∥ sup
1≤i≤n

|xi|
∥∥∥∥ , si p = +∞.

L’espace X(`np ) muni de l’ordre naturel

x ≤ y ⇐⇒ xi ≤ yi,∀ 1 ≤ i ≤ n,

est un espace de Banach.

Définition 2.5. (L’espace `p,w(X) (resp. `np,w(X)) ). On note par `p,w(X) (resp. `np,w(X)) l’espace
des suites (xi)

∞
i=1 ( resp. (xi)

n
i=1 ) dans X faiblement p-sommables, muni de la norme

‖(xi)∞i=1‖p,w =


sup

ϕ∈BX∗

(
+∞∑
i=1

|〈xi, ϕ〉|p
) 1

p

, si 1 ≤ p < +∞;

sup
ϕ∈BX∗

sup
i≥1
|〈xi, ϕ〉| , si p = +∞

resp.

‖(xi)ni=1‖p,w =


sup

ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈xi, ϕ〉|p
) 1

p

, si 1 ≤ p < +∞;

sup
ϕ∈BX∗

sup
1≤i≤n

|〈xi, ϕ〉| , si p = +∞,
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où X∗ est le dual (topologique) de X . La boule d’unité fermée de X∗ est notée BX∗ .

On a aussi si 1 < p ≤ +∞ où p∗ est le conjugué de p (i.e., 1
p

+ 1
p∗

= 1 ) et v : `p∗ → X un

opérateur linéaire tel que v(ei) = xi ( i.e., v =
+∞∑
i=1

ei ⊗ xi , (ei)
∞
i=1 est la base canonique de `p ),

alors,
‖v‖ = ‖(xi)∞i=1‖p,w

Proposition 2.2. (1) Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a `p,w(X) ⊆ `p(X), de plus on a

‖(xi)∞i=1‖p ≤ ‖(xi)
∞
i=1‖p,w .

(2) Si p =∞, on a `∞(X) = `∞,w(X), et

‖(xi)∞i=1‖∞ = ‖(xi)∞i=1‖∞,w .

En effet

‖(xi)∞i=1‖∞,w := sup
ϕ∈BX∗

sup
1≤i≤∞

|〈xi, ϕ〉|

= sup
1≤i≤∞

sup
ϕ∈BX∗

|〈xi, ϕ〉|

H−B
= sup

1≤i≤∞
‖xi‖X =: ‖(xi)∞i=1‖∞ .

(3) `p(X) = `p,w(X) pour tout 1 ≤ p <∞ si et seulement si dim (X) est finie. Aussi
(
`p,w(X), ‖·‖p,w

)
est un espace de Banach (voir [23, Proposition 2.3.4]).

(4) Soit X est un espace de Banach et 1 ≤ p ≤ ∞, on a
(
`p(X), ‖·‖p

)
est un espace de Banach.

Définition 2.6. (Opérateurs linéaires absolument p-sommants). SoitX et Y deux espaces de Ba-
nach et Soit T ∈ L(X, Y ). On dira que T est absolument p-sommant (ou simplement p-sommant)
pour 1 ≤ p < +∞ si et seulement s’il existe une constante C > 0 telle que ∀ {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X ,
on a :

n∑
i=1

‖T (xi)‖p ≤ CP sup
ϕ∈BX∗

n∑
i=1

|〈xi, ϕ〉|p . (2.1)

On voit donc que les opérateurs p-sommants transforment les suites faiblement p-sommants
en suites fortement p-sommants.

L’espace des opérateurs p-sommants de X dans Y est noté Πp(X, Y ) muni de la norme

πp(T ) = inf {C : C vérifiant l’inégalité (2.1)} ,

est un espace de Banach (voir [11, page 38, Proposition 2.6]).
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Pour tout T ∈ Πp(X, Y ), on a :
‖T‖L(X,Y ) ≤ πp(T ).

En effet : pour n = 1, on a :

‖T (x)‖p ≤ πp(T )p sup
ϕ∈BX∗

(|〈x, ϕ〉|p) H−B
= πp(T )p ‖x‖p ,

i.e., ‖T (x)‖ ≤ πp(T ) ‖x‖ .

Définition 2.7. (Application adjoint). Soient X, Y deux espaces normés, et T ∈ L(X, Y ).
L’application

T ∗ : Y ∗ −→ X∗

y∗ 7−→ T ∗(y∗) = y∗ ◦ T : X −→ R
x 7−→ T ∗(y∗)(x) = y∗(T (x)),

est appelée le transposée ou l’adjoint de T . (notée T ∗ ou T t).

Notation 2.1. Si T : X −→ Y est un opérateur linéaire continu, on définit T ∗ : Y ∗ −→ X∗ par la
formule

〈T ∗(y∗), x〉 = 〈y∗, T (x)〉 et on a ‖T ∗‖ = ‖T‖ . (2.2)

Proposition 2.3. (Propriété d’idéal voir [11]). Soient X, Y,E, F des espaces de Banach. Soit T : X −→
Y un opérateur p-sommant ; u ∈ L(E,X) un opérateur linéaire continu et v ∈ L(Y, F ) un opérateur
linéaire continu. Alors v ◦ T ◦ u ∈ Πp(E,F ) et

πp(v ◦ T ◦ u) ≤ ‖v‖ πp(T ) ‖u‖ .

Démonstration. Il suffit d’utiliser la définition des opérateurs p-sommants pour T .
Soit (zi)

n
i=1 ⊂ E, on a

n∑
i=1

‖v ◦ T ◦ u(zi)‖p
v∈L(Y,F )

≤ ‖v‖p
n∑
i=1

‖T ◦ u(zi)‖p

T∈Πp(X,Y )

≤ ‖v‖p πp(T )p sup
ϕ∈BX∗

n∑
i=1

|〈u(zi), ϕ〉|p

(2.2)
= ‖v‖p πp(T )p sup

ϕ∈BX∗

n∑
i=1

|〈zi, u∗(ϕ)〉|p

u∈L(E,X)
= ‖v‖p πp(T )p ‖u‖p sup

ϕ∈BX∗

n∑
i=1

∣∣∣∣〈zi, u∗(ϕ)

‖u‖
〉
∣∣∣∣p

posons ψ = u∗(ϕ)
‖u‖ ; ‖u∗‖ = ‖u‖, on a ‖ψ‖ ≤ ‖ϕ‖ ≤ 1, donc

n∑
i=1

‖v ◦ T ◦ u(zi)‖p ≤ ‖v‖p πp(T )p ‖u‖p sup
ψ∈BE∗

n∑
i=1

|〈zi, ψ〉|p .

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



2.2. LES OPÉRATEURS LINÉAIRES ABSOLUMENTS P -SOMMANTS 24

Définition 2.8. (Ensemble normant). Soit X un espace de Banach. On dit qu’un sous-ensemble
K de BX∗ est normant si ‖x‖ = sup

x∗∈K
|〈x∗, x〉| ,∀x ∈ X .

Lemme 2.1. Soit X un espace de Banach. On suppose que 1 ≤ p <∞. On note par p∗ le conjugué de p
défini par 1

p
+ 1

p∗
= 1. Si K est un sous-ensemble normant de BX∗ et si (xi)i≥1 ∈ `p,w , alors on a :

‖(xi)∞i=1‖p,w = sup
ϕ∈K

(
+∞∑
i=1

|〈ϕ, xi〉|p
) 1

p

.

Proposition 2.4. (Voir [11, Exemple 2.9, a]). Soient K un compact, µ une mesure régulière borélienne,
positive et finie sur K et 1 ≤ p <∞. Pour tout ϕ ∈ Lp(K,µ), l’opérateur de multiplication

Tϕ : C(K) −→ Lp(K,µ)

f 7−→ Tϕ(f) = f · ϕ,

est linéaire p-sommant de plus, on a πp(Tϕ) = ‖ϕ‖p .

Corollaire 2.1. (Voir [11, Exemple 2.9, b]). Soient K un compact, µ une mesure régulière positive et
finie sur K et 1 ≤ p <∞. L’injection canonique

Jp : C(K) −→ Lp(K,µ)

f 7−→ Jp(f) = f,

est p-sommant de plus, on a πp(Jp) = µ(K)
1
p .

Démonstration. Il suffit de prendre ϕ = 1 dans la proposition précédente.
En utilisant l’inclusion des espaces Lp , il suit immédiatement le théorème suivant.

Théorème 2.1. (Théorème d’inclusion). Si 1 ≤ p ≤ q < +∞, alors

Πp(X, Y ) ⊆ Πq(X, Y ).

De plus, on a πq(T ) ≤ πp(T ) pour tout T ∈ Πp(X, Y ).

Démonstration. Soient x1, . . . , xn ∈ X et posons λi = ‖T (xi)‖
q
p
−1 ; (1 ≤ i ≤ n).

Donc ‖T (λixi)‖p = ‖T (xi)‖q.
Si T est p-sommant, alors(

n∑
i=1

‖T (xi)‖q
) 1

p

=

(
n∑
i=1

‖T (λixi)‖p
) 1

p

≤ πp(T ) sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

λpi |〈ϕ, xi〉|
p

) 1
p

.
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Si de plus p ≤ q, alors en appliquant l’inégalité de Hölder sur les indices α = q
q−p et β = q

p
,

on a (
n∑
i=1

‖T (xi)‖q
) 1

p

≤ πp(T )

(
n∑
i=1

λ
pq
q−p

i

) q−p
qp

sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈ϕ, xi〉|q
) 1

q

= πp(T )

(
n∑
i=1

(
‖T (xi)‖

q
p
−1
) pq

q−p

) q−p
qp

‖(xi)ni=1‖q,w

= πp(T )

(
n∑
i=1

‖T (xi)‖q
) 1

p
− 1

q

‖(xi)ni=1‖q,w .

(2.3)

Ceci est équivalent à :(
n∑
i=1

‖T (xi)‖q
) 1

p
(

n∑
i=1

‖T (xi)‖q
) 1

q
− 1

p

≤ πp(T ) ‖(xi)ni=1‖q,w .

Donc, on a :
‖(T (xi))

n
i=1‖`nq (Y ) ≤ πp(T ) ‖(xi)ni=1‖`nq,w(X) .

C’est à dire πq(T ) ≤ πp(T ).

Proposition 2.5. (Injectivité de Πp). si i : Y −→ Y0 est isométrique, alors v ∈ Πp(X, Y ) si et seulement
si i ◦ v ∈ Πp(X, Y ). Dans ce cas, nous avons πp(i ◦ v) = πp(i).

Théorème 2.2. (Théorème de GrothendieK). Si tout opérateur borné de X dans Y est 1-sommant i.e.,

B(X, Y ) = Π1(X, Y ),

avec Π1(X, Y ) ≤ KG ‖T‖.
où KG est la constant inversible de GrothendieK.

Lemme 2.2. (Lemme de Ky Fan). Soient X un espace vectoriel topologique séparé, C une partie convexe
compacte de X . Soit M un ensemble des fonctions définies sur C à valeurs dans (−∞,+∞] vérifiant les
propriétés suivantes.

(1) Tout f ∈M est convexe et semi-continue inférieurement.

(2) Si g ∈ conv(M), il existe f ∈M telle que g(x) ≤ f(x), ∀x ∈ C.

(3) S’il existe r ∈ R tel que pour tout f ∈ M, f(x) ≤ r. Alors il existe x0 ∈ C tel que f(x0) ≤ r

pour tout f ∈M .

Définition 2.9. (Opérateurs fortement p-sommants). Un opérateur linéaire T : X −→ Y , (
X, Y sont des espaces de Banach arbitraires ) est fortement p-sommant , 1 < p ≤ +∞ si et
seulement si, il existe une constante positive C telle que pour tout x1, x2, ..., xn ∈ X , et tout
y∗1, y

∗
2, ..., y

∗
n ∈ Y ∗, on a

n∑
i=1

|〈T (xi), y
∗
i 〉| ≤ C

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

sup
ϕ∈BX∗∗

(
n∑
i=1

|〈ϕ, y∗i 〉|
p∗

) 1
p∗

(2.4)

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



2.3. THÉORÈME DE DOMINATION ET FACTORISATION DE PIETSCH 26

Encore une fois la classe des opérateurs fortement p-sommants de X dans Y , qui est notée
par Dp(X, Y ) est un espace de Banach muni de la norme

dp(T ) = inf {C, vérifiant l’inégalité (2.4)}

2.3 Théorème de domination et factorisation de Pietsch

On va présenter le premier théorème de domination pour les applications linéaires p-sommants
et on présente maintenant le théorème de factorisation concernant cette classe.

Théorème 2.3. (Théorème de domination de Pietsch). Soit X et Y deux espaces de Banach, p ∈ [1,+∞[

etK un ensemble compacteK = (BX∗ , σ(X∗, X)). Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes
(LPSST) :

(1) T est p-sommant.

(2) Il existe une constante positive C et une mesure de probabilités régulière µ sur K telle que

∀x ∈ X : ‖T (x)‖P ≤ CP

∫
K

|〈x∗, x〉|p dµ(x∗). (2.5)

Dans ce cas, le plus petite constante C qui vérifie (2.5) est égale à πp(T ).

Preuve. (2)⇒ (1). Supposons qu’il existe C > 0 et une mesure µ comme ci-dessus, telle que
(2.5) est satisfaite. On prend x1, x2, ..., xn ∈ X nous avons

‖T (xi)‖p ≤ CP

∫
BX∗

|〈x∗, xi〉|p dµ(x∗).

Pour tout i = 1, 2, ..., n, on a

n∑
i=1

‖T (xi)‖p ≤ CP

n∑
i=1

∫
K

|〈x∗, xi〉|p dµ(x∗)

= CP

∫
K

n∑
i=1

|〈x∗, xi〉|p dµ(x∗)

≤ CP

∫
K

sup
x∗∈K

n∑
i=1

|〈x∗, xi〉|p dµ(x∗)

= CP sup
x∗∈K

n∑
i=1

|〈x∗, xi〉|p
∫
BX∗

dµ(x∗)

= CP sup
x∗∈K

n∑
i=1

|〈x∗, xi〉|p .

Il s’ensuite que T est p-sommant et πp(T ) ≤ C.
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(1) ⇒ (2). Inversement, repose sur la forme géométrique du théorème de Hahn-Banach et
représentation de C(K)∗ comme l’espace des mesures régulières de Borel sur K.

On considère Ψ : K −→ R définit par

Ψ(x∗) :=
n∑
i=1

(|πp(T )|p |〈x∗, xi〉|p − ‖T (xi)‖p) .

Pour chaque nombre finie n ∈ N∗ , on a Ψ ∈ C(K).

Soient Q :=

{
Ψ ∈ C(K,R) : Ψ(x∗) :=

n∑
i=1

(|πp(T )|p |〈x∗, xi〉|p − ‖T (xi)‖p)

}
⊂ C(K,R),

P :=

{
Φ ∈ C(K,R) : sup

x∗∈K
Φ(x∗) < 0

}
⊂ C(K,R).

Q est convexe, car pour tout Ψ1,Ψ2 dans Q et λ ∈ [0, 1] on a : λΨ1 + (1− λ)Ψ2 ∈ Q.
Une référence rapide à la définition de πp(T ), montre que Q est disjoint du cône négative P ,

maintenant, P est clairement ouvert et convexe.
D’après la version géométrique du théorème de Hahn-Banach, il existe µ ∈ C(K)∗ tel que,

pour certains α ∈ R
〈µ, Φ〉 ≤ α < 〈µ,Ψ〉,∀Φ ∈ P ,∀Ψ ∈ Q.

D’après la représentation de Riesz il existe une mesure borélienne régulière µ ∈ C(K,R)∗

telle que ∫
K

Φ(x∗) dµ(x∗) ≤ α <

∫
K

Ψ(x∗) dµ(x∗),∀Φ ∈ P ,∀Ψ ∈ Q.

Cette inégalité est imperméable aux échelles positives de µ, de sorte que nous pouvons bien
supposer que µ est une mesure de probabilité. Si nous testons maintenant par rapport aux
fonctions en Q pour n = 1, on voit que∫

K

(‖T (x)‖p − πp(T ). |〈x∗, x〉|p) dµ(x∗) ≤ 0.

puisque µ est une mesure de probabilité,

‖T (x)‖p ≤ πp(T ).

∫
K

|〈x∗, x〉|p dµ(x∗).

Remarque 2.1. SoitX un espace de Banach,X est isométrie à sous-espace de C(K) (K = BX∗),
par l’application

iX : X −→ C(K)
x 7−→ iX(x) = x̃ = 〈x, .〉,

où

x̃ : K −→ R
ξ 7−→ x̃(ξ) = 〈x, ξ〉.

En effet
‖iX(x)‖ = ‖x̃‖C(K)

H-B
= sup

ξ∈BX∗
|x̃(ξ)| = sup

ξ∈BX∗
|ξ(x)| H-B

= ‖x‖ .
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Définition 2.10. (Espace injectif). On dit qu’un espace de Banach Z est injectif si pour tout
espace de BanachW , pour tout sous-espace de BanachW0 deW et pour tout opérateur continu
T : W0 → Z, il existe une extension continue T̃ : W → Z de T , telle que

∥∥∥T̃∥∥∥ = ‖T‖ .

W0 Z

W.

T

⊂

T̃

Théorème 2.4. (Théorème de factorisation de Pietsch). Soient X, Y deux espaces de Banach, p ∈
[1,+∞[ et soit T : X → Y un opérateur linéaire, K un ensemble compacte K = (BX∗ , σ(X∗, X)).
Alors Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) T ∈ Πp(X, Y ).

(2) Il existe une mesure de probabilité Borel régulière µ sur K, un sous-espace vectoriel fermé Xp de
Lp(µ) et un opérateur T̂ : Xp → Y tels que :

(i) jp ◦ iX(X) ⊂ Xp.

(ii) T̂ ◦ jp ◦ iX(x) = T (x),∀x ∈ X.
Autrement dit le diagramme suivant commute :

X Y

iX(X) Xp

C(K) Lp(µ).

T

iX

jXp

T̂

jp

(3) il existe une probabilité de Borel régulière µ sur K et un opérateur T̃ : Lp(µ)→ `B∞ ,
où B = BY ∗(0, 1), tel que le diagramme suivant commute :

X

C(K)

iX

Y
T

Lp(µ).
jp

`B∞

iY

T̃

(4) Il existe un espace de probabilité (Ω,Σ, µ) et un opérateur T̃ : Lp(µ) → `B∞ et v : X → L∞(µ)

tel que le diagramme suivant commute :

X

L∞(µ)

v

Y
T

Lp(µ).
ip

`B∞

iY

T̃
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Donc :
∥∥∥T̂∥∥∥ =

∥∥∥T̃∥∥∥ = πp(T ), dans (4), on a considéré que ‖v‖ = 1 et
∥∥∥T̃∥∥∥ = πp(T ).

Démonstration. (1) =⇒ (2) : Si T ∈ πp(X, Y ), alors d’après le théorème 2.3. de domination
de Pietsch, il existe une mesure de probabilité Borel régulière µ sur K telle que :

‖T (x)‖ ≤ πp(T )

(∫
K

|〈x∗, x〉|p dµ(x∗)

) 1
p

, ∀x ∈ X.

Soit S = Im(jp ◦ iX). L’application T̃ : jp ◦ iX(x) 7−→ T (x) est une application de S dans Y
qui est bien définie :

‖(jp ◦ iX)(x)‖pLp(K,µ) =

∫
K

|iX(x)(x∗)|p dµ(x∗)

=

∫
K

|〈x, x∗〉|p dµ(x∗),

car (iX(x))(x∗) := 〈x, x∗〉. Autrement dit : Si (jp(iX)(z) = 0, alors T (z) = 0 d’après le théorème
de domination de Pietsch. Ainsi :∀x, y ∈ X , on a

(jp ◦ iX)(x) = (jp ◦ iX)(y) ⇔ (jp ◦ iX)(x− y) = 0
⇔ T (x− y) = 0
⇔ T (x)− T (y) = 0
⇔ T (x) = T (y).

L’application est donc bien définie.
De plus, cette application est continue et ‖T (x)‖ ≤ πp(T ). Soit Xp la fermeture de S dans

Lp(µ). Alors il existe une extension T̂ : Xp → Y telle que T̂ ◦ jXp ◦ iX = T et
∥∥∥T̂∥∥∥ ≤ πp(T ).

Réciproquement (l’inégalité inverse), d’après la propriété idéale (Définition 2.2.) et la pro-
priété d’injection (Proposition 2.5.), on a :

πp(T ) = πp(T̂ ◦ JXp ◦ iX)

≤
∥∥∥T̂∥∥∥πp(Jp) ‖iX‖

≤
∥∥∥T̂∥∥∥πp(Jp).

Or πp(Jp) = (µ(K))
1
p par le corollaire 2.1. et µ(K) = 1 car µ est une mesure de probabilité

Borel régulière, Donc πp(T ) ≤
∥∥∥T̂∥∥∥ .

(2) =⇒ (3) : Par définition : B = BY ∗(0, 1) et `B∞ =

{
f : B → C : tel que sup

b∈B
|f(b)| <∞

}
.

On a le diagramme suivant commute :

Xp Y

`B∞,

T̂

T̃

iY
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car iY (y) est effectivement une fonction bornée sur la boule unité de Y ∗ : |iY (y)(y∗)| = |〈y, y∗〉| ≤
‖y‖ ‖y∗‖ ≤ ‖y‖ . Donc on a :

Xp Y

Lp(K,µ) `B∞.

T̂

iY

L’application T̃ existe par l’injectivité de `B∞ (ceci est le lemme) qui préserve la norme∥∥∥T̃∥∥∥ =
∥∥∥iY ◦ T̂∥∥∥

=
∥∥∥T̂∥∥∥

= πp(T ) d’après(2).

(3) =⇒ (4) : Il est clair qu’on peut définir jp : C(K)
j∞−→ L∞(µ)

ip−→ Lp(µ) Donc en posant :
v = j∞ ◦ iX dans (3), on obtient (4).

(4) =⇒ (1) : On sait que l’opérateur ip : L∞(µ) → Lp(µ) est p-sommant, iY ◦ T est donc p-
sommant par la propriété d’idéal 2.5. Par définition des opérateurs p-sommants, et La propriété
d’injection 2.5 est régler le problème.

2.4 Quelques conséquences

Corollaire 2.2. Soit K un espace de Hausdorff compact. Un opérateur T : C(K) → Y est p-sommant
si et seulement s’il existe une mesure de probabilité Borel régulière µ sur K et un opérateur T̃ ∈
L(L2(µ), Y ) telle que T̃ ◦ jp = T :

C(Y ) Y

Lp(µ).

T

jp

T̃

De plus, on a :
∥∥∥T̃∥∥∥ = πp(T ).

pour p = 2, chaque sous-espace fermé d’un espace de Hilbert est bien complété.

Corollaire 2.3. Soit T : X → Y est 2-sommant si et seulement s’il existe une mesure de probabilité µ
sur un compact K et T̃ ∈ L(Lp(µ), Y ) tel que le diagramme suivant commute
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X Y

C(K) L2(µ).

T

iX

j2

T̃

De plus, on a :
∥∥∥T̃∥∥∥ = π2(T ).

Démonstration. On suppose que T est 2-sommant. D’après le théorème de factorisation de
Pietsch, il existe une mesure régulière de probabilité µ sur K, un sous-espace vectoriel fermé
X2 de L2(µ) et un opérateur T̂ : X2 → Y tels que T̂ ◦ j2 ◦ iX(x) = T (x),∀x ∈ X et π2(T ) =

∥∥∥T̂∥∥∥ .
Soit P la projection orthogonale de L2(µ) sur X2. Donc T̃ = T̂P satisfait T̃ ◦ j2 ◦ iX = T . D’une
part,

X Y

iX(X) X2

C(K) L2(K;µ)

T

iX T̂

j2

P

∥∥∥T̃∥∥∥ =
∥∥∥T̂P∥∥∥

≤
∥∥∥T̂∥∥∥ ‖P‖

≤
∥∥∥T̂∥∥∥

= π2(T ),

et d’autre part T̃ est une extension de T̂ , donc
∥∥∥T̃∥∥∥ ≥ ∥∥∥T̂∥∥∥ = π2(T ).

Corollaire 2.4. Tout opérateur 2-sommant T : X → Y admet une factorisation de la forme T : X
v−→

L∞(µ)
i2−→ L2(µ)

T̃−→ Y où µ est une mesure de probabilité de Radon, v et T̃ sont des opérateurs linéaires
continus tels que ‖v‖ = 1 et

∥∥∥T̃∥∥∥ = π2(T ) .

Démonstration. Utiliser (4). dans le théorème de factorisation de Pietsch puis faire la même
démonstration que pour le corollaire 2.3.

Corollaire 2.5. Soient X, Y, Z trois espaces de Banach avec X ⊂ Z. Si T : X → Y est un opérateur
2-sommant, alors il existe une extension de T , notée T̃ : X → Y qui estnaussi 2-sommant avec

π2(T̃ ) = π2(T ).
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CHAPITRE 3

FACTORISATION DE PIETSCH DES
OPÉRATEURS : MULTILINÉAIRES, NON

LINÉAIRES ET LIPSCHITZ MULTILINÉAIRES

D ans ce chapitre, on va présenter les notions et une sélection des résultats classiques concer-
nant les opérateurs multilinéaires. Puis, on discute les classes d’idéaux d’opérateurs mul-

tilinéaires, qui sont les opérateurs absoluments p-sommants, p-dominés, multi p-sommants, for-
tement p-sommants et Hilbert-Schmidt et de leurs propriétés. Puis nous touchons les opérateurs
non linéaire. La dernière partie sera consacrée à l’étude de classes importantes d’opérateurs
Lipschitz multilinéaires p-sommants.

32
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3.1 Les opérateurs multilinéaires continues

Définition 3.1. (Opérateur multilinéaire). Soient X1, X2, . . . , Xm et Y des espaces de Banach.
Une application

T : X1 ×X2 × . . .×Xm −→ Y,

est dite opérateur (ou application) multilinéaire (ou m-linéaire) si

T (x1, x2, . . . , αxj + βyj, . . . , xm) = αT (x1, x2, . . . , xj, . . . , xm) + βT (x1, x2, . . . , yj, . . . , xm),

pour tout xj, yj ∈ Xj; (1 ≤ j ≤ m) , α, β ∈ K (K = R ou C).

• Si Y = K, T est dit forme multilinéaire.
• Si m = 2, T est dit bilinéaire (ou 2-linéaire).
On note par L(X1, X2, . . . , Xm;Y ) l’ensemble des opérateurs multilinéaires de

X1 ×X2 × . . .×Xm dans Y . Définissons les opérations linéaires suivantes
(i) (T1 + T2)(x1, x2, . . . , xm) = T1(x1, x2, . . . , xm) + T2(x1, x2, . . . , xm);

(ii) (αT )(x1, x2, . . . , xm) = αT (x1, x2, . . . , xm).

Ce qui donne à L(X1, X2, . . . , Xm;Y ) une structure d’espace vectoriel. Grâce à la formule

T (x1, . . . , xm)− T (y1, . . . , ym) = T (x1 − y1, x2, . . . , xm)+

+T (y1, x2 − y2, x3, . . . , xm) + . . .+ T (y1, . . . , ym−1, xm − ym).

Exemples 3.1. (1) L’application

T : K×K −→ K
(α, β) 7−→ αβ,

est une application 2-linéaire.

(2) L’application

T : K×X −→ X
(α, x) 7−→ αx,

est une application 1-linéaire.

Proposition 3.1. (Multilinéaire borné). Pour T ∈ L(X1, X2, . . . , Xm;Y ), les affirmations suivantes
sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est continue.

(2) L’opérateur T est continue en (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m-fois

).

(3) Il existe une constante C > 0 telle que∥∥T (x1, . . . , xm)
∥∥ ≤ C

∥∥x1
∥∥ . . . ‖xm‖ , ∀(x1, . . . , xm) ∈ X1 × . . .×Xm. (3.1)
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Dans ce cas, on dit que T est borné et on pose

‖T‖ = sup
‖xj‖≤1, 1≤j≤m

∥∥T (x1, . . . , xm)
∥∥

≤ inf {C : C vérifiant l’inégalité (3.1)} .

Il est facile de voir qu’elle définit une norme sur L(X1, X2, . . . , Xm;Y ). L’espace des applica-
tions m-linéaires continues (ou bornées) de X1 × . . .×Xm dans Y est un espace de Banach.

3.2 Factorisation de Pietsch des opérateurs m-linéaires

Pour généraliser les opérateurs linéaires p-sommants au cas multilinéaire, Pietsch [20] a in-
troduit deux définitions : opérateurs multilinéaires absolument p-sommants et p-dominés.

Dans le premier cas, la généralisation était très naturelle et la norme a été définie pour
que l’espace soit un espace de Banach. Quelques autres propriétés des opérateurs linéaires p-
sommants restent vraies dans le cas multilinéaire. Cependant, il n’y a pas l’analogue du théo-
rème de domination de Pietsch.

D’autre part, les opérateurs multilinéaires p-dominés ont été introduits pour qu’ils vérifient
le théorème de domination de Pietsch, mais l’espace associé n’est pas un Banach si p < m. C’est
un quassi-Banach (sauf si p ≥ m où l’espace associé est un Banach). Les deux espaces sont des
idéaux d’opérateurs m-linéaires.

Définition 3.2. (Opérateurs m-linéaires de rang fini). Soient X1, . . . , Xm et Y des espaces nor-
més. Un opérateur multilinéaire T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) est de rang fini, s’il existe n ∈ N∗;
ϕji ∈ X∗j ; yi ∈ Y, ∀i = 1, n, j = 1,m telle que

T (x1, . . . , xm) =
n∑
i=1

ϕ1
i (x

1)× . . .× ϕmi (xm)yi.

L’espace des opérateurs m-linéaires de rang fini sera noté Lf (X1, . . . , Xm;Y ).

Définition 3.3. (Idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs multilinéaires (ou
multi-idéal)M est une classe d’opérateurs multilinéaires bornés tels que pour tout X1, . . . , Xm

et Y des espaces de Banach on a :

(1) M(X1, . . . , Xm;Y ) est un sous-espace vectoriel de L(X1, . . . , Xm;Y ) et Lf ⊂M.
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(2) (Propriété d’idéal). si T ∈M(X1, . . . , Xm;Y ), uj ∈ L(Ej, Xj); (1 ≤ j ≤ m) et v ∈ L(Y, F ) ,

X1×X2×· · ·×Xm Y
T

F
v

E1

u1

×E2

u2

×· · ·

· · ·

×Em ,

um

v ◦
T ◦

(u1
, u2

, ...
, um

)

alors v ◦ T ◦ (u1, . . . , um) est dansM(E1, . . . , Em;F ).

où (v ◦ T ◦ (u1, . . . , um)) (e1, . . . , em) = v ◦ T ◦ (u1(e1), . . . , um(em)), ∀ei ∈ Ei; i = 1, . . . ,m.

De plus, si ‖.‖M :M→ R+ satisfait
(i) (M(X1, . . . , Xm;Y ), ‖.‖M) est un espace normé (resp. de Banach) ;
(ii) ‖IKm : Km −→ K; (λ1, . . . , λm) 7−→ λ1 × . . .× λm‖M = 1;

(iii) ‖v ◦ T ◦ (u1, . . . , um)‖M ≤ ‖v‖ ‖T‖M ‖u1‖ . . . ‖um‖ ,

Alors (M, ‖.‖M) s’appelle idéal normé (resp. de Banach) des opérateurs multilinéaires.

Exemples 3.2. L(X1, . . . , Xm;Y ) et Lf (X1, . . . , Xm;Y ) sont des idéal multilinéaires.

3.2.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

Définition 3.4. Un opérateur m-linéaire T : X1 × . . . × Xm → Y est absolument p-sommant
(1 ≤ p <∞) s’il existe C > 0 telle que pour tous xj1, . . . , xjn ∈ Xj, (j = 1, . . . ,m)(

n∑
i=1

∥∥T (x1
i , . . . , x

m
i )
∥∥p) 1

p

≤ C
m∏
j=1

∥∥(xji )
n
i=1

∥∥
`np,w(Xj)

. (3.2)

On note par Lmp (X1, . . . , Xm;Y ) l’espace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument
p-sommants muni de la norme

‖T‖p = inf {C : C vérifiant l’inégalité (3.2)}

Remarque 3.1. L’espace Lmp (X1, . . . , Xm;Y ) est un idéal de Banach (on vérifie facilement les
conditions de la Définition 3.3.

3.2.2 Opérateurs multilinéaires absolument (p; p1, . . . , pm)-sommants

La définition suivante est une version généralisée de la définition précédente (1 ≤ p <∞) .
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Définition 3.5. Soient p1, . . . , pm ∈]0;∞] avec 1
p
≤ 1

p1
+ 1

p2
+ . . . + 1

pm
. Un opérateur m-linéaire

T : X1×. . .×Xm −→ Y est absolument (p; p1, . . . , pm)-sommant s’il existe une constante positive
C telle que pour tous xj1, . . . , xjn ∈ Xj avec (j = 1, . . . ,m)(

n∑
i=1

∥∥T (x1
i , . . . , x

m
i )
∥∥p) 1

p

≤ C
m∏
j=1

∥∥(xji )
n
i=1

∥∥
`npj,w(Xj)

. (3.3)

La classe des opérateurs m-linéaires absolument (p; p1, . . . , pm)-sommants de X1 × . . .×Xm

dans Y , notée Lm(p;p1,...,pm)(X1, . . . , Xm;Y ) , est un Banach idéal pour la norme

‖T‖(p;p1,...,pm) = inf {C : C vérifiant l’inégalité (3.3)} .

3.2.3 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Définition 3.6. Soit T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) un opérateur m-linéaire borné. On dira que T est p-
dominé (1 ≤ p <∞) s’il existe une constante positiveC telle que pour tout n ∈ N∗ et (xji )1≤i≤n ⊂
Xj, (1 ≤ j ≤ m), on a (

n∑
i=1

∥∥T (x1
i , . . . , x

m
i )
∥∥ p

m

)m
p

≤ C
m∏
j=1

∥∥(xji )
n
i=1

∥∥
`np,w(Xj)

. (3.4)

On note Lpd(X1, . . . , Xm;Y ) l’espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X1 × . . .×Xm

dans Y . C’est un quasi-Banach pour la quasi-norme δp(T ), définie par

δp(T ) = {C;C vérifiant l’inégalité (3.4)} .

Si p > m, δp(T ) est une norme sur Lpd(X1, . . . , Xm;Y ). Soulignons que

Lpd(X1, . . . , Xm;Y ) = Lm( p
m

;p, . . . , p︸ ︷︷ ︸
m-fois

)(X1, . . . , Xm;Y ).

Théorème 3.1. (Factorisation et domination de Pietsch).
Soient 1 ≤ p < ∞, T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) . Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

(LPSST).
(1) L’opérateur T est p-dominé.
(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon µj sur Kj = BX∗j

, (1 ≤ j ≤ m)

telles que

∥∥T (x1, . . . , xm)
∥∥ ≤ C

m∏
j=1

(∫
BX∗j

∣∣xj(x∗)∣∣p dµ(x∗)

) 1
p

, (3.5)

pour tout xj ∈ Xj , De plus, on a δp(T ) = {C;C vérifiant l’inégalité (3.5)} .

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



3.2. FACTORISATION DE PIETSCH DES OPÉRATEURS M -LINÉAIRES 37

(3) Pour tout 1 ≤ j ≤ m, il existe des probabilités de Radon µj sur BX∗j
et T̃ ∈ L(S1, ..., Sm;Y )

tels que le diagramme suivant soit commutatif

X1 × X2 × · · · × Xm Y
T

iX1
(X1)

iX1

×iX2
(X2)

iX2

× · · ·

· · ·

× iXm (Xm)

iXm

C(K1) × C(K2) × · · ·

· · ·

× C(Km)

S1

(J1, J2, . . . , Jm)
× S2 × · · · × Sm

Lp(µ1)×Lp(µ2)× · · ·

· · ·

×Lp(µm),
(J1, J2, . . . , Jm)

T̃

où Jj : C(Kj) −→ Lp(µj) est l’injection canonique, iXj
: Xj −→ C(Kj) est l’isométrie cano-

nique, Sj est la fermeture de l’espace Jj(iXj
(Xj)) et

∥∥∥T̃∥∥∥ = δp(T ).

Remarque 3.2. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa construc-
tion peut s’interpréter par la méthode de factorisation, i.e.,

Lpd(X1, . . . , Xm;Y ) = L(Πp)(X1, . . . , Xm;Y ),

où Πp est l’espace des opérateurs linéaires p-sommants.

3.2.4 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants

Définition 3.7. Un opérateur m-linéaire T : X1 × . . . × Xm −→ Y est dit multi p-sommant
(1 ≤ p <∞), s’il existe C > 0 telle que pour tous xji1 , . . . , x

j
im
∈ Xj, (1 ≤ j ≤ m), on a(

n∑
i=1

∥∥T (x1
i1
, ..., xmim)

∥∥p) 1
p

≤ C
m∏
j=1

∥∥∥(xjij)
n
i=1

∥∥∥
`np,w(Xj)

. (3.6)

On note Πm
p (X1, . . . , Xm;Y ) l’espace de Banach des opérateursm-linéaires multi p-sommants,

muni de la norme πmp (T ) = inf {C : C vérifiant l’inégalité (3.6)} .

Remarque 3.3. Cette classe d’opérateurs ne vérifie pas l’analogue du théorème de Pietsch, mais
c’est une bonne généralisation des opérateurs linéaires p-sommants car elle conserve plusieurs
propriétés du cas linéaire.

Propriétés 3.1. (1) La classe d’opérateursm-linéaires multi p-sommants c’est un idéal d’opé-
rateurs m-linéaires bornés.

(2) Le théorème de Grothendieck se généralise : si les Xj; (1 ≤ j ≤ m) sont des espaces L1

et Y un espace de Hilbert, on a

Πm
p (X1, . . . , Xm;Y ) = L(X1, . . . , Xm;Y ).
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(3) Si les Xj sont des espaces de Hilbert, alors Πm
p (X1, . . . , Xm;Y ) coïncide avec l’espace des

opérateurs m-linéaires de Hilbert-Schmidt.
(4) Les espaces Xj; (1 ≤ j ≤ m) sont des espaces L1 ssi, tout opérateur multi 1-sommant est

intégral.
(4) L’opérateur m-linéaire T , est multi p-sommant ssi, son extension d’Aron–Berner

AB(T ) : X∗∗1 × . . .×X∗∗m −→ Y ∗∗,

est aussi multi p-sommant. Pour la définition de l’extension d’Aron–Berner voir [16].

3.2.5 Opérateurs m-linéaires fortement p-sommants

Définition 3.8. Soit (1 ≤ p < ∞) et T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ). L’opérateur T est fortement p-
sommant s’il existe une constante positive C telle que pour tous xj1, . . . , xjn ∈ Xj; (j = 1, . . . ,m),
telle que (

n∑
i=1

∥∥T (x1
i , ..., x

m
i )
∥∥p) 1

p

≤ C sup
Φ∈BL(X1,...,Xm;Y )

(
n∑
i=1

∣∣Φ(x1
i , . . . , x

m
i )
∣∣p) 1

p

. (3.7)

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X1 × ... ×Xm dans Y , notée
Lps(X1, . . . , Xm;Y ) est un espace de Banach pour la norme ‖T‖Lps qui est la plus petite constante
C telle que l’inégalité (3.7) soit vérifiée.

Théorème 3.2. (théorème de domination de Pietsch ). Soit T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ). Les affirmations
suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est fortement p-sommant.
(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon µ sur (BL(X1,...,Xm;Y ), w

∗) telle que
pour tout (x1, . . . , xm) dans X1 × . . .×Xm, on a

∥∥T (x1, . . . , xm)
∥∥ ≤ C

(∫
BL(X1,...,Xm;Y )

∣∣Φ(x1, . . . , xm)
∣∣p dµ(Φ)

) 1
p

. (3.8)

Proposition 3.2. On note que l’espace Lps(X1, . . . , Xm;Y ) est un idéal de Banach . On a aussi

Πp(T ) ◦ L(X1, . . . , Xm;Y ) ⊆ Lps(X1, . . . , Xm;Y ).

3.2.6 Les opérateurs m-linéaires de Hilbert-Schmidt

La notion d’opérateur de Hilbert-Schmidt joue un rôle fondamental en Analyse fonction-
nelle et Harmonique.

La définition des opérateurs de Hilbert Schmidt a été introduite par Dwyer [13], et étudiée
par plusieurs auteurs notamment Pietsch dans [20]. L’idée a été inspiré de la norme de Hilbert
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Schmidt d’un opérateur linéaire T sur un Hilbert H , qui est la somme des ‖T (ej)‖2 où (ej)j est
une base orthonormale de H .

Définition 3.9. Soient H1, . . . , Hm et H des espaces de Hilbert. L’opérateur multilinéaire
T : H1 × . . .×Hm −→ H est de Hilbert-Schmidt si∑

ejij
∈Ij ;1≤j≤m

∥∥T (e1
i1
, . . . , emim)

∥∥2
<∞,

où (ejij)i∈Ij est une base orthonormale de l’espace Hj . Noter que cette quantité ne dépend pas
de choix de la base orthonormale. La norme de Hilbert-Schmidt de T est

‖T‖HS =

 ∑
ejij
∈Ij ;1≤j≤m

∥∥T (e1
i1
, . . . , emim)

∥∥2


1
2

.

Remarque 3.4. Comme dans le cas linéaire, l’espaces des opérateurs multilinéaires de Hilbert-
Schmidt LHS(H1, . . . , Hm;H) est un espace de Hilbert space dont la norme ‖.‖HS est induite du
produit scalaire suivant

〈T, S〉 =
∑

ejij
∈Ij ;1≤j≤m

〈T (e1
i1
, . . . , emim), S(e1

i1
, . . . , emim)〉.

3.2.7 Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants

La version multilinéaire a été introduite par Achour et Mezrag dans [15]. Elle conserve la
plupart des propriétés des opérateurs linéaires : le théorème de domination de Pietsch, la ca-
ractérisation des opérateurs adjoints et une bonne relation avec les autres notions d’opérateurs
multilinéaires sommants.

Définition 3.10. Soient Xj et Y des espaces de Banach (j = 1, . . . ,m), 1 < p ≤ ∞ et p∗ est le
nombre réel satisfait 1

p
+ 1

p∗
= 1. Un opérateur m-linéaire T : X1 × . . . × Xm → Y est Cohen

fortement p-sommant, s’il existe une constante positive C telle que pour tout xj1, . . . , xjn ∈ Xj et
tout y∗1, . . . , y∗n ∈ Y ∗, on a

n∑
i=1

∣∣〈T (x1
i , ..., x

m
i ), y∗i 〉

∣∣ ≤ C

(
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥pXj

) 1
p

sup
y∈BY

‖(y∗i (y))ni=1‖`n
p∗
. (3.9)

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1, . . . , Xm dans Y ,
notée Dmp (X1, . . . , Xm;Y ), est un espace de Banach pour la norme

dmp (T ) = inf {C;C vérifiant l’inégalité (3.9)}

.

Université de M’sila Factorisation et domination de Pietsch



3.3. FACTORISATION DE PIETSCH DES OPÉRATEURS LIPSCHITZIENS 40

Remarque 3.5. Pour p = 1, on a Dmp (X1, . . . , Xm;Y ) = L(X1, . . . , Xm;Y ).

Proposition 3.3. L’espace Dmp (X1, . . . , Xm;Y ) est un idéal de Banach dans L(X1, . . . , Xm;Y ).

Théorème 3.3. (Théorème de domination de Pietsch ). Soient 1 < p ≤ ∞, T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ). Les
affirmations suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est Cohen fortement p-sommant.
(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon µ sur BY ∗∗ telle que pour tout

(x1, . . . , xm, y∗) ∈ X1 × . . .×Xm × Y ∗, on a

∣∣〈T (x1, ..., xm), y∗〉
∣∣ ≤ C

(
m∏
j=1

∥∥xj∥∥)(∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗)

) 1
p∗

. (3.10)

Preuve. Voir [2].

3.3 Factorisation de Pietsch des opérateurs lipschitziens

La notion d’applications Lipschitz p-sommant a été introduite en 2009 par Farmer et Johnson
dans [15]. C’est une généralisation naturelle des opérateurs linéaires p-sommants. Certaines
propriétés ont été étudiées dans cet section.

Nous proposons dans cette section de revoir cette généralisation et d’essayer d’étudier d’autres
propriétés. Nous commençons par rappeler les notions de base afin de mieux cerner de section.

3.3.1 Les opérateurs lipschitziens

On commence par quelques définitions puis des propriétés élémentaires et supplémentaires
concernant les opérateurs lipschitziens. Pour d’amples informations, consulter [24].

Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques complets

Définition 3.11. Soit (X, e, dX) est un espace métrique pointé (i.e., e un élément neutre ou dis-
tingué de X , on prend 0 si X est normé). On note par

M0 = { des espaces métriques pointés et complets } .

Définition 3.12. (Application lipschitzienne). Soient (X, dX), (Y, dY ) deux espaces métriques.
Une application T : (X, dX) → (Y, dY ) est dite Lipschitzienne (ou C-lipschitzienne) s’il existe
une constante C > 0 telle que pour tout x, y ∈ X , on a

dY (T (x), T (y)) ≤ C dX(x, y). (3.11)

Si C < 1, on dit que f est contractante, est si C = 1, on dit que T est non expansion.
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On notera par Lip(X, Y ) l’ensemble des applications lipschitziennes T : (X, dX)→ (Y, dY ).
Quand Y = E est un espace de Banach, on dit qu’une application T : (X, dX)→ (E, ‖.‖) est

Lipschitzienne s’il existe une constante C > 0 telle que ∀x, y ∈ X , on a

‖T (x)− T (y)‖ ≤ C dX(x, y). (3.12)

Définition 3.13. Soient (X, eX , dX) et (Y, eY , dY ) deux espaces métriques pointés. On dit que
T : X → Y préserve l’élément distingué si T (eX) = eY .

Définition 3.14. Soit E un espace de Banach. On note par

Lip0(X,E) = {T : (X, eX , dX)→ (E, 0, ‖.‖) est Lipschitzienne et T (eX) = 0} .

Remarque 3.6. Soit (X, eX , dX) ∈M0. La fonction ‖.‖Lip : Lip0(X,E)→ R+ ; définit par

‖T‖Lip = Lip(T ) = sup
x6=y

‖T (x)− T (y)‖
dX(x, y)

= inf {C : C vérifiant l’inégatité (3.12) } ,
(3.13)

est une norme sur Lip0(X,E). De plus, on a
(
Lip0(X,E), ‖.‖Lip

)
est un espace de Banach.

Quand E = R on note par Lip0(X,R) = X# s’appelle le dual de Lipschitz de X .
La boule BX# (ici BX# est la boule unité de X# ) est l’espace compact de Hausdorff dans la

topologie de la convergence pointé sur X (voir [24, page 39]).

3.3.2 Les opérateurs Lipschitz p-sommants

Dans ce partie, nous présentons la notion d’opérateurs non linéaires p-sommants, que nous
appelons les opérateurs Lipschitz p-sommants. Puis nous présentons le théorème de factorisa-
tion de Pietsch et d’autres propriétés sur ces opérateurs. Pour plus d’informations voir [15].

Définition 3.15. (Opérateurs Lipschitz p-sommants). Soit T : X → Y un opérateur lipschit-
zien entre deux espaces métriques (X, dX), (Y, dY ). On dit que T est un opérateur Lipschitz
p-sommant pour 1 ≤ p < +∞, s’il existe une constante C > 0 telle que ∀n ∈ N∗,∀ {x1, . . . , xn} ⊂
X, ∀ {y1, . . . , yn} ⊂ X et pour {ai}ni=1 ⊂ R+, on a

n∑
i=1

aidY (T (xi), T (yi))
p ≤ Cp sup

f∈B
X#

n∑
i=1

ai |f(xi)− f(yi)|p . (3.14)

On note par
ΠL
p (X, Y ) = {T : X → Y, lipschitz p-sommant }

, et πLp (T ) = inf {C : C vérifiant l’inégatité (3.14) }.
On pourra simplifier la définition en prenant les ai = 1 (i = 1, . . . , n), voir [15].
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On pose

wpLip((xi, yi)
n
i=1) = sup

f∈B
X#

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(yi)|p
) 1

p

,

la p-norme faible lipschitzienne.
Soit F un sous-espace de dimension finie de X , d’après la définition de la norme lipschit-

zienne p-sommante, on trouve πLp (T ) = sup
F⊂X

πLp (T|F ).

Théorème 3.4. (Théorème de domination et factorisation de Pietsch). Soit T : X → Y un opérateur
lipschitzien entre deux espaces métriques X, Y qui préserve les éléments distingués (i.e., T (eX) = eY ).
Soit C une constante positive. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est Lipschitz p-sommant et πLp (T ) ≤ C.

(2) Il existe une probabilité de Radon µ sur BX# telle que

∀x, y ∈ X, dY (T (x), T (y)) ≤ C

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|pdµ(f)

) 1
p

. (3.15)

(Théorème de domination de Pietsch).
(3) Pour toute isométrie J de Y dans un espace injectif Z, on a la factorisation suivante

X Y
T

Z
J

L∞(µ)

v

Lp(µ),
ip

T̃

avec µ une probabilité et Lip(T̃ ).Lip(v) ≤ C. On peut remplacer L∞(µ) par C(BX#).
(Théorème de factorisation de Pietsch).

Preuve. Rappelons qu’un espace métrique Z est injectif si pour tout sous-espace W0 d’un
espace métrique W et pour tout u ∈ Lip(W0, Z), u admet un prolongement ũ ∈ Lip(W,Z) avec
Lip(ũ) = Lip(u).

W0 Z

W.

u

⊂

ũ

(1) =⇒ (2). Supposons que πLp (T ) = 1. Soit Q le cône convexe dans C(BX#) de toutes les
combinaisons linéaires positives des fonctions de la forme

dY (T (x), T (y))p ≤ Cp |f(x)− f(y)|p ,∀x, y ∈ X.

Soit P un sous-ensemble convexe ouvert de C(BX#) de la forme

P =
{
F ∈ C(BX#) : F (f) > 0,∀f ∈ X#

}
.
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L’ensembleQ est un cône convexe dans C(BX#) et P est un cône convexe ouvert de C(BX#).
Comme Q ∩ P = ∅ (car T est Lipschitz p-sommant), d’après le théorème de Hahn-Banach

forme géométrique et le théorème de représentation de Riesz il existe une mesure finie de Borel
µ sur BX# et un nombre réel α tels que pour tout G ∈ Q et F ∈ P , on a∫

B
X#

G(f) dµ(f) ≤ α <

∫
B

X#

F (f) dµ(f).

Comme 0 ∈ Q et toutes les constantes positives sont dans P , on a α = 0, et
∫
B

X#
est positif

sur le cône positif P , la mesure signée µ est une mesure positive. On suppose que µ est une
mesure de probabilité de Radon. Donc∫

B
X#

dY (T (x), T (y))p − αp |f(x)− f(y)|p dµ(f) ≤ 0.

D’où l’inégalité (3.15).
(2) =⇒ (3). D’après le lemme 1.1 dans [5], Chaque espace métrique se plonge dans `∞(I)

pour un certain ensemble I , et d’après le théorème non linéaire de Hahn-Banach, `∞(I) est
1-injectif.

Soit v : X −→ L∞(µ) le plongement isométrique se composant de l’identité de C(BX#) dans

L∞(µ), c.-à-d. v : X
ip−→ C(BX#)

i∞,p−−→ L∞(BX# , µ).

Alors (2) indique que la norme lipschitzienne Lip(T̃ ) restreinte à ip ◦ v(X) est bornée par C.
(3) =⇒ (1). On a

πLp (T ) = πLp (J ◦ T ) ≤ Lip(T̃ )πLp (ip)Lip(v)

≤ Lip(T̃ )πp(ip)Lip(v)

= Lip(T̃ )Lip(v).

(3.16)

Alors ΠL
p (T ) ≤ C. Ce qui termine la démonstration.

3.3.3 Opérateurs Lipschitz Cohen fortement p-sommants

La définition suivante a été introduite indépendamment par [22] et [25]. Pour notre commo-
dité, nous adopterons la notation de [25].

Définition 3.16. Soient 1 < p ≤ ∞, X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et
T : X → E une Opérateur Lipschitzienne. On a T est Lipschitz-Cohen fortement p-sommant
s’il existe une constante C > 0 telle que pour toute (xi)

n
i=1, (yi)

n
i=1 dans X , (v∗i )

n
i=1 dans E∗ et

(αi)
n
i=1 dans R+, on a

n∑
i=1

αi |〈v∗i , T (xi)− T (yi)〉| ≤ C ‖(αid(xi, yi))
n
i=1‖p ‖(v

∗
i )
n
i=1‖`n

p∗,w(E∗) . (3.17)
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On note par DLst,p(X,E) la classe des opérateurs Lipschitz Cohen fortement p-sommants de
X dans E, est un espace de Banach pour la norme

dLst,p(T ) = inf {C : C vérifiant l’inégalité (3.17)} .

Théorème 3.5. (Théorème de domination de Pietsch). Soit X un espace métrique pointé, E un espace
de Banach et T ∈ Lip(X,E), (1 < p <∞). Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est Lipschitz-Cohen fortement p-sommant.
(2) Il existe une constante C > 0 et une mesures de probabilités de Borel µ en BY ∗ , telles que

|〈v∗, T (x)− T (y)〉| ≤ Cd(x, y)

(∫
BE∗∗

|〈v∗, v∗∗〉|p
∗
dµ(v∗∗)

) 1
p∗

, (3.18)

pour tout x, y ∈ X et v∗ ∈ E∗ et de plus, dans ce cas, on a

dLst,p(T ) = inf {C : C vérifiant l’inégaliété (3.18)} .

3.3.4 Opérateurs Lipschitz Cohen p-nucléaires

Définition 3.17. Soit T : X −→ E un Opérateur Lipschitzien entre un espace métrique pointé
X et un espace de Banach E. On dit que T est un opérateur Lipschitz Cohen p-nucléaire (1 <

p < ∞), s’il existe une constante C > 0 telle que pour toute n ∈ N∗, ∀(xi)ni=1, (yi)
n
i=1 dans X ;

∀(v∗i )ni=1 dans E∗ et (αi)
n
i=1 dans R+, on a∣∣∣∣∣

n∑
i=1

αi〈v∗i , T (xi)− T (yi)〉

∣∣∣∣∣ ≤ C sup
f∈B

X#

(
n∑
i=1

αi |f(xi)− f(yi)|p
) 1

p

sup
v∈BE

(
n∑
i=1

|〈v, v∗i 〉|
p∗

) 1
p∗

. (3.19)

La classe des opérateurs Lipschitz Cohen p-nucléaire de X dans E , notée N L
p (X,E), est un

espace de Banach pour la norme

ηLp (T ) = inf {C : C vérifiant l’inégalité (3.19)} .

Pour p = 1 et p = ∞, on a comme dans le cas linéaire N L
1 (X,E) = Π1(X,E) et N L

∞(X,E) =

DLst,∞(X,E)

Théorème 3.6. Soit T ∈ Lip0(X,E) et C une constante positive. Alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) L’opérateur T est Lipschitz-Cohen p-nucléaire et ηLp (T ) ≤ C.

(2) Pour toute (xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1 dans X ; (v∗i )

n
i=1 dans E∗ et (αi)

n
i=1 dans R+, on a

n∑
i=1

αi〈v∗i , T (xi)− T (yi)〉 ≤ C sup
f∈B

X#

(
n∑
i=1

αi |f(xi)− f(yi)|p
) 1

p

sup
v∈BE

(
n∑
i=1

|〈v, v∗i 〉|
p∗

) 1
p∗

.

(3.20)
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(3) Il existe deux mesures de probabilité de radon µ1 sur BX# et µ2 sur BE∗∗ , tel que pour tous
x, y ∈ X et v∗ dans E∗, on a

|〈v∗, T (x)− T (y)〉| ≤ C

(∫
B

X#

|f(xi)− f(yi)|p dµ1(f)

) 1
p (∫

BE∗∗

|〈v∗, v∗∗〉|p
∗
dµ2(v∗∗)

) 1
p∗

.

(3.21)

De plus, dans ce cas

ηLp (T ) = inf {C : C vérifiant l’inégalité (3.21)} .

3.4 Relations entre ΠL
p (X,E), DLst,p(X,E) et N L

p (X,E)

Dans cette section, nous étudions comme dans le cas linéaire, les relations entre les diffé-
rentes classes d’opérateurs de Lipschitz.

Théorème 3.7. Soit T : X −→ E un Opérateur Lipschitzien entre un espace métrique pointé X et un
espace de Banach E, on a

(1) N L
p (X,E) ⊆ DLst,p(X,E) de plus, on a dLst,p(T ) ≤ ηLp (T ) pour 1 < p ≤ ∞.

(2) N L
p (X,E) ⊆ ΠL

p (X,E) de plus, on a ΠL
p (T ) ≤ ηLp (T ) pour 1 ≤ p <∞.

Preuve. (1) Soit T ∈ N L
p (X,E). On Considère x, y dans X et v∗ ∈ E∗. On a par l’inégalité

(3.21)

|〈v∗, T (x)− T (y)〉| ≤ ηLp (T )

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|p dµ1(f)

) 1
p (∫

BE∗∗

|〈v∗, v∗∗〉|p
∗
dµ2(v∗∗)

) 1
p∗

≤ ηLp (T )

(∫
B

X#

d(x, y)p dµ1(f)

) 1
p (∫

BE∗∗

|〈v∗, v∗∗〉|p
∗
dµ2(v∗∗)

) 1
p∗

≤ ηLp (T )d(x, y)

(∫
BE∗∗

|〈v∗, v∗∗〉|p
∗
dµ2(v∗∗)

) 1
p∗

.

D’où par l’inégalité (3.18), T est Lipschitz Cohen fortement p-sommants et dLst,p(T ) ≤ ηLp (T ).
(2) Soit T un opérateur dans N L

p (X,E). On a par

‖T (x)− T (y)‖E
H-B
= sup

v∗∈BE∗
|〈v∗, T (x)− T (y)〉|

≤ sup
v∗∈BE∗

ηLp (T )

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|p dµ1(f)

) 1
p (∫

BE∗∗

|〈v∗, v∗∗〉|p
∗
dµ2(v∗∗)

) 1
p∗

≤ ηLp (T )

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|p dµ1(f)

) 1
p

.

Par le théorème de domination de Pietsch 3.4, T est Lipschitz p-sommant et πLp (T ) ≤ ηLp (T ).
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Théorème 3.8. On considère 1 ≤ p ≤ ∞. Soit T1 ∈ Lip0(X,E) et T2 ∈ Lip0(E,F ). Si T2 est
un opérateur Lipschitz Cohen fortement p-sommant, et T1 est un opérateur Lipschitz p-sommant, alors
T2 ◦ T1 est un opérateur Lipschitz Cohen p-nucléaire et ηLp (T2 ◦ T1) ≤ dLst,p(T2)πLp (T1).

X E F
T1

ΠL
p (X,E)

T2

DL
st,p(E,F )

T2 ◦ T1 ∈ NL
p (X,F )

Preuve. Soit x, y ∈ X et v∗ ∈ F ∗. Par l’inégalité 3.18, on a

|〈v∗, T2 ◦ T1(x)− T2 ◦ T1(y)〉| = |〈v∗, T2(T1(x))− T2(T1(y))〉|

≤ dLst,p(T2) ‖T1(x)− T1(y)‖
(∫

BF∗∗

|〈v∗, v∗∗〉|p
∗
dµ1(v∗∗)

) 1
p∗

,

et par le théorème 3.4 (domination et factorisation de Pietsch), on a :

|〈v∗, T2 ◦ T1(x)− T2 ◦ T1(y)〉| = |〈v∗, T2(T1(x))− T2(T1(y))〉|

≤ dLst,p(T2)πLp (T1)

(∫
B

X#

|f(x)− f(y)|p dµ2(f)

) 1
p

‖v∗‖Lp∗ (BF∗∗ , µ1) .

Cela donne que T2 ◦ T1 ∈ N L
p (X,F ) et ηLp (T2 ◦ T1) ≤ dLst,p(T2)πLp (T1).

3.5 Opérateurs Lipschitz multilinéaires p-sommants

3.5.1 Représentation sur un produit tensoriel

La théorie générale des espaces de Banach que nous utiliserons peut être trouvée dans [11]
et [21].

Définition 3.18. (Produit tensoriel). Soient X1, . . . , Xm des espaces de Banach.
On note X1 ⊗ . . . ⊗ Xm le produit tensoriel algébrique de X1, . . . , Xm On définit la norme

projective par

‖v‖π = inf

{
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥
}
,

où l’infimum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =
n∑
i=1

x1
i ⊗ . . .⊗ xmi .
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Définition 3.19. (Produit tensoriel projectif). On note X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm le produit tensoriel pro-
jectif des espaces X1, . . . , Xm i.e. ; le complété de X1 ⊗ . . .⊗Xm pour cette norme. Si X1 = . . . =

Xm = X on écrit simplement ⊗̂mπ X . A chaque opérateur multilinéaire T : X1 × . . .×Xm −→ Y

on peut lui associer un opérateur linéaire, appelé linéarisation de T , T̃ : X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm −→ Y

défini par

T̃ (v) =
n∑
i=1

T (x1
i , . . . , x

m
i ).

3.5.2 Factorisation et domination de Pietsch

Lemme 3.1. Soit δx1⊗...⊗xm définit par δx1⊗...⊗xm(ϕ) := ϕ(x1, . . . , xm) pour tout ϕ ∈ L(X1, . . . , Xm).
Alors, l’application suivante est une inclusion isométrique.∑

X1,...,Xm

i
↪→ C(BL(X1,...,Xm), w

∗)

x1 ⊗ . . .⊗ xm 7→ δx1⊗...⊗xm ,

où
∑

X1,...,Xm
:=
{
x1 ⊗ . . .⊗ xm ∈ X1 ⊗ . . .⊗Xm;xi ∈ Xi, i = 1,m

}
.

Notation 3.1. Nous dénoterons jp : C(BL(X1,...,Xm), w
∗) → Lp(µ) et ip : L∞(µ) → Lp(µ) les

applications d’inclusion naturelle et

iY : Y −→ `BY ∗
∞

y 7−→ iY (y) = (y∗(y))y∗∈BY ∗ ,

est l’inclusion isométrique naturelle.

Théorème 3.9. Soit 1 ≤ p <∞ et T : X1× . . .×Xm −→ Y un opérateur m-linéaires entre les espaces
de Banach. Les propriétés suivantes pour T sont équivalentes :

(1) Il existe C > 0 tel que pour n ∈ N et xi = (x1
i , . . . , x

m
i ), yi = (y1

i , . . . , y
m
i ) ∈ X1 × . . .×Xm,

i = 1, . . . , n,(
n∑
i=1

‖T (xi)− T (yi)‖

) 1
p

≤ C sup


(

n∑
i=1

|ϕ(xi)− ϕ(yi)|

) 1
p

;ϕ ∈ BL(X1,...,Xm)

 . (3.22)

(2) Il existe une constanteC > 0 et une mesure de probabilité régulière µ sur l’espace (BL(X1,...,Xm), w
∗)

telles que pour chaque x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) ∈ X1 × . . .×Xm, on a

‖T (x)− T (y)‖ ≤ C

(∫
BL(X1,...,Xm)

|ϕ(x)− ϕ(y)|p dµ(ϕ)

) 1
p

. (3.23)

(3) Il existe une mesure de probabilité Borel régulière µ sur (BL(X1,...,Xm), w
∗), un sous-ensemble∑

p := (jp ◦ ⊗)(X1, . . . , Xm) de Lp(µ) et une fonction Lipschitz hT :
∑

p −→ Y tel que
T = hT ◦ jp ◦ ⊗, c’est-à-dire de manière à ce que le diagramme suivant commute :
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X1 × . . .×Xm Y

∑
X1,...,Xm

∑
p

C(BL(X1,...,Xm), w
∗) Lp(µ).

T

⊗

⊂

jp|
∑

⊂

hT

jp

(4) Il existe un espace de probabilité (Ω,Σ, µ), un opérateur multilinéaire v : X1 × . . . × Xm −→
L∞(µ), ‖v‖ = 1, et une fonction Lipschitz h̃T : Lp(µ) −→ `BY ∗

∞ c’est-à-dire de manière à ce que le
diagramme suivant commute :

X1 × . . .×Xm

L∞(µ)

v

Y
T

Lp(µ).
ip

`BY ∗
∞

iY

h̃T

Si
πLipp (T ) := inf {C : C vérifiant l’inégaliété (3.22)} ,

puis
πLipp (T ) := inf {C : C vérifiant l’inégaliété (3.23)}

et
∥∥∥h̃T∥∥∥

Lip
= πLipp (T ) quand les espaces sont réels et πLipp (T ) ≤

∥∥∥h̃T∥∥∥
Lip
≤
√

2πLipp (T ) Lorsque

les espaces sont complexes.

Démonstration. La preuve est comme la preuve du théorème 2.4 de factorisation de Pietsch
(linéaire) original.

En effet, (1) =⇒ (2) il est possible de postuler [6, Théorème 2.2] , les auteurs étendent la
déclaration originale concernant les opérateurs linéaires bornés ( voir [11, Théorème 2.12]).

(2) =⇒ (3) nous utiliserons le Lemme 3.1. Considérons une mesure de probabilité Borel
régulière µ comme dans (2). Soit

∑
p := (jp◦⊗)(X1×. . .×Xm) ⊂ Lp(µ) et définir hT :

∑
p −→ Y ;

hT (jp◦⊗)(x1, . . . , xm) := T (x1, . . . , xm), pour tout (x1, . . . , xm) ∈ X1×. . .×Xm. hT est bien défini,
car hT (jp ◦ ⊗)(x1, . . . , xm) = hT (jp ◦ ⊗)(y1, . . . , ym), (2) garantit que

‖T (x1, . . . , xm)− T (y1, . . . , ym)‖ ≤ ‖(jp ◦ ⊗)(x1, . . . , xm)− (jp ◦ ⊗)(y1, . . . , ym)‖Lp(µ) = 0.

Finalement, ‖hT‖ = πLipp (T ) car pour tout x, y ∈
∑

p

‖hT (x)− hT (y)‖ ≤ ‖hT‖Lip
(∫

BL

|ϕ(x)− ϕ(y)|p dµ(ϕ)

) 1
p

,

et πLipp (T ) est l’infimum parmi les constantes satisfaisant (1).
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(3) =⇒ (4) Suppose que hT :
∑

p −→ Y est comme dans (2). Alors, iY ◦ hT est une fonction
Lipschitz de plus, on a

‖iY ◦ hT‖lip = ‖hT‖Lip = πLipp (T ).

En utilisant la propriété Lipschitz 1-injectivité de `Γ
∞ ( voir [5, lemme 1.1]), on trouve une

extension Lipschitz h−T de iY ◦ hT défini sur Lp(µ), tel que∥∥h−T ∥∥Lip = ‖iY ◦ hT‖Lip = πLipp (T ),

lorsque les espaces sont réels, et

πLipp (T ) ≤
∥∥∥h̃T∥∥∥

Lip
≤
√

2πLipp (T ),

lorsque les espaces sont complexes.
(4) =⇒ (2). Pour x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) ∈ X1 × . . .×Xm, inégalité (2), et

‖T (x)− T (y))‖ = ‖(iY ◦ T )(x)− (iY ◦ T )(y)‖

=
∥∥h−T ◦ ip ◦ v(x)− h−T ◦ ip ◦ v(y)

∥∥
≤

∥∥h−T ∥∥Lip ‖ip ◦ v(x)− ip ◦ v(y)‖Lp(µ) .

Définition 3.20. Un opérateur multilinéaire T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) est Lipschitz p-sommant s’il
remplit l’une des conditions équivalentes du Théorème 3.9. La norme de Lipschitz p-sommant
de T est définie comme πLipp (T ).

ΠLip
p (T )(X1, . . . , Xm;Y ) désignera l’espace de Banach des opérateurs Lipschitz multilinéaires

p-sommants avec la norme πLipp . Clairement, ΠLip
p (X1, . . . , Xm;Y ) et Πp(

∑
X1,...,Xm

;Y ) sont des
espaces de Banach isométriquement isomorphes.
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Résumé :

D ans ce mémoire, nous avons étudié le théorème de domination et factorisation de Pietsch

par des opérateurs linéaires, multilinéaires, non linéaire (Lipschitziens) et des opérateurs

Lipschitz multilinéaires et chaque fois que nous avons présenté une définition de opérateur et

certaines de ses propriétés avant de traiter de théorie et de preuve. Enfin, nous avons présenté

une comparaison des différentes opérateurs Lipschitziens.

Mots-Clés : L’opérateur linéaires, l’opérateur multilinéaires et l’opérateur lipschitzien.

Abstract :

I n this thesis, we studied the domination and factorization theorem of Pietsch by linear

operators, multilinear operators, Lipschitz operators end Lipschitz multilinear operators,

and each time we presented a definition of the operator and some of its properties before to

approach theory and proof. Finally, we presented a comparison of the different Lipschitz ope-

rators.

Keywords : The linear operator, the multilinear operator and the Lipschitz operator.
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