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[Introduction




l. Introduction

La cristallographie est la branche des sciences exactes qui se consacre a 1’étude de la
structure de la matiére a 1’échelle atomique : détermination, classification et interprétation
des structures géométriques des solides et en particulier celles des cristaux. Le «cristal »
d’origine grecque (krustallas) signifie «solidifié par le froid» [1]

Les grecs pensaient que le cristal de roche, le quartz, provenait de la transformation par le
froid de la glace.

Un cristal est un solide dont la structure microscopique est caractérisée par une répétition
périodique en trois dimensions d’un motif composé d’atomes donc il possede une structure
ordonnée. L’étude de I’ordre et du désordre est la préoccupation centrale de cette science

[2]

Depuis tres longtemps on pense que la forme extérieure des cristaux est liée a un
ordonnancement interne régulier de la matiére.

La premiére loi quantitative de la cristallographie, la loi sur la constante des longes, a été
pressentie par Nicolas Sténon en 1669 a partir de mesures des angles entre les faces de
cristaux de quartz. Elle a été formalisée en 1772 par Jean_Baptiste Romés de I’iste.

Il existe sept systemes cristallins différents. Ils ont été découverts en 1781 en seconde loi
par l'abbé René Just Haly. Celui ci remarqua de fagon hasardeuse que certaines roches
possédaient des formes parfaites. Aprés de longues années de recherches, il élabora sa
théorie sur la structure des cristaux.

En 1848, Auguste Bravais montre qu'il ne peut exister que sept types de mailles cristallines
élémentaires.

Le présent mémoire est composé de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous avons
rappelé les notions de base de la cristallographie : réseau ponctuel, notion de maille et
systemes cristallins. Nous abordons, ensuite au chapitre 2, les opérations de symétrie, leurs
représentations graphiques et les matrices représentatives qui leurs correspondent. Au
chapitre 3, nous avons dénombré les modes de réseaux de Bravais pour le systéme
orthorhombique en utilisant une méthode trés simple.

Enfin, au chapire 4, aprés avoir rappelé les directions de symétrie du systéeme
orthorhombique, nous avons reconstruit les stéréogrammes de toutes les combinaisons
possibles (quatre modes et une classe 222) qui sont, a priori, au nombre de trente deux.

Par comparaison des représentations steréographiques, le groupe spatial résulte de la
combinaison d’un mode de réseau avec la classe de symétrie d’orientation appartenant a ce
systeme. Dans notre cas, nous avons choisi la  classe 222



Chapitre I:
Structures cristallines




|. Structures cristallines

I.1. Notions fondamentales [1]

Un Cristal est consiste par un arrangement régulier et répétitif d’un groupe d’atomes. Pour
connaitre I’ensemble du cristal il suffit de connaitre les trois vecteurs définissants le réseau
et ’arrangement des atomes dans une des cellules constitutives. Le groupe d’atomes qui
engendre le cristal est appelé le motif, et ce dernier peut étre un simple atome(les cristaux
métallique et covalente) ou un ensemble de molécules(les cristaux moléculaire) ou d’ions
(les cristaux ionique), qui répit par les translations du réseau pour donne la structure
périodique.
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Structure cristallin

I.2. Réseau ponctuel [3]

Un réseau ponctuel est une répartition périodique de points et il peut étre uni_bi_ou
tridimensionnel.
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Figure 1.2: Réseau uni_bi_ou tridimensionnel.



1.3. Notion de maille [1]

Une maille est une unité de base parallélépidique a partir de laquelle on peut engendrer tout
le cristal uniqguement par des translations.

Soient trois vecteurs qui définissent un triédre direct pouvant étre oblique : a, b, cet a, B et
v les angles entre ces vecteurs avec :

a entre b et’¢, B entre detd, y entre d et b .

Les vecteurs a, b, ¢ sont les vecteurs de base.

Le parallélépipéde construit sur ces trois vecteurs constitue la maille.

Soit le vecteur OP = T = ud + vb + wi.

Si u, v et w sont trois entiers, on dit que r est une rangée et que le point P est un nceud.
L’ensemble infini des nceuds forme le réseau.

ay

Q
[l

Volume de la maille V = ||(d@ab)é||

1.3.1. Maille élémentaire [4]

Une maille primitive ou maille simple est le motif géométrique le plus simple qui, en se
répétant indéfiniment, constitue un réseau cristallin. Le terme maille élémentaire est le plus
utilisé dans la littérature cristallographique francophone.

Comme l'adjectif « élémentaire » le suggére, la maille en question ne contient qu'un seul
nceud de réseau et coincide donc avec la maille primitive ou simple. Toutefois, dans I'usage
courant le terme est souvent utilisé comme synonyme de maille conventionnelle, qui
parfois est une maille multiple. Dans ce cas, on obtient une « maille élémentaire » qui, étant
multiple, n'a plus le caractere « élémentaire ».

I.4. Changement de maille [3]

Un changement de maille peut étre nécessaire, soit pour se placer dans le cadre des mailles
conventionnelles, soit pour toute commodité particuliére.

Soit une maille initiale basée sur les vecteurs a;b, ¢ . Les coordonnées d’un point p sont x,
Y, Z ; celles d’un point du réseau sont u, v, w.



- , —r— -
Une novelle maille est basée sur les vecteurs a’b’c’ qui sont de la forme :

ol Tl

Soit sous forme matricielle :

1.5. Systemes cristallins [3]

Les cristaux se classent en systeme cristallins suivant la symétrie de leurs faces, définie par
des axes de symétrie autour desquels le cristal peut tourner en présentant toujours le méme
aspect. Ces systemes se subdivisent a leur plusieurs sous-systemes(les réseaux de bravais)
ceci conduit a quatre systémes bidimensionnels et a sept Systémes cristallins

tridimensionnels.

1.5.1. Systemes bidimensionnels

Il n’existe que quatre (4) combinaisons linéaires de points qui peuvent créer un systéme a
deux dimensions. Les caractéristiques des sept systemes sont décrites par le tableau 1.5.1 el

= u15 + V1b + Wla
- —

= Upa + Vzb + er
- g -

= Ugza + V3b + W3C

al ol o)

leurs formes sont montrées dans le diagramme qui suit.

Systeme Forme de la maille Condition sur les parametres
y Elémentaire Métriques Angulaires
Oblique Parallélogramme Aucune Aucune
quelconque
Rectangulaire Rectangle Aucune y=m/2
Carre Carré a=>», y=m/2
Hexagonal Losange a="»> y =2m/3
Tableau 1.5.1: Caractéristique des systemes bidimensionnels.
Oblique Rectangulaire Carré exagonal

Figure 1.5.1: Réseaux bidimensionnels.




1.5.2. Systémes tridimensionnels

Il n’existe que sept systeme tridimensionnels et ils différent I’'un de 1’autre par les relations
entre ces parametres. Les caractéristiques des sept systéemes sont décrites par le tableau
1.5.2. La forme du systéme orthorhombique qui nous concerne est montrée dans le

diagramme qui suit.

\ Forme de la maille Condition sur les paramétres
Systeme .y .
élementaire —— -
Meétrique Angulaire
Triclinique quelconque Aucune Aucune
- Prisme droit a base 7T T
Monoclinique quelcongue Aucune a=y=3 B # o)
: Prisme droit a base
Orthorhombique rectangulaire Aucune a=y=F=mn/2
: Prisme droit a base
Quadratique carré a=>b a=y=F=mn/2
i Prisme droit a base
Rhomboeédrique losange =b=c a=y=F#*mn/2
\ 2
Hexagonal rhomboedre a=>b o =p= %,y =?ﬂ
Cubique Cube =b = a=y=B=m/2

Tableau 1.5.2: Caractéristique des systemes tridimensionnels.

Systeme orthorhombique

Minéraux cristallisant dans ce systeme Soufre,
Atacamite, Topaze, Aragonite, Goethite, Talc,

Orpiment, Barytine, Aurichalcite...etc.

Ny

=90

=90°

Q

=90°

Sl




Chapitre Il :
Opération et éléments
de symeétrie



I1. opérations et Eléments de symétrie

11.1 Eléments et opérations de symétrie ponctuelle [3,5-9]

Deux figures sont dites mutuellement symétriques si on peut les faire coincider par une
opération géométrique (transformation géométrique). Cet opérateur géomeétrique est appelé
"élément de symeétrie” et il existe deux types d'opération de symétries; symétries
d'orientation : Agissent sur des directions (vecteurs) : rotations, réflexions, inversions
rotatoires, réflexions rotatoires ; et symétries de position : Agissent sur des positions
(points) : translations, axes hélicoidaux, miroirs a glissement.

Les éléments de symétrie connus sont :

Elément de symétrie Notation Effet
Point 1 Symétrie central
Plan m miroir
A, Identité
A, Rotation d angle 180°
Axes As Rotation d angle 120°
A, Rotation d angle 90°
Ag Rotation d angle 60°

Tableau I1.1: Les €léments de symétrie.

Une opération de symétrie est une application linéaire qui associe a tout point de I'espace
un point image. Un élément de symétrie est I'ensemble des points fixes de I'opération de
symétrie associée, qui restent inchangés par I'application de I'opération de symétrie : il peut
s'agir d'un point, d'une droite ou d'un plan par rapport auquel est effectuée l'opération de
symeétrie.

Une opération de symétrie ne posséde qu'un seul élément de symétrie. Les éléments de
symétrie d'un objet passant tous par son centre, on choisit ce point comme origine de
I'espace.

11.1.1. Identité

L'identité est une opération, notée 1, qui associe a tout point P de I'espace le point P lui-
méme comme image. 1l s'agit d'une opération sans effet et tous les points de I'espace sont
points fixes de l'identité. Si le point P a pour coordonnées (X,y, z), Son image a aussi pour
coordonnées (X,y,z). Tout objet est invariant par I'application de I'identiteé.

11.1.2. Réflexion

La réflexion est notée m et associe a tout point P de I'espace un point P' qui est son image
par rapport a un plan, de la méme fagon qu'une image dans un miroir. Pour cette raison, le

5


https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9flexion_%28math%C3%A9matiques%29

plan de la réflexion est appelé « plan miroir » en cristallographie. Le point P est tel que sa
distance au plan miroir est la méme que celle du point P et la droite (PP') est
perpendiculaire au plan miroir. Les points fixes de la réflexion constituent le plan miroir.

La réflexion conserve les distances et est donc une isométrie mais ne conserve pas la
chiralité des objets. La chiralité est d'ailleurs définie par la réflexion par rapport a un plan :
un objet chiral est un objet qui ne se superpose pas a son image dans un miroir.

Dans l'espace a deux dimensions, la réflexion s'effectue par rapport a une droite appelée
« droite miroir ».

Soit un point P de l'espace de coordonnées (X, y, z) dans un systétme de coordonnées
cartésien. Son image P' par réflexion par rapport au plan (x, y), perpendiculairement a I'axe
z, a pour coordonnees (X, Y, —2).

v

— — K== — ¢

Figure 11.1.2: Exemple de réflexion.
11.1.3 Rotation

Une rotation d'angle 6 est une opération qui associe a tout point P de l'espace un point
image P' qui est tourné de I'angle 0 par rapport a I'axe de la rotation.

La rotation s'effectue dans le sens trigonométrique autour de I'axe et dans le plan contenant
le point P et perpendiculaire & lI'axe. Les points fixes d'une rotation constituent I'axe de la
rotation.

La rotation est une isométrie : elle conserve les distances et la chiralité des objets.

L'ordre n d'une rotation est défini comme le nombre de rotations successives a appliquer au
point P pour revenir a la position initiale. Si I'angle de rotation 0 est un diviseur de2m,
I'ordre de la rotation est n = 2m/6.

Dans l'espace bidimensionnel, la rotation s'effectue autour d'un point appelé « centre de
rotation ».

X Y

Figure 11.1.3: Exemple de rotation.



11.1.4 Inversion

L'inversion en cristallographie est notée 1 et correspond a la symétrie centrale en
mathématiques. Les axes inverses sont caractérisés par la combinaison d'un axe et d'un
centre de symétrie.

Elle s'effectue par rapport a un centre d'inversion. Le point fixe de I'inversion est ce centre
d'inversion.

L'inversion associe a tout point P de I'espace un point image P' qui lui est symétrique par
rapport au centre d'inversion situé sur l'origine O et tel que O est au centre du segment
[PP]. Si le point P a pour coordonnées (X, Y, z), son image P' a alors pour coordonnées
(-X,-Y,-2).

L'inversion est une isométrie car elle conserve les distances. L'inversion ne conserve pas la
chiralité .

Dans l'espace a deux dimensions, l'inversion est assimilable & une rotation d'ordre 2 autour
d'un point, elle conserve alors la chiralité. De facon générale, I'inversion est une rotation
dans les espaces de dimension paire.

(x,y,2)

(-x,-y,-z) Centre d'inversion.

Figure 11.1.4: Exemple d’inversion.

11.1.5 Rotation-inversion

La rotation-inversion est la composée d'une rotation d'ordre n autour d'un axe et de
I'inversion par rapport a un point de l'axe. Ces deux opérations de symétrie commutent et
elle notée par : nn

L'ordre d'une rotation-inversion est I'ordre de sa rotation associée. Du fait de I'utilisation de
I'inversion, la rotation-inversion ne conserve pas la chiralité dans l'espace a trois
dimensions et elle n'existe pas dans l'espace bidimensionnel

L’ordre dans lequel elles sont effectuées ne change pas le résultat de la rotation-inversion :
rotation-inversion = inversion- rotation.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Sym%C3%A9trie_centrale
https://fr.wikipedia.org/wiki/Chiralit%C3%A9

A 0

O
Figure 11.1.5: Exemple de rotation_ inversion.

11.1.6 Représentation graphique des éléments de symétrie [3]

La nomination des €léments de symétrie et leurs symboles sont regroupés dans le tableau
11.1.6.

Axe Nomination Symbole graphique
1 Identité Néant
2 Binaire .

3 ternaire A
4 quaternaire ’
6 Sénaire o
1 Centre de symétrie O
2=m Axe inverse d’ordre 2 °
3 Axe inverse d’ordre 3 A
4 Axe inverse d’ordre 4 ‘
6 Axe inverse d’ordre 6 o

Tableau 11.1.6 : Représentation graphique et symboles des différents éléments de symétrie.

Un axe d’ordre 2, quand il est dans le plan de la figure, est représenté par les symboles
suivants :

. . < - N RNRNENRAANE,

Unaxe d’ordre2 = 2 X 1 = 1 X 2 = m, équivalent a une réflexion par rapport a un plan.
Un symbole particulier est employé pour désigner le plan de symétrie (miroir).

8



Sa représentation graphique est :

Pour m perpendiculaires au plan de la figure :

Pour m dans le plan de la figure :

11.1.7. Représentation stéréographique des opérations [3]

Lorsqu’ il n’existe qu’un seul axe de rotation, direct ou inverse, il est commode de choisir
I’axe des poles selon cette direction. Les figures suivants donnent la projection
stéréographique des positions équivalentes obtenues en appliquant les différents axes de
symeétrie.

e Axes directes

LW

1 : Identité 2 : Axe d’ordre2 3: Axe
4: Axe d’ordred 6 : Axe d’ordre 6

Figure 11.1.7.1: Projection stéréographique des axes directs.



e AXes inverses

IO

1 : Centre d’inversion

4 : Axe d’ordre 4

2 : Axe d’ordre2 3: Axe d’ordre3

6 : Axe d’ordre 6

Figure 11.1.7.2: Projection stéréographique des axes inverses.

11.1.8 Représentation matricielle des opérations de symétrie [3]

Les opérations de symétrie peuvent étre représentées par des matrices. Ces matrices
dépendent pour une opération donnée, des vecteurs de base choisis et de ce a quoi

I’opération s’applique.

; . o 2 _ N
Opeérateur identité : — = 2m @ =13 + 0b + 02

Q

A
A

La matrice de transformation est :
b

01 0
0 0 1

100]

—, [

bl

Quelque soit le repére, x, y, z se transforment en x’, v, z par la rotation de 2 de la maniére

suivante :

10



x' X 1 0 0]rx
y’] = [R] M = [o 1 0] M =
z' z 0 0 1tz

. . . 2
Opérateur binaire: ?" =m

X
d
Z

Pour I’axe 2 selon ¢, et d et b perpendiculaires a’c.

A

a =—1d + 0b + 0¢

ay
o

b’ =0d— 1b + 02

& =0d+0b+1¢2

La matrice de transformation est :

bl

100
. [R]=[0 1 0]
a 0 0 1

Quelque soit le repére, X, y, z se transforment en x',y', z'par la rotation de m de la maniére

suivante :
X1 0 0¥ [*
y’=[R]M= 1 oly=37
z' z 0 z

11tz

1
0
0

, . 2
Opérateur ternaire : ?"

- ) - e - - N o s 2
¢ selon I’axe 3, a et b perpendiculaire a ¢ te forment entre eux 1’angle ?”

A
cl 4 @' =0d+ 1b + 0
5 c b’ =—1d — 1b + 0¢
¢ =0d+0b+ 1¢
a’ . .
E\ La matrice de transformation est :
I— 0 1 0
b [Rl=]1 1 0
a 0 0 1

11



- N ’ ’ ’ - 2 BN
Quelque soit le repére, X, y, z se transforment en x, y, z par la rotation de ?” de la maniére

suivante :
X 0 1 0]px y
=[R]M=[1 1 O“)’l=[x—y]
z 0 0 1ltz z

, . 2 b4
Operateur quaternaire : T = E

L’axe 4 selon ¢, @ et b perpendiculaire a ¢ te forment entre eux I’angle droite.

A N
a =0a+1b+0¢

b’ = —1G + 0b + 0¢
¢ b’ & =0d+ 0b + 12
La matrice de transformation est :

E’A

0
— 0 1 0
= [Rl1=[1 0 o
N 2 0 0 1

a

R N . VA
uelque soit le repére, X, y, z se transforment en x’, y', z'par la rotation de = de la
2

x' X 0 1 0]rx y
[y’ ]M=[i 0 0 M= x]
z' z z

z 0O 0 1
Opérateur Sénaire : 2?" - g

maniére suivante :

— R

- N - 7 - - N N 2
¢ selon I’axe 6, a et b perpendiculaire a ¢ te forment entre eux 1’angle ?n

A
A a =1a+01+0c.
E’
g b b' = —1d + 0b + OC.
&' = 0d + 0b + 1¢.
| La matrice de transformation est :
0 S
b 110
[R]=[1 0 0
2 00 1
C_i,

12



Quelque soit le repere, X, y, z se transforment en x’, y’,z'par la rotation de2 de la maniére
suivante :

x [ 1 o) (x—Yy
y’=[R]H=1 0 0“y= X l
z' z 0 0 11tz z
Centre d’inversion : 21 + 1
Quelque soit le repéere. @' =—1d + 0b + 0¢
U1 b’ = 0d — 1b + 0¢
c
. a ¢ =0d+0b—1¢
!
<b\ La matrice de transformation est :
| [Rl=10 1 o
T 0 0 1
S b
a
p=d 4
v

Quelque soit le repere, X, y, z se transforment en x’, y’, z'par la rotation de [J de la maniere
suivante :
X 1 0 0] X
=[R] M = [o 1 Q] M = H
Z 0 0 11tz z
Miroirm =2:m+ 1

pour a et b dans le plan et ¢ perpendiculaire a m.

A —
c a' =1a+0b+0¢

b’ = 0d+1b + 02
& =0d+0b—1¢2

0 \blb La matrice de transformation est :

100]

010
0 0 1

g [R] =

13



Quelque soit le repéere, X, y, z se transforment en x’, y', z'par la réflexion, par rapport au
plan ab la maniere suivante :

1 0 0]x

0 1 O l)’

XI
z' 0 0 1ltz

Suivant ¢, 2 est équivalent a un axe binaire suivant ¢ auquel s’ajoute un centre de symétrie

_ =[§

Z

uf

en O.
Soit :
1.0 0 [T 00
R=10 1 0| X|0 1 0l
0 0 1 0 0 1
, — 2r -
Operateur3:?+1

S . , 2
C selon L’axe 3, 3 et b perpendiculaire & ¢ te forment entre eux ’angle ?T[

i =0d—1b + 02

ay

b'=1d+ 1b + 0¢
& =0d+0b—1¢

La matrice de transformation est :

[——
9 01 0
- [Rl=11 1 0
b 0 0 1
- ) BI
C,V

uelque soit le repere, x ,y, z se transforment en x’, y', z’par I’opération 3 de la maniére
suivante :

- -2

Opérateur 4 : g +1

x’

!
y
Z’
L’axe 4 selon ¢, d et b perpendiculaire a ¢ te forment entre eux ’angle droite.
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A @' =0d—1b + 02
¢ b' =1+ 0b + 02
dy\ ¢ =04+ 0b—1¢
La matrice de transformation est :

T 010

d b [Rl1=|1 0 o

a b’ 0 0 1

EI
v

Quelque soit le repére, x, y ,z se transforment en x’, y’,z’par I’opération 4 de la maniére

suivante :
x' X 0 1 0]px y
y’]=[1?]lyl=[i 0 0“3/l= fl
z' z 0 0 1llz Z

S|

Opérateur 6 : - + 1

- ) — P - - N ) 2
¢ selon I’axe 6, a et b perpendiculaire a ¢ te forment entre eux I’angle ?n

A
E =/ - e -
a =-—1a—1b+ 0c
a’ b’ =1d + 0b + 0
> & =0d+0b—12
\\bi‘ La matrice de transformation est :
—)I : :
1 1 0
v 0 0 1

i ere, X, Y, x', y',z'par I’opération 6 ié
uelgue soit le repére, x z se transforment en x’, y’',z’ I’opérat 6 de la maniére
suivante :

of]-f £ 9171

11.2 Axes hélicoidaux [2]

xl
4

y

ZI

Il s’agit de chercher dans quelles conditions une rotation de 2m/n autour d’un axe n suivie
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ou précédée d’une translation t paralléle & cet axe, peut amener une maille du réseau
coincidé avec une autre.n,, est le symbole de cette opération composeée : 1’axe hélicoidal,
ou n est ordre de ’axe. Le nombre entier m précise la part translatoire t de 1’opération
associée (n, t) Un axe de rotation est toujours paralléle a une rangée de nceuds du cristal.

Si d est la distance entre deux nceuds consécutifs de cette rangée, pour qu’il y ait
coincidence une fois cette translation hélicoidale achevée, il faut évidemment que: nt =
md & t = %d.

Considérons que 1’on peut toujours au cas ou : 0 < |f| < |H|

Ceci implique: 0 <m < n.

N m Axe Symbole Nature de la
graphique translation
2 0 2 . 0
1 24 ‘Q 1/2
3 0 3
A 0
1 3, A_ 1/3
2 3, _A 2/3
4 0 4 ’ 0
1 4, ‘, 1/4
2 4, ‘ 1/2
3 4, \’\ 3/4
6 0 6 - 0
1 64 ‘ 1/6
2 6, ./ 1/3
3 65 . 1/2
4 6, & 2/3
5 65 \’ 5/6

Tableau I1.2: Représentation graphique et symboles des axes hélicoidaux.
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11.2.1 Représentation matricielle:(Z / ¢)
Opération 24

+1/2

x' x o ol [© X
[y’]=[R][y +[t]=[0 10 M+ 0=|"7
7' z 0 o0 1ltz > -+z
2
Opération 34
+1/3 ~
X x o 1 o]pep [© Y
[y’]=[R]M+[t]=[1 10 M+ o=~
7' z 0 o 1tz 3 -+z
S N o 1 oy 7 o [P-*
+2/3 y” =[R] y’ +[t]=[1 i 0 );_y + (1) = Zx
z" z' 00 u[;+z] |5 [37%
Opération 3,
+2/3 X x 0 i 0
[y']=[m 5 +[t]=[1 i of[y]+ o] =
z' z 0 0 3
O
x' X' o 1 ol 7 8 Yo
"I — 1D ’ _ T X =Yy —
41/ y | =Rl y,+[t]—[1 Lo, “1Fz7|_,
z z 0 0 Ufz+z 3 3 2
Opération 44
+1/
N 0 1 0 7
[y,lz[R]ly +[t]=[1 0 (1)=1x
z’ z 0 0 2l itz
@
+3/4 .
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X X 0
y"|=[Rl|y' +[t]=[1
z"! z' 0
x" x" 0
w2
z'" z"! 0

Opération 4,

+1/2 Pk

N X
yn] — [R] yl
i 7'
T x"
ylll — [R’] yll
[ 71! 7!

Opération 45

+1/2
+3/4
x' N
[y’ = [R] yl+[
z'] -Z
+1/4

xlll ~ x
y/l/ —_ [R] yl/
ZIII ZII

S O R

S O I

S O K

S O K

O O ki
pI-O S

+ R
N

O O K
SlwOo O
Sl w

N =
4+ <I xR

S O I

S O K
+ R

-

PO 9 pMwo o



Opération 64

+1/3 X _ .,
v | =ty + [
z' zZ
+1
xlI ~ xl- }
y"| = [R] [y’ + 1]
+2/3 +5/6 z" 7'
-xIII B xII- ;
ylll — [R] [yu + [t]
-Z”I ZII
-x4. 3 xlll i
y4’ = [R] |:y,” + [t] =
-Z4 7'
x° x*T
[ys — @ || + [
25 74
Opération 6,
+2/3 +1/3
x' i
-1
z' Z
+1/3 *2/3 ,
X Ix .
y"] = [Rly"| + ] =
n Zl
-xlll ~ xll }
y/// — [R] y// + [t]
-Z”’ ZII
x4 3 xlll i
|- mlor ]
Z4 7'
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S O i

S O I

S O i

)

o

=X=)

o

0
0
1

Wik 8
+

T
N |-

<

)+

o
+

| <

N <

+ <R

w N
+ xR

olRr O O

CIRPO O VRO O

RO O

L —|

ol O O
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Opération 63

+1/2

Opération 6,

+2/3

+1/3

+2/3 +1/3

20

x> [x 1 1
v |=[RI|[y*+[f]=]1 o
z5 z* 0 0
7 ~ 1
+ , ~ >
y'[ = [R] yl+[t]= 1
z' 24 0
xlI i xr— 1 i
y'|=[Rl|ly'|+[f]=[1 o
z" z'] 0 0
'xl” ~ xl" '1 i
yn/ — [R] yII + [t] =1 0
.Z”’ Z” _O 0
x4 3 —xIII —1 T
yH =[RI[y"|+]f]]=|1 o
-Z4- 122 0 0
x°1 [x* 1 1
v [=[Rl|y*|+]f]=[1 o
5] |4 0 0
x' N 1 1
y' =[R]M+[t]= 1 0
z' Z 00
! i x' 1 1
y'|=[RI|y'|+[F]=[1 o
L 7" z' 0 0
'x”I ~ x” 1 i
y/// — [R] y// + [t] =11 o
.Z”’ Z” O 0

o1 Z*] [°
of[,* |+|°
1 ol [°
0 0 M+ 0
o ulzl |5
o1[* =Y [9]
x 0
ol s [+
Ufzm2] 3]
off ¥ 1 [
ofx—y|+ (1)
bz 1 ]3]
o =1 [©
oll 7 4]0
1 1
;2] |3l
oy —x1 [
0“ x +(1)
Ul z 5
olrxy [©
0 M+ 0=
lzl |3
o1[* =Y [9]
0] R
1 _§+Z N
ol 71 [0
of ¥~ +1Y
1
Uizt 5

tller—-
+ <R
.N

<
R

N x|

| <

NR

+
L N ><




[x 1 o1rx1 |[©
y* | = RI|y"|+[E]={1 o of|y|+|O
|24 Lz o o ulzl |3
x°] [¥*1 . 1 10 YA
y | =Ry +[d={1 o off,* [+
75 Lz* 0 0 1l|3tZ]
Opération 65
+1/2 +2/3
O
x' X 1 1 o]px
w6 [y [=RIy|+[e]=[1 0 o yl+
+1 z' z 0 0 11tz
+1/
" [ 11 0[*77Y
y'[=RI|y'|+[e]l=|1 o of|;* [+
z" z' 0 0 ufztz
_xlll ~ xll- -1 i O- }_]
y"|=IRIy"|+[el=[1 o of|} Y|+
z" z" 0 0 Ufz+z
x*1 X1 1 1 0] [ X
y =Ry [+[t]=]1 o of|,” |+
z*4] z" 0 0 1l]|5+2z]
(51 ) P i 1 1 0 ij'
y |=[Rl|y*|+[e] =1 o of|,* |+
[ 5] | /4 0 0 1 §+Z_

11.3. Plans de glissement

Y — x
— X
E+Z
3

0] y
o=y —X
g_ Stz
0 xX—-y
0 —
51715,
6l 677
0 y
Of = [x—¥
5 2

g §+Z
0 X
0|=| ¥
5 1

7 B P
01 Y —
ol _| x
3 Z+z
| 6] 3 |
(0] y
0] = y—Xx|
2 Ztz
[ 6]

Une autre opération(m, ) de symétrie est la réflexion par rapport & un plan m (miroir)
suivie ou précédée d’une translation ¢ paralléle au plan.t doit étre compatible avec 1’état
cristallin, ¢’est donc une fraction de la période dans la direction de t,orienté selon une

rangee paralléle au plan m[2].
Ils existent cing plans de glissement :

Glissement d’une demi-translation a ou b ou c, c'est-a-dire :

1 - 1 = 1 - -
(m'Ea) ou (m,;b)ou (m,;c) : symbole a ou b, ou c respectivement.
Glissement d’une demi-translation a + b ou ¢ + a ou b + c, c'est-a dire :

21



(m,%(d + 5)) ou (m,%(& + 5)), ou (m,%(d + 5)) respectivement : symbole n.
Dans maille centrée F et I, glissement d’un quart de la translationa + b, b + c ou ¢ + a (F)
ou a+b+Fc (I), c’est-a-dire : (m,i(& + 5)) ou(m,i(l? + E)), ou (m,i((? + 5’)) ou

(m, i (@FbF E))respectivement: symbole d.

On a donné le tableau 1.3 toutes les présentations usuelles de plans de glissement adoptés
par le systeme international.

Symbole graphique

plan Plan perpendiculaire au Plan paralléle au plan de
plan de projection projection
m - _/
ab | o __. (_l _l
C | e——— Néant

n e N
d TN I A

Tableau 11.3: symboles et représentation graphique des plans de glissement.
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I11. Réseaux de Bravais

I11.1 Dénombrement des modes de réseaux de Bravais pour le systeme
monoclinique

La classification des réseaux en réseaux de Bravais est une classification basée sur la
topologie des réseaux .Les réseaux de Bravais représentent les types de mailles
conventionnelles possibles pour décrire les réseaux. Il n'existe qu'un nombre fini de réseaux
de Bravais pour un espace de dimension donnée. Un réseau de Bravais regroupe donc un
ensemble infini de réseaux qui ont les mémes propriétés topologiques et de symétrie,
indépendamment des vecteurs de base utilises pour les décrire[3, 11].

Lorsque la maille élémentaire utilisée n’est pas primitive, il existe des translations f =
xd + yb + Zc pour lesquelles x, y, z ne sont pas entiers. Ce fait sera illustré dans un réseau

bidimensionnel rectangulaire possédant un miroir paralléle a b¢, comme indiqué sur la
figure 111.1.

@ Q o o)
f+1¢'=
D A /
( @ )
7 B 7
- - 2
® $ a Ny t-t )
G 4 S )

Figure 111.1.1: Réseau bidimensionnel rectangulaire.
Soit t une translation simple de réseau.

T =xd+yb
Le vecteur ¢ est le vecteur obtenu & partir de ¢ par rotation binaire autour de b :

i =tmhat=[ J]G1=[)

Formonst +tetf —t.

Sont des vecteurs du réseau porté par b et d respectivement, on en déduit :

t+t =t+[m],,f=vb (vplus petit entier).
=t — [m],,t = ub (uplus petit entier).
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Ecrivons ces deux relations en notation matricielle :
LI+ ABI=BIE]=[2] =1
I+l SI6I=BIG=151=16]
Avec : ngu et y=%v

Donc :
I | -
t= E(u& + vb)

Du fait des hypothéses sur u et v, x ety sont nécessairement des demi_entiers et les seules
translations possibles suivant x et y sont illustrées dans le tableau I11.1.1.

u v t

0 0 0
1

1 0 -3
%a

0 1 b
2b

1. -

Tableau I11.1.1: Vecteurs de translation dans un réseau bidimensionnel.
Pour £ = 0, on obtient le réseau orthorhombique simple et corresponde au mode p ;les
. 15 17 N . - \ )
translations 5a ouzb correspondent a des solution contraires aux hypothéses de départ. La

. 1/, 7 . , , . .
solution E(a+b) corresponde au mode de réseau .Dans le cas d’un réseau a trois
dimensions dans le systéeme orthorhombique.

_ 100 100 100
Soit[2],=10 T 0 » [2lg=f0 1 0 2, =10 1 0
0 0 1 00 1 001

respectivement les matrices desaxes 2 /fa,2 / b,2 J c.

Les translations possibles sont illustrées dans le tableau 111.1.2.
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u v w t

0 0 0 0

1 0 0 °b

0 1 0 °b

0 0 1 o

1 1 0 Z@+5)
1 0 1 %(ma
0 1 1 %(Bw)
1 1 1 @b+

Tableau I11.1.2: Vecteurs de translation dans un réseau tridimensionnel.
Pour: £ = 0, on obtient le réseau orthorhombique simple qui corresponde au mode P ; les
translations %& ou%l; correspondent a des solution contraires aux hypothéses de départ. La
solution %(a + 5);%(& +¢) ou %(5 + ¢)corresponde aux modes de réseau C, A, B

- = - rd 1 = 7 i \ - 7
respectivement. La derniere solution ¢ = ~ (d + b + ¢)correspond & une maille centrée .
Dans le cas ou toutes les faces sont centrées : c’est le mode F.

On distingue quatre types de mailles selon la disposition des atomes (et donc des nceuds du
réseau) dans la maille tableau 111.1.3.

Disposition des atomes dans le

parallélépipéde Nom de la maille

Aux huit sommets seulement Simple ou primitive (P)
Aux huit sommets et au centre Centrée (1)
Aux huit sommets et au centre des faces A faces centrées (F)

-Aux huit sommets et aux centres de deux
faces paralléles

A bases centrées (C)

Tableau 111.1.3: Différents types de mailles.
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Orthorhombique P

1]

Orthorhombique C

I11.2 Réseau de Bravais pour les autres systemes

Il reste dix réseaux de bravais pour les autres systéemes.

Orthorhombique |

Orthorhombique F

Systéme mode
Triclinique P
Monoclinique P,C
Quadratique P, I
Rhomboédrique PouR
Hexagonal P

Cubique P,ILF

Tableau I11.2: les différents types de mailles.
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IV. Groupes spatiaux
IV.1. Introduction [10,11]

Il existe 230 groupes de recouvrement, répartis entre 32 classes de symétrie d’orientation
dans 7 systémes cristallins.

Ici encore, le groupe spatial résulte de la combinaison d’un mode de réseau avec une classe
de symétrie d’orientation appartenant au méme systéme. A chacune des 32 classes de
symétrie vont donc correspondre plusieurs groupes spatiaux, pour les dénombres on utilise,
la aussi, la notation de Herman _Mauguin. Elle consiste a faire précéder le symbole
international de la classe ponctuelle de la majuscule P, C, I, F ou R précisant le mode de
réseau de Bravais et ce mode indique bien sur les translations internes de la maille
élémentaire.

IV.2. Directions de symétrie du systeme orthorhombique [3]

Trois symboles (chiffre ou lettre) relatifs successivement aux trois directions de symétrie
d, b puis ¢.

IVV.3. Dénombrement des groupes spatiaux du systeme orthorhombique de la
classe 222

Dénombrement des groupes spatiaux peut se faire a I’aide d’une méthode géométrique.
Ainsi pour la classe 222 du systéeme orthorhombique correspondent les modes P, C, |, F.
Les modes A et B étant équivalent a C. A priori :

Pour le mode P: P222, P2,22, P22,2 , P222,, P2,2,2 , P22,2,,P2,22, , P2,2,2,.
Pour le mode C: €222, 2,22, C22,2, €222, C2,2,2 ,C22,24,C2,22, ,C2,2,2;.
Pour le mode | : 1222 ,12,22,122,2 ,12224,12,2,2 ,122,24,12,22, ,12,2,2;.

Pour le mode F: F222 , F2,22, F22,2 ,F222,, F2,2,2 ,F22,2,,F2,22, ,F2,2,2;.

Soit 32 groupes.

IV.3.1. Groupes d’espace dérivés de la classe 222

*8“8

\4

v P222
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A

\ 4
O
A\ 4

&
<
[u=y
&
<

P22,2

@O
v

1
i P2224

Par une permutation des axes a et ¢ on transforme P2,22 enP222,, et par une

permutation des axes b et ¢ on transforme P22,2 en P222;,.
Donc on choisit le groupe P222,.
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“bo

o #®
y
P2,2,2
A . \
oo - “bo
o #®
v c Y
P22,2,
\ \ N
5 © > O.O c

=
-

P2,22,

Par une permutation des axes d et ¢ on transforme P22,2, en P2,2,2 et par une

permutation des axes b et ¢ on transforme P2,22, en P2,2,2.
Donc on trouve le groupe P2,2;2.
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1

o °

B

P2,2,2,

' '
S48 S48
\ C2,22 v €222

348

< ' N
348
A\ 4
€22,2

On observe que le groupes C222, C2,22 et C2,22 sont identiques. On choisit le
groupe C222.
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@O,

R €222,

< | N
Ok X9
N
€2,2,2

-
)
@O

1
4=
2

€22,2,

L’étude du groupe C2,2,2 donne un résultat identique a celui du groupe €222, et le
groupe €222, est identique avec le groupe €22;2 et on choisit le groupe C222;.
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©O,

€2,22,

@O)

\4

o €2,2,2,
‘8“ @)

O
wTe O@N +.

1222

Les groupes C2,224, C2,2,2,, C222, sont identiques on choisit le groupe €222;.

32



12,22

— ¥

— <

22,2

\4

348

1222,
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22,2,

@ O]

=

12,22,

Les groupes 1222, 12,22, 12242, 12224, 12,242, 122,2, et 12,22, sont identiques et on
trouve le groupe 1222.
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RO,
1
4
1 s
® (oY Yo% R
s -548 ,
'\
oL K
3134 348
! 1 ©
2 *t3
Y
F222
2 .
F -.{ 2 2
1 1

F2,22
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1
1 +=
@ ‘oY YoX .
S84 B
2 2
J . .
2 2
®
ﬂﬁg : O
2 32
v F22,2

e ——
+% )
1 1 .
2 2
BIE U848
2 +t2
v F222,
OO WYY .
e
+3 2
1 +1 .
+= 2
818 U 88
*3
\ F2,2,2
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P
a®
=
?* -

1‘ F21221
4
1
+= éi
>~ 1
Voo |
1
1 s
+5 2
2 +3
1
Z\' F212121

Les groupes F222, F2,22,F22,2, F222,, F2,2,2, F22,2,, F2,22, et F2,2,2,s0nt
identiques et on trouve le groupe F222.

Donc les groupes issus de la classe 222 avec les 4 modes de réseau de Bravais sont :
P222,P222,,P2,2,2,P2,2,2,,C222,C222,,1222,12,2,24, F222.
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V1.3. Coordonnées des positions équivalentes

Coordonnées des positions équivalentes

Groupe
P222 X,V,Z2;%Y,2;%Y,2;%,y,2
P2224 x N —l
Y Z ,x,y,z Z;, X,V,Z ; X,y, 2
P2,2,2 x,y,z;a?,j/,z,%+x——y,z_,2—x,%+y,z_
P212121 x;y;Z;%+x;)_’;%_Z;f, y, +erl_xi%+yrz_
C222 xy,z xX,V,Z; xy,z xy, ;
%+x;%+ylz;r +x y; ;;__x +y1 ’ 1 x:%_y;z
C2221 X,V,z ,x,y,%—Z, X,y,Z ,x,y'l
1 1 1 1 1 1 1 1 1 _
E+X,E+y,Z,E+X,E—y,—— ,1——x——y, +Z E X'—+y,
[222 020V L NN TRV Z+ X Y n 4 25 S A XY~ 2
1 1
,——x,—+y,—— ST X E—y.z
121212y | x,y,2:%,y,2; +x +y, +2z; 1 xz—y,%+z z—x,y,%—z;
1 _1 1
E+x1y15_ :;_y;ZJC;E‘l'y;
F222 XVZ;%,Y,2;%,Y,Z;%,Y,2;
1 1 1 1 1 1 _ 1 1
—+x—+y, ,,;1+x,;—1y.z,,15—x.;1+y,zi5—x,51—y,z,
—+xy, +z,; E—x,y,lg—z;E-I;x,y,é—z,z—lx,y,51+z
x,5+y5+z;x,5—y,5—z;x,5+y,5—z;x,z—y,5+z
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Conclusion générale

Le but essentiel de ce travail était, bien entendu, 1’initiation a une technique — simple et tres
pratique — de dénombrement de groupes spatiaux issus des différentes classes de symétrie
pour les différents systemes cristallins.

Dans un premier temps nous avons d’abord commencé a dénombrer les modes de réseaux
de Bravais pour le systeme orthorhombique. Nous avons trouvé qu’il en posseéde quatre : P,
C,letF.

Puis nous avons considéré, a priori, toutes les combinaisons possibles entre les modes P, C,
I, F d’une part et la classe 222 d’autre part, en sachant que I’axe 2 peut étre 2 ou2; , NOUS
avons compté 32 groupes.

Nous avons, donc été amené & reconstruire les stéréogrammes des 32 groupes. En
comparant ces stéréogrammes entre eux, soit d’une maniére direct soit par permutations des
vecteurs de base entre eux, nous avons trouvé que seulement 9 sont distincts.
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Résumé

Dans le cadre de notre projet qui consistait a dénombrer les groupes spatiaux issus des systemes cristallins, nous avons
choisi, cette année, de dénombrer les groupes spatiaux issus de la classe 222 du systeme orthorhombique en utilisant
une méthode géométrique trés simple.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé guelques notions fondamentales de la cristallographie géométrique que
nous estimons nécessaires pour le restant du mémoire : réseau cristallin, maille élémentaire et les caractéristiques des
différents systemes cristallins.

Le chapitre 2 a permis d’acquérir les bases nécessaires : effets des différentes opérations de symétrie avant d’aborder,
au chapitre 4, les groupes spatiaux. Il n’est fait appel dans cette partie du mémoire qu’a des notions élémentaires de
calculs matriciels.

Le chapitre 3 expose les modes de réseaux de Bravais et leur dénombrement d’un point de vue purement géométrique.
Nous avons, bien entendu, démontrer 1’existence de quatre modes pour le systéme orthorhombique.

Enfin, le chapitre 4 est consacré au dénombrement des groupes spatiaux issus de la classe 222 du systéeme
orthorhombique.
Mots clés : EIéments de symétrie, réseau de Bravais, classe 222, groupe spatial.

Abstract

As part of our project was to count the space groups from the crystal systems, we have chosen this year to count the
space groups from the class 222 of the orthorhombic system using a simple geometrical method.

In the first chapter, we recalled some fundamental concepts of geometric crystallography we consider necessary for the
remainder of memory: crystal lattice, unit cell and the characteristics of different crystal systems.

Chapter 2 has to acquire the necessary bases: effects of different symmetry operations before addressing, in Chapter 4,
the space groups. It is not called in this part of the memory as the basics of matrix calculations.

Chapter 3 outlines the Bravais networks modes and their count from a purely geometrical point of view. We, of course,
prove the existence of four modes for the orthorhombic system.

Finally, Chapter 4 is devoted to the enumeration of space groups from the class 222 of the orthorhombic system.
Keywords: Elements of symmetry, Bravais lattice, class 222, space group.



