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 Résumé 

Les propriétés structurelles, élastiques et thermodynamiques de deux principaux représentants 

des oxydes spinelles GeMg2O4 et GeZn2O4 ont été calculés par la méthode du potentiel 

complet - ondes planes augmentées et linéarisées  (FP-LAPW basée sur la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT). Les paramètres structurels, incluant le paramètre du réseau 

(a), le module compressibilité (B) et sa dérivée par rapport à la pression (B') et le paramètre 

interne (u) de l'atome d'oxygène, des composés considérés sont calculés en utilisant la LDA et 

la GGA-PBE pour traiter le potentiel d'échange-corrélation. Pour une bonne description du 

comportement mécanique des matériaux considérés, nous avons calculé d’abord leurs 

constantes élastiques en état monocristallin, i.e., les constantes élastiques anisotropes ijC . Les 

valeurs numériques obtenues pour les ijC  ont été ensuite employées pour quantifier 

l’anisotropie élastique des systèmes étudiés, vérifier leurs stabilité mécanique dans la 

structure spinelle et ainsi pour déterminer les vitesses d’ondes acoustiques suivant les 

directions principales. En utilisant toujours les valeurs des ijC  et en se basant sur 

l’approximation de Voigt-Reuss-Hill, nous avons exploré les propriétés élastiques des 

composés étudiés en état polycristallin: les modules d’élasticité isotropes (module de 

compressibilité B, module de cisaillement G, module de Young E et rapport de poisson  ). 

L’étude des propriétés élastiques a été complétée par le calcul des vitesses d’ondes 

acoustiques isotropes et la température de Debye. Les évolutions du paramètre du réseau 

cristallin (a), le module de compressibilité (B), le coefficient d’expansion thermique (α), les 

capacités calorifiques (CV et CP) et la température de Débye ( )D  en fonction de la 

température dans la plage 0-1600K et la pression dans la plage 0-30 GPa sont calculées en 

utilisant le modèle quasi harmonique de Debye implémenté dans le programme GIBBS. Les 

résultats de la présente étude sont comparés avec les données expérimentales et théoriques 

disponibles dans la littérature scientifique pour tester la fiabilité de nos résultats. 
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Abstract 

 The structural, electronic, optic, elastic and thermodynamic properties of two principal 

representatives of spinel oxides GeMg2O4 and GeZn2O4 have been investigated using the full-

potential (Linearized) augmented plane-wave plus local orbitals method (FP-(L) APW+lo) 

within density functional theory. The structural parameters, including the lattice constant (a), 

the free internal parameter (u) of the oxygen atom, the bulk modulus (B) and its pressure 

derivative (B') of the considered compounds are calculated using both the local density (LDA) 

and generalized gradient approximations (GGA) to the exchange-correlation potential are 

consistent with the literature data. For a good description of the mechanical behavior of the 

studied compounds, we have first calculated theirs single-elastic constants Cij . The obtained 

numerical values of Cij  have been then used to estimate the elastic anisotropy, verify the 

mechanical stability of the spinel structure, and also to calculate the sound waves velocities in 

the principles directions. Based on the Voigt-Reuss-Hill method values, we have investigated 

the elastic properties of the considered material in polycristallin state by using the calculated 

anisotropic elastic constants Cij : the isotropic elastic moduli including bulk modulus B, shear 

modulus G, Young modulus E and Poisson’s ratio   have been calculated. The elastic 

properties have been completed by calculating the isotropic acoustic waves velocities and 

Debye temperature. Thermal and pressure effects on some macroscopic properties of 

GeMg2O4 and GeZn2O4 are predicted using the quasi-harmonic Debye model in which the 

lattice vibrations are taken into account. We have computed the variations of the lattice 

constant (a), bulk modulus (B), volume expansion coefficient (α), heat capacities (CV and CP) 

and Debye temperature with pressure and temperature in the ranges of 0–30 GPa and 0–

1600K. The results of the present study are compared with the available experimental and 

theoretical data in the scientific literature to test the reliability of our results. 
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 ملخص

2البنيوية، المرونة و الترموديناميكية للمواد السبينالية  تمت دراسة الخواص 4GeMg O و 

2 4GeZn O.  مع الكمون الكامل باستعمال ً في إطار  (FP-LAPW)طريقة الأمواج المستوية المزادة خطيا

) نظرية دالية الكثافة )DFTاستعملت ال .LDA ال وGGA والترابط  التبادل لمعالجة كمون(XC)

البنية البلورية (ثابت معاملات  تتوافق قيم . الخواص البنيوية و الميكانيكية و الترموديناميكية لحساب

التجريبية  النتائج مع الأساسيةللحالة  معامل الانضغاط) المحسوبة الشبكة البلورية، الإحداثيات الذرية و

)تتوافق قيم معاملات المرونة و الخواص المرتبطة بھا (ثوابت المرونة  .والنظرية المتوفرة )i jC،  معامل

)يونغ  )Eمعامل القص ،( )G معامل بواسون ،  و درجة حرارة ديباي( )D(  لأحادي البلورة و متعدد

)تتغير معاملات المرونة  .مع النتائج النظرية المتوفرةالبلورات تحت الضغط المعدوم  )i jC بشكل خطي

30إلى 0من في مجال  Pمع الضغط الھيدروستاتيكي  GPaتأثير الحرارة و الضغط على  . تمت دراسة

معامل  العديد من المعاملات الفيزيائية المايكروسكوبية المھمة (ثابت الشبكة البلورية، معامل الانضغاط،

و درجة حرارة ديباي) باستعمال النموذج  التمدد الحراري، السعة الحرارية بثبوت الحجم و بثبوت الضغط

 ھرموني لديباي.الالشبه 
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Nomenclature 

 

Abréviations les plus couramment utilisées : 

DFT théorie de la fonctionnelle de la densité (Density Functional Theory) 

LDA Approximation de la densité locale (Local Density Approximation) 

LSDA Approximation de la densité de spin locale (Local Spin Density Approximation) 

GGA Approximation du gradient généralisé (Generalized Gradient Approximation) 

APW Onde plane augmentée (Augmented Plane Wave) 

LAPW Ondes planes augmentées linéarisées (Linearised augmented Plane Wave) 

FP-(L) APW+lo full potential-(Linearised) Augmented Plane Wave plus local orbitals 

PBE Perdew-Burke-Ernzerhof 

SCF Self Consistent Field 

ZB Zone de Brillouin (Brillouin Zone) 

EOS Equation d’état (Equation of state) 

B0 Module de compressibilité (Bulk modulus) 

0BDérivée par rapport à la pression du module de compressibilité 

EXC Energie d’échange-corrélation (Exchange-Correlation energy) 

EF Energie de Fermi (Fermi energy) 

SG Groupe d’espace (Space Group) 

G Module de cisaillement (Shear modulus) 

E Module de Young (Young Modulus) 

  Coefficient de Poisson (Poisson coefficient) 

ijklC Tenseur des constantes élastiques 

ijklS  Tenseur des constantes déformabilités 

A Facteur d’anisotropie de Zener (Zener anisotropy factor) 

gE Bande interdite (Energy band gap) 

DOS Densité d’états (Density of states) 

TDOS/PDOS Densité d’états totale/partielle (Total/Partial density of states) 
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1.1 Introduction 

 La physique de la matière condensée et la science des matériaux jouent un rôle de plus 

en plus important dans les applications technologiques, et ce rôle ne fera que progresser dans 

beaucoup de domaines. Avant d’employer les matériaux (solides) dans l’industrie, il faut 

s’assurer que leurs propriétés structurales, électroniques, mécaniques, optiques,…etc. sont 

bien adaptées aux applications technologiques souhaitées. 

 Les propriétés physiques d’un solide sont étroitement liées au comportement des 

électrons qui le constituent. Le principal but de la théorie de la matière condensée est de 

résoudre le problème de la structure électronique des solides. La théorie de la structure 

électronique est utile à la fois pour comprendre et interpréter les résultats expérimentaux et 

pour servir comme moyen de prédiction. 

 Pour une compréhension fondamentale de la structure électronique et par conséquent 

des propriétés des matériaux, les théoriciens ont développé des méthodes basées sur des 

modèles dits: semi-empiriques. De tels modèles comportent souvent de nombreux paramètres 

ajustables aux données expérimentales. D’autres méthodes de calcul plus rigoureuses et plus 

sophistiquées dites ab-initio, basées sur la théorie quantique fondamentale, utilisent seulement 

les constantes atomiques comme paramètres d’entrées pour la résolution de l’équation de 

Schrödinger. Ces méthodes sont devenues aujourd’hui un outil de base pour l’étude des 

propriétés structurales, électroniques, mécaniques, optiques,…etc. des molécules et des 

matériaux. Elles sont aussi un outil de choix pour l'étude de certains effets difficiles ou 

impossibles de déterminer par voie expérimentale et pour la prédiction de nouveaux 

matériaux, et elles ont parfois pu remplacer des expériences très coûteuses ou même 

irréalisables en laboratoire. 

 La puissance des calculs ab-initio a pour origine le formalisme de la théorie de la 

fonctionnelle de densité (DFT) [1,2] et ses deux approximations de l’énergie d’échange et de 

corrélation: l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation du gradient 

généralisé (GGA). Le formalisme de base de la DFT est basé sur le théorème de Hohenberg et 

Kohn (1964) [3], qui repose sur la considération que l’énergie totale d’un système est une 

fonctionnelle de la densité électronique. Parmi les méthodes ab-initio, la méthode FP-(L) 

APW+lo (Full Potential – (Linearized) Augmented Plane Wave Plus Local Orbitals) est l’une 

des plus précises, actuellement, pour le calcul de la structure électronique des solides dans le 

cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). 
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1.2 Les composées spinelles 

 Les composés de formule chimique générale AB2X4 (A et B sont des métaux dans 

l'état oxydation II-III ou II-IV) ou II = Cd, Mg, Mn, Zn, III = Al, Ga, In et IV = Si, Ge, Sn et 

X est un anion divalent (Oxygène (O) ou un chalcogène (S, Se, Te)). Ces composées forment 

une large famille (~ 120) appelée: les spinelles. Quand X = O, AB2O4 forment une famille 

appelée: les oxydes spinelles [4]. Quand X=S, Se et Te, AB2X4 forment une famille appelée 

les thiospinelles, selenospinelles et tellurospinelles, respectivement. Le composé spinelle le 

mieux connu est le MgAl2O4 (oxyde de magnésium et d'aluminium). C'est une pierre fine 

utilisée en joaillerie. Celui de couleur rouge a longtemps été confondu avec le rubis (Le rubis 

est la variété rouge de la famille minérale du corindon), ce qui lui vaut une grande quantité de 

synonymes. Ses principaux pays producteurs sont le Sri Lanka, la Birmanie et le Tadjikistan. 

Le nom du spinelle vient du latin spina, qui signifie épine, en raison de ses cristaux très 

pointus. Son nom lui a été donné en 1783 par le minéralogiste Jean Baptiste Louis Rome de 

Lisle qui a identifié le spinelle comme une gemme différente du rubis et sa découverte marque 

la naissance de la gemmologie telle que nous la connaissons aujourd'hui. 

 La structure cristalline du spinelle a été déterminée pour la première fois par Bragg 

(1915) [5] et Nishikawa (1915) [6]; une description détaillée de cette structure a été donnée 

par divers auteurs [7-9]. La structure cristallographique du spinelle AB2O4, A étant un cation 

divalent et B un cation trivalent, cristallisent dans les conditions ambiantes dans la structure 

cubique à face centrée (cfc), avec un groupe d’espace 3Fd m  (classé 227 dans le tableau 

international de la cristallographie) [10], décrite par   a b c  et  90     . La Figure 1 

représente la maille conventionnelle du spinelle GeMg2O4. Cette maille contient 8 unités 

formulaires (Z=8) (c.-à-d. 8 AB2O4 par maille); 32 anions O, 8 cations A et 16 cations B. Les 

32 atomes d’oxygènes forment un réseau cubique à faces centrées. Ce réseau cfc définis par 

les oxygènes contient 32 sites octaédriques, dont 16 (sites 16d) occupées par les cations B, et 

64 sites tétraédriques, dont 8 (sites 8a) occupées par les cations A. Dans les tables 

cristallographiques, les coordonnées de chaque site sont données par rapport a deux origines 

possibles pour la maille [11], selon que celle‐ci est prise sur un site tétraédrique occupé 

(origine en 43m  (origine 1)), ou sur un site octaédrique vide (origine en 3m (origine 2)). Ces 

coordonnées sont listées dans le Tableau 1. 
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Tableau 1: Les coordonnées des sites octaédriques et tétraédriques cationiques et anioniques  

dans la structure spinelle AB2O4 

Site cristallin Site 
Wyckoff 

Symétrie Coordonnées 

(origine en 43m ) 

Coordonnées 

(origine en 3m ) 

Site cationique 

tétraédrique (A) 

8a 43m  0, 0, 0; 1/2, 1/4, 1/4 1/8, 1/8, 1/8; 7/8, 7/8, 7/8 

Lacune 

tétraédrique 

8b 43m  1/2, 1/2, 1/2; 3/4, 3/4, 3/4 3/8, 3/8, 3/8; 5/8, 5/8, 5/8 

Site cationique 

octaédrique (B) 

16d 3m  5/8, 5/8, 5/8; 5/8, 7/8, 7/8  

7/8, 5/8, 7/8 ; 7/8, 7/8, 5/8 

1/2, 1/2, 1/2; 1/2, 1/4, 1/4 
1/4, 1/2, 1/4; 1/4, 1/4, 1/2 

Lacune 

octaédrique 

16c 3m  1/8, 1/8, 1/8 ; 1/8, 3/8, 3/8 ; 

3/8, 1/8, 3/8 ; 3/8, 3/8, 1/8 

0, 0, 0; 0, 1/4, 1/4 

1/4, 0, 1/4; 1/4, 1/4, 0 

Site anionique 32e 3m  u, u, u; u, -u, -u ; 

-u, u, -u ; -u, -u, u ; 

1/4‐ u, 1/4 ‐ u, 1/4 ‐ u ; 

1/4 + u, 1/4 + u, 1/4 ‐ u ; 

1/4 + u, 1/4 ‐ u, 1/4 + u ; 

1/4‐u, 1/4+u, 1/4+u 

u , u, u; -u, -u, -u ; 

u, 1/4‐ u, 1/4 ‐ u ; 

1/4 ‐ u, u, 1/4 ‐ u ; 

1/4 ‐ u, 1/4 ‐ u, u ; 

-u, 3/4+u, 3/4 + u ; 

3/4 + u, -u, 3/4 + -u ; 

3/4 + u, 3/4 + u, u 

 

1.3 Les différents types spinelles 

 Il existe deux formes différentes de spinelles AB2O4 selon le type d'occupation des 

sites octaédriques et tétraédriques de la structure. Dans la structure spinelle dite directe, les 

cations A2+ occupent 1/8 des sites tétraédriques (Td) du réseau cfc tandis les cations trivalents 

B3+ occupent la moitié des sites octaédriques (Oh). La formule générale de ce composé peut 

être écrite de la manière suivante: 2 3 2

42d hT OA B O            . Expérimentalement, il est également 

observé une structure spinelle inverse dans laquelle la moitié des cations B3+ sont intervertis 

avec les cations A2+. Dans ce cas, la maille élémentaire est octuple par rapport à la spinelle 

directe et la formule générale peut s’écrire: 3 2 3 2

4d h hT O OB A B O             . 
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Figure 1: La maille conventionnelle du spinelle GeMg2O4. L'atome de Ge est entouré par 

quatre d'atomes O. L'atome Mg est entouré par six d'atomes O. 
 

 La maille conventionnelle des spinelles directs AB2O4 est caractérisée par le paramètre 

du réseau a et le paramètre interne u (spécifique de la position de l’ion d’oxygène). Dans la 

plupart des spinelles, u est compris entre 0,24 et 0,275 si l’origine de la cellule 

conventionnelle est positionné au centre d’inversion 3m . Par contre si l'origine de la cellule 

conventionnelle se situe au 43m , le u sera compris entre 0,365 et 0,4 [12]. Les anions 

s’écartent de la position idéale (0,25 pour l'origine 2 et 0,375 pour l'origine 1) suivant la 

direction <111>; outre la position des atomes d’oxygènes, le paramètre u sert donc également 

à quantifier la distorsion du réseau. 

 Les spinelles AB2O4 possèdent des propriétés physiques diverses: magnétisme, 

optique, semiconductivité, ferroélectricité, supraconductivité...etc. [13,14] qui les rendent des 

potentiels candidats pour de nombreuses applications technologiques. On retrouve des 

spinelles dans des applications aussi variées que la catalyse (Co3O4 est présent dans les pots 

catalytiques, les processus de désulfuration; il fait également partie de la composition du 

tonner des photocopieurs), les pigments (CoAl2O4, bleu de cobalt), les aimants naturels 

(Fe3O4) et plus largement les ferrites (MFe2O4, M étant un métal divalent quelconque) [15]. 

Les spinelles sont caractérisés par une grande transmissibilité dans le spectre visible et par 

leurs excellentes propriétés électriques en particulier lorsqu'ils sont sous forme de couches 

Ge 
Mg 

 

O 
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minces. Ils sont des semi-conducteurs de large gap ce que les privilège pour des applications 

dans de nombreux dispositifs tels que les piles solaires, les affichages à panneau plat, les 

circuits invisibles de sécurité [16-19]. Ils ont aussi des applications dans la géophysique [20-

22]. 

 A cause de leurs intéressantes propriétés, les spinelles GeX2O4 (X=Mg, Zn et Cd) ont 

été le sujet de nombreuses recherches expérimentales et théoriques, en se concentrant sur les 

propriétés structurales [23–27], électroniques [28–30], mécaniques [24–26, 31–33] et  

optiques [34–40]. ils sont caractérisés par plusieurs propriétés souhaitables, par ex. un point 

de fusion élevé,  haute réflectivité haute résistance, résistivité chimiques des températures 

élevées et faible électricité perte [39, 41] qui les rendent candidats à de nombreuses 

applications en géophysique, le magnétisme, la catalyse et l’environnement [42-46]. Dans ce 

contexte, Bouhemadou [47] ont examiné les propriétés structurales, électroniques, et 

élastiques des oxydes spinelles GeX2O4 (X = Mg, Zn, Cd) en utilisant la méthode du 

pseudopotentiel onde plan (PP-PW: Pseudopotential Plane-Wave) ; et la LDA pour terme 

d'échange et de corrélation dans le cadre de la DFT.  
 

1.4 Objectif de la mémoire 

 En raison de l'évolution de la puissance de calcul des nouveaux ordinateurs et 

l'existence de méthodes ab-initio très sophistiquées pour le calcul des structures électroniques, 

il est devenu possible de calculer la structure électronique d'un cristal avec une haute 

précision sans aucun besoin de données empiriques. Aujourd'hui, il est possible non 

seulement d'expliquer les propriétés déjà connues d'un matériau donné, mais aussi de les 

prédire avant même de les mesurer expérimentalement. La recherche de nouveaux matériaux 

ayant de nouvelles propriétés pour des applications technologiques est devenue ces dernières 

années un enjeu crucial et un accent de l'industrie. Le présent travail est une contribution dans 

ce domaine de recherche fructueuse. 

Les objectifs principaux  du travail de recherche mené au cours de la préparation de 

cette mémoire de master, réalisé au sein du l'Université Mohamed BOUDIAF ‐ M'sila, sous la 

direction du monsieur le Professeur ALLALI Djamel, sont: 

 

(i) L'amélioration des données existantes concernant les propriétés structurales et élastiques 

des oxydes spinelles GeMg2O4 et GeZn2O4. 
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(ii) les effets de la pression hydrostatique sur les propriétés structurales et élastiques et les 

effets de la température et la pression sur le paramètre du réseau cristallin (a), le module de 

compressibilité (B) , le coefficient d’expansion thermique (α), les capacités calorifiques (CV et 

CP) et la température de Débye (θD). 

 Les paramètres structurels, incluant le paramètre du réseau (a), le module 

compressibilité (B) et sa dérivée par rapport à la pression (B') et le paramètre interne (u) de 

l'atome d'oxygène, des composés considérés sont calculés en utilisant  la LDA [48] et la 

GGA-PBE [49] pour modéliser le potentiel d'échange-corrélation. Les constantes élastiques 

ijC  et les propriétés liées des matériaux GeX2O4 (X = Mg et Zn) sont numériquement évalués 

via la méthode de Mehl [50]. Les évolutions du paramètre du réseau cristallin (a), le module 

de compressibilité (B), le coefficient d’expansion thermique (α), les capacités calorifiques (CV 

et CP) et la température de Débye ( )D  en fonction de la température dans la plage 0-1600K 

et la pression dans la plage 0-30 GPa sont calculées en utilisant le modèle quasi harmonique 

de Debye implémenté dans le programme GIBBS [51]. Les résultats de la présente étude sont 

comparés avec les données expérimentales et théoriques disponibles dans la littérature 

scientifique pour tester la fiabilité de nos résultats. 
 

1.5 La Structure de la mémoire 

 Le travail que nous présentons dans cette mémoire comprend deux parties: 

- La première partie est consacrée aux fondements du cadre théorique de nos calculs; elle est 

composée de deux chapitres. Le premier est destiné aux fondements de la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT) et ses approximations; l’approximation de la densité locale 

(LDA) et l’approximation du gradient généralisé (GGA). Le deuxième présente la méthode 

FP-(L) APW+lo (Full-Potential (Linearized) Augmented Plane Wave Plus Local Orbitals), 

dans de le cadre de la DFT, implémentée dans le code Wien2K [52]. 

- La deuxième partie expose nos résultats (en utilisant les méthodes décrites dans la première 

partie), leurs interprétations ainsi qu’une comparaison avec certains travaux théoriques et 

expérimentaux disponibles dans la littérature scientifique. Cette partie regroupent les 

chapitres 3, 4 et 5,. Le troisième chapitre est destiné à l’étude des propriétés structurales des 

composés GeMg2O4 et GeZn2O4. Le quatrième chapitre est consacré à l’étude des propriétés 

mécaniques. Le dernier chapitre est dédié aux résultats des calculs des propriétés 

thermodynamiques des composés GeMg2O4 et GeZn2O4. Finalement, nous terminerons par 

une conclusion générale qui résume les principaux marquants résultats de ce travail. 
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1.1 Introduction  

Un solide est une collection de particules chargées positivement (les noyaux) et de 

particules chargées négativement (les électrons) qui en interaction électromagnétique mutuelle. 

Les propriétés physiques et chimiques du solide dépendent étroitement de la dynamique de ces 

particules. La dynamique de ces particules est régit par les lois de la mécanique quantique. Une 

description complète d’un système quantique requiert le calcul de la fonction d’onde, et ceci peut 

être obtenu par la résolution de l’équation de Schrödinger 

Ĥψ Eψ            (1.1) 

Où Ĥ , E et   sont, respectivement, l’hamiltonien, l’énergie totale et la fonction d’onde totale 

du système. L’Hamiltonien exact du cristal Ĥ (non relativiste) résulte de la présence des forces 

électrostatiques d’interaction : répulsion ou attraction suivant la charge des particules (ions, 

électrons).  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
n nn ne ee eH T V V V T              (1.2) 

n̂T est l’énergie cinétique des noyaux, n̂nV est l’énergie potentielle d’interaction entre les noyaux,

n̂eV est l’énergie potentielle d’attraction noyaux-électrons, êeV  est l’énergie potentielle de 

répulsion entre les électrons et l’énergie cinétique des électrons.   

Pour un système possédant N  noyaux, le problème à traiter est un problème à  1N Z

particules en interaction électromagnétique, ce qui implique la présence de  3 1N Z  variables 

(dans le cas où les atomes sont identiques). Comme il y’a près de 225 10  atomes dans 1 cm3,en 

posant Z 14 le nombre de variables sera égal à 242 10 [1].La complexité de ce problème serait 

trop importante pour qu’elle puisse être résolue sans recours à des simplifications 

supplémentaires. 

Les trois principaux niveaux de simplification sont généralement: 

1. L’approximation de Born-Oppenheimer (premier niveau d’approximation).  

2. L’approximation de Hartree-Fock ou le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la 

densité (deuxième niveau d’approximation). 

3. Les approximations inhérentes à la résolution des équations (troisième niveau 

d’approximation) 
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1.2 Niveau 1: Approximation de Born-Oppenheimer 

L’approximation de Born-Oppenheimer [2] tient compte de ce que la masse du noyau est 

approximativement de 310  à 410  fois plus grande que celle de l’électron, donc leur inertie est 

plus grande, ce qui conduit à une différence remarquable de vitesse : le noyau est plus lent que 

l’électron. Tenant compte de cette observation on peut faire l’hypothèse que les noyaux sont 

immobiles lorsqu’on s’intéresse aux mouvements instantanés des électrons. En adoptant cette 

hypothèse l’équation 1.2 sera simplifie puisque l’énergie cinétiques des noyaux devient nulle et 

l’énergie d’interaction entre les noyaux devient constante que l’on peut choisir comme origine 

des énergies ( ˆ 0nT  et ˆ 0nnV  ). Tenant compte de cette simplification, l’Hamiltonien du système 

devient:  

ˆ ˆ ˆ ˆ
ne ee eH V V T  

                   
(1.3) 

Le problème est maintenant plus simple que l’original, mais toujours difficile à résoudre 

à cause de l’interaction d’un nombre élevé d'électrons entre eux-mêmes êeV .Le développement 

d’autres approximations s’avère indispensable pour résoudre ce problème. 

 

1.3 Niveau 2 

1.3.1 Approximation de Hartree (électron libre) 

Historiquement, la première solution approchée de l’équation (1.3) est obtenue par 

Hartree en 1928 [3]. En supposant que les électrons ne ressentent qu’un potentiel moyen 

résultant de l’ensemble de leurs voisins. Cette approximation réduit le problème de N électrons 

en interaction à un système d’électron unique, 

L’approximation de Hartree consiste à chercher les fonctions propres de Ĥ sous la forme 

approchée: 

     approchée 1 1 2 2 N NΨ  = Ψ r  Ψ r  ……….… Ψ r    
  

      
(1.4) 

Cette approximation est basée sur l’hypothèse des électrons libres ce qui revient à ne pas tenir 

compte de spin. Ceci a deux conséquences importantes:  

-La répulsion colombienne totale êeV du système électronique est surestimée.  

-Le principe d’exclusion de Pauli n’est pas pris en compte. 
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1.3.2Approximation de Hartree-Fock 

Une approximation dite Hartree-Fock a été élaborée dans les années 1930 [4], et a été 

introduite pour prendre en compte le spin des électrons pour la résolution de l’équation de 

Schrödinger. La fonction d’onde ψ est exprimée à l’aide d’un déterminant de Slater.  L'énergie 

d'échange est traitée de manière exacte et l’énergie de corrélation n'est introduite que dans les 

versions les plus évoluées. 

 

1.3.3 Théorie de la fonctionnelle de la densité  

La théorie de la fonctionnelle de densité(DFT) est une méthode de calcul de la structure 

électronique dans laquelle la densité électronique ρ( r )


occupe la place centrale au lieu de la 

fonction d'onde à N corps comme c'est le cas dans la méthode Hartree-Fock. Le principe 

fondamental de cette théorie c’est que toutes les propriétés d’un système à plusieurs particules en 

interaction peuvent être considérées comme une fonctionnelle de la densité de l’état fondamental 

0ρ ( r )


et aussi l'énergie d'échange et l'énergie de corrélation sont toutes deux introduites dans le 

calcul de manière approchée. C'est en fait une idée ancienne a vu le jour dans les travaux de 

Thomas [5] et Fermi [6] à la fin des années 1920, mais ce n'est qu'au milieu des années 1960 que 

les contributions de Hohenberg et Kohn [7] d'une part et Kohn et Sham [8] d'autre part 

permettent d'établir le formalisme théorique sur lequel repose la DFT que l’on utilise 

aujourd’hui. 

 

1.3.3.1 Théorèmes de Hohenberg-Kohn 

 Théorème 1  

La densité comme une variable de base: L’énergie totale de l’état fondamental E est 

une fonctionnelle unique de la densité des particules ρ( r )


pour un potentiel externe extV ( r )


donné. 

Hohenberg et Kohn ont montré [7] qu’il existe une correspondance biunivoque entre le potentiel 

extérieur extV ( r )


et la densité électronique ρ( r )


permettant de représenter le premier comme une 

fonctionnelle de l’état fondamental de la deuxième. Par conséquent, l’énergie totale du système 
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à l’état fondamental est également une fonctionnelle unique universelle de la 

densitéélectronique, soit : 

[ ( )]E E ρ r


           (1.5) 

Ce théorème est à la base de la théorie de la fonctionnelle de la densité et explique l’appellation 

qui lui a été donnée. Ceci diffère de la méthode Hartree-Fock, dans laquelle l’énergie totale du 

système est fonctionnelle de la fonction d’onde. Une conséquence immédiate de ce théorème est 

que la densité électronique détermine de façon unique l’opérateur hamiltonien du système. Ainsi, 

en connaissant la densité électronique, l’opérateur hamiltonien peut être déterminé et à travers 

cet hamiltonien, les différentes propriétés du matériau peuvent être calculées. 

 Théorème 2 

Le principe variationnel: La fonctionnelle de l’énergie totale de tout système à 

plusieurs particules possède un minimum qui correspond à l’état fondamental et à la 

densité de particules de l’état fondamental. 

Hohenberg et Kohn ont montré que : pour un potentiel extV ( r )


et un nombre d’électrons N  

donnés, l’énergie totale du système atteint sa valeur minimale lorsque la densité (r )ρ


correspond à la densité exacte de l’état fondamental 0ρ ( r )


 

0( ) ( )E ρ minE ρ           (1.6)	

La fonctionnelle de l’énergie totale de l’état fondamental s’écrit comme suit : 

    3
extE (r) F (r) V̂ (r () r)d rρ ρ ρ  

 
                (1.7)	

où extV ( r )


représente le potentiel externe agissant sur les particules et  F ρ( r )


représente la 

fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn, avec : 

 F ( V̂r) T̂| |    


         (1.8) 

La connaissance de cette fonctionnelle permet de déterminer l’énergie totale et la densité de 

charge de l’état fondamental pour un potentiel externe donné, en utilisant le principe 

variationnel. Malheureusement, le théorème de Hohenberg et Kohn ne donne aucune indication 

de la forme de  F ρ( r )


. 
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1.3.3.2Approche de Kohn-Sham 

Peu de temps après la formulation des lois de la mécanique quantique, THOMAS et FERMI 

avaient déjà essayé d'exprimer l'énergie totale en fonction de la densité [5,6]. Le point faible de 

cette démarche résidait cependant dans l'expression de l'énergie cinétique en l'absence 

d'orbitales, il ne leur permettait pas d'atteindre une précision satisfaisante. Après une quarantaine 

d'année d'efforts, c'est finalement l'approche de Kohn et Sham [8] qui s'est imposée, car le seul 

terme qu'elle laisse indéterminé est le plus petit de l'énergie totale : le terme d'échange-

corrélation. L’idée de base du théorème de Kohn-Sham consiste à remplacer un système réel 

interactif en un système fictif non interactif. Cette approche réalise une correspondance exacte 

entre la densité électronique, l’énergie de l’état fondamental d’un système constitué de fermions 

non interactifs placés dans un potentiel effectif et le système réel à plusieurs électrons en 

interaction soumis au potentiel réel. De ce fait, la densité électronique et l’énergie du système 

réel sont conservées dans ce système fictif (Figure 1.1). 

 

 

 

Figure 1.1:(a) système réel constitué de plusieurs électrons en interaction mutuelle; (b) système 

fictif de fermions indépendants de même énergie et de même densité électronique que le système 

réel. 

 

Pour ce système fictif, les théorèmes de Hohenberg et Kohn s’appliquent également. La 

fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn  F (r)


pour le système interactif peut être 

exprimée par l’expression suivante: 

         0 H xc extρ(r) T ρ(r) E ρ(r) E ρ(r) V ρ(r)F    
    

     (1.9) 

où : 



Chapitre 1                                                                        Théorie de la fonctionnelle de la densité 

 

 

18 
 

 0T ρ r  


: est l’énergie cinétique du gaz d’électrons non interagissant, 

 HE ρ r  


: désigne le terme de Hartree (l’interaction de Coulomb classique entre les électrons 

décrite à travers leur densité de charge), 

 xcE ρ r  


:est une fonctionnelle additionnelle qui décrit l’interactioninter électronique appelée 

énergie d’échange-corrélation 

 extV ρ(r)


: inclut l’interaction coulombienne des électrons avec les noyaux et celle des noyaux 

entre eux.  

Le terme de Hartree et celui de l’énergie cinétique jouent un rôle important dans la description 

des états des électrons libres. Ces termes sont les plus importants dans le traitement de 

l’interaction des électrons. La différence entre l’énergie cinétique réelle et celle des électrons non 

interagissant ainsi que la différence entre l’énergie d’interaction réelle et celle de Hartree sont 

prises en compte dans l’énergie d’échange et corrélation  xcE ρ r)(


. 

L’équation de Schrödinger à résoudre dans le cadre de l’approche de Kohn et Sham est de la 

forme: 

     
2

2
i eff i i i

e

V r ε
2m

ˆ r r
 
      
 

  ħ
(i 1 , , N)            (1.10)	

où le potentiel effectif est de la forme : 

 
eff ex xc

ρ
 V V drˆ Vˆ

r
ˆr

r







 


           (1.11) 

Le potentiel d’échange et corrélation est donné par la fonctionnelle dérivée : 

 
 

xc
xc

E ρ r
V

ρ r
ˆ    





           (1.12) 

et la densité est donnée par une somme sur l’ensemble des orbitales occupées:

    2

1

N

i
i

r r


  
          (1.13) 

Les équations (1.10) correspondent aux équations de Kohn et Sham et doivent être résolues de 

façon autocohérente, i.e. en débutant à partir d’une certaine densité initiale, un potentiel  effV̂ r

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est obtenu pour lequel l’équation (1.10) est résolue et une nouvelle densité électronique est alors 

déterminée. A partir de cette nouvelle densité, un nouveau potentiel effectif peut être calculé.	

Ce processus est répété de façon autocohérente jusqu’à ce que la convergence soit atteinte, 

i.e.jusqu’à ce que la nouvelle densité électronique soit égale ou très proche de la précédente 

(correspondant au critère de convergence fixé). 
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Figure1.2 : Organigramme pour la solution itérative des équations Kohn-Sham 
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i i i
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1.3.3.3Approximations de la fonctionnelle d’échange et corrélation 

De nombreuses approximations ont été développées pourܧ௑஼, puisque l'expression exacte 

de cette formule n'est pas encore trouvée. En effet, cette fonctionnelle rassemble toutes les 

difficultés des problèmes à plusieurs corps. La forme de cette fonctionnelle d'échange et de 

corrélation fixe la qualité du calcul en DFT, pourtant il n'y a pas de règle stricte concernant 

l'adéquation d'une fonctionnelle d'échange et de corrélation à un édifice chimique. 

Les effets qui résultent des interactions entre les électrons sont de trois catégories :  

L’effet d’échange 

Encore appelé corrélation de Fermi, résulte de l’antisymétrie de la fonction d’onde totale. 

Il correspond au fait que deux électrons de même spin ont une probabilité nulle de se trouver au 

même endroit. Cet effet est directement relié au principe de Pauli et ne fait absolument pas 

intervenir la charge de l’électron. L’approximation de Hartree-Fock [4]le prend en compte de 

manière naturelle, à cause de l’antisymétrie du déterminant de Slater représentant la fonction 

d’onde . 

La corrélation de coulomb 

Elle est due à la charge de l’électron. Elle est reliée à la répulsion des électrons en
1

 
'r r

 

. Contrairement à l’effet d’échange, elle est indépendante du spin. Cet effet est négligé par la 

théorie de Hartree-Fock. 

La correction de self-interaction 

Le troisième effet provient du fait que les fonctions d’onde électroniques sont formulées en 

termes de particules indépendantes. Il s’agit de la correction de self-interaction, qui doit conduire 

à un comptage correct du nombre de paires d’électrons. 

La fonctionnelle d’échange-corrélation doit tenir compte, en plus de ce qui a été énoncé, de la 

différence d’énergie cinétique entre le système fictif non interactif et le système réel. Ainsi, le 

calcul de l’énergie et du potentiel d’échange-corrélation repose sur un certain nombre 

d’approximations. 
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1.3.3.3.1 L’approximation de la densité locale  

Dans l’approximation de la densité locale (LDA: Local Density Approximation), il est 

supposé que la densité électronique peut être traitée localement sous la forme d’un gaz 

d’électrons uniforme. Ce qui revient à effectuer les deux hypothèses suivantes : 

 Les effets d’échange –corrélation sont dominés par la densité située au point r


. 

 La densité  r est une fonction variant lentement vis-à-vis de r


. 

Cette approximation consiste donc à considérer que la contribution de  rxcE   


 à l’énergie 

totale du système peut être additionnée de façon cumulée à partir de chaque portion du gaz non 

uniforme comme s’il était localement uniforme. Dans l’approximation LDA l’énergie d’échange-

corrélation peut être écrite sous la forme: 

      3r r r rLDA LDA
xc xcE d         

  
        (1.14) 

dans laquelle  LDA
xc r  


 représente l’énergie d’échange et de corrélation par électron dans un 

gaz d’électrons dont la distribution est supposée uniforme. A partir de  LDA
xc r  


 , le potentiel 

d’échange-corrélation  LDA
xcV r


peut être obtenu d’une façon variationnelle selon l’équation:  

     
 

( r  r
r

r

LDA
xcLDA

xcV
  


  

 





        
(1.15) 

 Pour les systèmes magnétiques, le spin électronique introduit un degré de liberté 

supplémentaire et la LDA doit être alors étendue à l’Approximation de la Densité Locale de Spin 

(LSDA : Local Spin Density Approximation), où l’énergie d’échange et corrélation est la 

fonctionnelle des deux densités de spin haut et bas: 

    3, ( r), r rLSDA
xc xcE r d              

 


      
(1.16) 

La LDA suppose que la fonctionnelle  LDA
xc r  


 est purement local. Cette énergie est divisée 

en deux termes: 

     r r rLDA
xc x c             

  
           

(1.17) 

où:  x r  


 est l’énergie d’échange et  c r  


 est l’énergie de corrélation. L’énergie 

d’échange pour un gaz d’électrons uniforme est donnée, en 1/ 3 par la formule de Dirac-Fermi et 

définie, en unités atomiques comme suit: 
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[ (r)]=-0.4581/rLDA
x s           (1.18) 

Avec 3 1(4 r / 3)s   . 

Le terme de corrélation a été estimé en premier par Wigner par: 

0.44
[ (r)]=

7.8
LDA

x
sr







          
(1.19) 

 Par ailleurs, l’énergie de corrélation d’un gaz d’électrons libres a été modélisée par 

Ceperley et Alder [9], et a été donnée par Perdew et Zunger[10] par: 

0.1423
[ (r)]=                    1

1 1.0529  0.3334
c s

s s

r
r r

 


 


 (1.20)

c[ρ(r)] = 0.048 0.0311ln 0.0116 0.002 ln       1s s s s sr r r r r    


     (1.21) 

 Il existe d’autres paramétrisations pour l’énergie de corrélation d’un gaz d’électrons 

homogène dont celles de Kohn et Sham [7], Hedin et Lundqvist [11] et Perdew et Wang [12].  

Puisque la LDA est définie à partir d'un gaz homogène d'électrons, on pourrait s'attendre à ce 

qu'elle ne donne de bons résultats que pour les systèmes ayant une densité électronique qui varie 

lentement. Cependant, l'applicabilité de la LDA va au-delà, et elle a produit de bons résultats 

pour des systèmes ayant une densité inhomogène. L’expérience a montré que la LDA est plus 

performante que l’approximation de Hartree-Fock [13]. 

Typiquement, les calculs utilisant la LDA conduisent à des énergies de liaisons trop élevées. Il 

en découle des longueurs de liaisons trop courtes, des paramètres de maille trop petits, des 

modules d'incompressibilité trop grands. 

 

1.3.3.3.2 L’approximation du gradient généralisé  

Une première étape réalisée dans l’objectif d’améliorer le traitement de l’énergie d’échange-

corrélation consiste à rendre la fonctionnelle  xcE r  


dépendante non seulement de la densité 

électronique mais également de son gradient  r
 

. Grâce à cette modification, la fonctionnelle 

( )m r


rend compte du caractère non uniforme du gaz d’électrons. En revanche, les 

fonctionnelles GGA ne peuvent pas être considérées comme des méthodes non locales étant 

donné qu’elles dépendent uniquement de la densité (et de ses dérivées premières) en un point 

donné  r  et non d’un volume d’espace comme c’est le cas par exemple de l’énergie d’échange 
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de Hartree-Fock. Cette propriété non-locale ne sera atteinte que par d’autres catégories de la 

fonctionnelles. 

Dans le formalisme de la GGA, la contribution de  xcE r  


à l’énergie totale du système peut 

être additionnée de façon cumulée à partir de chaque portion du gaz non uniforme comme s’il 

était localement non uniforme. Cette définition de la fonctionnelle GGA implique qu’elle soit de 

la forme : 

        3r r r , r rGGA
xc xcE d          

   
        

(1.22) 

où    r , rxc    
 

 représente l’énergie d’échange-corrélation par électron dans un système 

d’électrons en interaction mutuelle de densité non uniforme. 

 L’utilisation des fonctionnelles de type GGA [14, 15] permet d’accroître de façon 

significative la précision des calculs en comparaison avec la description fournie par la LDA en 

particulier pour l’énergie de liaison des molécules. Ce qui est à l’origine de l’utilisation massive 

de la DFT par les chimistes dans les années 90. 

En revanche, en raison de son caractère local, la GGA ne parvient pas à traiter correctement les 

systèmes caractérisés par des interactions de Van der Waals, liées à des corrélations de longue 

portée. 

 On trouve différentes paramétrisations pour la GGA dont celles de Perdew et al (1991) 

[16] et Perdew et al (1996) [17] et les versions les plus utilisées sont celles de Perdew et Wang 

[18] et Perdew [19]. 

 

 

1.4 Niveau 3:La résolution de l’équation de Schrödinger 

La résolution de l’équation de Kohn-Sham ne se fait pas d’une façon directe, ce qui nous 

oblige à la décrire dans une base finie de fonctions b
p selon: 

1

p
m b

m p p
p

c 


            (1.23) 

La résolution de l’équation de Schrödinger consiste alors à déterminer les coefficients m
pC  

nécessaires pour exprimer ( )m r


dans une base de données b
p .Cette procédure constitue le 



Chapitre 1                                                                        Théorie de la fonctionnelle de la densité 

 

 

25 
 

troisième niveau d’approximation utilisé pour obtenir un traitement exploitable d’un point de vue 

pratique des fondements de ces théories. En effet, les fonctions d’onde appartiennent à l’espace 

des fonctions qui possède une dimension P infinie. Par conséquent, P dans l’équation (1.23) est 

en tout rigueur infini. De ce fait, une base finie ne pourra jamais décrire de façon exacte ( )m r


. 

En revanche, l’optimisation d’un calcul de chimie quantique consiste à rechercher la base 

permettant de se rapprocher le plus possible de ( )m r


.Ayant choisi une base et de ce fait, une 

valeur finie de P , l’équation de Schrödinger (1.10) peut être transformée sous la forme séculaire: 

m
1

b b b b
i sp j m i j

m
p

c 0
ˆ|H | |

c 0

    

       
            
           

          (1.24) 

Dans laquelle on peut identifier les éléments de matrice de l’hamiltonien mono-particule et les 

éléments de la matrice de recouvrement: 

  0m
ij m ij pH S C            (1.25) 

où | ˆ |b b
ij i jH H   et |b b

ij i jS     représentent respectivement les matrices hamiltonienne et de 

recouvrement. 

Pour un solide, ces équations doivent être résolues pour chaque point k dans la zone de 

Brillouin irréductible. Ce système d’équations séculaires est linéaire vis-à-vis de l’énergie. Il 

constitue un problème de détermination des valeurs propres mS et des fonctions propres  k
i r 

que 

l’on connait bien dans le cadre de la théorie Hartree-Fock, et est couramment résolu à partir de 

méthodes numériques standard. 

Les critères qualifiant une base sont, son efficacité, sa simplicité et son exactitude. Ces 

trois grandes caractéristiques vont se trouver dans: 

- Le nombre de fonctions de base nécessaire pour atteindre la convergence. 

- Le fait que la base favorise plus certaines régions de l’espèce que d’autres (en étant par 

exemple plus flexible près des noyaux). 

- La difficulté de calculer les éléments de matrice de différents opérateurs. 

- La difficulté d’améliorer ou non la base par l’ajout arbitraire de fonction de même type. 
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2.1 Introduction  
Dans cette thèse, l’étude des propriétés structurales, élastiques et thermodynamique sa été 

réalisée en utilisant le code WIEN2k [1], qui est une implémentation de la méthode des ondes 

planes augmentées linéarisées avec potentiel complet (FP-LAPW) dans le cadre de la DFT [2]. 

La méthode LAPW est un système de calcul très précis pour l'étude de la structure électronique 

des cristaux. Elle se caractérise par l'utilisation d'un ensemble de fonctions de base 

particulièrement adaptée au problème. Cette méthode est essentiellement dérivée de l’approche 

des ondes planes augmentées (APW) de Slater [3, 4] (937), avant d’entamer la méthode FP-

LAPW, nous rappelons brièvement la méthode APW. 

 

2.2 La méthode des ondes planes augmentées (APW) 

Les idées qui mènent à la base APW sont très semblables à ce qui nous fait d'introduire le 

pseudopotentiel. Dans la région, loin des noyaux, les électrons sont plus ou moins «libres». Les 

électrons libres sont décrits par des ondes planes. A proximité des noyaux, les électrons se 

comportent tout à fait comme s’ils étaient dans un atome libre, et ils pourraient être décrits de 

manière plus efficace par des fonctions pseudo-atomiques. L'espace est donc divisé en deux 

régions: autour de chaque atome, une sphère de rayon Rα est dessinée (appelée S ). Une telle 

sphère est souvent appelée« une sphère Muffin-tin» et la partie de l'espace occupé par les sphères 

est appelée « la région Muffin-tin». L'espace restant en dehors des sphères est appelé la région 

interstitielle (appelons le I). Une onde plane augmentée (APW) utilisée dans l'expansion de K
k




est définie comme suit: 

,

,
( , ) ( ')

( , ) 1
exp( ( ). )

mk K
lm l l

l m
K
k

A u r E r r Sy

r E
i k K r r I

V

  
 
  


 









  

 


      (2.1) 

où k


est un vecteur de l’espace réciproque décrivant dans la zone de Brillouin du système, K


est 

un vecteur du réseau réciproque et V est le volume de la cellule unité, r


est la position de 

l’électron par rapport à l’origine du système de coordonnées, r


 est la position du centre de la 

sphère muffin-tin S , r r r  
  

 est la position de l’électron à l’intérieure de la sphère par 

rapport au centre de celle-ci telle, les m
ly sont des harmoniques sphériques et les ,k K

lmA 
 

 sont les 
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MT sphere 

I 

MT sphere 

r


r


r


R

coefficients du développement en harmoniques sphériques. La fonction lu est une solution 

régulière de la partie radiale de l’équation de Schrödinger pour un atome libre α: 

2 ( 1)
( ) ( , ) 0

2 2
d l l

V r E ru r El l
dr r

        
  

       (2.2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.1: Schéma de la division de la maille unité en sphères atomiques (région des sphères 

muffin-tin) et en région interstitielle (région I) pour le cas de deux atomes. 

 

L'utilisation de ces fonctions a été motivée par le fait que les ondes planes sont les solutions de 

l'équation de Schrödinger dans un potentiel constant et les fonctions radiales sont des solutions 

dans un potentiel sphérique. cette approximation au potentiel s'appelle "Muffin-tin" (MT) et les 

résultats sont très bons pour les matériaux compacts comme la fcc et le hcp. 

Pour un atome libre réel, les conditions aux limites telles que lu ( r,E) s’annule quand r

tend vers l’infini, limitant ainsi le nombre d'énergies E  pour lesquelles une solution lu peut être 

trouvée. Mais comme ces conditions aux limites ne s’appliquent pas pour le cas du cristal, nous 

pouvons trouver une solution numérique pour n’importe quelle E . 
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2.3La méthode LAPW 

2.3.1 La méthode LAPW régulière 

La méthode APW présente quelques difficultés liées à la fonction ( )lu R
 qui apparaît au 

dénominateur de l’équation (2.3). En effet, suivant la valeur du paramètre lE , la valeur de 

( , )lu r E  peut devenir nulle à la surface de la sphère MT, entraînant une séparation des fonctions 

radiales par rapport aux fonctions d’onde plane. Afin de surmonter ce problème plusieurs 

modifications ont été apportée sa la méthode APW, notamment celles proposées par Koelling [5] 

et par Andersen [6]. La modification consiste à représenter la fonction d’onde ( )K
k

r



 à 

l’intérieur des sphères par une combinaison linéaire des fonctions radiales ( , )lu r E et de leurs 

dérivées par rapport à l’énergie ( , )lu r E , donnant ainsi naissance à la méthode FP-LAPW. 

La fonction radiale ( , )lu r E  est calculée pour l’énergie 0E  puis un développement de 

Taylor est effectué non loin de cette énergie. 

 
0

2

0 0 0

( , )

( , )
( , ) ( , ) ( ) 0

l

n n nl
l lk k k

u r E

u r E
u r u r E E E

E



   



     


  




          (2.3) 

En remplacement lu , par son développement du premiers ordre vis-à-vis l’énergie 0E , dans 

l’équation (2.1) nous obtenons :   

, ,
0 0

,
( , ) ( , ) ( )

( )
1

exp( ( ). )

mk K k K
lm l lm l l

l mK
k

A u r E B u r E r r Sy
r

i k K r r I
V

   


     
  


   









  

   (2.4) 

Les coefficients ,k K
lmB 
 

 sont de même nature que les coefficients ,k K
lmA 
 

 et sont déterminés de 

telles sortes à satisfaire la condition de continuité entre les zones (I) et (II). La méthode LAPW 

assure ainsi la continuité de la fonction d’onde à la surface de la sphère MT. Mais, avec cette 

procédure, les calculs perdent en précision par rapport à la méthode APW qui reproduit elle les 

fonctions d’onde très correctement, tandis que la méthode FP-LAPW entraîne une erreur sur les 

fonctions d’onde de l’ordre de 2( )lE E  et une autre sur les énergies de bandes del’ordre de 
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4( )lE E . Néanmoins, Takeda et Kibler [7] ont proposé une généralisation de la méthode LAPW 

dans laquelle N fonctions radiales sont utilisées (chaque fonction radiale possède son propre 

paramètre 0E ) de sorte que l’erreur liée à la linéarisation soit contournée. 

 

2.3.2 La méthode LAPW avec orbitales locales (LAPW + LO) 

La méthode LAPW dans sa version à potentiel complet va au-delà de l’approximation 

Muffin-tin: le potentiel n’est pas contraint à être sphérique dans les sphères et constant entre elle. 

Ces méthodes dites à potentiel complet sont d’une grande précision pour le calcul de l’énergie 

totale. La FP-LAPW est donc une méthode qui a le double avantage d’offrir une description 

complète du potentiel ainsi que des fonctions d’ondes des électrons. Elle sera donc une méthode 

de choix dès que les propriétés visées font intervenir les électrons de cœur et dès que la précision 

sur l’énergie doit être extrême. 

Le potentiel complet aura lui aussi deux présentations suivant la région considérée 

( )
(r)

exp(iG . r)

lm lm
lm

G

V y r S
V

V r I


   
 



  
        (2.5) 

Il faut séparer les états de cœur qui ne participent pas directement à la liaison atomique des états 

de valence qui le font. Les états de cœur doivent rester à l’intérieur de la sphère muffin-tin. Mais 

à cause des hybridations électroniques certains états appelés «semi-cœur» participent à la liaison 

mais par une faible part. Afin de résoudre ce problème de gestion des divers états, des orbitales 

dites locales (local orbital: LO) [8] sont introduites dans la base LAPW et sont données par:  

, , ,
1, 1, 2,

,

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( )

0

mLO LO LO
lm l l lm l l lm l l llm

LO

A u r E B u r E C u r E r Sy
r

r I

        




       





  (2.6) 

Une orbitale locale est définie pour un l  et un m  donné et pour un atome . Elle est appelée 

locale car elle est nulle partout sauf dans la sphère muffin-tin à laquelle elle se rapporte. Deux 

énergies de liaisons 1,lE  et 2,lE sont définies pour deux états de même l, l’une est utilisée pour 

l’état de valence le plus haut et l’autre pour celui le plus bas. Les trois coefficients ,LO
lmA , ,LO

lmB et 
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,LO
lmC  sont déterminés de façon à ce que les orbitales locales soient nulles continuellement sur la 

sphère Muffin-tin. Ces orbitales sont alors ajoutées à la base LAPW. 

 

2.4 La méthode APW+lo  

2.4.1 L’ensemble pur de la base APW+lo  

Récemment, une autre approche a été proposée par Sjöstedt et al.[9] dite «orbitales 

locales» APW+lo (petit «lo» pour le différencier du grand «LO» de l’approche précédente) qui 

emploie la même technique que la méthode APW seulement, la différence et que les fonctions 

d’ondes radiales définies dans cette approche sont calculées pour une énergie de linéarisation E 

fixe pour éviter le problème de découplement invoqué précédemment, qui complique le calcul de 

la méthode APW. Ainsi la continuité peut être réalisé on ajoute un autre type d’orbitales locales. 

, , '
1, 1,

,

ˆ( , ) ( , ) ( )
( )

0

mlo lo
lm l l lm l l llm

lo

A u r E B u r E r r Sy
r

r I

     




    





     (2.7) 

 

2.4.2 APW+lo avec les Orbitales Locales (APW+lo+LO) 

Le même problème des états appelés «semi-cœur» peut se resurgir ici, qui sera 

contournés de la même façon, on ajoute de orbitales locales type ‘LO’ à la base des orbitales 

locales types ‘lo’ de manière à avoir des APW+lo+LO 

, ,
1, 2,

,
( , ) ( , ) ( )

( )
0

mLO LO
lm lm l l lm l l l
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A u r E C u r E r r Sy
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        (2.8) 
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2.5 Présentation du code Wien2k 

La méthode FP-LAPW a été implémentée dans le code WIEN sous forme d’un ensemble 

de programmes élaborés par Blaha et ses collaborateurs à l'Institut de Chimie des Matériaux 

à l'Université Technique de Vienne [5]. Ce programme permet l'étude des propriétés des cristaux. 

Il existe plusieurs versions du code WIEN dont celui WIEN97 [10], qui a été par la suite amélioré 

pour une meilleure version WIEN2k. L’organigramme de celui-ci est représenté 

schématiquement dans la Figure2.2. Les différents programmes indépendants que comprend le 

code WIEN sont liés par le C-SHELL SCRIPT. Ils peuvent être exécutés en utilisant soit une 

architecture séquentielle ou parallèle. La procédure de calcul passe par trois étapes: 

 

L’initialisation 

Elle consiste à construire la configuration spatiale (géométrie), les opérations de 

symétrie, les densités de départ, le nombre de points spéciaux nécessaires à l’intégration dans la 

zone irréductible de Brillouin…etc. Toutes ces opérations sont effectuées grâce à une série de 

programmes auxiliaires qui sont: 

 

NN : Un sous-programme permettant de vérifier les distance entre plus proches voisins et les 

positions équivalentes (le non chevauchement des sphères) ainsi que de déterminer le rayon 

atomique de la sphère. 

LSTART : Il permet de générer les densités atomiques ; il détermine aussi comment les 

différentes orbitales atomiques sont traitées dans le calcul de la structure de bande. 

SYMMETRY : Il permet de générer les opérations de symétrie du groupe spatial et de 

déterminer le groupe ponctuel des sites atomiques individuels. 

KGEN : Il génère le nombre de points k dans la zone de Brillouin. 

DSART : Il génère une densité de départ pour le cycle auto-cohérent (le cycle SCF) par la 

superposition des densités atomiques générées dans LSTART 

 

Calcul Auto-Cohérent (Self-Consistent) 

Dans cette étape, les énergies et la densité électronique de l’état fondamental sont calculées selon 

un critère de convergence (énergie, densité de charge, force). 
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Les sous programmes utilisés sont: 

LAPW0: Il génère le potentiel de Poisson pour le calcul de la densité. 

LAPW1: Il permet de calculer les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres. 

LAPW2: Il calcule les densités de valence pour les vecteurs propres. 

LCORE: Il calcule les états et les densités de cœur. 

MIXER : Il effectue le mélange des densités d’entrée et de sortie (de départ, de valence et de 

cœur). 

 

Détermination des Propriétés désirées 

Une fois le calcul auto-cohérent achevé, les propriétés de l’état fondamental (densité de charges, 

structure de bandes, propriétés optiques… etc.) sont alors déterminées. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.2: Organigramme du code Wien2k 

LAPW0 

APW1 LCORE 

LAPW2 MIXER 

Convergence? Stop 
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2.6 Approximations disponibles dans le code Wien2k 

Comme nous le savons, il n’y a pas une fonctionnelle spécifique pour le potentiel d’échange- 

corrélation, ce qui a conduit à le traitement de ce potentiel par une fonctionnelle d’échange et de 

corrélation, y compris l’approximation de la densité local (LDA), l’approximation du gradient 

généralisé (GGA) que nous avons déjà les cités dans le chapitre 2 (Ondes planes et 

pseudopotentiels). La lacune majeure dans ces deux approximations (GGA et LDA) est 

l’estimation de la valeur du gap énergétique, ce qui implique le développement d’autres 

approximations comme l’approximation (EV-GGA) et l’approximation (MBJ) implémentés 

seulement dans le code WIEN2k. 

 

Approximation EV-GGA 

Les deux approximations GGA et LDA donnent des valeurs de paramètres structurales très 

compatibles avec les valeurs expérimentales, mais des valeurs de gaps fondamentales plus petits 

que les valeurs expérimentales. Ceci est dû au fait que les deux approximations sont employées 

pour le traitement de l’état fondamentales et ne sont pas pour l’état excité. Il y ‘a pas mal des 

approximations pour palier la sous-estimation de gaps, on cite l’amélioration qui a été employé 

par Engel et Vosko sur la GGA 96 nommé EV-GGA(1993) [11] qui s’avère meilleur pour le 

calcul du gap, mais malheureusement elle demeure moins efficace si on s’intéresse aux calculs 

de l’énergie fondamental en fonction des paramètres structuraux. 
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3.1 Les détails des calculs 

 Dans ce travail, les calculs ont été réalisés en utilisant le code Wien2k [1], qui est une 

implémentation de la méthode FP-LAPW+lo [2-4] dans le cadre de la DFT [5]. Le potentiel 

d'échange et de corrélation est traité dans le cadre des approximations suivantes : 

- L’approximation de la densité locale (LDA : Local Density Approximation) paramétrisée par 

Perdew et Wang [6]. 

- L’approximation du gradient généralisé (GGA : Generalized Gradient Approximation) 

paramétrisée par Perdew, Burke et Ernzerhop, appelé GGA-PBE [7]. 

- Il est bien connu que la LDA et la GGA sous-estiment les gaps d’énergie. Ceci est 

principalement dû au fait qu’elles ont des formes simples qui ne sont pas suffisamment 

flexibles pour obtenir la forme exacte du potentiel d’échange et de corrélation. Engel et 

Vosko, en considérant ce déficit ont construit une nouvelle forme de la fonctionnelle de la 

GGA qui a été désignée pour donner un meilleur potentiel d’échange et de corrélation aux 

dépens de moins d’accord en ce qui concerne l’énergie d’échange. Cette approche, qui 

s’appelle GGA-EV [8], fournit un meilleur gap et quelques autres propriétés qui dépendent 

principalement de l’exactitude du potentiel d’échange et de corrélation. Par contre, dans cette 

méthode, les quantités qui dépendent d’une description exacte de l’énergie d’échange Ex telle 

que le volume d’équilibre et le module de compressibilité sont en désaccord avec 

l’expérience. 

 Dans la méthode FP-LAPW+lo, la cellule unitaire est devisée en deux régions  

(i) Les sphères «Muffin-tin» qui ne se chevauchent pas et qui sont centrées sur chaque atome 

de rayon MTR . 

(ii) La région interstitielle (l'espace qui reste). 

Du point de vue physique, ceci veut dire que tous les électrons (de cœur et de valence) sont 

considérés dans le calcul et qu'il n'est pas fait d'approximation sur le potentiel autour des 

noyaux. Il s'agit donc d'une méthode dite «tous électrons» et à « potentiel complet», c'est pour 

cette raison que cette approche est l'une des plus précises disponibles actuellement. 

 Les fonctions d’onde, les densités électroniques et le potentiel sont développées en 

combinaison harmoniques sphériques autour des sites atomiques c’est-à-dire dans les sphères 

«Muffin-tin» avec un rayon de coupure (un cutoff) 10maxl  , et en série de Fourier dans la 

région interstitielle avec une énergie de coupure min
maxMTR K  (où min

MTR  est le plus petit rayon 

de la sphère «Muffin-tin», maxK  est le cutoff du vecteur d'onde pour les ondes planes). 
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 La première étape dans ce genre de calcul consiste à préciser les valeurs des 

paramètres importants, qui influent sur le temps et la précision du calcul à savoir : 

I. Les rayons «Muffin-tin». Le choix des rayons «Muffin-tin» ( MTR ) est basé sur deux 

critères: 

(i). Assurer l’intégration de la majorité des électrons de cœur dans la sphère «Muffin-tin». 

(ii). Eviter le chevauchement des sphères «Muffin-tin». 

II. Le paramètre de coupure min
max*MTR K ; min

MTR  est le plus petit rayon de la sphère «Muffin-

tin» et maxK  la norme du plus grand vecteur d’onde utilisé pour le développement en ondes 

planes des fonctions propres. 

III. maxG  est la norme du plus grand vecteur d’onde utilisé pour le développement en ondes 

planes de la densité de charges. 

IV. Le nombre de points k considéré dans la zone irréductible de Brillouin. 

  

Le Tableau 3.1 regroupe l’ensemble des paramètres des calculs effectués sur les composés 

GeMg2O4 et GeZn2O4. Les états Ge (4s2 4p2), Mg (2p6 3s2), Zn (3d10 4s2), et O (2s2 2p4) sont 

considérés comme des états de valence.  

 

Tableau 3.1 : Les paramètres de calcul pour les composés GeX2O4 (X = Mg et Zn). 

Composés MTR  (u.a.) min
max*MTR K  Nombre de points spéciaux k Gmax lmax 

GeX2O4  

(X =Mg et Zn)  

Ge (1,7) 

Mg (2,1) 

Zn (2,1) 

O (1,4) 

7 47 (10x10x10) 14 10 
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3.2 Les propriétés structurales des spinelles 

 La première étape importante dans un calcul ab-initio est la détermination des 

propriétés structurales du matériau à étudier. La connaissance de ces informations nous 

permet d’accéder par la suite à d’autres propriétés physiques (électroniques, élastiques, 

optiques,…). Dans les conditions ambiantes, les spinelles GeX2O4 (X = Mg et Zn) cristallisent 

dans la structure cubique à face centrée (cfc), groupe d’espace 3Fd m  (classé 227 dans les 

tableaux internationaux de la cristallographie) [9]. La maille conventionnelle du composé 

spinelle AB2O4 contient 8 molécules (donc 56 atomes). Par rapport a l'origine 2 ( 3m ), les 

atomes d’oxygène (O) sont situés aux positions Wyckoff 32e (u, u, u), les atomes A (Ge) aux 

positions de Wyckoff 8a (1/8,1/8,1/8) et les atomes B (Mg et Zn) aux sites 16d (1/2,1/2,1/2). 

La structure des spinelles consiste en un empilement compact cubique à faces centrées 

d'oxygène. Les cations divalents A+4 (Ge+4) occupent les sites à coordination tétraédrique 

(entouré de 4 oxygènes) et les cations trivalents B+2 (Mg+2 et Zn+2) occupent les sites à 

coordination octaédrique (entouré de 6 oxygènes). La Figure 3.1 représente la maille 

conventionnelle du composé spinelle GeMg2O4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1 : La maille conventionnelle du spinelle GeMg2O4. L'atome de Ge est entouré par 

quatre d'atomes O. L'atome d'Mg est entouré par six d'atomes O. 

Ge 
Mg 
 

O 
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La maille des composés spinelles cubique directs AB2O4 est caractérisée par deux paramètres 

structuraux, le paramètre du réseau a et le paramètre interne u, qui ne sont pas fixé par la 

symétrie. Dans la plupart des spinelles, u est compris entre 0,24 et 0,275 si l’origine de la 

cellule unitaire est choisi au centre d’inversion 3m . Par contre si l'origine de la cellule unitaire 

est choisi au position de l'atome A (Ge), le u sera compris entre 0,365 et 0,4 [10]. Dans le 

présent travail, nous avons pris l'origine de la cellule unitaire au centre d’inversion 3m  

 Pour déterminer les paramètres structuraux de l'état d’équilibre fondamentale, le 

paramètre du réseau a0, le paramètre interne u, le module de compressibilité B0 et sa dérivée 

par rapport à la pression B', nous avons suivi les étapes suivantes. Premièrement, nous avons 

calculé les énergies totales (Etot) correspondantes aux volumes 0,84VExpt, 0,86VExpt, 0,88VExpt, 

0,9VExpt, 0,91VExpt, 0,92VExpt, 0,93VExpt, 0,94VExpt, 0,95VExpt, 0,96VExpt, 0,97VExpt, 0,98VExpt, 

0,99VExpt, VExpt, 1,01VExpt, 1,02VExpt, 1,03VExpt, 1,04VExpt, 1,05VExpt, 1,06VExpt, 1,07VExpt, 

1,08VExpt, 1,09VExpt, 1,1VExpt, 1,12VExpt, 1,14VExpt, 1,16VExpt, où VExpt est la valeur 

expérimentale du volume de la maille primitive. Notons que la position de l'atome d'oxygène 

a été relaxé pour chaque volume. Second, les résultats obtenus totE V  sont ajustés par 

l’équation d’état de Murnaghan [11]: 

0 0 0( ) (0) 1 1
( 1)

'B

tot 0 '

B V V V
E V = E + B +

B B V V

                
      (3.1) 

Où V0 est le volume d’équilibre statique de la maille primitive, E0 l’énergie totale par maille 

primitive de l’état d’équilibre. Le volume V0 et l’énergie E0 sont donnés par le minimum de la 

courbe   totE V . Les Figures 3.2 et 3.3 représentent les ajustements des points  totE V  par 

l’équation d’état de Murnaghan pour les composés GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. La 

ligne continue représente le meilleur ajustement des points  totE V  par l’équation d’état de 

Murnaghan. 

Le module de compressibilité B est donné par : 

2

2

E
B V

V

 
   

            (3.2) 

Les résultats obtenus pour le paramètre du réseau a0, le paramètre interne u, le module de 

compressibilité B0 et sa dérivée B' des états d'équilibres des composés GeMg2O4 et GeZn2O4 

sont regroupés dans le Tableau 3.2. Les données expérimentales et les résultats des précédents 

calculs disponibles dans la littérature scientifique sont rapportés dans le Tableau 3.2 pour le 

but de comparaison. 
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Figure 3.2 : Variation de l’énergie total en fonction du volume de la maille primitive obtenue 

en utilisant la GGA pour GeMg2O4 

 
 

Figure 3.3: Variation de l’énergie total en fonction du volume de la maille primitive obtenue 

en utilisant la GGA pour GeZn2O4. 
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Tableau 3.2 : Les paramètres du réseau (a0, en unité Å) paramètre interne (u), le module de 

compressibilité (B0, en unité GPa) et sa dérivé B  pour les composés GeMg2O4 et GeZn2O4. 

 
1 Nos calculs (GGA-PBE), 2 Nos calculs (LDA) 
a Ref. [12], b Ref. [13], c Ref. [14], d Ref. [15], e Ref. [16]. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Composés a0 u B B' 
GeMg2O4 
 
Nos calculs 
 
 
Expt. 
 
Autres 
calculs 
 

 
 
8,28731 
8,20042 

 

8,2496a  

 
8,195b, 8,266c 
8,346d, 8,365e 
 

 
 
0,24991  
0,25022 

 
0,3758a, 0,2508a 

 
0,2485b, 0,3762c, 
0,25069d, 0,2472e 

 

 
 
177,341 
191,112 

 
// 
 
183b, 165,0093d, 
182,53e 

 

 
 
4,221 
4,112 
 
// 
 
4,09b, 4,1215d, 
4,67e 

 
GeZn2O4 
 
Nos calculs 
 
 
Expt. 
 
Autres 
calculs 
 

 
 
8,35001 
8,25972 

 
// 
 
8,204b  
8,325c 
 

 
 
0.24911 
0.24942 

 
// 
 
0,2484b 
0,3756c 
 

 
 
192,471 
210,532 

 
// 
 
213b 

 
 
4,321 
4,392 
 
// 
 
4,51b 

    



Chapitre 3                                                  Propriétés structurales du GeX2O4 (X = Mg et Zn )

 

45 
 

 A partir du Tableau 3.2, nous pouvons constaté que la GGA légèrement surestime le 

paramètre du réseau comparativement à la valeur expérimental et les résultats des précédents 

calculs disponibles, tandis que la LDA le sous-estime. Ce résultat est en bon accord avec les 

résultats obtenus souvent par les calculs à base de DFT; il est bien connu qu’en général la 

GGA surestime les paramètres structuraux, par contre la LDA les sous-estime. Les relatives 

entre les paramètres du réseau calculés en utilisant la GGA (LDA) et ceux obtenues 

expérimentalement [12] sont de l’ordre de  0.456% (-0.596%) pour GeMg2O4. Notons ici, 

qu’il n’existe aucunes mesure expérimentale pour le paramètre du réseau a du composé 

GeZn2O4. Nos résultats obtenus en utilisant la LDA et la GGA sont en accord avec les 

résultats des autres calculs utilisant les mêmes approximations [13,14]. On peut noter que le 

paramètre du réseau a0 augmente en allant de GeMg2O4 à GeZn2O4: 

   0 2 4 0 2 4GeMg O GeZn Oa a .Les paramètres internes u calculés sont en bon accord avec les 

résultats expérimentaux correspondant. Le paramètre interne u diminue en allant de GeMg2O4 

à GeZn2O4 2 4 2 4( (GeMg O ) (GeZn O ))u u . Le même comportement a été également observé 

dans d’autres spinelles [13-16]. Ceci est essentiellement dû à la différence de taille entre les 

cations trivalents R (Mg+2) =1.30Å et R (Zn+2) =1.31Å. Ceci était attendu car, étant donné que 

le cation divalent A+4 (Ge+4) est le même pour les deux spinelles, u doit diminuer quant la 

taille du cation trivalent (Mg+2 et Zn+2) augmente Mg Zn((R 1.30Å) (R 1.31Å))   . D'après 

nos résultats, nous remarquons que la valeur du module de compressibilité B0 diminue en 

allant de GeZn2O4 à GeMg2O4; GeMg2O4 est plus compressible que GeZn2O4. Contrairement 

au valeur du paramètre du réseau a0, la valeur de B0 diminue en allant de GeZn2O4 à 

GeMg2O4: 0 2 4 0 2 4(GeZn O ) (GeMg O )B B , c'est-à-dire dans le sens inverse du variation de la 

valeur du paramètre du réseau a0, ce qui est en bon accord avec la relation connue entre le 

module de compressibilité et le volume; 1B V . Les valeurs du module de compressibilité 

calculées en utilisant la LDA sont supérieur à celles obtenues en utilisant la GGA. Cela 

s’expliquent par le fait que le volume calculé en utilisant la LDA est l'égerment de celui 

calculé en utilisant la GGA.  
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3.3 La dépendance du paramètre de réseau de la pression 

 L’effet de la pression sur les paramètres structuraux est d’une grande importance dans 

des applications technologiques variantes. Afin de montrer comment se comporte le 

paramètre du réseau a0 et le paramètre interne u des composés considérés sous l’effet de la 

pression hydrostatique, nous avons calculé ces deux paramètres à des valeurs fixes de 

pression hydrostatique variant de 0 à 30 GPa à pas de10 GPa. Les dépendances du paramètre 

de réseau a et du paramètre interne u de la pression en utilisant la LDA sont montrées sur les 

Figures 3.4 et 3.5, respectivement. On observe clairement une dépendance quadratique de ces 

paramètres de la pression. Les lignes continues représentent l'ajustement des données pression 

– paramètre de réseau (paramètre interne u) par un polynôme d’ordre 2: 2
0( )    a P a P P  

(   2
0  u P u qP rP ). Les valeurs des coefficients de pression  linéaires (α et q) et 

quadratiques (β et r) du paramètre de réseau et du paramètre interne u pour les composés 

GeMg2O4 et GeZn2O4 sont listées dans le Tableau 3.3.  

  

Tableau 3.3: Les coefficients de pression linéaires et quadratiques des paramètres du réseau 

a0 ( 2
0a(P) a P P     et paramètres interne u (   2

0  u P u qP rP ) pour les composés 

GeMg2O4 et GeZn2O4 en utilisant la LDA. 

 α(10-5 Å/GPa) β(10-5 Å/GPa)2 q (10-5 GPa-1) r (10-7 GPa-2 ) 

 
GeMg2O4 

 
-1480 

 
11,055 

 
7.76 

 
-8 
 

 
GeZn2O4 

 
-1380 
 

 
9.94 
 

 
5.66 
 

 
-6 
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Figure 3.4: La dépendance du paramètre de réseau des composés GeMg2O4 et GeZn2O4 de la 

pression en utilisant la LDA. 

 
Figure 3.5: La dépendance du paramètre interne u des composés GeMg2O4 et GeZn2O4 de la 

pression en utilisant la LDA. 
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 Les propriétés élastiques des solides sont liées de prés à plusieurs propriétés 

fondamentales de l’état solide, telles que l’équation d’état (EOS), la chaleur spécifique, la 

dilatation thermique, la température de Debye, le point de fusion et ainsi de suite. A partir des 

constantes élastiques, on peut obtenir des informations sur les caractéristiques des liaisons 

entre les plans atomiques adjacents, et sur le caractère anisotrope de la liaison et de la stabilité 

structurale. 

 

4.1 Contraintes mécaniques 

4.1.1 Définition 

 Si un solide se trouve sous l’action des forces extérieures, en chacun de ses points, 

apparaîtront des contraintes mécaniques. Ce sont des forces par unité de surface, qui 

s’exercent à la surface d’un élément du solide et qui sont crées par le milieu qui l’entoure 

(voir la Figure 4.1) 

                                                                 F                                                                                                            

                                                       

 

 

                                                                                                        

                                                                 F 

                                                                 F                                        

Figure 4.1: Traction axiale d’une tige isotrope à l’équilibre statique. 

F

S
               (4.1) 

  est la contrainte, F est la force appliquée et S est la surface. 

 Considérons, à l’intérieur du corps, un cube unité dont les arêtes sont parallèles aux 

axes 1ox , 2ox , 3ox . Sur chaque face du cube, la partie extérieure au cube exerce une force, 

celle-ci peut être décomposée en trois composantes (voir Figure 4.2).  ,  1,  2  3ij i j et   est la 

composante de la contrainte subie dans la direction iox  par la face perpendiculaire à l’axe 

jox . ii  sont des contraintes normales (traction ou compression).  ij i j   sont les contraintes 

tangentielles (ou cisaillement). 

  

S
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Figure 4.2: Forces exercées sur les faces d’un cube de volume unité, dans un corps soumis à 

des contraintes homogènes. 

 

Au point A, l’état de contrainte est caractérisé par 9 grandeurs,  ,  1, 2  3ij i j et  , qui sont les 

composantes du tenseur des contraintes   : 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

  
   

  

 
   
 
 

          (4.2) 

A l’équilibre et pour une contrainte homogène, les forces appliquées aux faces opposées sont 

égales: ij ji  , donc le tenseur de contrainte est symétrique. Donc, le nombre de 

composantes indépendantes de la contrainte est réduit de 9 à 6: 

 
11 12 13

12 22 23

13 23 33

  
   

  

 
   
 
 

          (4.3) 

 

 

 

 

 

 

 

x2 

x1 

x3
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4.1.2 État de contraintes particulières  

 Nous allons envisagé divers cas particuliers correspondant à des états de contraintes 

remarquables: 

 

a. Etat de Contrainte uniaxiale σ 

 C’est l’état de contrainte le plus facile à réaliser expérimentalement. Il suffit d’exercer 

une force longitudinale sur un barreau (essai de traction ou de compression) (voir figure 4.1). 

Le tenseur de contrainte aura dans ce cas la forme suivante: 

 
0 0

0( )
0 0 0

0( )
0 0 0

traction

compression







 
    







        (4.4) 

 

b. Etat de contrainte biaxiale 

 

 

 

 

 

Figure 4.3: Cas d’une plaque mince dont les arêtes sont soumises à des forces. 

 
11

22

0 0

0 0

0 0 0


 

 
   
 
 

           (4.5) 

c. Etat de Contrainte cisaillement simple 

 

Figure 4.4: Cas de cisaillement simple dans deux directions  orthogonales. 





11

22
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 
12

12

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 
  

   
       
   
   

          (4.6) 

 

d. Etat de tension ou compression hydrostatique 

C’est l’état de contrainte qui existe dans les fluides à l’équilibre d’où la terminologie 

<<hydrostatique>>. 

                                                          

         a- σ < 0 (compression)                                              b- σ > 0 (tension)  

Figure 4.5: Contraintes selon toutes les directions. a – compression, b – tension. 

 

 
0 0

0 ( )
0 0

0 ( )
0 0

tension traction

compression




 




 
     

 




       (4.7) 

 

4.2 Déformation  

4.2.1 Définition: La déformation est une modification du volume, ou de la forme d’un 

solide sous l’action des forces extérieures sans que sa masse change. On distingue deux 

formes de déformation: 

 

a. Déformation élastique: Déformation réversible du matériau. Quand les forces sont 

appliquées sur l’objet, celui-ci change de forme, mais retrouve sa forme initiale quand les 

forces extérieures sont retirées (Ex: caoutchouc). 

 

  
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b. Déformation plastique: Déformation irréversible du matériau. Quand les forces 

appliquées sur l’objet dépassent une certaine limite, celui-ci change de forme, mais ne 

retrouve pas sa forme initiale quand les forces extérieures sont retirées (Ex: pâte à modeler). 

4.2.2 Déformation à une dimension 

La déformation du segment PQ (Figure 6.6) est définie par: 

Augmentation de longueur

Longueur i

P Q PQ x u x u

PQnitiale x x

        
 

 
       (4.8) 

La déformation au point P est: 0
limx
x

u u
e

x x 

             (4.9) 

 

Figure 4.6: Déformation unidimensionnelle. 

4.2.3 Déformation tridimensionnelle 

 

O 

x x

P Q 

x + u 

O

x u  

P Q F


 

A Au


 

r


r


0 

(2)y

(3)z

(1)x
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Figure 4.7: Déformation tridimensionnelle. 

Après déformation, le point ( , , )A x y z  se déplace à ( , , )A x y z    . 

( , , )AA AO OA OA AO r r u u v w         
       

                (4.10) 

Tel que: 

x x u

y y v

z z w

  
   
   

                   (4.11) 

Déformation sur l’axe x est:       
0

lim
x

u u

x x 

      
                   (4.12) 

Déformation sur l’axe y est:       
0

lim
y

v v

y y 

  
   

                   (4.13) 

Déformation sur l’axe z est:       
0

lim
z

w w

z z 

      
                   (4.14) 

On indique par: 

1

2

3

u

v

w


 
 

 

Comme  , , u x y z ,  , , v x y z ,  , , w x y z , on peut écrire: 

11 12 13

u u u
u x y z e x e y e z

x y z

  
            

                    (4.15) 

21 22 23

v v v
v x y z e x e y e z

x y z

  
            

                     (4.16) 

31 32 33

w w w
w x y z e x e y e z

x y z

  
            

                    (4.17) 

 ,  1, 2 3i
ij

j

u
e

x
i j et



                    (4.18) 

Les 9 grandeurs ije   sont les éléments du tenseur de déplacement: 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

e e e

e e e e

e e e

 
   
 
 

                    (4.19) 
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Ces composantes ont les significations suivantes: 

11e , 22e , 33e  sont les allongements par unité de longueur, parallèlement à , ox oy  et oz , 

respectivement. 

12e  détermine la rotation de l’élément parallèle à l’axe y (2) dans la direction x (1) autour de 

l’axe z (3). 

21e  détermine la rotation de l’élément parallèle à l’axe x (1) dans la direction y (2) autour de 

l’axe z (3). 

Les autres ( ije ) ont des significations analogues. 

On décompose le tenseur ( ije ) en un tenseur symétrique et un tenseur antisymétrique d’une 

seule manière: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )ij

e e e

e e e e

e e e

 
   
 
 

                   (4.20) 

    

11 12 21 13 31 12 21 13 31

21 12 22 23 32 21 12 23 32

31 13 32 23 33 31 13 32 23

1 1 1 1
( ) ( ) 0 ( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) 0 ( )
2 2 2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2 2 2

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

         
   
           
   
         
   

       (4.21) 

( ) ( ) ( ) ij ij ji ij jie e e e e                       (4.22) 

Avec: 

( ) ( )ij ij jie e                      (4.23) 

( ) ( )ij ij jie e                      (4.24) 

tel que: 

  ij i j  est la partie antisymétrique du tenseur ( ije ), qui représente une rotation d’ensemble 

sans déformation. 

( ij ) est la partie symétrique du tenseur ( ije ), qui représente le tenseur de déformation sans 

rotation. En élasticité, seul le tenseur ( ij ) est utilisé. 
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11 12 13 11 12 13

21 22 23 12 22 23

31 32 33 13 23 33

ij

     
      

     

   
       
   
   

                 (4.25) 

Les composantes diagonales de ( ij ) décrivent les allongements ou les compressions. Les 

autres sont les cisaillements purs dans les différents plans. 

 

4.3 Elasticité, loi de Hooke des solides isotropes 

 Les propriétés élastiques d’un matériau sont décrites par une relation constitutive liant 

les déformations et les contraintes. Une approximation très largement utilisée est celle de la 

réponse linéaire introduite par Hooke (1678) valable dans la limite des faibles déformations, 

et pour les matériaux isotropes (Un matériau est dit isotrope si ces propriétés mécaniques ne 

dépendent pas de la direction choisie), cette approximation suppose la proportionnalité entre 

contrainte et déformation. La courbe de déformation d’un solide isotrope traduit la relation 

entre les contraintes mécaniques (σ) et les déformations (ε), sa forme typique pour la traction 

uniaxiale d’une éprouvette cylindrique est montrée dans la figure 4.8. 

 

                                    

Figure 4.8: courbe de d’essai de traction. 

 -Domaine e  : domaine élastique, relation linéaire entre σ et ε.  

-Domaine  e  : domaine plastique, relation non linéaire entre σ et ε. 

Dans le domaine élastique, on a la relation suivante: 

Repture

ε

 

e
 

Domaine 
élastique 

Domaine 
plastique
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S                     (4.26) 

tel que: ε est la déformation, σ est la contrainte et S étant une constante, appelée coefficient 

d’élasticité. 

 Pour la traction uniaxiale (suivant ox) d’une éprouvette cylindrique (solide isotrope), 

on observe l’allongement sur l’axe x et la compression dans les directions transversales. 

La déformation sur l’axe ox est caractérisée par le module de Young E qui mesure la 

résistance du solide au changement de sa longueur. 

11 11

11

x
E

x l

 
 

  
  

11

0 0l l l




 0l
                  (4.27) 
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Figure 4.9: la traction uniaxiale (suivant x) d’une éprouvette cylindrique. 

 

La déformation transversale est caractérisée par le coefficient de Poisson défini par: 

r 
 0r

e
 1 0

0

r r

e

   
 

   
0

1 0

r

e e 0e
                   (4.28) 

Ce coefficient permet de caractériser la traction du solide perpendiculairement à la direction 

de l’effort appliqué. 

On définit le module de cisaillement qui mesure la résistance au mouvement de glissement 

des plans à l’intérieur du solide avec les plans parallèles à ces derniers. 

Dans le cas isotrope, le ν permet de relier directement le module de cisaillement G au module 

de Young E par la relation suivante: 
2(1 )

E
G





                (4.29) 

Le module de compressibilité B mesure la résistance à une modification du volume dans les 

solides et donne ainsi une estimation de la réponse élastique d’un matériau à une pression 

hydrostatique. 

2

2
( )

E
V V V


 
 

   
 

                   (4.30) 

 

y

x

z 

r1 

r0 

0l

 
1l

 

0 1

0 1

r r

l l





  
F

F
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4.4 La loi de Hooke généralisée 

 Nous avons vu qu’une contrainte homogène et une déformation homogène peuvent 

être représentées, en général, par un tenseur de rang 2; si l’on applique à un cristal une 

contrainte ij , la déformation homogène ij  qui en résulte est telle que chaque composante 

est liée aux composantes de la contrainte par une relation linéaire. On obtient des relations de 

type: 
,

ij ijkl kl
k l

C   (La loi de Hooke)                 (4.31) 

,
ij ijkl kl

k l

S   (La loi de Hooke inverse)                 (4.32) 

Par exemple: 

11 1111 11 1112 12 1113 13 1121 13 1122 22 1123 23 1131 31c c c c c c c                           (4.33) 

ijklC  (i, j, k et l variant de 1 à 3) sont les composantes du tenseur de rigidité. Il existe huit 

équations semblables pour les huit composantes de ij , donc il y a 81 coefficients ijklC  et 

ijklS . Les valeurs des composantes du champ des contraintes  et celles de la déformation étant 

symétriques par rapport aux deux indices ( ij ji   et ij ji  ), on trouve que les 81 

coefficients C (ou S) ne prennent en réalité que 36 valeurs distinctes. En outre, l’application 

du premier principe de la thermodynamique à l’expression de l’énergie stockée les ramène à 

21 coefficients de valeur indépendantes. Les composantes ijklC  et ijklS  deviennent ijC  et ijS  

par la transformation des indices suivants (notation de Voigt): 

 

Tenseur (ij, kl) 11 22 33 23 32 13 31 12 21 

Matrice (I, J) 1 2 3 4 4 5 5 6 6 

Ainsi le tenseur des contraintes [σ] devient un vecteur σi tel que: 
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   

1

2
11 12 13 1 6 5

3
12 22 23 6 2 4

4
13 23 33 5 4 3

5

6




     


       


     



 
 
                      

     
  
 

               (4.34) 

Et le tenseur des déformations devient: 

   

1

1 6 5
2

11 12 13
3

12 22 23 6 2 4
4

13 23 33
5

5 4 3

6

1 1

2 2
1 1

2 2
1 1

2 2


   

  


       


  
  


                                        

               (4.35) 

Pour les coefficients ijklC : on contracte les deux premiers indices et les deux derniers indices 

suivant la même correspondance que le tenseur des contraintes σ: 
1122 12 21

1323 54 45

c c c

c c c

 
   

 
Pour les coefficients ijklS : on contracte encore les indices deux à deux mais en plus on pose: 

ijkl mnS S  Si m et n =1, 2 ou 3                    (4.36) 

1

2ijkl mnS S  Si m ou n =1, 2 ou 3                    (4.37) 

1

4ijkl mnS S  Si m et n = 4,5 ou 6                    (4.38) 

Avec ces conventions, on a toujours des relations de la forme: 

i ij jS     (i, j=1, 2, …, 6)                    (4.39) 

i ij jC     (i, j=1, 2, …, 6)                    (4.40) 

On obtient pour les ijC : 
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1 11 12 13 14 15 16 1

2 12 22 23 24 25 26 2

3 13 23 33 34 35 36 3

4 14 24 34 44 45 46 4

5 15 25 35 45 55 56 5

6 16 26 36 46 56 66 6

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

 
 
 
 
 
 

    
    
    
    

    
    
    
        
    

                 (4.41) 

Pour les ijS : 

1 11 12 13 14 15 16 1

2 12 22 23 24 25 26 2

3 13 23 33 34 35 36 3

4 14 24 34 44 45 46 4

5 15 25 35 45 55 56 5

6 16 26 36 46 56 66 6

S S S S S S

S S S S S S

S S S S S S

S S S S S S

S S S S S S

S S S S S S

 
 
 
 
 
 

    
    
    
    

    
    
    
        
    

                 (4.42) 

 

4.5 Influence des symétries 

 Les éléments de symétrie du cristal réduisent encore le nombre des variables 

indépendantes ijklS  et ijC . Pour les cristaux de symétrie cubique, le tenseur des constantes 

élastiques se simplifie par symétrie [1]. Donc, on ne trouve que trois valeurs distinctes 11C , 

12C  et 44C  où 11S , 12S  et 44S . 

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0
( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ij

S S S

S S S

S S S
S

S

S

S

 
 
 
 

  
 
 
  
 

                  (4.43) 

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0
( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ij

C C C

C C C

C C C
C

C

C

C

 
 
 
 

  
 
 
  
 

                  (4.44) 
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Dans le cas d’un cristal isotrope, on a un seul constant élastique. 

 44 11 12

1

2
c c c                      (4.45) 

 44 11 122s s s                      (4.46) 

4.6 Relation entre les élasticités et les rigidités 

Pour le système cubique, on a les relations suivantes [1]: 

11 12
11

11 12 11 12( )( 2 )

S S
C

S S S S




 
                    (4.47) 

12
12

11 12 11 12( )( 2 )

S
C

S S S S




 
                    (4.48) 

44
44

1
C

S
                     (4.49) 

 

4.7 Méthode de calcul 

 Nos calculs des constantes élastiques à partir de l’énergie totale repose sur la méthode 

développée par M. Mehl détaillée dans la référence [2], qui consiste à imposer la conservation 

du volume de l’échantillon.  

Pour calculer la différence des modules d’élasticité, 11 12C C , on applique un tenseur de 

contrainte orthorhombique à volume conservé de la forme suivante:  

 

 
2

2

0 0

0 0

0 0
1


 




 
 
 
   
 
   

    (4.50)  

 

Où δ est la contrainte appliquée.  

L’application de cette contrainte influe sur l’énergie totale: 

2 4
11 12( ( (0) ) ( )) – [ ] E E E C C V O                        (4.51) 
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Avec (0)E  est l’énergie du système à l’état initial (sans contrainte), V est le volume de la 

cellule unitaire. 

Par ailleurs, pour un cristal cubique isotrope, le module de compressibilité est lié aux 

constantes ijC  suivant l’équation [3]: 

11 122
3

( )
1

B C C                      (4.52) 

Pour le coefficient 44C , on utilise un tenseur de contrainte monoclinique à volume conservé 

donné par l’expression suivant: 

2

2

0 0
2

0 0
2

0 0
(4 )








 
 
 
 

  
 
 
  

                    (4.53) 

 

La forme finale de ce tenseur diagonale est donnée par: 
 

2

2

0 0
2

0 0
2

0 0
(4 )








 
 
 
 

  
 
 
  

                    (4.54) 

L’application de cette contrainte influe sur l’énergie totale: 

2 4
44

1
 (0)

2
( ) ( ) [ ]E E E C V O                        (4.55) 

En combinant les équations 4.51 et 4.52, on peut déterminer facilement les deux constantes 

élastiques 11C  et 12C , alors que la troisième constante élastique 44C  est déduite directement de 

l’équation (4.55). 
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4.8 Résultats et discutions 

 Les valeurs des constantes élastiques des spinelles GeMg2O4 et GeZn2O4 calculés en 

utilisant la LDA et la GGA, sont énumérées dans le Tableau 4.1. Il faut noter que les 

constantes élastiques de ces composés n’ont pas été mesurés expérimentalement. Nos résultats 

sont en acceptable accord avec les résultats théoriques précédemment rapportés [4] qui 

utilisent la même approximation pour la modélisation du potentiel d'échange-corrélation, à 

savoir la LDA. Les matériaux étudiés sont caractérisés par une grande valeur de 11C  par 

rapport à 12C  et 44C , signifiant qu’ils sont plus résistant à la compression unidirectionnelle 

qu’aux déformations de cisaillement. Les valeurs des constantes élastiques diminuent en 

allant de GeMg2O4 à GeZn2O4; ceci indique que GeMg2O4 est plus rigide que GeZn2O4. 

D’après le Tableau 4.1, on remarque que les valeurs des constates élastiques diminuent en 

allant de GeMg2O4 à GeZn2O4. 

 A partir des constantes élastiques nous obtenons le paramètre d’anisotropie A [5] 

donné par l’expression: 

A = 
44

11 12

2
( )

C

C C                     (4.56) 

Pour un cristal isotropique A est égal à 1, tandis qu’une autre valeur supérieure ou inférieure à 

1 signifie qu’il s’agit d’un cristal anisotrope. L'importance de la déviation A de 1 est une 

mesure du degré d'anisotropie élastique possédé par le cristal. D’après les valeurs de A listées 

dans le Tableaux 4.1, (GeMg2O4 LDA (GGA) A= 1,015 (A=1.007), et GeZn2O4 LDA (GGA) 

A= 1,007 (A=1.004)) nous pouvons observer que les valeurs de A sont proches de 1, ce qui 

signifie que ces composés ne sont pas caractérisés par une profonde anisotropes. 
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Tableau 4.1 : Les constants élastiques ( 11C , 12C , 44C (en GPa), le module de Young (E (en 

GPa), le module de cisaillement (G (en GPa)), le paramètre d’anisotropie A, le coefficient de 

poisson   , les coefficients du lamé`s (  et  ) et le rapport B/G pour GeMg2O4 et GeZn2O4 

en utilisant les approximations LDA et GGA-08. 

 

Composés C11 C12 C44 B0 G E   λ μ A B/G 

GeMg2O4            

LDA 303 135 85 191 84,73 221,47 0,307 134,6 84,7 1,015 2,26 

GGA-08 282 125 79 177 79,06 206,50 0,306 124,6 79,1 1,007 2,24 

Autres 

calculs 

           

LDA [4] 

 

303 119 116 180 105,7 265,3 0,255 / / 0,158 / 

GeZn2O4            

LDA 291 170 61 210 60,55 165,8 0,369 170,2 60,6 1,007 3,48 

GGA-08 264 157 54 192 53,8 147,6 0,372 156,6 53,8 1,004 3,58 

Autres 

calculs 

           

LDA [4] 291 170 93 211 78.3 208,9 0,3345 / / 0,223 / 

 

 La stabilité mécanique d’un système de structure cubique nécessite que les trois  

constantes élastiques indépendantes 11C , 12C  et 44C  obéissent les conditions de Born et 

Huang [6,7] suivantes: 

11 12 0  C C ; 11 0C , 44  0C ;  11 122 0 C C                 (6.57) 

D’après nos résultats, nous constatons que les critères de stabilité sont satisfaits pour ces 

oxydes spinelles; par conséquent ces composés sont élastiquement stables à P = 0GPa. 

 A partir des constantes élastiques ijC , on peut calculer d’autres modules  élastiques 

caractérisant le comportement mécanique d'un matériau, tels que le module de compressibilité 

(B) qui mesure la résistance d'un solide au changement de son volume, le coefficient de 

Poisson (υ),.qui caractérise la traction du solide perpendiculairement à la direction de l’effort 

appliqué, le module de Young (E) qui mesure la résistance du solide au changement de sa 
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longueur et le module de cisaillement (G) qui mesure la résistance au mouvement du 

glissement des plans à l’intérieur du solide avec les plans parallèles à ces derniers. Le module 

de cisaillement isotrope G peut être calculé via les approximations  de Voigt [8], et Reuss [9] 

et Hill [10] comme suit. 

11 12 44

1
( 3 )

5
  V C CG C  (approximation de Voigt)                (4.58) 

11 12 44

5 4 3

( )RG C C C
 

  (approximation de Reuss)                (4.59) 

Le module de cisaillement G est donné par la moyenne arithmétique de VG  et RG : 

1
( )

2 VH RGG G  (approximation de Hill)                 (4.60) 

Nos résultats concernant les modules de Young ( E ), le module de cisaillement (G ) et le 

coefficient de Poisson ( ) des deux composés en utilisant la LDA et la GGA sont énumérés 

dans le Tableau 4.1. D’après ces résultats, on voit clairement que E  et G  de GeMg2O4 sont 

plus grands que ceux de GeZn2O4, donc GeMg2O4 est plus résistant à la traction et au 

cisaillement que GeZn2O4. Les  valeurs du module de Young relativement élevées suggèrent  

que nos matériaux sont relativement rigides.  

 Pugh [11] a proposé un critère permettant de distinguer entre les matériaux fragiles et 

les matériaux ductiles. Si le rapport B G  est supérieur à 1,75 le matériau est ductile 

autrement il est fragile. GeMg2O4 et GeZn2O4 sont caractérisés par un rapport B G  supérieur  

1,75 ( LDA (GGA) 2, 26 ( 2, 24)B G B G  pour GeMg2O4  et LDA (GGA) 

3,48 ( 3,58)B G B G   pour GeZn2O4), ce qui les classifie comme matériaux ductiles.  

 

4.9 Température de Debye 

 Nous avons calculé la température de Debye D  de GeMg2O4 et GeZn2O4 à partir de 

la vitesse moyenne des ondes acoustiques mV , calculée à partir des modules élastiques, en 

utilisant l’équation (4.61) [12]: 

1/3
3

4D m
B a

h n
V

k V



 

  
 

                                (4.61) 
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Où h  est la constante de Planck, kB est la constante de Boltzmann, Va est le volume atomique 

et n est le nombre d’atomes par unité de volume. La vitesse moyenne du son dans nos 

composés est donnée par l’équation (4.62) [13]: 

1
3

3 3

1 2 1

3m
t l

V
V V


  

   
  

                   (4.62) 

Où lV  et tV  sont les vitesses longitudinale et transversale des ondes acoustiques qui peuvent 

être calculées via les équations de Navier [3]: 

1
23 4

3l

B G
V


 

  
 

                    (4.63) 

1
2

t

G
V


 

  
 

                      (4.64) 

Où   est la densité de masse du matériau. Les résultats obtenues sont listés dans le 

Tableau4.2. Il faut noter qu’il n’existe pas de données expérimentales en littérature pour 

pouvoir les comparer avec nos résultats. D'après le Tableau 4.2, on peut remarquer que les 

vitesses d’ondes élastiques décroissent en valeurs en allant de GeMg2O4 à GeZn2O4. Les 

vitesses des ondes sonores décroissent dans le même sens que le sens de décroissance des 

constantes élastiques et dans le sens opposé au sens de croissance de la densité de masse              

 ; ( LDA (GGA) ρ = 4,461 g/cm3(ρ = 4,322 g/cm3) pour GeMg2O4 et LDA (GGA) ρ = 6,303 

g/cm3(ρ = 6,100 g/cm3) pour GeZn2O4). La température de Debye diminue dans l’ordre 

suivant 2 4 2 4GeMg O  GeZn O , donc GeMg2O4 possède la plus grande température de 

Debye, une grande dureté et une température de fusion Tm plus élevée [14]. Les températures 

de Debye de GeMg2O4 et GeZn2O4 sont en bon accord avec celles calculées par Bouhemadou 

[4].  
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Tableau 4.2: Calcul de la densité ρ (g/cm3), la vitesse longitudinale lV  (m/s), la vitesse 

transversale tV  (m/s) et la vitesse moyenne  ( / )mV m s  calculées à partir des modules 

élastiques, la température de Debye θD (K) calculée à partir de la vitesse moyenne du son pour 

GeMg2O4 et GeZn2O4 en utilisant l’approximation LDA et GGA. 

 

 
4.10 Vitesses d’ondes élastiques 

 A partir des constantes élastiques anisotrope ijC , nous pouvons calculer les vitesses 

d'ondes élastiques de nos composés suivant les directions cristallines principales: [100], [110] 

et [111]. Ces ondes sont données par la résolution de l'équation de Christoffel [15]: 

2( . . ) 0ijkl j k il lC n n V u                       (4.65) 

Où ijklC est le tenseur des constantes élastiques, n


 est la direction de propagation des ondes, 

  est la densité de masse du matériau, u


 est la polarisation de l’onde et V  est la vitesse de 

l’onde acoustique. Les solutions de cette équation sont de deux types: une vitesse 

longitudinale avec la polarisation parallèle à la direction de propagation ( lV ) et deux vitesses 

transversales ( 1tV  et 2tV ) de polarisation perpendiculaire à n


. Pour un système cubique, les 

vitesses d’ondes sonores propageant suivant les directions principales [100], [110] et [111] 

sont données par les relations suivantes: 

Composé 3( / )g cm  ( / )lV m s  ( / )tV m s  ( / )mV m s  ( )D K  

GeMg2O4      

LDA 4,461 8256 4358 4872 628 

GGA-08 4,322 8088 4277 4781 603 

Autres calculs  

LDA  [4] 

 

4,47 

 

8477 

 

4863 

 

5402 

 

 

623 

GeZn2O4      

LDA 6,303 6798 3099 3494 501 

GGA-08 6,100 6581 2970 3349 470 

Autres calculs 

LDA [4] 

 

6,43 

 

6595 

 

3489 

 

3914 

 

451 
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(i) suivant [100]: 100
11lV C   et 100

44tV C  . 

(ii) suivant [110]: 110
11 12 44( 2 ) (2 )lV C C C    , 

1

110
44tV C  . et 

2

110
11 12( ) (2 )tV C C    

(iii) suivant [111]: 111
11 12 44( 2 4 ) (3 )lV C C C     et 111

11 12 44( ) (3 )tV C C C     

Les valeurs calculées des vitesses d'ondes élastiques anisotropes pour GeMg2O4 et GeZn2O4 à 

P = 0GPa sont listées dans le Tableau 4.3. On peut remarquer, à partir de ce tableau, que les 

ondes élastiques longitudinales sont plus rapides suivant la direction [100] et les ondes 

transversales se propagent plus lentement suivant la directions [110] pour les deux composés. 

Il faut noter qu’il n’existe pas de données expérimentales en littérature pour les deux  

composés pour pouvoir les comparer avec nos résultats. Nos résultats sont en bon accord avec 

les données théoriques cités dans les références [4]. 

 

Tableau4.3: Vitesses d’ondes élastiques anisotropes (en m/s) suivant différentes directions de 

propagation pour GeMg2O4et GeZn2O4, calculées avec la LDA et La GGA. 

 

Composé 100
LV  100

TV  110
LV  110

1TV  110
2TV  111

LV  111
TV  

GeMg2O4        

LDA 8242 4371 8259 4371 4338 8265 4349 

GGA-08 

Autres calculs 

LDA  [4]  

8081 

 

8232 

4283 

 

5093 

8089 

 

8552 

4283 

 

5093  

4267 

 

4536 

8092 

 

8656 

4272 

 

4729 

GeZn2O4        

LDA 6794 3104 6799 3104 3093 6801 3096 

GGA-08 

Autres calculs 

LDA  [4] 

6579 

 

6727 

2972 

 

3802 

6581 

 

7092 

2972 

 

3802 

2966 

 

3067 

6582 

 

7210 

2968 

 

3803 
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4.11 Effet de la pression sur les Cij et module de compressibilité B 

 Afin de montrer comment se comporte les constantes élastiques ( 11C , 12C  et 44C ) et le 

module de compressibilité B  sous l’effet de la pression hydrostatique des composés 

considérés, nous avons calculé ces derniers à des valeurs fixes de pression hydrostatique 

variant de 0 à 30 GPa à pas de10 GPa. Les dépendances de pression des constantes élastiques 

( 11C , 12C  et 44C ) et du module de compressibilité B sont montrées sur la Figure 4.10. On 

observe clairement une dépendance linéaire pour tous les composés dans la plage de pressions 

considérées. Les lignes continues représentent un ajustement des données pression–constantes 

élastiques ( 11C , 12C  et 44C ) et module de compressibilité B par un polynôme d’ordre 1: 

0
0 0

( ) ( )

( ) ( )

ij i
ij

j

C
P

P
B

B P B

C P

P

C

P

 

 


 




  

   
 

 

Les valeurs des coefficients de pression linéaires (α et β ) des constantes élastiques ( 11C , 12C  

et 44C ) et module de compressibilité B de GeMg2O4 et GeZn2O4 sont listées dans le 

Tableau4.4. la Figure 4.10. montre clairement que toutes les constantes élastiques augmentent 

avec l'augmentation de la pression. Il est claire que 11C  est plus sensible au changement de la 

pression comparé à 12C  et 44C , qui sont moins sensible au changement de la pression. 

 

Tableau 4.4: Coefficients de pression de premier ordre α (en GPa-1) des modules élastiques 

C11, C12, C44 et B pour GeMg2O4 et GeZn2O4. 

 

 11C

P




 12C

P




 44C

P




 
B

P




 

GeMg2O4 7,8147 2,4157 2,6596 4,2154 

 

GeZn2O4 

 

7,0745 

 

2,9407 

 

1,9830 

 

4,3187 
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Figure.4.10: Variation des constantes élastiques 11C , 12C  et 44C  et le module de 

compressibilité B0 avec la pression pour GeMg2O4 et GeZn2O4. 
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5.1. Les propriétés thermodynamiques 

Il devient nécessaire d’étudier les propriétés thermiques des matériaux afin d’étendre 

nos connaissances sur leurs comportements spécifiques lorsqu’ils subissent de fortes 

contraintes de pression ou de température. Dans le présent travail, nous avons examiné les 

effets de la pression et de la température sur le paramètre du réseau cristallin ( ) , le module 

de compressibilité ( )B , le coefficient d’expansion thermique (a), les capacités calorifiques 

 ( VC  et PC ) et la température de Débye ( )D  des composés GeMg2O4 et GeZn2O4. 

Pour calculer les propriétés thermiques des matériaux spinelles considérés dans la 

présente thèse, nous avons employé le modèle quasi-harmonique de Debye implémenté dans 

le code GIBBS [1-5]. 

 

5.2. Le modèle quasi- harmonique de Debye 

Le point de départ d’un calcul de propriétés thermodynamiques GIBBS est un tableau 

de data énergie totale du système en fonction du volume  E V  (ces data s’obtiennent par 

optimisation de la géométrie d’équilibre du cristal pour des pressions constantes utilisant un 

code de calcule ab-initio, WIEN2K [6] dans notre cas. L’effet thermique peut être ensuite 

introduit dans les calculs via l’énergie vibrationnelle libre de Helmholtz VibA  qui se présente 

dans l’expression de l’énergie de Gibbs  * ; ,G V P T définie comme suivant: 

     * ; , ;VibG V P T E V PV A V T           (5.1) 

Cette énergie est une fonction de volume, pression et température  ; ,V P T  uniquement. 

L’énergie vibrationnelle VibA  est donnée dans l’approximation quasi-harmonique en terme de 

la densité d’états de phonons (ou la densité d’états vibrationnelle)  g   : 

   /

0

1
; (1 )

2
Bk T

Vib BA V T k TIn e g d  


              (5.2) 

L’étape suivante consiste à utiliser le module de Debye pour la densité d’états des phonons 

pour décrire la contribution vibrationnelle VibA  comme: 

     /9
; 3 1 /

8
T

Vib BA T nk T In e D T
T

       
       (5.3) 

Où  /D T
 
est l’intégrale de Debye définie par: 
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 
3

3
0

3

1

y

x

x
D y dx

y e


            (5.4) 

  est la température de Debye, n est le nombre d’atomes dans la cellule unitaire. 

La température de Debye caractéristique du solide,   dans l’équation 4.3, est liée à la 

vitesse acoustique moyenne, étant donné que dans la théorie de Debye les vibrations du solide 

sont considérées comme des ondes élastiques. En supposant un solide isotrope, avec le 

coefficient de poisson ,  peut être évalué a partir de la relation: 

 2 1/26 s

B

B
V n f

k M
     


         (5.5) 

Où M est la masse moléculaire, sB  est le module de compressibilité adiabatique, et

 f   est donnée par l’expression : 

 
1/312/3 2/3

21 1 1
3 2

31 2 3 1
f

 
 

                     

       (5.6) 

Le module de compressibilité adiabatique sB  est donnée par l’expression : 

 2

2s

d E V
B V

dV

 
   

 
           (5.7) 

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir la situation d’équilibre  ,P T  en minimisant 

l’énergie de Gibbs  * ; ,G V P T  par rapport à V : 

 *

,

; ,
0

P T

G V P T

V

 
   

          (5.8) 

De cette manière, le volume  ,optV P T
 
qui *G  minimise donne l’équilibre d’états thermique

   , ,optV P T V P T  et le potentiel chimique     *, , ; ,optP T G V P T P T   .Finalement, le 

module de compressibilité isotherme, défini par la relation d’équilibre thermodynamique 

 ,T
T

P
B P T V

V

     
          (5.9) 

Dans laquelle V  est le volume d’équilibre, peut être également exprimé comme : 

   

 

2 *

2

, ,

; ,
,

opt

T

P T V P T

G V P T
B P T V

V

  
       

                 (5.10) 

En vertu de la condition 4.9 qui définie le volume d’équilibre. 
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Pour simplifier le processus de minimisation/dérivation impliqué dans les équations 5.8 et 

5.10, il est nécessaire d’ajuster les valeurs numériques de *( ; , )G V P T  et ( )E V
 
à une fonction 

analytique appropriée. La technique de minimisation/dérivation, i.e., la procédure de lissage 

des fonctions *G  et E  considérée dans le programme GIBBS est bien décrite dans les 

références [1,2]. Une fois l’état d’équilibre pour une pression et température ( , )P T
 
données a 

été obtenu, d’autres propriétés thermodynamiques peuvent être également évaluées en 

utilisant le volume d’équilibre correspondant dans les expressions thermodynamiques 

appropriées. Par exemple, l’énergie de vibration interne ( )VibU , la capacité thermique ,( )V vibC , 

et l’entropie ( )vibS  dans le modèle quasi-harmonique de Debye s’expriment comme suite : 

 9
3 /

8Vib BU nk T D T
T

      
                  (5.11) 

 , /

3 /
3 4 /

1V vib B T

T
C nk D T

e
    

                  (5.12) 

Une autre propriété pertinente est le paramètre de Grüneisen, définie comme 

 dIn V

dInV


                       (5.13) 

La seule dépendance explicite de ce paramètre est sur V . Cependant, étant donné que la 

dérivée doit être évaluée au volume d’équilibre à chaque T  et P , il a une dépendance 

implicite à l’égard de ces deux paramètres. Bien que l’équation 4.14 puisse être employée 

directement pour obtenir  , il est plus précis de le dériver de l’équation de Mie- Grüneisen: 

Vib
static

U
P P

V
                      (5.14) 

Le second membre de cette équation représente la contribution thermique à la pression. Enfin, 

la dilatation thermique ( ) , la capacité thermique à pression constante  ,P VibC , et le module 

de compressibilité adiabatique sont données par : 

,V vib

T

C

B V


                       (5.15) 

, , (1 )P Vib P VibC C T                     (5.16) 

(1 )s TB B T                      (5.17) 

Plus de détailles sur GIBBS peuvent être trouvées dans les références [1,2]. 
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5.3. Etude des propriétés thermodynamiques 

Pour déterminer les propriétés thermodynamiques de GeMg2O4 et GeZn2O4 sous 

température et pression, nous avons appliqué l’approximation quasi-harmonique de Debye  

[1-5]. Dans un premier temps, un jeu de calculs de l’énergie totale en fonction du volume

 E V
 
a été performé, dans l’approximation statique. Les résultats sont ensuite ajustés par 

une équation d’état ( )EOS  numérique afin déterminer les propriétés macroscopiques à 

0P GPa  et 0T  K, et de dériver les propriétés macroscopiques en fonction de la pression 

P  et la température à partir des relations thermodynamiques standards. 

Dans la présente étude, les propriétés thermiques telles que la dilatation thermique, la 

chaleur spécifique et la température de Debye sont calculées dans la gamme de températures 

de 0 à 1600 K. L’effet de pression a été étudié dans la gamme de 0 à 30 GPa. 

 

5.3.1. Paramètre de maille sous température et pression 

Dans les figures 5.1(a) et 5.2(a), nous présentons les diagrammes paramètre de maille-

température à différentes pression (0, 10, 20 et 30 GPa) pour de GeMg2O4 et GeZn2O4, 

respectivement. Ces figures montrent qu’à une pression donnée le paramètre de maille 

augmente avec l’augmentation de la température. Les figures 5.1(b) et 5.2(b), présente les 

diagrammes paramètre de maille-pression à différentes températures (0, 600 et 1200 K) pour  

GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Ces figures montrent qu’à une température donnée, 

quand la pression augment le paramètre du réseau diminue. A température ambiante et à 

pression nulle, les valeurs obtenues pour les paramètres de maille sont égales à 9.8789 Å  et 

9.9526 Å  pour GeMg2O4 et GeZn2O4 respectivement. 
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Figure 5.1 Effet de la température et de pression sur le paramètre de maille pour GeMg2O4. 

 

 

Figure 5.2 Effet de la température et de pression sur le paramètre de maille pour GeZn2O4. 
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5.3.2 Module de compressibilité 

 Les figures 5.3(a) et 5.4(a) montrent la variation du module de compressibilité B (qui 

nous informe sur la résistance d’un matériau à la contraction) en fonction de la température à 

différentes pressions (0, 10, 20 et 30 GPa) pour GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Pour 

des températures inférieurs à 100 K (T 100K ), le module de compressibilité est presque 

constant pour les deux composées. Au delà de 200 K, le module de compressibilité décroit 

linéairement avec l’augmentation de la température. Dans les figures 5.3(b) et 5.4(b), nous 

avons présenté la variation de B en fonction de la pression à la température ambiante (300 K). 

Le module de compressibilité augmente linéairement avec l’accroissement de la pression. A 

300 K et à 0 GPa, le module de compressibilité est égale à 168,743 GPa et 185,771 GPa  pour 

GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. 

 

 

Figure 5.3 Effet de la température et de pression sur le module de compressibilité B pour 

GeMg2O4 
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Figure 5.4 Effet de la température et de pression sur le module de compressibilité B pour 

GeZn2O4 

 

5.3.3 Coefficient de dilation thermique 

La variation du coefficient de dilatation α , qui nous informe sur le degré de dilatation 

volumique d’un matériau [7], en fonction de la température à des pressions constantes (0, 10, 

20 et 30 GPa) est représentée dans les figures 5.5(a) et 5.5(b)pour GeMg2O4 et GeZn2O4, 

respectivement. Ces figures montrent que les deux matériaux ont pratiquement un 

comportement identique pour le coefficient de dilatation thermique avec la température et la 

pression. On remarque une augmentation de la valeur de α quand la température augmente. A 

P = 0 GPa, l’augmentation de α est plus rapide que à 10, 20 et 30 GPa. Pour une température 

donnée, le coefficient de dilatation thermique décroit considérablement avec l’augmentation 

de la pression; l’augmentation de cette dernière affaiblie l'augmentation de α en fonction de la 

température comme le montrent clairement les figures déjà citées. A haute pression et haute 

température, le coefficient de dilatation thermique converge vers une valeur constante. De 

plus, il peut être remarqué facilement à partir des figures 75.5(a) et 5.5(b) qu’à une pression 

donnée, α augmente très rapidement en fonction de la température jusqu’à T 300 K. Au delà 

de 300 K (T > 300 K), le coefficient de dilatation thermique α s’approche graduellement à une 

augmentation linéaire avec l’accroissement de la température et le taux d’augmentation 
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devient modéré, ce qui signifie que la dépendance en température pour α est faible à haute 

température. A T = 300 K et P = 0 GPa, le coefficient de dilatation thermique est égal à 

5 10,898 (10 )K  et 5 10,928 (10 )K  pour GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Le 

coefficient de dilatation thermique augmente dans le sens: 

2 4 2 4GeMg O  GeZn O , le sens d’augmentation du volume des trois matériaux, i.e. α est  

proportionnel au volume. 

 

 

 

Figure 5.5 Variation du coefficient de dilatation thermique des GeMg2O4 et GeZn2O4  en 

fonction de la température à différentes pressions; 0, 10, 20, 30 GPa. 

 

5.3.4 La capacité calorifique 

La capacité calorifique est définie comme l’énergie, ou le nombre de phonons, 

nécessaires pour changer la température de 1 K pour une mole d’un matériau. La capacité 

calorifique peut être exprimée soit à pression constante PC , ou à volume constant VC . Pour un 

solide, PC  et VC se définissent comme les dérivées de son énergie interne U  par rapport à la 

température, respectivement, à volume constant et à pression constante: 
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 /V V
C U T    et  /P P

C U T  
 

 

5.3.4.1  La capacité calorifique à volume constant CV 

La variation de la capacité calorifique à volume constant CV en fonction de la 

température pour les pressions 0, 10, 20 et 30 GPa est représentée dans les figures 5.6(a) et 

5.6(b) pour GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Ces figures montrent que les deux 

matériaux ont pratiquement un comportement identique pour la capacité calorifique CV avec 

la température et la pression. Comme l’on peut observer sur les figures .6(a) et 5.6(b), à basse 

température CV augmente plus rapidement avec l’augmentation de la température; c’est la loi 

en T3 de CV trouvée expérimentalement pour les basses températures. En revanche, à haute 

température elle augmente lentement et converge vers la limite de Dulong-Petit (CV ≈3nR 

≈73,89 J.mol-1K-1) (où n est le nombre d’atome par molécule, NA le nombre d’Avogadro, et KB 

la constante de Boltzmann)[8]; ce comportement est commun à tous les solides à haute 

température. Il est trouvé que pour T<1100K et T<1000 K pour GeMg2O4 et GeZn2O4, 

respectivement, CV dépend de la température et de la pression. A haute température, l’effet de 

la pression sur la variation de CV avec la température devient moins important et la valeur de 

CV converge vers une valeur constante (limite de Dulong-Petit). A 300 K et 0 GPa, les valeurs 

obtenues de CV sont égales à -1 -167,054 (J mol K ) et -1 -167,482 (J mol K )  pour GeMg2O4 et 

GeZn2O4, respectivement. Nous constatons que CV augmente dans le sens 

2 4 2 4GeMg O  GeZn O  le sens d’augmentation du volume des deux matériaux, i.e. CV est 

proportionnel au volume. 
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Figure 5.6 Variation de la capacité calorifique à volume constante ( VC ) des GeMg2O4 et 

GeZn2O4  en fonction de la température à différentes pressions; 0, 10, 20, 30 GPa. 

 

5.3.4.2 La capacité calorifique à pression constante CP  

La variation de la capacité calorifique à pression constante CP en fonction de la 

température pour les pressions 0, 10, 20 et 30 GPa est représentée dans les figures 5.7(a) et 

5.7(b) pour GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Ces figures montrent que les deux 

matériaux ont pratiquement un comportement identique concernant l'évolution de la capacité 

calorifique CP en fonction de la température et la pression. Avec l’augmentation de la 

température, la variation de CP à basse température est semblable à celle de CV. Par contre, à 

haute température, le comportement de CP sous température diffère de celui de CV; CP 

augmente graduellement avec la température. À une température donnée (à haute 

température), CP diminue quand la pression augmente contrairement à CV qui converge vers 

une valeur constante. En particulier, à pression nulle, CP augmente plus rapidement à haute 

température. A 300 K et 0 GPa, les valeurs obtenues de CP sont égales à 1 162,315 ( )J mol K 

et 1 168,123 ( )J mol K  pour GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Nous constatons 
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l'augmentation de Cp dans le sens 2 4 2 4GeMg O  GeZn O , le sens d’augmentation du volume 

des deux matériaux, i.e. Cp est proportionnel au volume. 

   

 

 

Figure 5.7 Variation de la capacité calorifique à volume constante ( PC ) des GeMg2O4 et 

GeZn2O4  en fonction de la température à différentes pressions; 0, 10, 20, 30 GPa. 

 

5.3.5 Température de Debye 

 La dépendance de la température de Débye de la température et de la pression est 

montrée sur les Figures 5.8(a) et 5.8(b) pour GeMg2O4 et GeZn2O4. Il peut être vu que pour 

les différentes valeurs de pression, la température de Debye est presque constante entre 0 et 

100 K et elle décroit linéairement avec la température quand T > 200 K. A 300 K et 0 GPa, 

nous avons trouvé les valeurs suivantes pour θD: 435,941 K et 616, 494 K  pour GeMg2O4 et 

GeZn2O4, respectivement. Les valeurs calculées pour θD à 0 K et 0 GPa sont égales à 618,52K 

et 437,55K pour GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Ces valeurs sont en bon accord avec 

celles obtenues à partir des constantes élastiques (Tableau 4.2), la déviation est de l’ordre de  

2,37% et -6,90% pour GeMg2O4 et GeZn2O4, respectivement. Il est bien connu que les 

matériaux durs présentent une température de Debye élevée.  
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Figure 5.8 Variation de la température de Debye des GeMg2O4 et GeZn2O4 avec la 

température différentes pression; 0, 10, 20, 30GPa. 
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 Dans la présente thèse, nous avons présenté une étude ab-initio des propriétés 

structurales, élastiques et thermodynamiques des composés spinelles GeX2O4 (X = Mg et Zn), 

par la méthode FP-(L)APW+lo dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité 

(DFT), implémentée dans le code Wien2K. Nous avons utilisé l'approximation de la densité 

locale (LDA) et l'approximation du gradient généralisé de Perdew-Burke-Ernzerhof (GGA-

PBE) pour le terme du potentiel d'échange et de corrélation (XC) pour calculer les propriétés 

structurales, thermodynamiques et élastiques. Les propriétés thermodynamiques des spinelles 

étudiés ont été calculées dans le cadre de l’approximation quasi-harmonique de Debye via le 

programme GIBBS. 

Un sommaire de nos résultats et comme suit: 

 

1. Propriétés structurales 

 Nos résultats concernant les propriétés structurales (le paramètre du réseau a, le 

paramètre interne u, le module de compressibilité B et sa dérivée par rapport à la 

pression B' ) de l’état d’équilibre sont en bon accord avec ceux calculés par d’autres 

méthodes ab-initio et les données expérimentales. 

 On trouve dans nos calculs, les tendances usuelles, à savoir que la GGA surestime le 

paramètre de maille et sous-estime le module de compressibilité contrairement à la 

LDA qui sous-estime le paramètre de maille et surestime le module de compressibilité 

B. 

 

2. Propriétés élastiques 

 Les valeurs élevées de 11C  par rapport à 12C  et 44C , montrent que les deux composés 

sont plus résistant à la compression unidirectionnelle qu’aux déformations de 

cisaillement. 

 Nous avons trouvé que le 11C  est la constante la plus grande pour les deux composés, 

donc , les directions <100> sont les directions les plus denses, cela indique que les 

déformations suivant les axes <100> sont les plus difficiles. 

 D’après les valeurs du coefficient d'anisotropie élastique A (GeMg2O4 LDA (GGA) 

A= 1,015 (A=1.007), et GeZn2O4 LDA (GGA) A= 1,007 (A=1.004)), nous pouvons 

observer que les valeurs du A de ces composés sont proche de 1, ce qui signifie que 

ces composés ne sont pas caractérisés par une profonde anisotropie élastique. 
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 Nous avons trouvé que les trois constantes élastiques indépendantes 11C , 12C  et 44C

obéissent aux conditions de stabilités de Born et Huang, donc nos composés sont 

mécaniquement stable. 

 Selon le critère empirique de Pugh, les valeurs calculées de /B G  suggèrent que 

GeMg2O4 et GeZn2O4 peuvent être classés comme des matériaux ductiles.  

 A partir de l'étude du l'effet de la pression sur les propriétés élastiques, nous avons 

trouvé que ses derniers augmentent linéairement avec la pression. 

 A partir des constantes élastiques de la phase monocristalline nous avons calculé le 

module de Young (E), le module de cisaillement (G), le coefficient de Poisson (υ) et la 

température de Debye θD de GeMg2O4 et GeZn2O4 pour la phase polycristalline en 

utilisant l'approximation de Voigt-Reuss-Hill. 

 Les vitesses de propagation des ondes sonores dans les directions cristallographiques 

[100], [110] et [111] ont été estimées à partir des constantes élastiques ijC . 

 

3. Propriétés thermodynamiques 

 Le paramètre de maille augmente avec l’augmentation de la température. Le module 

de compressibilité B est constant à basse température et décroit linéairement avec la 

température quand T > 200 K, ce qui signifie que la relation 1 /B V est toujours 

vérifiée. 

 CV  augmente rapidement avec la température jusqu'à 300 K pour les deux composés, 

et elle s'approche d'une valeur constante (la limite dite Dulong-Petit) au-dessus de 

1100 K pour GeMg2O4 et 1000K pour GeZn2O4. 

 CP augmente rapidement avec la température jusqu'à 300 K et puis elle continue à 

augmentée graduellement aux hautes températures. 

 Le coefficient de dilatation thermique α augmente rapidement avec la température T 

pour des températures inférieur à 300K, ensuite l'augmentation se rapproche 

graduellement d'une augmentation linéaire avec l’accroissement de la température.  

 D'après nos résultats, on peut remarqué que pour les différentes valeurs de pression, la 

température de Debye est presque constante entre 0 et 100 K et elle décroit 

linéairement avec la température T quand T est supérieur à 200 K. A P=0GPa et 

T=0K, les valeurs calculées de la température de Debye calculées en utilisant le 

modèle quasi-harmonique de Debye sont en bon accord avec celles obtenues à partir 

des constantes élastiques. 



 
 

Résumé 
Les propriétés structurelles, élastiques et thermodynamiques de deux principaux représentants des oxydes spinelles 
GeMg2O4 et GeZn2O4 ont été calculés par la méthode du potentiel complet - ondes planes augmentées et linéarisées  
(FP-LAPW basée sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). Les paramètres structurels, incluant le 
paramètre du réseau (a), le module compressibilité (B) et sa dérivée par rapport à la pression (B') et le paramètre interne 
(u) de l'atome d'oxygène, des composés considérés sont calculés en utilisant la LDA et la GGA-PBE pour traiter le 
potentiel d'échange-corrélation. Pour une bonne description du comportement mécanique des matériaux considérés, 
nous avons calculé d’abord leurs constantes élastiques en état monocristallin, i.e., les constantes élastiques anisotropes 

ijC . Les valeurs numériques obtenues pour les ijC  ont été ensuite employées pour quantifier l’anisotropie élastique des 

systèmes étudiés, vérifier leurs stabilité mécanique dans la structure spinelle et ainsi pour déterminer les vitesses 

d’ondes acoustiques suivant les directions principales. En utilisant toujours les valeurs des ijC  et en se basant sur 

l’approximation de Voigt-Reuss-Hill, nous avons exploré les propriétés élastiques des composés étudiés en état 
polycristallin: les modules d’élasticité isotropes (module de compressibilité B, module de cisaillement G, module de 
Young E et rapport de poisson  ). L’étude des propriétés élastiques a été complétée par le calcul des vitesses d’ondes 
acoustiques isotropes et la température de Debye. Les évolutions du paramètre du réseau cristallin (a), le module de 
compressibilité (B), le coefficient d’expansion thermique (α), les capacités calorifiques (CV et CP) et la température de 

Débye ( )D  en fonction de la température dans la plage 0-1600K et la pression dans la plage 0-30 GPa sont calculées 

en utilisant le modèle quasi harmonique de Debye implémenté dans le programme GIBBS. Les résultats de la présente 
étude sont comparés avec les données expérimentales et théoriques disponibles dans la littérature scientifique pour 
tester la fiabilité de nos résultats. 
 
Abstract 
 The structural, electronic, optic, elastic and thermodynamic properties of two principal representatives of 
spinel oxides GeMg2O4 and GeZn2O4 have been investigated using the full-potential (Linearized) augmented plane-
wave plus local orbitals method (FP-(L) APW+lo) within density functional theory. The structural parameters, 
including the lattice constant (a), the free internal parameter (u) of the oxygen atom, the bulk modulus (B) and its 
pressure derivative (B') of the considered compounds are calculated using both the local density (LDA) and generalized 
gradient approximations (GGA) to the exchange-correlation potential are consistent with the literature data. For a good 
description of the mechanical behavior of the studied compounds, we have first calculated theirs single-elastic constants 
Cij . The obtained numerical values of Cij  have been then used to estimate the elastic anisotropy, verify the 

mechanical stability of the spinel structure, and also to calculate the sound waves velocities in the principles directions. 
Based on the Voigt-Reuss-Hill method values, we have investigated the elastic properties of the considered material in 
polycristallin state by using the calculated anisotropic elastic constants Cij : the isotropic elastic moduli including bulk 

modulus B, shear modulus G, Young modulus E and Poisson’s ratio   have been calculated. The elastic properties 
have been completed by calculating the isotropic acoustic waves velocities and Debye temperature. Thermal and 
pressure effects on some macroscopic properties of GeMg2O4 and GeZn2O4 are predicted using the quasi-harmonic 
Debye model in which the lattice vibrations are taken into account. We have computed the variations of the lattice 
constant (a), bulk modulus (B), volume expansion coefficient (α), heat capacities (CV and CP) and Debye temperature 
with pressure and temperature in the ranges of 0–30 GPa and 0–1600K. The results of the present study are compared 
with the available experimental and theoretical data in the scientific literature to test the reliability of our results. 
 

 ملخص
2البنيوية، المرونة و الترموديناميكية للمواد السبينالية  تمت دراسة الخواص 4GeMg O 2 و 4GeZn O.  باستعمال

ً مع الكمون الكامل  ) في إطار نظرية دالية الكثافة (FP-LAPW)طريقة الأمواج المستوية المزادة خطيا )DFTاستعملت ال .
LDA ال وGGA والترابط  التبادل لمعالجة كمون(XC)تتوافق قيم . الخواص البنيوية و الميكانيكية و الترموديناميكية لحساب 

 النتائج مع الأساسيةللحالة  معامل الانضغاط) المحسوبة معاملات البنية البلورية (ثابت الشبكة البلورية، الإحداثيات الذرية و
)تتوافق قيم معاملات المرونة و الخواص المرتبطة بھا (ثوابت المرونة  .التجريبية والنظرية المتوفرة )i jC،  معامل يونغ( )E ،

)معامل القص )G معامل بواسون ،  و درجة حرارة ديباي( )D(  مع لأحادي البلورة و متعدد البلورات تحت الضغط المعدوم
)تتغير معاملات المرونة  .النتائج النظرية المتوفرة )i jC بشكل خطي مع الضغط الھيدروستاتيكيP  إلى 0من في مجال

30 GPaو الضغط على العديد من المعاملات الفيزيائية المايكروسكوبية المھمة (ثابت الشبكة  تأثير الحرارة . تمت دراسة
و درجة حرارة ديباي)  البلورية، معامل الانضغاط، معامل التمدد الحراري، السعة الحرارية بثبوت الحجم و بثبوت الضغط

 ھرموني لديباي.الباستعمال النموذج الشبه 
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