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Dans ce travail, nous étudions la stabilisation d'une corde

vibrante par un amortissement interne linéaire ou non linéaire.

Pour montrer la stabilité, nous utilisons plusieurs techniques

telles que les intégrales d'énergie, les séries de Fourier, une

méthode basée sur le lemme de Gronwal et une technique

d'itération.
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Introduction

[’amortissement dans les systémes vibratoires joue un role fondamental dans la protec-
tion des composants, la réduction des vibrations nuisibles, 'amélioration de la durabilité et
la garantie d’une réponse dynamique stable. Comprendre et maitriser les effets de I’amor-
tissement sont essentielles pour concevoir des systémes efficaces et fiables, que ce soit dans
le domaine de l'ingénierie, de la science ou de la conception industrielle. Dans ce mémoire,
nous abordons 'application de la méthode des échelles multiples pour la construction d’une
approximation de la solution d’une équation d’onde. Cette équation d’onde présente des co-
efficients a variation lente ainsi qu’un amortissement linéaire, pouvant étre de faible ou forte
intensité.

Notre analyse s’étend a deux cas distincts. Le premier est celui de 'amortissement interne
en considérant I’équation d’onde suivante décrivant les petites vibrations d’une corde fixé

aux extrimétés

0?u — A(et)0%u + eH(Oyu, 03 u) =0, pourz € |0,7[ et t>0,0<e<1

u(0,t) = u(m,t) =0, pour t > 0, (WE)
u(z,0) = f(z) et Qu(x,0) = g(x) dans  ]0, 7|,

ou f(z) et g(x) sont la forme et la vitesse initiale de la corde. Les indices indiquent la
différenciation partielle en x et t représentent la position et le temps, respectivement. La
fonction H décrit 'amortissement interne qui peut étre non-linéaire. La fonction c(et), dont
la variation est lente en temps, représente la vitesse de propagation des vibrations. On
suppose que I'amortissent est multiplié par un petit paramétre £ > 0.

Le deuxiéme cas est celui d’un amortissement appliqué a une extrémité de la corde

OPu— A(et)Pu=0 pour z € |0, w[et ¢ > 0,
u(0,t) = 0, 0pu(m, t) + eH(Ou, 87, ,u) =0 pour t > 0, (W Es)
u(z,0) = f(z) et Ju(x,0) = g(x) dans |0, 7[.

La méthode utilisée ici est celle des échelles multiples qui est un outil puissant pour
analyser les systémes vibratoires complexes et d’autres systémes dynamiques. Elle permet
de traiter les non-linéarités, les variations de petits paramétres et les phénomeénes a plusieurs

échelles, ouvrant la voie & une compréhension approfondie et a des modéles plus précis



pour des systémes réels, cf. [4, 5, 9]. Certaines parties du deuxiéme et du dernier chapitre
reprennent les idées utilisées dans [1, 2].

Le chapitre initial de ce travail débute par des préliminaires nécessaires a la compréhension
des concepts abordés. Nous exposons notamment des notions sur la résolution d’une équation
différentielle linéaire du second ordre. De plus, nous rappelons quelques résultats sue les séries
de Fourier.

Le coeur de notre analyse se trouve dans la deuxiéme chapitre, ol nous nous penchons
sur I’équation d’ondes avec un amortissement interne (W £;). Nous déclinons notre étude
en deux sections, focalisant d’abord sur le cas d’un amortissement interne faible, puis sur
celui d’un amortissement interne fort. Pour chacun de ces cas, nous présentons des exemples
numériques pour concrétiser notre démarche.

La troisiéme section prolonge notre investigation a 1’équation d’ondes (W E,) en consi-
dérant cette fois-ci un amortissement sur une extrémité de la corde. De maniére similaire
au chapitre précédent, nous analysons les deux situations distinctes : 'amortissement fron-
tiére faible et 'amortissement frontiére fort. A nouveau, des exemples numériques viennent
éclairer nos propos.

Enfin, nous cléturons ce travail avec une bibliographie, répertoriant les sources et réfé-

rences utilisée dans ce travail.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Equation différentielle linéaire du second ordre

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est du type

ay’(z) + by'(x) + cy(z) = f(2), (1.1)

otl les réels a,b et ¢ sont constantes et a # 0 et f est une fonction donnée appelée second
membre. Une fonction y de classe C? sur un intervalle I, est une solution de (1.1) si elle
vérifie (1.1) pour tout « €

On appelle équation différentielle homogéne associée a (1.1) ’équation :

ay”(x) + by’ + cy(x) = 0. (1.2)

1.1.1 Solution de I’équation homogéne
On appelle équation caractéristique associée a (1.2) :
ar? +br +c¢=0.

Notons A = b? — 4ac son discriminant.

1. Si A > 0, alors ’équation caractéristique admet deux solution r; # 7o réelles. La

solution générale de (1.2) s’écrit :
yn(x) = Cre™* 4 Cee™® | avec C,Cy € R constantes arbitraires.

2. Si A < 0, alors ’équation caractéristique admet deux solution complexes conjuguées

r=a-+10 et 7=a—18. Comme précédemment on a donc :
yn(z) = Cre"™ + Cye™ , avec Cy,Cy € C, solutions complexes.
ou bien si on veut les solution réelles de (1.2) :
yn(z) = e**(Acos(fz) + Bsin(fx)), avec A, B € R, solution réelles.

3. Si A = 0 alors 'équation caractéristique admet une solution unique r = —b/2a (racine

double) et les solutions de (1.2) s’écrivent :

yn(z) = (A+ Bx)e™, o A et B sont deux constantes arbitraires réelles.



1.1.2 Recherche d’une solution particuliére

On commence toujours par regarder s’il n’y a pas de solution évidente, sinon on peut

appliquer 'une des méthodes suivantes.

1. Solution particuliére selon la forme de Second membre

(a) Si le second membre est de la forme f(z) = acos(x) + Bsin(z) alors on peut

chercher une solution sous la forme :
Yp(x) = ¢1 cos(z) + 2 sin(x)
(b) Si le second membre est de la forme f(z) = e’ P, (x) avec polynome de degré n :
» Pour \ # r et A # ry, on cherche une solution sous la forme
yp = P (2),

ot P (x) est un polynome de degré n.
» Pour A =1y ou A = ry avec 1| # 19, on cherche une solution sous la forme

A~

Yp = 2P (x),

ot P (2) est un polynome de degré n
» Pour A = ry{ = ry, on cherche une solution sous la forme

yp = ‘TQ@AEP (l’) ’

ou P (z) est un polynome de degré n.

2. Méthode de variation des constantes

Soit y; et y» deux solutions linéairement indépendantes de Iéquation (1.2). On a

une solution particuliére de 'équation (1.1) sous la forme

y = M(2)y1 + A ()2,
avec A1, Ao sont des fonctions de x dérivables, déterminer par le systéme :

Ny (2)yh + Nyl = L2,

A(@)yr + Xs(x)ys = 0.
1.1.3 Solution générale
La solution générale de L'EDO de (1.1) s’écrit
y(x) = yn(z) + yp(2),

ol Yy, est solution de I’équation homogéne associée et y, une solution particuliére de (1.1).



1.2 Série de Fourier

1.2.1 Séries de Fourier

Définition 1.1 La série de Fourier associée a une fonction f continue par morceaux et

T-périodique est :

2
f(z) = % + ;(an cos(nwzx) + b, sin(nwz)), ol : w = %
Ou sous la forme complexe
+o0
_ Z Cneiwnx.
1.2.2 Coefficients de Fourier
Définition 1.2 Coefficients réels de f :
T
1
=7 [ 10
0
T
2 2 «
= T/ﬂt) cos(nwt)dt et = T/f sin(nwt)dt, pour n € N*.
0

Coefficients complezes de f :

T
1 )
=7 / f(t)e™ ™ dt.
0

Remarque 1.1 Comme les fonctions sont T -périodique, on peut calculer les intégrales sur

nimporte quel intervalle de longueur T.

Remarque 1.2 1. On écrit souvent a,, et b, au lieu de a,(f) et b,(f) s’il n’y a pas de

confusion entre plusieurs fonctions.

2. On utilise plutot a, et b, si f est a valeurs réelles, et ¢, pour [ a valeurs complexes.

Proposition 1.1 On a les deux cas particulier suivant :

1. Si f est paire, alors tous les b, sont nuls et

T T
1 2
aozf/f(t)dt et anzf/f cos(nwt)dt.
0 0

2. Si f est impaire, alors tous les a, sont nuls

T
/f ) sin(nwt)dt.
0

ﬂll\D



1.3 Equation d’onde et méthode de séparation variables

On appelle équation des ondes linéaire (homogéne) 1'équation aux dérivés partielles
Pu Pu

o2 ox?

Soit ¢ et ¢ deux fonction définies sur R, avec ¢ € C? et ¢ € C!, alors le probléme (1.3)

0 ,z€]0,l] ett>0, (1.3)

avec les conditions initiales

u(z,0) = ¢(z) z eR, %(m,O) =y(x) = eR, (1.4)

et conditions des bordes (1.4)
u(0,t) =u(l,t) =0

admet une solution unique u de classe C? sur R?, qui peut étre déduit par plusieurs méthodes
(séparation variables, formule de D’Alembert,- - - ).

La méthode consiste & trouver une solution de la forme
u(z,t) = X(x)T(t).

Calcule la dérivée partielle :

aQu "
9z = X @T), (1.5)
aQU /!

On remplace (1.5) et (1.6) dans (1.3), on obtient

X"(x)T(t) = X (x)T"(t).

On a
X”(l’) B T”(t) A
X(z)  T()
ol A € R est une constante. On obtient
X"(x) = AX(z) = 0, (1.7)
T"(t) = AT(t) = 0. (1.8)

Alors (1.7) et (1.8) des équations différentielles de seconde ordre
Résolution de I’équations (1.7)
Pour avoir des solutions bornées, il faut choisir A < 0. Pour cela on A = —)\?. La solution

générale s’écrit sous la forme

X (x) = Asin(Az) + B cos(Ax).



Alors
UQ(O,tl) =B=0 et UQ(l,tl) = ASID()\Z) =0.

Comme A = 0 donnera la solution triviale, il faut que
sin(Al) =0 = A = nn.

Donc

La solution de I’équation (1.8) s’écrit sous cette forme
T(t) = a,sin(At) + by, cos(At)
et la solution générale
Un(x,t) = [ay sin(A,t) + by, cos(A,t)] sin(A,z).

Par le principe de superposition, on a

Z ap, Sin(A,t) + by, cos(A,t)] sin(A,z).

n=1

Les coefficients a, et b,

Par les conditions (1.4), on a

u(z,0) = ¢(x) = Y _ b, sin(A,z).

Les coefficients de Fourier sont donnée par

l

/qﬁ sin(\,x)dx.

0

'\\.|[\D

D’autre part on a

ou = . .
E(L t) = ;()\nan cos(Ant) — by, sin(At)) sin(A,z)

et pour t =0, on a

ou = .
E(x, 0) =(z) = Z An@y Sin( A, ).

Enfin, les coefficients a,, sont donnée par :

I
a, = % /w(x) sin(\,x)dx.
0



1.4 Rappels d’analyse asymptotique

1.4.1 Perturbations

D’une point de vue heuristique, la théorie des perturbations est une méthode mathéma-
tique général qui permet de trouve une solution approchée d’une équation mathématique
dépendant d’un paramétre ¢ lorsque la solution de ’équation pour la valeur € = 0 est connue
exactement.

L’équation mathématique avec le paramétre € peut étre une équation algébrique, une
équation différentielle, une équation aux valeurs propres,.... L’idée consiste a chercher la
solution approchée sous la forme d’une développement en série de puissances du paramétre
. Cette solution approchée étant supposé étre une approximation d’autant meilleure de la

solution exacte (inconnue), que la valeur absolue du paramétre € est plus petit.

1.4.2 Symboles d’ordres

Nous intéressons & la facon dont les fonctions se comportent lorsque qu’un paramétre &
devient petit, par exemple la fonction ¢(¢) = e ne converge pas vers zéros avec la méme

fagon que f(g) = &2, lorsque € — 0.

Définition 1.3 1. f = 0O(¢) lorsque e — &y, signifie qu’il y a les constantes ko et £,
(indépendant de €) de sorte que

|f(e)] < kolo(e)| poureo <e <ey,

nous disons que "f est grand O de ¢" lorsque € — €.
2. f = o0(¢) lorsque e —> ¢q signifie que pour chaque & positif , il y a un ey (indépendant
de €) de telle sorte que

|f(e)] < dld(e)] poureg <e < ey,
nous disons que "f est petit o de ¢" lorsque ¢ — €.
Le théoréme suivant facilite 'application de cette définition.

Théoréme 1.1 1. 5i

8h_rgo%g—L ou —oo <L <oo
alors f = O(¢) lorsque e — €
_ £
5

f=o0(¢) lorsque e — ¢

Démonstration. voire [7] =



1.4.3 Meéthode des échelles Multiples

Nous allons présenter les idées de la méthode par un exemple relativement simple. Le

probléme & considérer est de trouver la fonction y(t) qui satisfait
y' +ey +y=0 pour t >0, (1.9)

y(0)=0 et ¥'(0)=2. (1.10)

Cette équation correspond a un oscillateur avec amortissement faible.

1.4.3.1 Expansion réguliére

Supposant
y(t) = yo(t) +eyu(t) +--- . (1.11)

En substituant ceci dans (1.9), on trouve
Yo ey el +evh) o tep+-- =0

En regroupant les termes avec des puissances égales de €, nous obtenons les deux équations

différentielles linéaires suivantes :

yg+y0 == 07
vty =~

Pour les condition initiales, en remplacant (1.11) dans (1.10) on trouve
Y0(0) +ey1(0) =0 et y5(0) + ey (0) = 2.
Donc il est nécessaire que

y(0) = 0 et yu(0) =
y1(0) = 0 et w(0)

Y

2
0.

Maintenant on peut trouver y, comme solution du probléme suivant :

yg + Yo = 07

C’est une équation différentielle d’ordre 2, et la solution et donné par

yo(t) = cicost + cosint et c¢p, co € R



et les conditions initiales donnent, ¢; = 0 et co = 2, alors
yo(t) = 2sint. (1.12)
On peut trouver y; comme solution du probléme
0(e) Yl + 11 = —2cos(t), 113
y1(0) =0 et y(0) =0.
La solution générale de cette équation différentielle est donnée par

y1(t) = yin(t) + y1p(t).
la solution homogéne est
th (t) = 0
Pour trouver la solution particuliére y; ,(£), on suppose qu’elle a la forme
y1(t) = t(Acos (t) + Bsin (t)).
Ce qui implique
y1,(t) = —2Asin (t) + 2B cos (t) — t(Acos (t) + Bsin (t)).

En remplacant cette expression dans ’équation (1.13) nous trouvons

yi(t) = y1,p(t) = —tsin (7).

Enfin & partir de cette derniére avec (1.12) et (1.11), on obtient une approximation O(e)
donnée par
y(t) ~ 2sint — et sint. (1.14)

Cette approximation est appelée I'expansion réguliére,

Yreg(t) = 2sint — et sint. (1.15)

1.4.3.2 Expansion avec échelles multiples

Il est clair que cette méthode n’approxime pas bien la solution pour 0 < ¢t < oco. En
fait, lorsque t ~ 1/¢, le deuxiéme terme développé (1.14) est du méme ordre que le premier
terme. Le probléme avec cette approche est que la solution exacte du probléme (1.9) est
décroissante, mais le premier terme de (1.14) ne décroit pas lorsque t — +o00. Le second
terme tente de compenser cela, et dans le processus finit par étre aussi grand que le premier

terme.

10



Pour construire une approximation valable pour ¢ de 'ordre O(¢71) on utilise la méthode

des échelles multiples. On introduit les variables
t1 =1t et ty=c¢t.

Ces deux échelles de temps seront considérées comme indépendantes. Par conséquence la

dérivée originale du temps est transformée comme suite :

d  dyd d,do 8 0
T " aon T aon - on o (1.16)

et
d? dt18<8 8> dt26(8 8) 0? 0? 5 0

— sl (e )+ (e ) = =+ 2 —. (11
a2 dton \otn o) Taron \on T an o2 8t18t2+5 o2 (1.17)

Pour simplifier les notations, nous utilisons le symbole 0t; au lieu de at .1 =1,2. En substi-
tuant (1.16) et (1.17) dans (1.9) et (1.10) on obtient le résultat suivant

(07, + 2601, 0, + 20;,)y + (Oh, + €0,y +y =0, (1.18)

ol
y(0,0) =0 et (0 +¢0,)y(0,0) = 2. (1.19)

Noter que la solution de (1.18) et (1.19) n’est pas unique et que nous devons imposer plus de
conditions pour I'unicité de la solution. Cette liberté nous permettra d’empécher des termes
séculaires d’apparaitre dans I’expansion.

Nous allons maintenant utiliser un développement en série de puissance de la forme
Y~ yo(tr,t2) +eya(te, ta) +--- . (1.20)
En substituant ceci dans (1.18), on obtient
(07, + 2204, 0r, + €207) (Yo +eyr + -+ ) +€(0ry, +0,)(yo +eyr + -+ ) Fyo+eyr + - =0,

c.-a-d.
87521y0 + 2€8t18t2y0 + eaflyl + €8t1y0 +yo+eyr +---=0.

En regroupant des termes avec des puissances égales de €, nous obtenons les deux équations

différentielle linéaires suivantes :

Gyo+yo = 0, (1.21)
Oiyi+yr = —20,0uY0 — Ono. (1.22)

Maintenant pour les conditions initiales, en substituant (1.20) dans (1.19) on a

yo((), 0) + Eyl((), 0) =0 et Otlyo((), 0) + Eﬁtlyl(o, 0) + 58t2y0(0, O) + = 2,

11



c.-a-d.

1(0,0) = 0 et 9,40(0,0) =2,
y1(0,0) = 0 et 0,y1(0,0) = —0,y0(0,0).
La fonction g, est la solution du probléme
(821 + 1)3/0 = 0
oy
yO(Ov O) = 07 3t1y0<07 O) =2
La solution générale de ce probléme est

Yo = ao(t2> sin(tl) + bo(tg) COS(tl). (123)

Les coefficients ag(t2) et bo(t2) sont fonctions arbitraires de ¢y sauf qu’ils sont exigés pour

satisfaire les conditions initiales
ap(0) =2 et by(0) =0. (1.24)

Les fonctions ag(t2) et bo(t2) doit étre choisies pour empécher 'apparition des termes sécu-
laire, pour cela nous utilisons I’équation déterminante y;. On utilisant (1.22) et (1.23), on

déduit que y; est solution de

(82 + 1)y1 = —20;, 01,50 — Oy Yo,
O(e)
y1(07 O) =0 et atlyl(ou O) = _at2y0(07 0)

et a partir le résultat du probléme O(1), I’équation pour y; est
(07 4 D)yr = (2b) + bo) sin(t1) — (2ay + ag) cos(t1). (1.25)
La solution générale de cette équation différentielle est donné par

y1(t1, t2) = yan(te, t2) + yip(ts, ta)

avec

ylh(tl, t2) = al(t2> Sin(tl) + b1 (tg) COS(tl),

qui ne produira pas du terme séculaire pour t; — 400 et t; borné. On cherche une solution
particuliére sous la forme

y1p = t1(Acosty + Bsinty).

Ce qui implique

8fly1p(t1, to) = —2Asint; + 2B costy — t1(Acost; + Bsinty).

12



En remplacant ces deux résultats dans I’équation (1.25) on trouve
ylp(t) = —(b6 + bO)tl COS(tl) - (CL6 + ao)t1 Sin(t1>. (126)

Dans (1.26), il y a une possibilité d’avoir des termes séculaires. Cependant, les fonction ag

et by peuvent étre choisies pour empécher ceci. En exigeant que
266+b0:06t 2a6+ao:0
ces deux équation différentielles dont les solutions sont données par
_t2 _l2
bo(tg) = bo(O)e 2 et ao(tg) = ao(O)e 2,
Dans la derniére étape, on impose les conditions initiales données dans (1.24), on obtient
t
bo(tg) =0 et ao(tg) = 26_72.
En rapportant ceci dans (1.23), on obtient

Yo = 26_%2 sin(tl),

c-a-d.

Yy~ 22 sin(t).

C’est un premier terme d’approximation qui est valable jusqu’au moins a t = O(e™!). Cette

approximation est appelée ’expansion a échelles multiples

Yeem = 2" sin(t). (1.27)

1.4.3.3 Comparaison avec la solution exacte

L’équation (1.9) est une EDO linéaire du second ordre dont 'équation caractéristique
associée est donné par r2 4+ er + 1 = 0, alors

—c —iv4 — g2 _ —etiv4 €2
2 Y

r = ; o =

2

et la solution exact a la forme

Yeur(t) = €72 <A cos <\/¥t> + Bsin (Mt)) .

avec y(0) = 0 et ¢/ (0) = 2, on obtient

2 —et 2 52
Yext(t) = ———=e 'sin(4/1 — Zt) (1.28)
1—¢2

4

Pour voir l'efficacité de la méthode des échelles multiples pour obtenir une bonne approxi-

mation de la solution exacte (1.28), on compare graphiquement ¥,eg, Yechm €t Yeut-

13



FIGURE 1.1 — Comparaison entre les solutions Yez: €t Yechm €t Yreg pour € = 0.1.
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—Yy
1.5 = = Yechm

ﬂ
| I iy
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05§

reg

0 10 20 30 40 50 60 70

FIGURE 1.2 — Comparaison les entre solutions Yez: €t Yechm €t yreg pour € = 0.05.
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CHAPITRE 2

EQUATION D’ONDES AVEC
AMORTISSEMENT INTERNE

Dans ce chapitre, on explique comment s’applique la méthode des échelles multiples sur
le probléme suivant :
0?u — *(et)0%*u + eH(Oyu, 03 u) =0, pour x € |0,7[ et t >0,

u(0,t) = u(m, t) =0, pour ¢ > 0,

u(z,0) = f(z) et Owu(x,0)=g(x), dans ]0,7[,

ot H(dyu, d3 u) représente un amortissement interne, qui dépend des dérivées de la solution.

2.1 Amortissement interne faible
Dans ce cas on prend H linéaire en 0;u, tel que :

H(0u, 07 u) = adu, avec a > 0.
On considére le probléme suivant :
02u — A (et)0%u + eadu = 0, pour z € ]0, 7| et t > 0,
u(0,t) = u(m, t) =0, pour t > 0, (2.1)
u(z,0) = f(z) et Owu(z,0)=g(x), dans ]0, 7.
On applique la méthode des échelles multiples. On pose
t1 =1, et ty = et.
Alors c(et) = c(t2), et on suppose que

pour t; =0, ¢(0) = 1.

D’aprés le régle de chaine on a :

dt dt
8{& = d—tlatlu + d—;f)tQu.

16



Alors

3tu = C(tg)atlu + EatQU,
Ru = A(t2)0] u+e*0f u+ 2ec(ta)0h,u + ¢ (12) 0 u.

On pose
u(z,t) ~ u(w, ty, ta) = ug(z, t1, ) + up (z, 11, t2) + O(e?).

En substituant d;u et 9?u dans Péquation de le probléme (2.1), on obtient

C2(t2)at21u + 82832711 + 2€c(t2)(‘3t1t2u + SC,<t2)at1u — cz(tg)(?iu + ozec(tg)atlu + 05528152U =0.

Donc
2 2¢ ed (to) ae 5
Pu—Pu=——— Pu— 9 — ——0yu——— |0 —0, .
t U z U 2(ty) to U c(ta) tity U 2(ty) t U o(t2) U+ c(t2) ty U
D’autre part, comme ¢(0) = 1 les conditions deviennent :
u(z,0,0) = up(z,0,0) + euy (z,0,0) + ... = f(z), (2.2)
Oyu(x,0,0) = 0y, up(x,0,0) (2.3)
+ 0, up(x,0,0) + € [0, u1(2,0,0) + €0, us (x,0,0)] + ... = g(x),
’LL(O, tl, tz) = Uo(o, tl, tg) + €U1(O, tl, tg) 4+ ...= O, (24)
U(?T, tl, tg) = Uo(ﬂ', tl, tg) + €U1(7T, tl, tg) +...=0. (25)
Pour € = 0, on trouve le probléme suivant :
D4 up — O*ug =0 pour z € ]0,7[ et ty,ty > 0,
O(1) : § uo(0,t1,t5) = up(m, t1,t2) = 0 pour ty,13 > 0, (2.6)

uo(z,0,0) = f(x) et Onug(x,0,0) =g(zr) dans |0, 7[.

Pour résoudre le probléme (2.6) on utilise la méthode séparation de variable en supposant

que la solution a la forme wug(z,t;) = X (2)T'(¢1). 1l vient que

X'(x) = AX(x) = 0, (3)
T"(ty) — AT(t;) = 0. (4)
Pour A < 0. on pose A = —\?, la solution s’écrit sous la forme

X(z) = Asin(Az) + B cos(Az).

Alors
up(0,t1) =B =0, et wug(mt;)= Asin(Ar)=0.

17



On obtient
A=0 ou sin(Ar) =0,

et
sin(Ar) = 0 = A\w = nr.

Donc
A=\, =n, n € N. (2.7)

Pour I'équation (2.7), la solution s’écrit sous la forme
T(t1) = an(t2) sin(A,t1) + by (t2) cos(Anty).
D’ou la solution générale de (2.6)
Uon (T, T1, ta) = [an(t2) sin(A,t1) + by(t2) cos(Anty)] sin(A,z).

Donc

+oo
uo(2,t1,12) = Y [an(ta) sin(Anty) + by(t2) cos(Ant1)] sin(An). (2.8)
n=1
Pour calculer les coefficients a,, et b, on passe a 'ordre ¢, i.e.,
( 2 d(t2) a
02 uy — 0?up = ——0, — ——=0, ——0 €0 tt1,t2 >0
tlul z U1 C(tg) t1to U0 CQ(tQ) t1 U0 C(tg) t,Uo, Ppour T ] 77T[ el 11,12 )
0le) : uy(0,t1,t2) = ui(m, t1,t2) = 0, pour ty,15 > 0,
\ u1(2,0,0) =0 et Oyui(z,0,0) =0, dans )0, 7[.
D’aprés la solution (2.8), on a
+o0o
8t1 Uy = Z [)\nan(t2> COS()‘ntl) - )‘nbn(tQ) Sin(/\ntl)] Sin(/\nx)a (29)
n=1
+o0
Onio = [Anth(t2) cos(Ant1) — Aub, (t2) sin(Anty)] sin(A,). (2.10)
n=1

On injecte (2.9)et(2.10) dans I’équation du probléme O(g) , on trouve :

2
O2uy = Ofur + —— > (At (t2) cos(Ant1) — Anb), (t2) sin(Ayt1)] sin(Anz)
C(tg) 1

D ()ﬂ7

82uy = us + f [(%a (t2) + (Cl(t” + -2 ) )\nan(tg)> cos(Ant1)

_ (ﬂb/ (ta) + (C/(tQ) 4+ ))\nbn(tg)) sm(Antl)] sin(A,z). (2.11)




On peut écrire u; comme combinaison linéaire par les éléments de la base {sin(A\,z)}, <,

¢’est-a-dire uq on écrit sous la forme suivante :

—+00

up = ZU” (t1,t2) sin(\,x).

n=1

Alors

—+o00
O2ur = — > X (tr, ta) sin(A,), (2.12)

n=1
+o0

Ofur =Y _0Fva(ty, ta) sin(Az). (2.13)

n=1

En substituant (2.12) et (2.13) dans (2.11), on trouve

ji A2 v, (t1, £2) sin( A, 2) Zatlvn t1, ta) sin(Ax)
*f (Gt + (3 + i) M) eostnts
(B (2 s
Donc

2\, -, )
@zlvn(tl, tg) + )\ivn(tl,tg) = (mbn(tg) + ( a ) )\nbn(tz)) SIH()\ntl)
2

(s (427 s

Puisque les fonctions trigonométrique du coté droit sont des solution de I’équation homogéne

associée alors pour éviter les termes séculaires dans ’expansion, on doit avoir

2\

n '(t
a/(t)+(0(2)+ Q >)\nan(t2) — 07 pouynzl’...’+oo7

c(tz) " c2(tz)  clts)
2hn c(t2) a = ourn=1,---,400
Tt + (g + i) M) = 0 powr =1 o

ie.,

) L)) e Bl ()

an(tg) 2
Par intégration, on obtient
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Alors, comme ¢(0) =1, on a

In C;Z((tg)) +1Inv/c(ty) = —zaty et 1 l;,;((tg)) +1In/c(ty) = —=ats
Donc
exp (ln C;Z((tg))) exp <1n c(t2)> = exp (—%am) ,
by (to 1
exp (ln bn((t()))) exp <1n c(t2)> = exp (—§Qt2> .
Alors

an(ts) = @ (0) exp (—lat2> et by(ty) = b (0) exp (—latg).

D’aprés les conditions (2.2), on

(x,0,0) Zb )sin(A\,x) = f(z) et Oyup(z,0,0) Zan JAn sin(A\,x) = g(x).

D’ou

™

a,(0) = - /g(x) sin(A,z)dr et b,(0) = %/f(x) sin(\,x)dx

Par conséquence, 'approximation du premier terme de la solution est :

+oo

> " [an(0) sin(Ant1) + b, (0) cos(Antr)] sin(An).

2) n=1

exp (—%th)

o

u(z,t) ~uo(x, ty,ta) =

~

2.2  Amortissement interne fort

Dans ce cas on prend H linéaire en 97, u,tel que :

trx

H(Owu, 07 u)=—p02 u, B>0.

txx
On considére le probléme suivant :

D2u — A(et)0%u — B0} u =0, pour z € ]0,7[ et t > 0,
u(0,t) = u(m,t) =0, pour t > 0, (2.14)
u(z,0) = f(z) et Owu(z,0)=g(x), dans  ]0, 7.

On applique la méthode des échelles multiples et le régle de chaine. On substitue dyu et du

dans (2.14), on obtient :

CZ(t2>at21U + €282522U + 2€c(t2)8tlt2u + €C/<t2)at1u — 02(752)8516 — 55( ( )8f’lmu + 683

tgxx

u) = 0.
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Donc

g2 2e ed (t2) Be
2 2 2 2 3 3
0751“ - axu - _CQ( )atg C(t2)at1t2u - mutl + C(tg) ( ( )atlxa:u + eatgx:c )
On prend € = 0, on trouve le probléme suivant :
0} ug — 02up = 0, pour x € 0, 7| et ti,ty > 0,
O(1) § uo(0,t1,ta) = uo(m, 1, t2) = 0, pour t1,t3 > 0,

up(z,0,0) = f(x) et Oyuo(x,0,0) =g(z). dans 0, 7].

La solution de ce probléme on écrit sous la forme (2.8) sans changement avec \,, = n.

Pour recherche les coefficients a,, et b, on passe a 'ordre ¢ :

( 2 c(t
aflul — 85’&1 = (t2)8t1t2 1 — 2 (( 2))8,51 Ug + (B )dizx 0, pour x & ]O,ﬂ'[ et t1,15 > 0,
0(5) : Ul(o, tl, tg) = U,l(ﬂ',tl, tg) = O, pour tla t2 > Oa
\ u1(2,0,0) =0 et Oyui(z,0,0) =0, dans  ]0,7[.
D’aprés (2.8), on a
+oo
at1u0 = Z [)‘nan(tQ) COS()‘ntl) - )‘nbn<t2) Sin()\ntl)] Sin()‘nx)a (215)
n=1
—+o00
Onitn = Y [And)(t2) cos(Ant1) — Anb, (£2) sin(Anty )] sin(A,), (2.16)
n=1
+oo
O} pollo = Z — X2 [an(t2) cos(Ant1) — by (ts) sin(Anty)] sin(A,z). (2.17)
n=1

En remplagant (2.15), (2.16) et (2.17) dans 'équation du probléme O(e), on a

[Anal,(t2) cos(Apt1) — Aub (t2) sin(A,t1)] sin(A,x)

2 2
@lul — chl = —

c(ts) —
- s;((?)) 3 [Anan(t2) cos(Ant1) — Anby(t2) sin(Anty)] sin(A,2)
_ C(i) SN2 [an(t2) cos(Ants) — ba(t2) sin(Aut:)] sin(Ay)
D’ou
2u = 0P . 2 al ¢ (ta) B a cos
=+ 3| (G + (Gt ) ot ooty

_(QAb%m) (j“ﬁA_+5§)b4m0stJﬁ}mmM@a

c(t2)
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On écrit u; sous la forme :

“+o00
U, = Zvn(tl, to) sin(\,x).
n=1

On obtient :

— Z)\ U (t1, ta) sin(A\,x) Z@tlvn t1,t2) sin(A,2)
n=1

n=1
+oo

_ (2(2)5' (ts) + (;?Z)) M + f(f)) bn(t2)> sin()\ntl)} sin(An).

Donc

N2, (b, ) + O v (tr, t2) = lf(t)b/( gt (52((2;2))/\n+ cft/\;;?) bn(m} sin(Ant)

B (e 2 e
Pour éviter les termes séculaires, on prend

St () 5] o
s (45

Lt 1c(t
ay (t2) _0(2):__5/\7% ot
(ln(tg) 2 C(tg) 2

Par intégration sur [O ts], on obtient

0, pour n =1... 4+ oo,

Donc

c(ty) =

Alors

_ @0 ex —5—)\2‘ e
an(tg) = C(t2) p( 9 t2> t bn(tg)

D’aprés les conditions initiales (2.2), on a

™

2

a,(0) = W)\n/g(x) sin(A,z)dr et  b,(0) %/f(x) sin(\,x)dx.

Par conséquence, I’approximation du premier terme de la solution est donnée par

1 n=+o00

w(,t) ~ Ueenm (T, t1,to) Z exp < ﬁAit )
) ~ Uechm\&L; U1, - - 2
1,t2 ) & 5

X (a5, (0) sin(A,t1) + b, (0) cos(A,t1)) sin(Apx).
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Remarque 2.1 En comparant la solution de [’équation d’onde dans le cas d’un amortisse-

ment interne faible et fort pour o = B3, on constate que l’amortissement —07 wu a un effet

txx

plus fort que Oyu sur les fréquences X\, > 1 puisque

_BApta _ Bty
e 2 <e 2 ,pourn>1

Remarque 2.2 A partir de I’étude précédente, on peut généraliser le probléeme (?7) en pre-
nant :
H = (-1)"a(0;0>™)u tel que a,, >0, m € N.

Donc le probléme s’écrit sous la forme
O2u — A (et)0?u + e(—1)"a(00*™)u = 0, pour x € 0,7 et t >0,
u(0,t) = u(m,t) =0, pour t > 0,
u(z,0) = f(z) et Jwu(x,0)=g(x), dans 10, 7],

et lapprorimation du premier terme de la solution dans ce probléme est :

+0c0 2m
1 a t2
w(z,t) ~ Ueenm (T, t1,12) = ———= E exp (— L )

X [an(0) sin(Ant1) 4 b, (0) cos(Apty)] sin(\,z).

2.3 Exemple numérique

Pour illustrer les résultats précédentes, on étude ’exemple suivant, tel que

f(z) =sin(2z) et g(z) =0,

avec
2 + cos(et)

c(tz) = 5

et a=p=

Dans ce cas on a le probléme
02u — *(et)0%u + eH(Oyu, 03 ,u) =0, pour x €]0,7[ et t >0,
u(0,t) = 0, d,u(m, t) =0, pour t > 0,
u(z,0) =sin(2z) et OQu(x,0)=0. dans ]0,7[,

et on peut démontrer que le premier terme de "approximation réguliére est

up(z, ty,t2) = cos(2t) sin(2x).
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2.3.1 Le cas d’amortissement interne faible
On a le probléme suivant :
O2u — A(et)%u + edyu = 0, pour z € )0, 7| et t > 0,
u(0,t) = 0, 0u(m, t) =0, pour t > 0,
u(z,0) =sin(2z) et OJu(x,0) =0. dans 0, 7.
L’approximation du premier terme de la solution s’écrit sous la forme suivante :

3

(s £) o~ teenm (¥, 8) =\ [ 5o

exp (—%t) cos (2¢) sin(2z).

Le graphique suivant représente la solution ueenm(,t) pour différents temps :

O NS L _ - -~ 0 el
1 -1
0 1 2 3 0 1 2 3
FIGURE 2.1 — Solution asymptotique teepm (2, t) pour e =0 —— et € = 0.01 - -

et e =0.1—.
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2.3.2 Le cas d’amortissement interne fort

On considére le probléme suivant :

02u — A (et)0%u — 0} u =0, pour z € ]0,7[et ¢ > 0,
u(0,t) = 0, d,u(m,t) =0, pour t > 0,
u(z,0) =sin(2z) et u(z,0)=0. dans |0, 7],

L’approximation du premiére terme de la solution on écrit :

u(z,t) ~ Ueenm (T, 1) = exp (—2¢t) cos (2t) sin(2x).

2 + cos(et)

Le graphique suivant représente la solution ueep,(x,t) pour différents temps :

t=0

0
~ =z
1t -
0 1 2 3
t=20"pi
1 C T T
0 =
1 = L 1
0 1 2 3 0 1 2 3
t=30*pi t=40*pi
1F ' 1F
0= 0 p====-n -
1 : . -1
0 1 2 3 0 1 2 3
FIGURE 2.2 — Solution asymptotique teepm(z,t) pour e =0 —— et € = 0.01 - -

et e=0.1—.
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CHAPITRE 3

EQUATION D’ONDES AVEC
AMORTISSEMENT FRONTIERE

Dans ce chapitre, on considére le probléme suivant :
OPu — A(et)0%u = 0, pour x € |0, 7| et t > 0,
u(0,t) =0, u(m,t) + eH(Oyu, d3 u) =0, pour t > 0,

u(z,0) = f(z) et Ow(z,0) = g(z), dans 0, 7|,

ot H(Oyu,d? u) représente un amortissement frontiére.

3.1 Amortissement frontiére faible
Dans ce cas on prend H linéaire en 0,u, tel que :
H (O, 02 u) =~vou, v >0

txx

et on considére le probléme suivant :

O2u — *(et)0?u = 0, pour z € ]0, 7| et t > 0,
u(0,t) = 0,0, u(m, t) + eydu(m,t) =0, pourt > 0, (3.1)
u(@,0) = f(z), Opu(z,0) = g(z), dans 10,7,

et on suppose que
pour t5 =0, ¢(0) = 1.

Pour appliquer la méthode des échelles multiples, on pose
tl = t, et t2 = et.
En particulier ¢(et) = ¢(t2). D’apres le régle de chaine on a :

agu = C(tg)atlu + E@tQU,
Ofu = *(t2)0f u+ 07 u + 2ec(t2) Oy 1yu + ¢ (t2) O, u.
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On suppose que
u(z,t) ~ u(w, ty, ta) = ug(z, t1, t2) + eup (z,t1, t2) + O(€?).
Par dérivation, on obtient
A (t2)0f u + 05 u + 2ec(ta) Oy yu + e (t2) Oy u — P (t2)00u = 0,
ie.,

g2 2e ed (t2)

2 —_— — —
62(t2)8t2u c(tg)atltzu 2(ty)

D’autre part, les conditions initiales et aux limites deviennent :

2 2 _
Oy u— Opu = —

8t1u.

w(0,ty,te) = up(0,t1,t2) + cug(0,tq,t2) + ... = 0,
Opu(m, t1, ta) + eyOwu(m, t1, ta) = Oyug(m, 1, t2)
+ e [Opur (T, by, ta) + ye(ta) Oy uo(m, 1, ta)] + ... = 0,
u(x,0,0) = up(z,0,0) + euq(x,0,0) + ... = f(z),

&u(m, 07 0) = 8t1u0(x, 07 0) +e€ [atzu()(x? 07 0) + a1€1ul($7 07 O)] + ..

Pour € = 0, on trouve le probléme suivant :
OF up — Q2up = 0, pour x € |0, [ et ti,ty > 0,
o(1) § uo(0,t1,t2) =0, Qpug(m,t1,t2) =0, pour ty,t3 > 0,

uo(z,0,0) = f(x),0uo(x,0,0) = g(z), dans |0, 7.

(3.4)

En utilisant la méthode de séparation de variable, on suppose que la solution s’écrit comme

suit
u(z,t) = X(x)T(t).

On remplacant dans 1’équation (3.4), on obtient

X//(x) _ T//(t) _ _)\
X(x)  T(t) ’

ou A € R est une constante positive. On obtient
X"z) = AX(z) =0 et T"(t)—\T(t) = 0.
La solution de premiére équation est
X(z) = Asin(Az) + B cos(Az).

Alors
up(0,t1) =B =0 et Opup(m t;) = AXcos(Ar) = 0.
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On obtient
A =0 ou, cos(Am) =0,

et
2n —1
cos(Am) =0 = A = %, pour n € N.

Donc 5 .
A=A\, = n2— , n € N.

La résolution de la deuxiéme équation dans (3.5), donne :
T(t1) = an(t2) sin(Apt1) + by (t2) cos(Anty).

par superposition, la solution générale de (3.4) est

+o00

uo(z,t1,t2) = Z [an(t2) sin(Anty) + by (t2) cos(Anty)] sin(A,x). (3.6)

n=1
Pour trouver a,, et b, on passe a l'ordre ¢ :
( 2 C/(tg)
Oluy — 0%uy = ———0p, 1, U — ———=0p, u
t141 W1 C(tQ) t1to Y0 CQ(tQ) t1 &0

Uy (0, tl, tg) = 0,

O(e 3.7
( ) axU1(7T,t1,t2) - —’}/C(tg)atluo(ﬂ',tl,tg), ( )
uy(2,0,0) =0,
\ O ui(x,0,0) = —0,up(z,0,0).
Pour avoir des conditions aux limites homogénes, en utilise le changement
uy = wy — xyc(te) Oy up(m, ty, t2)
et on peut réécrire le probléme (3.7) comme suit, :
( 2 c(t
8?1101 — aiwl = —@@muo — %&HUQ -+ .T’)/C(tg)aiUO(ﬂ', tl, tg),
wl(oa t17 tQ) = 07
O 3.8
(8) a3c'wl (’/T, t1, t2) = 07 ( )
wi(x,0,0) = yxdy, up(m,0,0) ,
| Onwi(x,0,0) = y297 uo(,0,0) = puo(x, 0,0).
Par dérivation, on a d’aprés (3.6)
“+o0o
Oniytio(r, b ta) = Y (At (t2) cos(Ant1) — Anb) (f2) sin(Anth)] sin(An), (3.9)
n=1
+oo
Onug(z,t,ty) = Y [Anan(ta) cos(Anty) — Apbp(t2) sin(Anty) sin(A,z),  (3.10)
n=1
+0o0
Opuo(m ti,ts) = Y [=ADan(ta) cos(Ant1) + Abba(t2) sin(Anty)] sin(A,m).  (3.11)
n=1
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On injecte (3.9), (3.10) et (3.11) dans I’équation du probléme (3.8), on obtient

—+00

(tz) Zl [Anty, (t2) cos(Ant1) — Anbl, (t2) sin(A,t1)] sin(Ayz)

+oo
)Z An@n(t2) cos(Aut1) — A\pby (L) sin(Apty)] sin(A,z)
1

)TL
- I’YC(tQ)Z (=X an(t2) cos(Antr) + Apbu(ta) sin(Aytq)] sin(A,m).  (3.12)

n=1

2 2
6&Uﬂ 8huq<+

Ensuite, on suppose que w; s’écrit comme
)

+o0
wy = Zvn(tl, to) sin(A,z).

n=1

On a aussi besoin de développer la fonction x en série de Fourier. Cela donne

+oo
x = Zd” sin(\,x).
n=1

Par la formule des coefficients de Fourier, on a

™

2
d, = — /msin(/\nx)dx
T
0

et par intégration par partie, on trouve

dn = 2 sin( A, )
En substituant w; et x dans (3.12), on a
+o0o
Z )\28 o (t1, ta) sin(A Zaﬂvn t1,ts) sin(Anz)
n=1
2 +0o0
+ 0 )Z [Andl, (t2) cos(Ant1) — Aubl, (t2) sin(Apty)] sin(Apz)
2 n=1
C/<t2) (o¢] ' |
+ A(t )Z [An@n(t2) cos(Apt1) — Anby(t2) sin(Anty)] sin(A,x)
2 n=1

=) sin(Anz)d, Y ve(ta) N [—ax(ta) cos(Ait1) + bi(t) sin(Ait1)] sin(Aem)  (3.13)

n=1 k=1
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Alors, on multiplie (3.13) par sin(A\yx) et on intégré sur [0, 7], il vient

™ m

Z 22020, ( tl,tz)/sin(knx) sin(Ayz)dr = Z@flvn(tl,tQ)/sin()\nx) sin(A\gz)dz
0 n=1 0
2 X f
+ Z [Anal, (t2) cos(Ant1) — AU, (t2) sin(A,ty)] /sin()\nx) sin(A\gz)dx
C(tg) 1 4
+oo
(t2) cos(Ant1) — Anby(ta) sin( A, ty) /sm (Apx) sin(Agx)dx
n:l 0
+ Zd /sm 2 ) sin(Agx) de'yc ts) )\kak(tg) cos(Art1) — Aiby(t2) sin()\ktl)] sin(A\gm).
k=1
Sin#kona:

™

/sin()\nx) sin(Agz)dx = 0.

0
Sin==k, ona:
ro, 1] 1 1 .
sin“(A,z)de = = [ 1 —cos(2A\,z)dx = = | 7 — = [sin(2\,m) — sin(0)] | .
2 2 2\,
0 0
Comme \, = 25, in(2\,7) = 0 et on a
/sinz()\na:)da: = g
0
Par un calcul direct, on obtient :
2
Ai@gvn(tl, tg) + 8311)“(151, tg) = —m P\na;(tg) COS()\ntl) — )\nb/n(tz) sin()\ntl)]
2

— ¢(ta) a cos sin
(t2> [)‘ n(t2> ()‘ 251) )‘nbn(t2> O‘ntl)]

— ye(ta)d, [N)an(ta) cos(Ant1) — A2by(t2) sin(Ant1)] sin(A,m)

+oo

— ’}/C(tg)an)\i lak(t2) cos(Agt1) — bg(t2) sin(Agt1)] sin(Ag).
o
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En simplifiant on a :

Ai@ivn(tl, t2) + (9311)”(151, tg)

_ ( 2240 (1) + <Cl(t2)A" et dn N} sin()wr)) bn(tg)) sin(At)

c(t2) c(t2)
(2 a c(t2)An ¢ 3¢in(\,7) | a cos
(B + (52 ) sinm) ) anfe) ) costhnty
+oo
—e(ta)dn » A [ag(ta) cos(Aety) — by (t2) sin(Aety)] sin(Aer).
k=1
k#n

En particulier terme (I) ne cause pas des termes séculaire. Pour éviter 'apparition de termes

séculaires, On doit prendre

2)\n / C,(tQ))\n c 3Sin T —
C(tg)bn(t2) + ( C2(t2) +7 (tQ)dn)‘n ()‘n )) bn(tQ) Oa
2An ¢ (t2) M 3sin(\,7) | a =
C<t2)an(t2) + ( (1) + ve(ta)dp A, sin( A, )) a(t2) 0,

comme d,, = 2sin(\,7)/mA\2, alors

2sin( A, 2sin?(\, to) An
ye(ty)d, A2 sin(A\,m) = ve(ta) (M) A2 sin(\,m) = sin” (Aum)yeltz) :
T, ™
Pour A, = 22t on a
.92 w2 (T _
sin“(\,7) = sin (2 (2n + 1)) 1.
Alors
2\, At 2yc(ta) Ay
b(t bo(ts) = 0
T+ (S T Y =
2An d(t) A 27vc(t2) A\
t a(ty) = 0.
)+ (Sl + P 0,
En simplifiant, on trouve
bts) () _ yci(ta) ot ap(ts) () _ ycP(ta)
bn(tg) 20(t2) ™ an(t2> 2C<t2) ™
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Alors

to to
an (0) gl / 2 b (0) v s
an(ts) = exp | ——= [ ¢“(s)ds et by(te) = exp [ ——= [ ¢“(s)ds
Y e ™) Y dn) ™ J
D’aprés les conditions (3.2), on obtient
27 27
1
a,(0) = /\—/g(:v) sin(A\,z)dr et ,(0) = /f(z) sin(\,x)dz.
"0 0

En fin, approximation du premier terme de la solution est :

to

+oo
1
w(z,t) ~ Ueenm (T, t1,12) = —Z exp —1/62(8)(18
7r

C(tz) n—1 )

X [an(0) sin(Ant1) + b, (0) cos(Apty)] sin(A,z).

3.2 Amortissement frontiére fort

Dans ce cas on prende H linéaire en 0}

U tel que

H (0, 0} u) = —60; u, 6 >0
et on considére le probléme suivante :
O2u — A(et)0?u =0 pour z € 0, 7| et t > 0,

u(0,t) =0, Oyu(m,t) — 602 u(m,t) =0 pourt >0,

u(z,0) = f(z), dwu(z,0) = g(x), dans )0, 7[.

On applique la méthode échelles multiples pour t; = et t5 = ct, alors

g2 2e ed (t)
Pu—0Pu=———0%u— —90, — —=20. u.
at Ot c(tz) 2! c(tz) ht2tl c*(ts) nt
et les conditions deviennent :
U(O, t1, tg) = Uo(O, t1, tg) + €U1<O, t1, tg) + ... = O, (314)

Opu(m, ty, 1) + 020p u(m,t) = Opuo(m, ty,ta)
+ & [Opun (7, th, t2) + 6c(t2) D] uo(m, ty, 1) + ... =0, (3.15)
u(x,0,0) = up(x,0,0) +euy(x,0,0) + ... = f(x),
Oyu(x,0,0) = O, up(x,0,0) + & [O,uo(x,0,0) 4+ O, ui (x,0,0)] + ... = g(x).
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Pour € = 0, on trouve le probléme suivant :

04 up — O*ug = 0, pour x € (0,7) et t1,ty > 0,

o(1) ¢ up(0,t1,t2) = Opug(m, t1,t2) =0, pour ty,ty > 0,

uo(z,0,0) = f(x) et Oyuo(x,0,0) =g(z), dans |0, 7.

dont la solution s’écrit toujours sous la forme

“+o00
uo(x,t1,t2) = Y [an(t2) sin(Anty) + bu(tz) cos(Anty)] sin(A,).

n=1

avec ) |
n ——
/\n - ) e N*.
5 n
Pour trouver a,, et b, on passe a I'ordre ¢ i.e.
( 2 C,<t2)
Gflul — 8§u1 = — (tz)atthU() — %thuo,

Ul(O,tl,tQ) = O’
O©) 2 dpun(m, 1, t2) = 5e(t2)05 o (m, 1, 12).

uy(x,0,0) =0,
Oy uq(2,0,0) = =0y, up(z,0,0).

\

En utilisant le changement :
U = Wi + SL’(;C(t2>aflxx (71', tl, tg)

On peut réécrire le probléme O(e) comme suit :
2 c'(t2)

Py — Py = ———— 2 g — 2
E c(tz) t1t2 140 c*(t2)

t1-x

wy(0,11,t2) =0,

Opwy(m, ty,ty) = 0,

wy(x,0,0) = yxdy, ue(m,0,0) , ¢(0) =1,

Oy w1 (x,0,0) = 2607, 02ug(m, 0,0) — Oy ue(x, 0,0).

\
D’aprés la formule (3.16) de ug, on a

“+o00

Oy up(z,ty,t2) = Z)\n [a,(t2) cos(Ant1) — by (ta) sin(Anty)] sin(A,z),

n=1

“+oo
O} ug(m, b1, t2) = Z — X2 [an(ta) cos(Apt1) — by (ts) sin(Ant1)] sin(A,7),

n=1

02, uo(w, b, 1) = Z)\ " (ta) cos(Anty) — U’ (t2) sin(Apty)] sin( A, ),

+o00
0} 02ug(m trta) = D XD [an(tz) cos(Ant1) — by(ta) sin(Ayty)] sin(A, ).
n=1
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On injecte (3.18)-(3.21) dans I’équation du probléme (3.17), on obtient :

02wy = 04w, —I— Z A @, (t2) cos(Apty) — U, (to) sin(Aut1)] sin(A, )

C/ tg

T2 ()

Z A [an(t2) cos(Ant1) — by (ts) sin( Aty )] sin(A,x)

- +oo
+ xéc(tg)Z)\fL [an(t2) cos(Ant1) — bp(te) sin(A,t1)] sin(A,m). (3.22)

Ensuite, on devellope les fonctions = et w; en séries de Fourier, c¢’est-a-dire

400 400
w; = Zvn(tl, to)sin(A,x) et x = Zdn sin(\,x).

n=1 n=1

D’aprés les coefficients de Fourier, on trouve

™

2 2sin(\,
d, = — /xsin()\nx)dx = M
™ A,
0
En substituant w; et z dans (3.22)
Z A2 020, (1, ta) sin(\, Zaﬂvn t1,ta) sin(A,z)

n=1

t2 COS )\ tl) b (tg) SlIl()\ntl)] Slrl(/\nl’)

+ 02(t22) (t2) cos(Ant1) — by (te) sin(Ayty)] sin( A, x)

+o00 +o0
+ Zdn sin()\na:)Zc(tg)/\Z(S [ak(t2) cos(Agt1) — be(t2) sin(Agt1)] sin(Agm).  (3.23)
n=1 k=1
On multiplie (3.23) par sin(A\zz) et on intégre sur [0, 7|, il vient

™

™ +o0
Z 2202, ( tl,tz)/sin()\n:v) sin(A\gx)dx = Z@flvn(tl,tg)/sin()\na:) sin(Agz)dx
0 n=1

0
T

' (t2) cos(Ant1) — bl (t2) sin(/\ntl)]/sin()\nx) sin(A\gz)dz

+ 62(t22) (t2) cos(Ant1) — by (ts) sin(A,t1)] O/Sin()\nx) sin(A\pz)dx
+ Zd /sm n) sin(Agx) dec t2) A0 [ar(t2) cos(Axt1) — by (ta) sin(Axty)] sin(Agm).
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Sin#k

s

/sin()\nx) sin(Agz)dr =0

0
Sin=k i
/sinQ()\nx)dx = g
0
Par un calcul simple, on a :
2
8311)”(751, tg) + Ai@ivn(tl, tg) = —m)\n [a;(tg) COS()\ntl) - b;l(t2> Sln(>\nt1)]
Cll2
/
=) () cos(Ont) — bu(ts) sin(Anty)]
c2(t2)
— ¢(t2)6dn N2 [an (ty) cos(Anty) — by (ta) sin(Aut1)] sin(A,7)
+o00
— ¢(ta)dd,, Z A [ag(ta) cos(Apty) — br(ts) sin(Agty)] sin(Ag7).
k=1,k#n

En simplifiant, on a :

atzlvn(tl, tg) + )\fﬁivn(tl, tg)

2 / C,<t2) 5 .: .
- . Ay 4 c(ta)5d, N2 sin( A7) ) bt At
<C(t2))\ b, (t2) + (02(152) + c(ts) > sin(\,7) (ta) ) sin(Ant1)
_ (ixna;(tg) + <@An T e(ta)3d, A7 sin()\nw)) an(t2)> cos(Ont)
c(t2) c(tz)
+oo
—c(t2)dd, Y A} [ag(ta) cos(Metr) — bi(ta) sin(Aety)] sin(Aer),
k=1,k#n )
I
et pour d, = %, on a
i 2¢(t5)0 sin®? (A )3
c(t2)8du N3 sin(A\rr) = c(t2)d (ﬂfjﬁ)) X sin(r) = 24 2>5S”;( nT) N,
ﬂ- n

avec sin*(\,7) = 1.
Le terme I ne cause pas une terme séculaire. Pour éviter les termes séculaires dans

I’expansion, il faut que

2 (ty) 2c(ty)oN? _
C<t2))\nbn(t2) + (Cg(t2)An +—— ) bn(t2) 0,
i y C/(t2) 2C<t2)5>\131 a _
C(t2>/\n n(t2) + (CQ(tz))\n+ . ) n<t2) 0.
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Alors

bt 1) _ )i
bn(tg) 2 C(tg) N ™ ’
ay (t2) N 1d(t)  Ak)oN,
CLn(tQ) 2 C(tg) n ™ .
Par intégration on a :
Foi(s)  1c0s) 62 |
n(s) | 1d(s L
/bn(s) + 2 els) ds = c“(s)ds,
0 0
Faus) 1 N2 |
an(s)  1d(s D =
/an(s) + 2 ols) ds - / (s)ds
0 0

Donc, comme ¢(0) = 1

2 2
by(ta) = ) exp —%/CQ(S)dS et a,(te) = @ (0) exp —%/CQ(S)dS

to ™

A=
~

D’aprés les conditions (3.14), on a :

a,(0) = ﬂin /g(x) sin(Apz)dx et b,(0) = %/f(ac) sin(A,z)dx.

En fin, approximation du premier terme de la solution est :

n=1

w(z,t) ~ Ueenm (T, t1,t2) = \/%Z exp %/02(3)d5)
X [a,,(0) sin(Ant1) + b,(0) cos(Ant1)] sin(A,x).

Remarque 3.1 En comparant la solution de [’équation d’onde dans le cas d’un amortisse-

ment interne faible et fort pour v = &, on constate aussi que Ueffet du terme —0;,, est plus
fort sur les termes de fréquences d’ordre n > 1 car
52 [ 51 3
exp —T" /02(s)d3 <exp | —— /02(s)ds , pour 5 = AL < A, Vn > 1.
0 0

3.3 Exemple numérique

Pour illustrer les résultats précédents, on étude ’exemple suivant, tel que :

fa) =sin(3) et g(r) =0
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avec

Alors on a le probléme
O2u — A(et)0%u = 0, pour x € |0, 7| et t > 0,

u(0,t) = 0, 0pu(m,t) + eH(Oyu, O3

tzm

u) =0, pourt >0,
u(z,0) =sin(3) et du(z,0) =0, dans |0, 7[.

De la méme maniére précédente, on obtient la solution réguliére :

uo(z, t1,ta) = cos(3t/2) sin(3t/2),

3.3.1 Le cas d’amortissement frontiére faible
On considére le probléme suivant :
02u — A(et)0?u = 0, pour z € ]0, 7| et t > 0,
w(0,t) =0 et Opu(m, t)+edu =0, pourt >0,
u(z,0) =sin(%) et Ou(r,0)=0, dans ]0,7[.

[’approximation du premier terme de la solution s’écrit sous la forme suivante : :

to
1 3x

exp ——/CQ(S)dS cos(%)sin(—
U 2 2

w(z,t) ~ Ueenm (T, t1,t2) = \/ﬁ ).

Pour ¢(ty) = %, on a

Joon

pour cos®(es) =

0

©|,_.
©I>—‘

to
/ (2 + cos(es))?ds = /4 + cos?(es) + 4 cos(es)ds,
0 0

1+cos(2es) .
/= alors :

2

to
1 1 2 16¢t %¢t,) + 16 sin(et
/CQ(S)dS - §/4+ LF confZes) + dcos(es)ds = ——2 +sin(2ety) + 16sin(etz)
0

2 36¢e

Finalement, on a

3
(s £) ~ teann (¥, 8) = 3 [ 5o
1622t + sin(2¢2t) + 16 sin(
o (_ &2t + sin( ;‘6)+ sin(e >>cos(3t/2)5m(3t/2)‘
ETT

Le graphe suivant représente la solution weenm(z,t) pour différents temps :
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t=4"pi/3

0 1 2 3 - 0 1 2 3
t=10*pi/3 t=20*pi/3
2 - P - L 2 - P - -
- 0 1 2 3 - 0 1 2 3
t=40*pi/3 t=800*pi/3
e e e = | O L T
== =T
- 0 1 2 3 - 0 1 2 3
) t=100*pi/3 t=200*pi/3
- 0 1 2 3 0 1 2 3
FIGURE 3.1 — Solution asymptotique teepm (2, t) pour e =0 —— et ¢ = 0.05 - -

et e =0.1—.
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3.3.2 Le cas d’amortissement frontiére fort
On considére le probléme suivant :

02u — *(et)0?u = 0, pour z € ]0, 7| et t > 0,

u(0,t) =0, pu(m,t) —ed2 u=0, pourt >0,

trx
u(z,0) =sin(%) et Ou(z,0)=0, dans ]0,7[.

L’approximation du premier terme de la solution s’écrit sous la forme suivante : :

3
s £) ~ teenn (¥, 8) =\ [ 5o
1622t + sin(2¢2t) + 16 sin(
o (_ €2 + sin( 156)+ sin(e ))Cos(gt/g)sjn(St/Q).
ETT

Le graphique suivant représente la solution uecp,(x,t) pour différents temps :

) t=0 ) t=2*pi/3
— S N
0 S 1 0
-2 . . = -2 . . |
0 1 2 3 0 1 2 3
t=4"pi/3 t=6"pi/3
2 Rl il - 2 Rl -
0 1 2 3 0 1 2 3
t=10*pi/3 t=20*pi/3
2 - P - - 2 - P - -
M ‘A J
0 0 —
-2 ‘ ‘ ‘ -2 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 0 1 2 3
t=30*pi/3 t=40*pi/3
0 — e 0
2 : : 2
0 1 2 3 0 1 2 3
FIGURE 3.2 — Solution asymptotique Ueepm(x,t) pour e =0 —— et £ = 0.05 - -

et e =0.1—.
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Abstract:

In this work, we apply the multiple scales method to construct an
approximation of the solution of the wave equation with slowly varying
coefficients and a linear, weak or strong, damping term multiplied by a
small parameter ¢ > 0. We studied the internal damping as well as damping
at the boundary. Also, some numerical examples are given to illustrate the

effectiveness of this method.

Keywords: Damped wave equation, slowly varying coefficients, multiple

scales method.

Résumeé :

Dans ce travail, on applique la méthode des échelles multiple pour
construire une approximation de la solution d'une équation d'onde avec des
coefficients a variation lente et un amortissement linéaire, faible ou fort,
multiplié par un petit parameétre €>0. On a étudié le cas d'amortissement
interne et aussi le cas d'un amortissement frontiére. Quelques exemples

numeériques sont donnés pour illustrer l'efficacité de cette méthode.

Mots-clés : Equation des ondes amortie, coefficients a variation lente,

meéthode des échelles multiples.
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