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Dans ce travail, nous étudions la stabilisation d'une corde

vibrante par un amortissement interne linéaire ou non linéaire.

Pour montrer la stabilité, nous utilisons plusieurs techniques

telles que les intégrales d'énergie, les séries de Fourier, une

méthode basée sur le lemme de Gronwal et une technique

d'itération.
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¯p˚r`é´cˇi`eˇu‹x.
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Introduction

L'amortissement dans les systèmes vibratoires joue un rôle fondamental dans la protec-

tion des composants, la réduction des vibrations nuisibles, l'amélioration de la durabilité et

la garantie d'une réponse dynamique stable. Comprendre et maîtriser les e�ets de l'amor-

tissement sont essentielles pour concevoir des systèmes e�caces et �ables, que ce soit dans

le domaine de l'ingénierie, de la science ou de la conception industrielle. Dans ce mémoire,

nous abordons l'application de la méthode des échelles multiples pour la construction d'une

approximation de la solution d'une équation d'onde. Cette équation d'onde présente des co-

e�cients à variation lente ainsi qu'un amortissement linéaire, pouvant être de faible ou forte

intensité.

Notre analyse s'étend à deux cas distincts. Le premier est celui de l'amortissement interne

en considérant l'équation d'onde suivante décrivant les petites vibrations d'une corde �xé

aux extrimétés
∂2t u− c2(εt)∂2xu+ εH(∂tu, ∂

3
txxu) = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0, 0 < ε < 1

u(0, t) = u(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = f(x) et ∂tu(x, 0) = g(x) dans ]0, π[ ,

(WE1)

où f(x) et g(x) sont la forme et la vitesse initiale de la corde. Les indices indiquent la

di�érenciation partielle en x et t représentent la position et le temps, respectivement. La

fonction H décrit l'amortissement interne qui peut être non-linéaire. La fonction c(εt), dont

la variation est lente en temps, représente la vitesse de propagation des vibrations. On

suppose que l'amortissent est multiplié par un petit paramètre ε > 0.

Le deuxième cas est celui d'un amortissement appliqué à une extrémité de la corde
∂2t u− c2(εt)∂2xu = 0 pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t) + εH(∂tu, ∂
3
txxu) = 0 pour t > 0,

u(x, 0) = f(x) et ∂tu(x, 0) = g(x) dans ]0, π[ .

(WE2)

La méthode utilisée ici est celle des échelles multiples qui est un outil puissant pour

analyser les systèmes vibratoires complexes et d'autres systèmes dynamiques. Elle permet

de traiter les non-linéarités, les variations de petits paramètres et les phénomènes à plusieurs

échelles, ouvrant la voie à une compréhension approfondie et à des modèles plus précis
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pour des systèmes réels, cf. [4, 5, 9]. Certaines parties du deuxième et du dernier chapitre

reprennent les idées utilisées dans [1, 2].

Le chapitre initial de ce travail débute par des préliminaires nécessaires à la compréhension

des concepts abordés. Nous exposons notamment des notions sur la résolution d'une équation

di�érentielle linéaire du second ordre. De plus, nous rappelons quelques résultats sue les séries

de Fourier.

Le c÷ur de notre analyse se trouve dans la deuxième chapitre, où nous nous penchons

sur l'équation d'ondes avec un amortissement interne (WE1). Nous déclinons notre étude

en deux sections, focalisant d'abord sur le cas d'un amortissement interne faible, puis sur

celui d'un amortissement interne fort. Pour chacun de ces cas, nous présentons des exemples

numériques pour concrétiser notre démarche.

La troisième section prolonge notre investigation à l'équation d'ondes (WE2) en consi-

dérant cette fois-ci un amortissement sur une extrémité de la corde. De manière similaire

au chapitre précédent, nous analysons les deux situations distinctes : l'amortissement fron-

tière faible et l'amortissement frontière fort. À nouveau, des exemples numériques viennent

éclairer nos propos.

En�n, nous clôturons ce travail avec une bibliographie, répertoriant les sources et réfé-

rences utilisée dans ce travail.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Équation di�érentielle linéaire du second ordre

Une équation di�érentielle linéaire du second ordre à coe�cients constants est du type

ay′′(x) + by′(x) + cy(x) = f(x), (1.1)

où les réels a, b et c sont constantes et a ̸= 0 et f est une fonction donnée appelée second

membre. Une fonction y de classe C2 sur un intervalle I, est une solution de (1.1) si elle

véri�e (1.1) pour tout x ∈ I

On appelle équation di�érentielle homogène associée à (1.1) l'équation :

ay′′(x) + by′ + cy(x) = 0. (1.2)

1.1.1 Solution de l'équation homogène

On appelle équation caractéristique associée à (1.2) :

ar2 + br + c = 0.

Notons ∆ = b2 − 4ac son discriminant.

1. Si ∆ > 0, alors l'équation caractéristique admet deux solution r1 ̸= r2 réelles. La

solution générale de (1.2) s'écrit :

yh(x) = C1e
r1x + C2e

r2x , avec C1, C2 ∈ R constantes arbitraires.

2. Si ∆ < 0, alors l'équation caractéristique admet deux solution complexes conjuguées

r = α + iβ et r = α− iβ. Comme précédemment on a donc :

yh(x) = C1e
rx + C2e

rx , avec C1, C2 ∈ C, solutions complexes.

ou bien si on veut les solution réelles de (1.2) :

yh(x) = eαx(A cos(βx) +B sin(βx)), avec A,B ∈ R, solution réelles.

3. Si ∆ = 0 alors l'équation caractéristique admet une solution unique r = −b/2a (racine
double) et les solutions de (1.2) s'écrivent :

yh(x) = (A+Bx)erx, où A et B sont deux constantes arbitraires réelles.

3



1.1.2 Recherche d'une solution particulière

On commence toujours par regarder s'il n'y a pas de solution évidente, sinon on peut

appliquer l'une des méthodes suivantes.

1. Solution particulière selon la forme de Second membre

(a) Si le second membre est de la forme f(x) = α cos(x) + β sin(x) alors on peut

chercher une solution sous la forme :

yp(x) = c1 cos(x) + c2 sin(x)

(b) Si le second membre est de la forme f(x) = eλxPn(x) avec polynôme de degré n :

▶ Pour λ ̸= r1 et λ ̸= r2, on cherche une solution sous la forme

yp = eλxP̂ (x) ,

où P̂ (x) est un polynôme de degré n.

▶ Pour λ = r1 ou λ = r2 avec r1 ̸= r2, on cherche une solution sous la forme

yp = xeλxP̂ (x) ,

où P̂ (x) est un polynôme de degré n

▶ Pour λ = r1 = r2, on cherche une solution sous la forme

yp = x2eλxP̂ (x) ,

où P̂ (x) est un polynôme de degré n.

2. Méthode de variation des constantes

Soit y1 et y2 deux solutions linéairement indépendantes de l'équation (1.2). On a

une solution particulière de l'équation (1.1) sous la forme

y = λ1(x)y1 + λ2(x)y2,

avec λ1, λ2 sont des fonctions de x dérivables, déterminer par le système : λ′1(x)y
′
1 + λ′2(x)y

′
2 =

f(x)
x
,

λ′1(x)y
′
1 + λ′2(x)y

′
2 = 0.

1.1.3 Solution générale

La solution générale de L'EDO de (1.1) s'écrit

y(x) = yh(x) + yp(x),

où yh est solution de l'équation homogène associée et yp une solution particulière de (1.1).
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1.2 Série de Fourier

1.2.1 Séries de Fourier

Dé�nition 1.1 La série de Fourier associée à une fonction f continue par morceaux et

T -périodique est :

f(x) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cos(nwx) + bn sin(nwx)), où : w =
2π

T
.

Ou sous la forme complexe

f(x) =
+∞∑

n=−∞

cne
iwnx.

1.2.2 Coe�cients de Fourier

Dé�nition 1.2 Coe�cients réels de f :

a0(f) =
1

T

T∫
0

f(t)dt

an(f) =
2

T

T∫
0

f(t) cos(nwt)dt et bn(f) =
2

T

T∫
0

f(t) sin(nwt)dt, pour n ∈ N∗.

Coe�cients complexes de f :

cn(f) =
1

T

T∫
0

f(t)eiwntdt.

Remarque 1.1 Comme les fonctions sont T -périodique, on peut calculer les intégrales sur

n'importe quel intervalle de longueur T .

Remarque 1.2 1. On écrit souvent an et bn au lieu de an(f) et bn(f) s'il n'y a pas de

confusion entre plusieurs fonctions.

2. On utilise plutôt an et bn si f est à valeurs réelles, et cn pour f à valeurs complexes.

Proposition 1.1 On a les deux cas particulier suivant :

1. Si f est paire, alors tous les bn sont nuls et

a0 =
1

T

T∫
0

f(t)dt et an =
2

T

T∫
0

f(t) cos(nwt)dt.

2. Si f est impaire, alors tous les an sont nuls

bn =
2

T

T∫
0

f(t) sin(nwt)dt.
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1.3 Équation d'onde et méthode de séparation variables

On appelle équation des ondes linéaire (homogène) l'équation aux dérivés partielles

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 , x ∈ ]0, l[ et t > 0, (1.3)

Soit ϕ et ψ deux fonction dé�nies sur R, avec ϕ ∈ C2 et ψ ∈ C1, alors le problème (1.3)

avec les conditions initiales

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ R,
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) x ∈ R, (1.4)

et conditions des bordes (1.4)

u(0, t) = u(l, t) = 0

admet une solution unique u de classe C2 sur R2, qui peut être déduit par plusieurs méthodes

(séparation variables, formule de D'Alembert,· · · ).
La méthode consiste à trouver une solution de la forme

u(x, t) = X(x)T (t).

Calcule la dérivée partielle :

∂2u

∂x2
= X ′′(x)T (t), (1.5)

∂2u

∂t2
= X(x)T ′′(t). (1.6)

On remplace (1.5) et (1.6) dans (1.3), on obtient

X ′′(x)T (t) = X(x)T ′′(t).

On a
X ′′(x)

X(x)
=
T ′′(t)

T (t)
= Λ,

où Λ ∈ R est une constante. On obtient

X ′′(x)− ΛX(x) = 0, (1.7)

T ′′(t)− ΛT (t) = 0. (1.8)

Alors (1.7) et (1.8) des équations di�érentielles de seconde ordre

Résolution de l'équations (1.7)

Pour avoir des solutions bornées, il faut choisir Λ < 0. Pour cela on Λ = −λ2. La solution
générale s'écrit sous la forme

X(x) = A sin(λx) +B cos(λx).

6



Alors

u0(0, t1) = B = 0 et u0(l, t1) = A sin(λl) = 0.

Comme A = 0 donnera la solution triviale, il faut que

sin(λl) = 0 ⇒ λl = nπ.

Donc

λ = λn =
nπ

l
, n ∈ N.

La solution de l'équation (1.8) s'écrit sous cette forme

T (t) = an sin(λt) + bn cos(λt)

et la solution générale

un(x, t) = [an sin(λnt) + bn cos(λnt)] sin(λnx).

Par le principe de superposition, on a

u(x, t) =
∞∑
n=1

[an sin(λnt) + bn cos(λnt)] sin(λnx).

Les coe�cients an et bn
Par les conditions (1.4), on a

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

bn sin(λnx).

Les coe�cients de Fourier sont donnée par

bn =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin(λnx)dx.

D'autre part on a

∂u

∂t
(x, t) =

∞∑
n=1

(λnan cos(λnt)− λnbn sin(λnt)) sin(λnx)

et pour t = 0, on a
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) =

∞∑
n=1

λnan sin(λnx).

En�n, les coe�cients an sont donnée par :

an =
2

lλn

l∫
0

ψ(x) sin(λnx)dx.

7



1.4 Rappels d'analyse asymptotique

1.4.1 Perturbations

D'une point de vue heuristique, la théorie des perturbations est une méthode mathéma-

tique général qui permet de trouve une solution approchée d'une équation mathématique

dépendant d'un paramètre ε lorsque la solution de l'équation pour la valeur ε = 0 est connue

exactement.

L'équation mathématique avec le paramètre ε peut être une équation algébrique, une

équation di�érentielle, une équation aux valeurs propres,. . .. L'idée consiste à chercher la

solution approchée sous la forme d'une développement en série de puissances du paramètre

ε. Cette solution approchée étant supposé être une approximation d'autant meilleure de la

solution exacte (inconnue), que la valeur absolue du paramètre ε est plus petit.

1.4.2 Symboles d'ordres

Nous intéressons à la façon dont les fonctions se comportent lorsque qu'un paramètre ε

devient petit, par exemple la fonction ϕ(ε) = ε ne converge pas vers zéros avec la même

façon que f(ε) = ε2, lorsque ε −→ 0.

Dé�nition 1.3 1. f = O(ϕ) lorsque ε −→ ε0, signi�e qu'il y a les constantes k0 et ε1

(indépendant de ε) de sorte que

|f(ε)| ≤ k0 |ϕ(ε)| pour ε0 < ε < ε1,

nous disons que "f est grand O de ϕ" lorsque ε −→ ε0.

2. f = o(ϕ) lorsque ε −→ ε0 signi�e que pour chaque δ positif , il y a un ε2 (indépendant

de ε) de telle sorte que

|f(ε)| ≤ δ |ϕ(ε)| pour ε0 < ε < ε2,

nous disons que "f est petit o de ϕ" lorsque ε −→ ε0.

Le théorème suivant facilite l'application de cette dé�nition.

Théorème 1.1 1. Si

lim
ε−→ε0

f(ε)

ϕ(ε)
= L ou −∞ < L <∞

alors f = O(ϕ) lorsque ε −→ ε0

2. Si

lim
ε−→ε0

f(ε)

ϕ(ε)
= 0.

f = o(ϕ) lorsque ε −→ ε0

Démonstration. voire [7]
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1.4.3 Méthode des échelles Multiples

Nous allons présenter les idées de la méthode par un exemple relativement simple. Le

problème à considérer est de trouver la fonction y(t) qui satisfait

y′′ + εy′ + y = 0 pour t > 0, (1.9)

où

y(0) = 0 et y′(0) = 2. (1.10)

Cette équation correspond à un oscillateur avec amortissement faible.

1.4.3.1 Expansion régulière

Supposant

y(t) = y0(t) + εy1(t) + · · · . (1.11)

En substituant ceci dans (1.9), on trouve

y′′0 + εy′′1 + ε(y′0 + εy′1) + y0 + εy1 + · · · = 0.

En regroupant les termes avec des puissances égales de ε, nous obtenons les deux équations

di�érentielles linéaires suivantes :

y′′0 + y0 = 0,

y′′1 + y1 = −y′0.

Pour les condition initiales, en remplaçant (1.11) dans (1.10) on trouve

y0(0) + εy1(0) = 0 et y′0(0) + εy′1(0) = 2.

Donc il est nécessaire que

y0(0) = 0 et y′0(0) = 2,

y1(0) = 0 et y′1(0) = 0.

Maintenant on peut trouver y0 comme solution du problème suivant :

O(1)

 y′′0 + y0 = 0,

y0(0) = 0 et y′0(0) = 2.

C'est une équation di�érentielle d'ordre 2, et la solution et donné par

y0(t) = c1 cos t+ c2 sin t et c1, c2 ∈ R

9



et les conditions initiales donnent, c1 = 0 et c2 = 2, alors

y0(t) = 2 sin t. (1.12)

On peut trouver y1 comme solution du problème

O(ε)

 y′′1 + y1 = −2 cos(t),

y1(0) = 0 et y′1(0) = 0.
(1.13)

La solution générale de cette équation di�érentielle est donnée par

y1(t) = y1,h(t) + y1,p(t).

la solution homogène est

y1,h(t) = 0.

Pour trouver la solution particulière y1,p(t), on suppose qu'elle a la forme

y1,p(t) = t(A cos (t) +B sin (t)).

Ce qui implique

y′′1p(t) = −2A sin (t) + 2B cos (t)− t(A cos (t) +B sin (t)).

En remplaçant cette expression dans l'équation (1.13) nous trouvons

y1(t) = y1,p(t) = −t sin (t) .

En�n à partir de cette dernière avec (1.12) et (1.11), on obtient une approximation O(ε)

donnée par

y(t) ∼ 2 sin t− εt sin t. (1.14)

Cette approximation est appelée l'expansion régulière,

yreg(t) = 2 sin t− εt sin t. (1.15)

1.4.3.2 Expansion avec échelles multiples

Il est clair que cette méthode n'approxime pas bien la solution pour 0 ≤ t ≤ ∞. En

fait, lorsque t ≈ 1/ε, le deuxième terme développé (1.14) est du même ordre que le premier

terme. Le problème avec cette approche est que la solution exacte du problème (1.9) est

décroissante, mais le premier terme de (1.14) ne décroît pas lorsque t −→ +∞. Le second

terme tente de compenser cela, et dans le processus �nit par être aussi grand que le premier

terme.
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Pour construire une approximation valable pour t de l'ordre O(ε−1) on utilise la méthode

des échelles multiples. On introduit les variables

t1 = t et t2 = εt.

Ces deux échelles de temps seront considérées comme indépendantes. Par conséquence la

dérivée originale du temps est transformée comme suite :

d

dt
−→ dt1

dt

∂

∂t1
+
dt2
dt

∂

∂t2
=

∂

∂t1
+ ε

∂

∂t2
, (1.16)

et

d2

dt2
−→ dt1

dt

∂

∂t1

(
∂

∂t1
+ ε

∂

∂t2

)
+
dt2
dt

∂

∂t2

(
∂

∂t1
+ ε

∂

∂t2

)
=

∂2

∂t21
+ 2ε

∂2

∂t1∂t2
+ ε2

∂2

∂t22
. (1.17)

Pour simpli�er les notations, nous utilisons le symbole ∂ti au lieu de ∂
∂ti
, i = 1, 2. En substi-

tuant (1.16) et (1.17) dans (1.9) et (1.10) on obtient le résultat suivant

(∂2t1 + 2ε∂t1∂t2 + ε2∂2t2)y + ε(∂t1 + ε∂t2)y + y = 0, (1.18)

où

y(0, 0) = 0 et (∂t1 + ε∂t2)y(0, 0) = 2. (1.19)

Noter que la solution de (1.18) et (1.19) n'est pas unique et que nous devons imposer plus de

conditions pour l'unicité de la solution. Cette liberté nous permettra d'empêcher des termes

séculaires d'apparaître dans l'expansion.

Nous allons maintenant utiliser un développement en série de puissance de la forme

y ∼ y0(t1, t2) + εy1(t1, t2) + · · · . (1.20)

En substituant ceci dans (1.18), on obtient

(∂2t1 + 2ε∂t1∂t2 + ε2∂2t2)(y0 + εy1 + · · · ) + ε(∂t1 + ε∂t2)(y0 + εy1 + · · · ) + y0 + εy1 + · · · = 0,

c.-à-d.

∂2t1y0 + 2ε∂t1∂t2y0 + ε∂2t1y1 + ε∂t1y0 + y0 + εy1 + · · · = 0.

En regroupant des termes avec des puissances égales de ε, nous obtenons les deux équations

di�érentielle linéaires suivantes :

∂2t1y0 + y0 = 0, (1.21)

∂2t1y1 + y1 = −2∂t1∂t2y0 − ∂t1y0. (1.22)

Maintenant pour les conditions initiales, en substituant (1.20) dans (1.19) on a

y0(0, 0) + εy1(0, 0) = 0 et ∂t1y0(0, 0) + ε∂t1y1(0, 0) + ε∂t2y0(0, 0) + · · · = 2,
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c.-à-d.

y0(0, 0) = 0 et ∂t1y0(0, 0) = 2,

y1(0, 0) = 0 et ∂t1y1(0, 0) = −∂t2y0(0, 0).

La fonction y0 est la solution du problème

O(1)

 (∂2t1 + 1)y0 = 0

y0(0, 0) = 0, ∂t1y0(0, 0) = 2

La solution générale de ce problème est

y0 = a0(t2) sin(t1) + b0(t2) cos(t1). (1.23)

Les coe�cients a0(t2) et b0(t2) sont fonctions arbitraires de t2 sauf qu'ils sont exigés pour

satisfaire les conditions initiales

a0(0) = 2 et b0(0) = 0. (1.24)

Les fonctions a0(t2) et b0(t2) doit être choisies pour empêcher l'apparition des termes sécu-

laire, pour cela nous utilisons l'équation déterminante y1. On utilisant (1.22) et (1.23), on

déduit que y1 est solution de

O(ε)

 (∂2t1 + 1)y1 = −2∂t1∂t2y0 − ∂t1y0,

y1(0, 0) = 0 et ∂t1y1(0, 0) = −∂t2y0(0, 0).

et à partir le résultat du problème O(1), l'équation pour y1 est

(∂2t1 + 1)y1 = (2b′0 + b0) sin(t1)− (2a′0 + a0) cos(t1). (1.25)

La solution générale de cette équation di�érentielle est donné par

y1(t1, t2) = y1h(t1, t2) + y1p(t1, t2)

avec

y1h(t1, t2) = a1(t2) sin(t1) + b1(t2) cos(t1),

qui ne produira pas du terme séculaire pour t1 → +∞ et t2 borné. On cherche une solution

particulière sous la forme

y1p = t1(A cos t1 +B sin t1).

Ce qui implique

∂2t1y1p(t1, t2) = −2A sin t1 + 2B cos t1 − t1(A cos t1 +B sin t1).
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En remplaçant ces deux résultats dans l'équation (1.25) on trouve

y1p(t) = −(b′0 + b0)t1 cos(t1)− (a′0 + a0)t1 sin(t1). (1.26)

Dans (1.26), il y a une possibilité d'avoir des termes séculaires. Cependant, les fonction a0
et b0 peuvent être choisies pour empêcher ceci. En exigeant que

2b′0 + b0 = 0 et 2a′0 + a0 = 0

ces deux équation di�érentielles dont les solutions sont données par

b0(t2) = b0(0)e
− t2

2 et a0(t2) = a0(0)e
− t2

2 .

Dans la dernière étape, on impose les conditions initiales données dans (1.24), on obtient

b0(t2) = 0 et a0(t2) = 2e−
t2
2 .

En rapportant ceci dans (1.23), on obtient

y0 = 2e−
t2
2 sin(t1),

c-à-d.

y ∼ 2e−
εt
2 sin(t).

C'est un premier terme d'approximation qui est valable jusqu'au moins à t = O(ε−1). Cette

approximation est appelée l'expansion à échelles multiples

yechm = 2e−εt sin(t). (1.27)

1.4.3.3 Comparaison avec la solution exacte

L'équation (1.9) est une EDO linéaire du second ordre dont l'équation caractéristique

associée est donné par r2 + εr + 1 = 0, alors

r1 =
−ε− i

√
4− ε2

2
, r2 =

−ε+ i
√
4− ε2

2
,

et la solution exact a la forme

yext(t) = e−
εt
2

(
A cos

(√
1− ε2

4
t

)
+B sin

(√
1− ε2

4
t

))
.

avec y(0) = 0 et y′(0) = 2 , on obtient

yext(t) =
2√

1− ε2

4

e−εt sin(

√
1− ε2

4
t). (1.28)

Pour voir l'e�cacité de la méthode des échelles multiples pour obtenir une bonne approxi-

mation de la solution exacte (1.28), on compare graphiquement yreg, yechm et yext.
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Figure 1.1 � Comparaison entre les solutions yext et yechm et yreg pour ε = 0.1.
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Chapitre 2

Équation d'ondes avec

amortissement interne

Dans ce chapitre, on explique comment s'applique la méthode des échelles multiples sur

le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu+ εH(∂tu, ∂

3
txxu) = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = f(x) et ∂tu(x, 0) = g(x), dans ]0, π[ ,

où H(∂tu, ∂
3
txxu) représente un amortissement interne, qui dépend des dérivées de la solution.

2.1 Amortissement interne faible

Dans ce cas on prend H linéaire en ∂tu, tel que :

H(∂tu, ∂
3
txxu) = α∂tu, avec α > 0.

On considère le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu+ εα∂tu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = f(x) et ∂tu(x, 0) = g(x), dans ]0, π[ .

(2.1)

On applique la méthode des échelles multiples. On pose

t1 = t, et t2 = εt.

Alors c(εt) = c(t2), et on suppose que

pour t2 = 0, c(0) = 1.

D'après le règle de chaîne on a :

∂tu =
dt1
dt
∂t1u+

dt2
dt
∂t2u.
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Alors

∂tu = c(t2)∂t1u+ ε∂t2u,

∂2t u = c2(t2)∂
2
t1
u+ ε2∂2t2u+ 2εc(t2)∂t1t2u+ εc′(t2)∂t1u.

On pose

u(x, t) ∼ u(x, t1, t2) = u0(x, t1, t2) + εu1(x, t1, t2) +O(ε2).

En substituant ∂tu et ∂2t u dans l'équation de le problème (2.1), on obtient

c2(t2)∂
2
t1
u+ ε2∂2t2u+ 2εc(t2)∂t1t2u+ εc′(t2)∂t1u− c2(t2)∂

2
xu+ αεc(t2)∂t1u+ αε2∂t2u = 0.

Donc

∂2t1u− ∂2xu = − ε2

c2(t2)
∂2t2u−

2ε

c(t2)
∂t1t2u−

εc′(t2)

c2(t2)
∂t1u−

αε

c(t2)

(
∂t1u+

ε

c(t2)
∂t2u

)
.

D'autre part, comme c(0) = 1 les conditions deviennent :

u(x, 0, 0) = u0(x, 0, 0) + εu1(x, 0, 0) + ... = f(x), (2.2)

∂tu(x, 0, 0) = ∂t1u0(x, 0, 0) (2.3)

+ ε∂t2u0(x, 0, 0) + ε [∂t1u1(x, 0, 0) + ε∂t2u1(x, 0, 0)] + ... = g(x),

u(0, t1, t2) = u0(0, t1, t2) + εu1(0, t1, t2) + ... = 0, (2.4)

u(π, t1, t2) = u0(π, t1, t2) + εu1(π, t1, t2) + ... = 0. (2.5)

Pour ε = 0, on trouve le problème suivant :

O(1) :


∂2t1u0 − ∂2xu0 = 0 pour x ∈ ]0, π[ et t1, t2 > 0,

u0(0, t1, t2) = u0(π, t1, t2) = 0 pour t1, t2 > 0,

u0(x, 0, 0) = f(x) et ∂t1u0(x, 0, 0) = g(x) dans ]0, π[ .

(2.6)

Pour résoudre le problème (2.6) on utilise la méthode séparation de variable en supposant

que la solution a la forme u0(x, t1) = X(x)T (t1). Il vient que

X ′′(x)− ΛX(x) = 0, (3)

T ′′(t1)− ΛT (t1) = 0. (4)

Pour Λ < 0. on pose Λ = −λ2, la solution s'écrit sous la forme

X(x) = A sin(λx) +B cos(λx).

Alors

u0(0, t1) = B = 0, et u0(π, t1) = A sin(λπ) = 0.
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On obtient

A = 0 ou sin(λπ) = 0,

et

sin(λπ) = 0 ⇒ λπ = nπ.

Donc

λ = λn = n, n ∈ N. (2.7)

Pour l'équation (2.7), la solution s'écrit sous la forme

T (t1) = an(t2) sin(λnt1) + bn(t2) cos(λnt1).

D'où la solution générale de (2.6)

u0n(x, t1, t2) = [an(t2) sin(λnt1) + bn(t2) cos(λnt1)] sin(λnx).

Donc

u0(x, t1, t2) =
+∞∑
n=1

[an(t2) sin(λnt1) + bn(t2) cos(λnt1)] sin(λnx). (2.8)

Pour calculer les coe�cients an et bn on passe à l'ordre ε, i.e.,

O(ε) :


∂2t1u1 − ∂2xu1 = − 2

c(t2)
∂t1t2u0 −

c′(t2)

c2(t2)
∂t1u0 −

α

c(t2)
∂t1u0, pour x ∈ ]0, π[ et t1, t2 > 0,

u1(0, t1, t2) = u1(π, t1, t2) = 0, pour t1, t2 > 0,

u1(x, 0, 0) = 0 et ∂t1u1(x, 0, 0) = 0, dans ]0, π[ .

D'après la solution (2.8), on a

∂t1u0 =
+∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx), (2.9)

∂t1t2u0 =
+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx). (2.10)

On injecte (2.9)et(2.10) dans l'équation du problème O(ε) , on trouve :

∂2xu1 = ∂2t1u1 +
2

c(t2)

+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

+

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

) +∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx).

D'où,

∂2xu1 = ∂2t1u1 +
+∞∑
n=1

[(
2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnan(t2)

)
cos(λnt1)

−
(

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnbn(t2)

)
sin(λnt1)

]
sin(λnx). (2.11)
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On peut écrire u1 comme combinaison linéaire par les éléments de la base {sin(λnx)}n≥1,

c'est-à-dire u1 on écrit sous la forme suivante :

u1 =
+∞∑
n=1

vn(t1, t2) sin(λnx).

Alors

∂2xu1 =
+∞

−
∑

λ2n
n=1

vn(t1, t2) sin(λnx), (2.12)

∂2t1u1 =
+∞∑
n=1

∂2t1vn(t1, t2) sin(λnx). (2.13)

En substituant (2.12) et (2.13) dans (2.11), on trouve

+∞

−
∑

λ2n
n=1

vn(t1, t2) sin(λnx) =
+∞∑
n=1

∂2t1vn(t1, t2) sin(λnx)

+
+∞∑
n=1

[(
2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnan(t2)

)
cos(λnt1)

−
(

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnbn(t2)

)
sin(λnt1)

]
sin(λnx).

Donc

∂2t1vn(t1, t2) + λ2nvn(t1, t2) =

(
2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnbn(t2)

)
sin(λnt1)

−
(

2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnan(t2)

)
cos(λnt1).

Puisque les fonctions trigonométrique du coté droit sont des solution de l'équation homogène

associée alors pour éviter les termes séculaires dans l'expansion, on doit avoir

2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnan(t2) = 0, pour n = 1, · · · ,+∞,

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
+

α

c(t2)

)
λnbn(t2) = 0, pour n = 1, · · · ,+∞,

i.e.,
a′n(t2)

an(t2)
= −1

2

(
c′(t2)

c(t2)
+ α

)
et

b′n(t2)

bn(t2)
= −1

2

(
c′(t2)

c(t2)
+ α

)
.

Par intégration, on obtient

t2∫
0

(
a′n(s)

an(s)
+

1

2

c′(s)

c(s)

)
ds = −1

2

t2∫
0

αds,

t2∫
0

(
b′n(s)

bn(s)
+

1

2

c′(s)

c(s)

)
ds = −1

2

t2∫
0

αds.
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Alors, comme c(0) = 1, on a

ln
an(t2)

an(0)
+ ln

√
c(t2) = −1

2
αt2 et ln

bn(t2)

bn(0)
+ ln

√
c(t2) = −1

2
αt2.

Donc

exp

(
ln
an(t2)

an(0)

)
exp

(
ln
√
c(t2)

)
= exp

(
−1

2
αt2

)
,

exp

(
ln
bn(t2)

bn(0)

)
exp

(
ln
√
c(t2)

)
= exp

(
−1

2
αt2

)
.

Alors

an(t2) =
an(0)√
c(t2)

exp

(
−1

2
αt2

)
et bn(t2) =

bn(0)√
c(t2)

exp

(
−1

2
αt2

)
.

D'après les conditions (2.2), on a :

u0(x, 0, 0) =
+∞∑
n=1

bn(0) sin(λnx) = f(x) et ∂t1u0(x, 0, 0) =
+∞∑
n=1

an(0)λn sin(λnx) = g(x).

D'où

an(0) =
2

πλn

π∫
0

g(x) sin(λnx)dx et bn(0) =
2

π

π∫
0

f(x) sin(λnx)dx.

Par conséquence, l'approximation du premier terme de la solution est :

u(x, t) ∼ u0(x, t1, t2) =
exp

(
−1

2
αt2
)√

c(t2)

+∞∑
n=1

[an(0) sin(λnt1) + bn(0) cos(λnt1)] sin(λnx).

2.2 Amortissement interne fort

Dans ce cas on prend H linéaire en ∂3txxu,tel que :

H(∂tu, ∂
3
txxu) = −β∂3txxu, β > 0.

On considère le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu− εβ∂3txxu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = f(x) et ∂tu(x, 0) = g(x), dans ]0, π[ .

(2.14)

On applique la méthode des échelles multiples et le règle de chaîne. On substitue ∂tu et ∂2t u

dans (2.14), on obtient :

c2(t2)∂
2
t1
u+ ε2∂2t2u+ 2εc(t2)∂t1t2u+ εc′(t2)∂t1u− c2(t2)∂

2
xu− βε(c(t2)∂

3
t1xx

u+ ε∂3t2xxu) = 0.
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Donc

∂2t1u− ∂2xu = − ε2

c2(t2)
∂2t2u−

2ε

c(t2)
∂t1t2u−

εc′(t2)

c2(t2)
ut1 +

βε

c(t2)2
(c(t2)∂

3
t1xx

u+ ε∂3t2xxu).

On prend ε = 0, on trouve le problème suivant :

O(1)


∂2t1u0 − ∂2xu0 = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t1, t2 > 0,

u0(0, t1, t2) = u0(π, t1, t2) = 0, pour t1, t2 > 0,

u0(x, 0, 0) = f(x) et ∂t1u0(x, 0, 0) = g(x). dans ]0, π[ .

La solution de ce problème on écrit sous la forme (2.8) sans changement avec λn = n.

Pour recherche les coe�cients an et bn on passe à l'ordre ε :

O(ε) :


∂2t1u1 − ∂2xu1 = − 2

c(t2)
∂t1t2u1 −

c′(t2)

c2(t2)
∂t1u0 +

β

c(t2)
∂3t1xxu0, pour x ∈ ]0, π[ et t1, t2 > 0,

u1(0, t1, t2) = u1(π, t1, t2) = 0, pour t1, t2 > 0,

u1(x, 0, 0) = 0 et ∂t1u1(x, 0, 0) = 0, dans ]0, π[ .

D'après (2.8), on a

∂t1u0 =
+∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx), (2.15)

∂t1t2u0 =
+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx), (2.16)

∂3t1xxu0 =
+∞∑
n=1

− λ3n [an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx). (2.17)

En remplaçant (2.15), (2.16) et (2.17) dans l'équation du problème O(ε), on a

∂2t1u1 − ∂2xu1 = − 2

c(t2)

+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

− c′(t2)

c2(t2)

+∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

− β

c(t2)

+∞∑
n=1

λ3n [an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

D'où

∂2xu1 = ∂2t1u1 +
+∞∑
n=1

[(
2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

βλ3n
c(t2)

)
an(t2)

)
cos(λnt1)

−
(

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

βλ3n
c(t2)

)
bn(t2)

)
sin(λnt1)

]
sin(λnx),
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On écrit u1 sous la forme :

u1 =
+∞∑
n=1

vn(t1, t2) sin(λnx).

On obtient :

−
+∞∑
n=1

λ2nvn(t1, t2) sin(λnx) =
+∞∑
n=1

∂2t1vn(t1, t2) sin(λnx)

+
+∞∑
n=1

[(
2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

βλ3n
c(t2)

)
an(t2)

)
cos(λnt1)

−
(

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

βλ3n
c(t2)

)
bn(t2)

)
sin(λnt1)

]
sin(λnx).

Donc

λ2nvn(t1, t2) + ∂2t1vn(t1, t2) =

[
2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

βλ3n
c(t2)2

)
bn(t2)

]
sin(λnt1)

−
[
2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

βλ3n
c(t2)2

)
an(t2)

]
cos(λnt1).

Pour éviter les termes séculaires, on prend

2λn
c(t2)

a′n(t2) +

[(
c′(t2)

c2(t2)

)
λn +

βλ3n
c(t2)2

]
an(t2) = 0, pour n = 1...+∞,

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

[(
c′(t2)

c2(t2)

)
λn +

βλ3n
c(t2)2

]
bn(t2) = 0, pour n = 1...+∞.

Donc
a′n(t2)

an(t2)
+

1

2

c′(t2)

c(t2)
= −1

2
βλ2n et

b′n(t2)

bn(t2)
+

1

2

c′(t2)

c(t2)
= −1

2
βλ2n.

Par intégration sur [0, t2], on obtient

ln
an(t2)

an(0)
+ ln

√
c(t2) = −βλ

2
n

2
t2 et ln

bn(t2)

bn(0)
+ ln

√
c(t2) = −βλ

2
n

2
t2.

Alors

an(t2) =
an(0)√
c(t2)

exp

(
−βλ

2
n

2
t2

)
et bn(t2) =

bn(0)√
c(t2)

exp

(
−βλ

2
n

2
t2

)
.

D'après les conditions initiales (2.2), on a

an(0) =
2

πλn

π∫
0

g(x) sin(λnx)dx et bn(0) =
2

π

π∫
0

f(x) sin(λnx)dx.

Par conséquence, l'approximation du premier terme de la solution est donnée par

u(x, t) ∼ uechm(x, t1, t2) =
1√
c(t2)

n=+∞∑
n=1

exp

(
−βλ

2
n

2
t2

)
× (an(0) sin(λnt1) + bn(0) cos(λnt1)) sin(λnx).
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Remarque 2.1 En comparant la solution de l'équation d'onde dans le cas d'un amortisse-

ment interne faible et fort pour α = β, on constate que l'amortissement −∂3txxu a un e�et

plus fort que ∂tu sur les fréquences λn > 1 puisque

e−
βλ2nt2

2 ≤ e−
βt2
2 ,pour n > 1

Remarque 2.2 A partir de l'étude précédente, on peut généraliser le problème (??) en pre-

nant :

H = (−1)mα(∂t∂
2m
x )u tel que αm > 0, m ∈ N.

Donc le problème s'écrit sous la forme
∂2t u− c2(εt)∂2xu+ ε(−1)mα(∂t∂

2m
x )u = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = f(x) et ∂tu(x, 0) = g(x), dans ]0, π[ ,

et l'approximation du premier terme de la solution dans ce problème est :

u(x, t) ∼ uechm(x, t1, t2) =
1√
c(t2)

+∞∑
n=1

exp

(
−αλ

2m
n t2
2

)
× [an(0) sin(λnt1) + bn(0) cos(λnt1)] sin(λnx).

2.3 Exemple numérique

Pour illustrer les résultats précédentes, on étude l'exemple suivant, tel que

f(x) = sin(2x) et g(x) = 0,

avec

c(t2) =
2 + cos(εt)

3
et α = β = 1.

Dans ce cas on a le problème
∂2t u− c2(εt)∂2xu+ εH(∂tu, ∂

3
txxu) = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = sin(2x) et ∂tu(x, 0) = 0. dans ]0, π[ ,

et on peut démontrer que le premier terme de l'approximation régulière est

u0(x, t1, t2) = cos(2t) sin(2x).
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2.3.1 Le cas d'amortissement interne faible

On a le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu+ ε∂tu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = sin(2x) et ∂tu(x, 0) = 0. dans ]0, π[ .

L'approximation du premier terme de la solution s'écrit sous la forme suivante :

u(x, t) ∼ uechm(x, t) =

√
3

2 + cos(εt)
exp

(
−εt

2

)
cos (2t) sin(2x).

Le graphique suivant représente la solution uechm(x, t) pour di�érents temps :

0 1 2 3

-1

0

1

t=0

0 1 2 3

-1

0

1

t=pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=pi

0 1 2 3

-1

0

1

2*pi

0 1 2 3

-1

0

1

10*pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=40*pi

0 1 2 3

-1

0

1

 t=100*pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=200*pi

Figure 2.1 � Solution asymptotique uechm(x, t) pour ε = 0 �� et ε = 0.01 - -

et ε = 0.1 ��.
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2.3.2 Le cas d'amortissement interne fort

On considère le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu− ε∂3txxu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = sin(2x) et ∂tu(x, 0) = 0. dans ]0, π[ ,

L'approximation du première terme de la solution on écrit :

u(x, t) ∼ uechm(x, t) =

√
3

2 + cos(εt)
exp (−2εt) cos (2t) sin(2x).

Le graphique suivant représente la solution uechm(x, t) pour di�érents temps :

0 1 2 3

-1

0

1

t=0

0 1 2 3

-1

0

1

t=pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=2*pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=5*pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=10*pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=20*pi

0 1 2 3

-1

0

1

 t=30*pi

0 1 2 3

-1

0

1

t=40*pi

Figure 2.2 � Solution asymptotique uechm(x, t) pour ε = 0 �� et ε = 0.01 - -

et ε = 0.1 ��.

25



Chapitre 3

Équation d'ondes avec

amortissement frontière

Dans ce chapitre, on considère le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t) + εH(∂tu, ∂
3
txxu) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = f(x) et ∂tu(x, 0) = g(x), dans ]0, π[ ,

où H(∂tu, ∂
3
txxu) représente un amortissement frontière.

3.1 Amortissement frontière faible

Dans ce cas on prend H linéaire en ∂tu, tel que :

H(∂tu, ∂
3
txxu) = γ∂tu, γ > 0

et on considère le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t) + εγ∂tu(π, t) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = f(x), ∂tu(x, 0) = g(x), dans ]0, π[ ,

(3.1)

et on suppose que

pour t2 = 0, c(0) = 1.

Pour appliquer la méthode des échelles multiples, on pose

t1 = t, et t2 = εt.

En particulier c(εt) = c(t2). D'après le règle de chaîne on a :

∂tu = c(t2)∂t1u+ ε∂t2u,

∂2t u = c2(t2)∂
2
t1
u+ ε2∂2t2u+ 2εc(t2)∂t1t2u+ εc′(t2)∂t1u.
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On suppose que

u(x, t) ∼ u(x, t1, t2) = u0(x, t1, t2) + εu1(x, t1, t2) +O(ε2).

Par dérivation, on obtient

c2(t2)∂
2
t1
u+ ε2∂2t2u+ 2εc(t2)∂t1t2u+ εc′(t2)∂t1u− c2(t2)∂

2
xu = 0,

i.e.,

∂2t1u− ∂2xu = − ε2

c2(t2)
∂2t2u−

2ε

c(t2)
∂t1t2u−

εc′(t2)

c2(t2)
∂t1u.

D'autre part, les conditions initiales et aux limites deviennent :

u(0, t1, t2) = u0(0, t1, t2) + εu1(0, t1, t2) + ... = 0, (3.2)

∂xu(π, t1, t2) + εγ∂tu(π, t1, t2) = ∂xu0(π, t1, t2)

+ ε [∂xu1(π, t1, t2) + γc(t2)∂t1u0(π, t1, t2)] + ... = 0, (3.3)

u(x, 0, 0) = u0(x, 0, 0) + εu1(x, 0, 0) + ... = f(x),

∂tu(x, 0, 0) = ∂t1u0(x, 0, 0) + ε [∂t2u0(x, 0, 0) + ∂t1u1(x, 0, 0)] + ... = g(x).

Pour ε = 0, on trouve le problème suivant :

o(1)


∂2t1u0 − ∂2xu0 = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t1, t2 > 0,

u0(0, t1, t2) = 0, ∂xu0(π, t1, t2) = 0, pour t1, t2 > 0,

u0(x, 0, 0) = f(x), ∂t1u0(x, 0, 0) = g(x), dans ]0, π[ .

(3.4)

En utilisant la méthode de séparation de variable, on suppose que la solution s'écrit comme

suit

u(x, t) = X(x)T (t).

On remplaçant dans l'équation (3.4), on obtient

X ′′(x)

X(x)
=
T ′′(t)

T (t)
= −λ,

où λ ∈ R est une constante positive. On obtient

X ′′(x)− λX(x) = 0 et T ′′(t)− λT (t) = 0. (3.5)

La solution de première équation est

X(x) = A sin(λx) +B cos(λx).

Alors

u0(0, t1) = B = 0 et ∂xu0(π, t1) = Aλ cos(λπ) = 0.
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On obtient

A = 0 ou, cos(λπ) = 0,

et

cos(λπ) = 0 ⇒ λπ =
(2n− 1)π

2
, pour n ∈ N.

Donc

λ = λn =
2n− 1

2
, n ∈ N.

La résolution de la deuxième équation dans (3.5), donne :

T (t1) = an(t2) sin(λnt1) + bn(t2) cos(λnt1).

par superposition, la solution générale de (3.4) est

u0(x, t1, t2) =
+∞∑
n=1

[an(t2) sin(λnt1) + bn(t2) cos(λnt1)] sin(λnx). (3.6)

Pour trouver an et bn on passe à l'ordre ε :

O(ε) :



∂2t1u1 − ∂2xu1 = − 2

c(t2)
∂t1t2u0 −

c′(t2)

c2(t2)
∂t1u0

u1(0, t1, t2) = 0,

∂xu1(π, t1, t2) = −γc(t2)∂t1u0(π, t1, t2),
u1(x, 0, 0) = 0,

∂t1u1(x, 0, 0) = −∂t2u0(x, 0, 0).

(3.7)

Pour avoir des conditions aux limites homogènes, en utilise le changement

u1 = w1 − xγc(t2)∂t1u0(π, t1, t2)

et on peut réécrire le problème (3.7) comme suit :

O(ε) :



∂2t1w1 − ∂2xw1 = − 2

c(t2)
∂t1t2u0 −

c′(t2)

c2(t2)
∂t1u0 + xγc(t2)∂

3
t1
u0(π, t1, t2),

w1(0, t1, t2) = 0,

∂xw1(π, t1, t2) = 0,

w1(x, 0, 0) = γx∂t1u0(π, 0, 0) ,

∂t1w1(x, 0, 0) = γx∂2t1u0(π, 0, 0)− ∂t2u0(x, 0, 0).

(3.8)

Par dérivation, on a d'après (3.6)

∂t1t2u0(x, t1, t2) =
+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx), (3.9)

∂t1u0(x, t1, t2) =
+∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx), (3.10)

∂3t1u0(π, t1, t2) =
+∞∑
n=1

[
−λ3nan(t2) cos(λnt1) + λ3nbn(t2) sin(λnt1)

]
sin(λnπ). (3.11)
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On injecte (3.9), (3.10) et (3.11) dans l'équation du problème (3.8), on obtient

∂2xw1 = ∂2t1w1 +
2

c(t2)

+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

+
c′(t2)

c2(t2)

+∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

− xγc(t2)
+∞∑
n=1

[
−λ3nan(t2) cos(λnt1) + λ3nbn(t2) sin(λnt1)

]
sin(λnπ). (3.12)

Ensuite, on suppose que w1 s'écrit comme

w1 =
+∞∑
n=1

vn(t1, t2) sin(λnx).

On a aussi besoin de développer la fonction x en série de Fourier. Cela donne

x =
+∞∑
n=1

dn sin(λnx).

Par la formule des coe�cients de Fourier, on a

dn =
2

π

π∫
0

x sin(λnx)dx

et par intégration par partie, on trouve

dn =
2

πλ2n
sin(λnπ).

En substituant w1 et x dans (3.12), on a

+∞∑
n=1

− λ2n∂
2
xvn(t1, t2) sin(λnx) =

+∞∑
n=1

∂2t1vn(t1, t2) sin(λnx)

+
2

c(t2)

+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

+
c′(t2)

c2(t2)

+∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

−
+∞∑
n=1

sin(λnx)dn

+∞∑
k=1

γc(t2)λ
3
k [−ak(t2) cos(λkt1) + bk(t2) sin(λkt1)] sin(λkπ) (3.13)
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Alors, on multiplie (3.13) par sin(λkx) et on intégré sur [0, π] , il vient

+∞∑
n=1

− λ2n∂
2
xvn(t1, t2)

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx =
+∞∑
n=1

∂2t1vn(t1, t2)

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx

+
2

c(t2)

+∞∑
n=1

[λna
′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)]

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx

+
c′(t2)

c2(t2)

+∞∑
n=1

[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)]

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx

+
+∞∑
n=1

dn

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx
+∞∑
k=1

γc(t2)
[
λ3kak(t2) cos(λkt1)− λ3kbk(t2) sin(λkt1)

]
sin(λkπ).

Si n ̸= k on a :
π∫

0

sin(λnx) sin(λkx)dx = 0.

Si n = k, on a :

π∫
0

sin2(λnx)dx =
1

2

π∫
0

1− cos(2λnx)dx =
1

2

(
π − 1

2λn
[sin(2λnπ)− sin(0)]

)
.

Comme λn = 2n+1
2

, alors sin(2λnπ) = 0 et on a

π∫
0

sin2(λnx)dx =
π

2
.

Par un calcul direct, on obtient :

λ2n∂
2
xvn(t1, t2) + ∂2t1vn(t1, t2) = − 2

c(t2)
[λna

′
n(t2) cos(λnt1)− λnb

′
n(t2) sin(λnt1)]

− c′(t2)

c2(t2)
[λnan(t2) cos(λnt1)− λnbn(t2) sin(λnt1)]

− γc(t2)dn
[
λ3nan(t2) cos(λnt1)− λ3nbn(t2) sin(λnt1)

]
sin(λnπ)

− γc(t2)dn

+∞∑
k=1
k ̸=n

λ3k [ak(t2) cos(λkt1)− bk(t2) sin(λkt1)] sin(λkπ).
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En simpli�ant on a :

λ2n∂
2
xvn(t1, t2) + ∂2t1vn(t1, t2)

=

(
2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)λn
c2(t2)

+ γc(t2)dnλ
3
n sin(λnπ)

)
bn(t2)

)
sin(λnt1)

−
(

2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)λn
c2(t2)

+ γc(t2)dnλ
3
n sin(λnπ)

)
an(t2)

)
cos(λnt1)

− γc(t2)dn

+∞∑
k=1
k ̸=n

λ3k [ak(t2) cos(λkt1)− bk(t2) sin(λkt1)] sin(λkπ)

︸ ︷︷ ︸
I

.

En particulier terme (I) ne cause pas des termes séculaire. Pour éviter l'apparition de termes

séculaires, On doit prendre

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)λn
c2(t2)

+ γc(t2)dnλ
3
n sin(λnπ)

)
bn(t2) = 0,

2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)λn
c2(t2)

+ γc(t2)dnλ
3
n sin(λnπ)

)
an(t2) = 0,

comme dn = 2 sin(λnπ)/πλ
2
n, alors

γc(t2)dnλ
3
n sin(λnπ) = γc(t2)

(
2 sin(λnπ)

πλ2n

)
λ3n sin(λnπ) =

2 sin2(λnπ)γc(t2)λn
π

.

Pour λn = 2n+1
2
, on a

sin2(λnπ) = sin2
(π
2
(2n+ 1)

)
= 1.

Alors

2λn
c(t2)

b′n(t2) +

(
c′(t2)λn
c2(t2)

+
2γc(t2)λn

π

)
bn(t2) = 0,

2λn
c(t2)

a′n(t2) +

(
c′(t2)λn
c2(t2)

+
2γc(t2)λn

π

)
an(t2) = 0.

En simpli�ant, on trouve

b′n(t2)

bn(t2)
− c′(t2)

2c(t2)
= −γc

2(t2)

π
et

a′n(t2)

an(t2)
− c′(t2)

2c(t2)
= −γc

2(t2)

π
.

Par intégration on a

t2∫
0

b′n(s)

bn(s)
− c′(s)

2c(s)
ds = −γ

π

t2∫
0

c2(s)ds,

t2∫
0

a′n(s)

an(s)
− c′(s)

2c(s)
ds = −γ

π

t2∫
0

c2(s)ds.
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Alors

an(t2) =
an(0)√
c(t2)

exp

−γ
π

t2∫
0

c2(s)ds

 et bn(t2) =
bn(0)√
c(t2)

exp

−γ
π

t2∫
0

c2(s)ds

 .

D'après les conditions (3.2), on obtient

an(0) =
1

λn

2π∫
0

g(x) sin(λnx)dx et bn(0) =

2π∫
0

f(x) sin(λnx)dx.

En �n, l'approximation du premier terme de la solution est :

u(x, t) ∼ uechm(x, t1, t2) =
1√
c(t2)

+∞∑
n=1

exp

−γ
π

t2∫
0

c2(s)ds


× [an(0) sin(λnt1) + bn(0) cos(λnt1)] sin(λnx).

3.2 Amortissement frontière fort

Dans ce cas on prende H linéaire en ∂3txxu tel que

H(∂tu, ∂
3
txxu) = −δ∂3txxu, δ > 0

et on considère le problème suivante :
∂2t u− c2(εt)∂2xu = 0 pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t)− δε∂3txxu(π, t) = 0 pour t > 0,

u(x, 0) = f(x), ∂tu(x, 0) = g(x), dans ]0, π[ .

On applique la méthode échelles multiples pour t1 = et t2 = εt, alors

∂2t1u− ∂2xu = − ε2

c2(t2)
∂2t2u−

2ε

c(t2)
∂t1t2u−

εc′(t2)

c2(t2)
∂t1u.

et les conditions deviennent :

u(0, t1, t2) = u0(0, t1, t2) + εu1(0, t1, t2) + ... = 0, (3.14)

∂xu(π, t1, t2) + δε∂3txxu(π, t) = ∂xu0(π, t1, t2)

+ ε
[
∂xu1(π, t1, t2) + δc(t2)∂

3
t1xx

u0(π, t1, t2)
]
+ ... = 0, (3.15)

u(x, 0, 0) = u0(x, 0, 0) + εu1(x, 0, 0) + ... = f(x),

∂tu(x, 0, 0) = ∂t1u0(x, 0, 0) + ε [∂t2u0(x, 0, 0) + ∂t1u1(x, 0, 0)] + ... = g(x).

32



Pour ε = 0, on trouve le problème suivant :

o(1)


∂2t1u0 − ∂2xu0 = 0, pour x ∈ (0, π) et t1, t2 > 0,

u0(0, t1, t2) = ∂xu0(π, t1, t2) = 0, pour t1, t2 > 0,

u0(x, 0, 0) = f(x) et ∂t1u0(x, 0, 0) = g(x), dans ]0, π[ .

dont la solution s'écrit toujours sous la forme

u0(x, t1, t2) =
+∞∑
n=1

[an(t2) sin(λnt1) + bn(t2) cos(λnt1)] sin(λnx). (3.16)

avec

λn =
2n− 1

2
, n ∈ N∗.

Pour trouver an et bn on passe à l'ordre ε i.e.

O(ε) :



∂2t1u1 − ∂2xu1 = − 2

c(t2)
∂t1t2u0 −

c′(t2)

c2(t2)
∂t1u0,

u1(0, t1, t2) = 0,

∂xu1(π, t1, t2) = δc(t2)∂
3
t1xx

u0(π, t1, t2),

u1(x, 0, 0) = 0,

∂t1u1(x, 0, 0) = −∂t2u0(x, 0, 0).

En utilisant le changement :

u1 = w1 + xδc(t2)∂
3
t1xx

u0(π, t1, t2).

On peut réécrire le problème O(ε) comme suit :

O(ε) :



∂2t1w1 − ∂2xw1 = − 2

c(t2)
∂2t1t2u0 −

c′(t2)

c2(t2)
∂t1u0 − xc(t2)δ∂

3
t1
∂2xu0(π, t1, t2)),

w1(0, t1, t2) = 0,

∂xw1(π, t1, t2) = 0,

w1(x, 0, 0) = γx∂t1u0(π, 0, 0) , c(0) = 1,

∂t1w1(x, 0, 0) = xδ∂2t1∂
2
xu0(π, 0, 0)− ∂t2u0(x, 0, 0).

(3.17)

D'après la formule (3.16) de u0, on a

∂t1u0(x, t1, t2) =
+∞∑

λn
n=1

[an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx), (3.18)

∂3t1u0(π, t1, t2) =
+∞∑
n=1

− λ3n [an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnπ), (3.19)

∂2t1t2u0(x, t1, t2) =
+∞∑

λn
n=1

[a′n(t2) cos(λnt1)− b′n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx), (3.20)

∂3t1∂
2
xu0(π, t1, t2) =

+∞∑
n=1

λ5n [an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnπ). (3.21)
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On injecte (3.18)-(3.21) dans l'équation du problème (3.17), on obtient :

∂2xw1 = ∂2t1w1 +
2

c(t2)

+∞∑
λn

n=1

[a′n(t2) cos(λnt1)− b′n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

+
c′(t2)

c2(t2)

+∞∑
λn

n=1

[an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

+ xδc(t2)
+∞∑
n=1

λ5n [an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnπ). (3.22)

Ensuite, on devellope les fonctions x et w1 en séries de Fourier, c'est-à-dire

w1 =
+∞∑
n=1

vn(t1, t2) sin(λnx) et x =
+∞∑
n=1

dn sin(λnx).

D'après les coe�cients de Fourier, on trouve

dn =
2

π

π∫
0

x sin(λnx)dx =
2 sin(λnπ)

πλ2n
.

En substituant w1 et x dans (3.22)

+∞∑
n=1

− λ2n∂
2
xvn(t1, t2) sin(λnx) =

+∞∑
n=1

∂2t1vn(t1, t2) sin(λnx)

+
2

c(t2)

+∞∑
λn

n=1

[a′n(t2) cos(λnt1)− b′n(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

+
c′(t2)

c2(t2)

+∞∑
λn

n=1

[an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnx)

+
+∞∑
n=1

dn sin(λnx)
+∞∑
k=1

c(t2)λ
5
kδ [ak(t2) cos(λkt1)− bk(t2) sin(λkt1)] sin(λkπ). (3.23)

On multiplie (3.23) par sin(λkx) et on intègre sur [0, π], il vient

+∞∑
n=1

− λ2n∂
2
xvn(t1, t2)

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx =
+∞∑
n=1

∂2t1vn(t1, t2)

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx

+
2

c(t2)

+∞∑
λn

n=1

[a′n(t2) cos(λnt1)− b′n(t2) sin(λnt1)]

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx

+
c′(t2)

c2(t2)

+∞∑
λn

n=1

[an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)]

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx

+
+∞∑
n=1

dn

π∫
0

sin(λnx) sin(λkx)dx
+∞∑
k=1

c(t2)λ
5
kδ [ak(t2) cos(λkt1)− bk(t2) sin(λkt1)] sin(λkπ).
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Si n ̸= k
π∫

0

sin(λnx) sin(λkx)dx = 0

Si n = k
π∫

0

sin2(λnx)dx =
π

2
.

Par un calcul simple, on a :

∂2t1vn(t1, t2) + λ2n∂
2
xvn(t1, t2) = − 2

c(t2)
λn [a

′
n(t2) cos(λnt1)− b′n(t2) sin(λnt1)]

− c′(t2)

c2(t2)
λn [an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)]

− c(t2)δdnλ
5
n [an(t2) cos(λnt1)− bn(t2) sin(λnt1)] sin(λnπ)

− c(t2)δdn

+∞∑
k=1,k ̸=n

λ5k [ak(t2) cos(λkt1)− bk(t2) sin(λkt1)] sin(λkπ).

En simpli�ant, on a :

∂2t1vn(t1, t2) + λ2n∂
2
xvn(t1, t2)

=

(
2

c(t2)
λnb

′
n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn + c(t2)δdnλ

5
n sin(λnπ)

)
bn(t2)

)
sin(λnt1)

−
(

2

c(t2)
λna

′
n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn + c(t2)δdnλ

5
n sin(λnπ)

)
an(t2)

)
cos(λnt1)

− c(t2)δdn

+∞∑
k=1,k ̸=n

λ5k [ak(t2) cos(λkt1)− bk(t2) sin(λkt1)] sin(λkπ)︸ ︷︷ ︸,
II

et pour dn = 2 sin(λnπ)

πλ2
n

, on a

c(t2)δdnλ
5
n sin(λnπ) = c(t2)δ

(
2 sin(λnπ)

πλ2n

)
λ5n sin(λnπ) =

2c(t2)δ sin
2(λnπ)λ

3
n

π
.

avec sin2(λnπ) = 1.

Le terme II ne cause pas une terme séculaire. Pour éviter les termes séculaires dans

l'expansion, il faut que

2

c(t2)
λnb

′
n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

2c(t2)δλ
3
n

π

)
bn(t2) = 0,

2

c(t2)
λna

′
n(t2) +

(
c′(t2)

c2(t2)
λn +

2c(t2)δλ
3
n

π

)
an(t2) = 0.
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Alors

b′n(t2)

bn(t2)
+

1

2

c′(t2)

c(t2)
= −c

2(t2)δλ
2
n

π
,

a′n(t2)

an(t2)
+

1

2

c′(t2)

c(t2)
= −c

2(t2)δλ
2
n

π
.

Par intégration on a :

t2∫
0

b′n(s)

bn(s)
+

1

2

c′(s)

c(s)
ds = −δλ

2
n

π

t2∫
0

c2(s)ds,

t2∫
0

a′n(s)

an(s)
+

1

2

c′(s)

c(s)
ds = −δλ

2
n

π

t2∫
0

c2(s)ds.

Donc, comme c(0) = 1

bn(t2) =
bn(0)√
c(t2)

exp

−δλ
2
n

π

t2∫
0

c2(s)ds

 et an(t2) =
an(0)√
c(t2)

exp

−δλ
2
n

π

t2∫
0

c2(s)ds

 .

D'après les conditions (3.14), on a :

an(0) =
1

πλn

2π∫
0

g(x) sin(λnx)dx et bn(0) =
1

π

2π∫
0

f(x) sin(λnx)dx.

En �n, l'approximation du premier terme de la solution est :

u(x, t) ∼ uechm(x, t1, t2) =
1√
c(t2)

+∞∑
n=1

exp

−δλ
2
n

π

t2∫
0

c2(s)ds


× [an(0) sin(λnt1) + bn(0) cos(λnt1)] sin(λnx).

Remarque 3.1 En comparant la solution de l'équation d'onde dans le cas d'un amortisse-

ment interne faible et fort pour γ = δ, on constate aussi que l'e�et du terme −∂3txx est plus

fort sur les termes de fréquences d'ordre n > 1 car

exp

−δλ
2
n

π

t2∫
0

c2(s)ds

 < exp

− δ

π

t2∫
0

c2(s)ds

 , pour
3

2
= λ1 < λn ∀n > 1.

3.3 Exemple numérique

Pour illustrer les résultats précédents, on étude l'exemple suivant, tel que :

f(x) = sin(
3x

2
) et g(x) = 0,
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avec

c(t2) =
2 + cos(εt)

3
et γ = δ = 1.

Alors on a le problème
∂2t u− c2(εt)∂2xu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t) + εH(∂tu, ∂
3
txxu) = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = sin(3x
2
) et ∂tu(x, 0) = 0, dans ]0, π[ .

De la même manière précédente, on obtient la solution régulière :

u0(x, t1, t2) = cos(3t/2) sin(3t/2),

3.3.1 Le cas d'amortissement frontière faible

On considère le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0 et ∂xu(π, t) + ε∂tu = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = sin(3x
2
) et ∂tu(x, 0) = 0, dans ]0, π[ .

L'approximation du premier terme de la solution s'écrit sous la forme suivante : :

u(x, t) ∼ uechm(x, t1, t2) =
1√
c(t2)

exp

− 1

π

t2∫
0

c2(s)ds

 cos(
3t1
2
) sin(

3x

2
).

Pour c(t2) =
2+cos(εt)

3
, on a

t2∫
0

c2(s)ds =
1

9

t2∫
0

(2 + cos(εs))2ds =
1

9

t2∫
0

4 + cos2(εs) + 4 cos(εs)ds,

pour cos2(εs) = 1+cos(2εs)
2

, alors :

t2∫
0

c2(s)ds =
1

9

t2∫
0

4 +
1 + cos(2εs)

2
+ 4 cos(εs)ds =

16εt2 + sin(2εt2) + 16 sin(εt2)

36ε
.

Finalement, on a

u(x, t) ∼ uechm(x, t) =

√
3

2 + cos(εt)

× exp

(
−16ε2t+ sin(2ε2t) + 16 sin(ε2t)

36επ

)
cos(3t/2) sin(3t/2).

Le graphe suivant représente la solution uechm(x, t) pour di�érents temps :
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Figure 3.1 � Solution asymptotique uechm(x, t) pour ε = 0 �� et ε = 0.05 - -

et ε = 0.1 ��.
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3.3.2 Le cas d'amortissement frontière fort

On considère le problème suivant :
∂2t u− c2(εt)∂2xu = 0, pour x ∈ ]0, π[ et t > 0,

u(0, t) = 0, ∂xu(π, t)− ε∂3txxu = 0, pour t > 0,

u(x, 0) = sin(3x
2
) et ∂tu(x, 0) = 0, dans ]0, π[ .

L'approximation du premier terme de la solution s'écrit sous la forme suivante : :

u(x, t) ∼ uechm(x, t) =

√
3

2 + cos(εt)

× exp

(
−16ε2t+ sin(2ε2t) + 16 sin(ε2t)

16επ

)
cos(3t/2) sin(3t/2).

Le graphique suivant représente la solution uechm(x, t) pour di�érents temps :
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Figure 3.2 � Solution asymptotique uechm(x, t) pour ε = 0 �� et ε = 0.05 - -

et ε = 0.1 ��.
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  :ملخــــص

قمنا باستخدام طريقة السلالم المتعددة لإيجاد تقريب لحل معادلة الموجة ذات معاملات متغيرة ببطء ، العمل افي هذ 

εمضروب في معامل صغير  ،ضعيف أوقوي  ،خطي وخاضعة لتخميد > درسنا حالة التخميد الداخلي وكذلك  .0

  لتوضيح فعالية هذه الطريقة. العددية مثلةبعض الأ قمنا بإعطاء الأطراف. كماالتخميد على 

  المعاملات المتغير ببطء. ،طريقة السلالم المتعددة، يدمع تخم معادلة الموجة :الكلمات المفتاحية

 

Abstract: 

In this work, we apply the multiple scales method to construct an 

approximation of the solution of the wave equation with slowly varying 

coefficients and a linear, weak or strong, damping term multiplied by a 

small parameter 𝜀 > 0. We studied the internal damping as well as damping 

at the boundary.  Also, some numerical examples are given to illustrate the 

effectiveness of this method. 

Keywords: Damped wave equation, slowly varying coefficients, multiple 

scales method.        

  

Résumé : 

Dans ce travail, on applique la méthode des échelles multiple pour 

construire une approximation de la solution d'une équation d'onde avec des 

coefficients à variation lente et un amortissement linéaire, faible ou fort, 

multiplié par un petit paramètre ε>0. On a étudié le cas d'amortissement 

interne et aussi le cas d'un amortissement frontière. Quelques exemples 

numériques sont donnés pour illustrer l'efficacité de cette méthode.  

Mots-clés : Équation des ondes amortie, coefficients à variation lente, 

méthode des échelles multiples. 
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