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Notations

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

(2 : Domaine borné dans R.

L? : Espace des fonctions mesurables de puissance p € [1, +0o0|, intégrables sur 2.
L>°(£2) : Espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur (2.

C(S2) : Espace des fonctions continues sur {2 .

C™(S2) : Espace des fonctions f : {2 — R dérivables n fois et f(x) continues.
AC™(£2) : Espace des fonctions f dérivables d’ordre n — 1 telle que f"~' € AC(02).
I'(.) : La fonction Gamma.

B(.,.) : La fonction Béta.



Introduction

ége calcul fractionnaire est une généralisation de calcul des dérivées classiques, il a plusieurs
d’approches de calcul fractionnaire, par exemple : 'approche de Rieman-Liouvile et I’ap-
proche de Caputo. Il est évident de poser la question suivant :

"Est-qu’on peut généraliser des résultat classique au cas fractionnaire ?"

Pour rependre a cette question, les chercheur fais beaucoup de travaux, en particulier
des travaux liées aux équation différentielles d’ordre fractionnaire, et leur problemes aux
limites associes.

Parmi les méthodes classique de résoudre un probleme aux limites associes aux équation
différentielles ordinaire, il y a la méthode de sous et sur-solution .

Récemment, il y’a des travaux qui essayait de généraliser cette méthode au cas fractionnaire,
surtout 'approche de Caputo.

Notre travail est divisé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne des notions et des résultats préliminaires sur des fonc-
tions spéciale lesquelles : fonction de Gamma, fonction de Béta. On donne aussi quelques no-
tions de calcul fractionnaire de type de Riemann-Liouville et de Caputo, affin utiliser dans le
dernier chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie des exemples de probléemes aux limites associées a
une équation différentielle ordinaire de seconde ordre, en utilisant la méthode de sous et sur
solution.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons des définitions et un théoremes de l'existence
de sous et sur-solution d’un probléme aux limites associé a une équation différentielle d’ordre
fractionnaire de type de Caputo.



CHAPITRE 1

ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, on donne des notions et des résultats préliminaires sur les fonctions spé-
ciales lesquelles : fonction de Gamma, fonction de Béta. On donne aussi quelques notions
de calcul fractionnaire de type de Riemann - Liouville et de Caputo, affin utiliser dans le der-
niere chapitre.



1.1. FONCTIONS SPECIALES POUR UNE DERIVATION FRACTIONNAIRE 4

1.1 Fonctions spéciales pour une dérivation fractionnaire

Dans ce paragraphe, nous commencons par des définitions et quelques propriétés des fonc-
tions de Gamma et de Béta. Ces fonction jouent un role important dans la théorie de différen-
tiation d’ordre fractionnaire.

Définition 1.1. [11] La fonction Gamma I'(z) est définie par l'intégrale suivant :
I'(z)= / exp(—t) t*'dt , (Vz € Ctq Re(z) > 0) (1.1)
0

I’(z) est une fonction monotone, strictement décroissant pour 0 < z < 1

Propriétés 1.1.

1. '1)=1,I'0") = +o0 .
2. I'(z+1)=zI'(z), Re(z) > 0.
3. I'(n+1)=n!.
4. pour p>0,ona: '

. n!

ro)= o e Do+t
Démonstration.

1.

2. En utilisant l'intégration par partie :
+oo +o0
rz+1)= / exp(—t) t*dt = [—exp(—t) t*]¢>° + z/ exp(—t) t* 'dt = 2 I'(2).
0 0

3. En utilisant la propriété (2) :I'(z + 1) = z I'(2). En effet;

ra) =1
r2)=2r@) =1
[(3) =2r(2) = 2!
['(4) = 30(3) = 3!

f(n+1):nf(n):n(n—1)!:n!

4. Considérons la fonction

Ona:
lim f(n,p)=T(p).

n—» 400

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



1.1. FONCTIONS SPECIALES POUR UNE DERIVATION FRACTIONNAIRE 5
ona : .
flnp) = [ (= Tyaride.
0 n
Par I'intégration par parties :
fop) = [ =Epatan = (0= 2y [T Dyt
b= 0 n B n n'’ pJ n
1 n
= —/ (1— E)”_1205"dac
D Jo p
Intégrons une autre fois fois :
fn,p) = = / (1= ytard
7 2 D
1 x,, aPt! n—1 " x
:_1__n n_'_ 1__n71p+1d
PR Ly /0 AN
_ 271(71— 1) /n(l_ z)n—2xp+1dx
n*(p)(p+1) Jo n
Apreés l'intégration par parties n fois
f(n,p) | n(n T 1) R [TL . (TL — 1)] /n(l - z)n—nl,p—&-(n—i-l)dx
n'p(p+1)...(p+ (n—1)) Jo n
n! [ 7 g o
S atp(p 1) (p+ (n—1) 't p?
nln?
Cplp+1)...(n+p)
Donc :
nln?
I'(p) = lim
Q n—+oo p(p+1)...(n+p)
U
Définition 1.2. [11] la fonction Béta est définie pour des nombres complexes p et g par :
1
B(p,q) = / 7711 — £)?"dt, (Re(p) > 0, Re(q) > 0) (1.2)
0
Théoreme 1.1. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par relation suivante :
r'(p)I'q)
B(p,q) = Re(p) > 0, Re(q) > 0 (1.3)
(p.0) = gy (Fel) (a) > 0)
Démonstration. .
B(p.q) = / (1 — 1)1t
0
Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
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1.2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 6

Onpose:t =sin*(0) donc dt =2xsin(f)cos(0)dd, si t=0alorsf =0, sit=1alors,
sin®f =1 ie =12
B(p.q) = 2/2 (sin? )P~ (1 — sin® #)?~ ' sin(6) cos(#)db
0

™

= 2/2 sin %1 cos 6%~ df
0
D’autre part :
+o0o +oo
Por@=t [ [ e ety dedy
0 0

T =rcosf

y = rsin g etr? = 22 +y%;dady = drdf

(l’,y) — <T7 9) {
jus +o00
D(p)I(g) =4 / : / exp(—r2)(r cos(8))2~ (r sin(8))2~rdrdd
o Jo
™ +oo
:2/2(003 0)*~(sin 0)*71df 2/ exp(—r?)r?P T2 2rdr
0 0
+o0
=B(p,q) 2 / exp(—r?)r# 4 dr
0
Sir? =2z alors r=2z doncdr= %z%dz
o0 § >° gt2p-1 1 1
2/ exp(—r?)r#t2a-tdr :2/ exp(—z)zl(2 o 1)527dz
0 0

+00
=/ exp(—2)2""" dz = I'(p +q);
0

o B(p.q) = L)L)
P T T+ g
O
Exemple 1.1. Ona :I'(z)['(1 — z) = 7 cos(mx)
B(p,q) = % = WCOS(%).

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville

Dans cette paragraphe, nous introduirons des définitions et propriétés de l'intégrale et dé-
rivées fractionnaire de Riemann -Liouville.

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



1.2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 7
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,bl, une primitive de f est donnée par I'expression :
t
Ve fab] (L)1) = / f(r)dr. (14)
pour une primitive second et d'apres le théoreme du Fubini on a :
t u
1120 = EHOENEG = [ ([ s(ryina
. . a [¢]
- [([ awsmae
at u
— [,
on itérant on arrivé a : .
1
[1 n i AL n—1 . 1.
0L = =5 [ =rr (e 15
En généralisation du factoriel par la fonction de Gamma d’Euler :I'(n) = (n — 1)! alors;
170 = o [ =77 s 16
a = o0 N T)dT .

Définition 1.3. [11] Soit f € L'[a,b] une fonction intégrable sur [a,b] L'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre o > 0 est définie par :

1 A\« _ L /t i a—1
(Iaf) <t> - F(TL) ! (t T) f(7—>d7— (17)
Théoréme 1.2. Si f € L'[a, b] existe pour tout o« > 0 ona (I¢f) € L*([a, b]).
Démonstration. Ona :
t t 1 T
[ anas [ [ = netpeana
a al e a . y
¥ AA_ )
<5 [ ([ =t
En utilisant le théoréme de Fubini , alors :
t 1 T T
a < - a—1
Jesae< g [ @I €= tanar
1 T
< _ o
< o [ T =y
(T — a)~ /T
< - 7
~ F(Oé—f-l) " |f(7—)|d7—
Finalement; f € L'[a,b], donc (I¢f) € L'([a,b]) . O
Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
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1.2. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 8

Exemple 1.2. L'intégral au sens de Riemann-Liouville de la fonction définie par f(¢) = (t — a)”
est donné par :

1

(14t =0V () = s / (t— )92 (r — a)dr. (1.8)

Le changement de variable :7 = a + s(t —a) ols = 0 quand 7 = aets = 1 quand 7 = t et
dr = (t — a)ds alors (2.5) devient :

(11t —a)")*(t) = %a)/ (t—a+(t—a)* '(a+ (t—a)—a)dr
_ t —a)(1—5)*((t — a))’(t — a)ds
= Fa [ (== ) (= ) - )

Pl t —a)* (1= 9)*Y(t —a))’sPds
= F7 [ = (= ) s

1

= — (t—a)*P((t—q t _ g\ lg(B+1)-1 g
(== a) [ (=

En utilisant la fonction Béta :

P@r(@F+1)

INa+p4+1)’
1

asp L (@T(B+1) _ T+ (t — a)?
[(a+p+1) Lla+p+1)

Bla,f+1) =

= F—a)(t_a>

Proposition 1.1. Soit a > 0,5 > 0:

a _ r o
D Lt =)’ = i (- @)™

(2) feL'ab],Ona:IgIlf=10I5 =170,

Maintenant, on définie la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Définition 1.4. [11] Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b],a > 0,n = [a] + 1. La
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a est définie par :

DLAO) = (G0 0) = g (" [ =7 ()i 19

Si0<a<1,meNalors:

DO = ey () [ (E= )"

Proposition 1.2. [11]
(1) Dgf(t) = f(t);
(2) Dy f(t) = f(t);

B—1
(3) pour o> 0,5 > 0,0na: Dt —a)’~ = (F(F(ﬁ) ))

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



1.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO 9

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette paragraphe, nous introduisions définitions, théoremes, et quelque propriété de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Définition 1.5. [11] Soit f* € L'([a,b]); a > 0,n = [Re(a)] + 1; La dérivée fractionnaire au sens
de Caputo d’ordre « est définie par la relation suivant :

1

(cDX)(t) = m/ (t — 7)ot (1) dr. (1.10)

Sia=0:DY = f(t)

Théoreme 1.3. [11] Soit f € AC™([a,b]) ,n = [Re(a)] + 1, a > 0, la dérivée fractionnaire au sens de
caputo est définie par :

1. Sia ¢ N;

1 ; n—a—1 prn _ tm—ann
m/Q(t—T) fr(r)dr = I;~*D; f(t).

(“Dgf)(t) =
2. Sia € N, alors : (D f)(t) = f™(t)
Proposition 1.3. [11] Soient f, g deux fonction et o > 0 tels que : n = [Re(a)] + 1, 0na:
‘Dg(Mf+9)(t) = ACDZf)(t) + ((Dg)(t) VA e C
Proposition 1.4. [11] pouraa >0, >0 Ona:

“Di) = g gt = B>

1.4 Quelques notions supplémentaires

Propriétés 1.2. On a les relations suivantes :

s = D | 70— 5 Lo ap 1)

“DEF(0) = DI ~ f@)] (< Refa) < 1), (112)

D)= (D) (@ €R\N), (1.13)

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une

LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



1.4. QUELQUES NOTIONS SUPPLEMENTAIRES 10

Proposition 1.5. [9] Soit o« > 0,n = [Re(«)]+1,u € C(0,1)NL(0,1) . Alors I'équation défferentielle
fractionnaire
“Du(t) =0,0<t<1

admet une solution :

u(t) = co+ 1t + cot® + ...+t
G €Ri=0,1,...,n—1

Proposition 1.6. [9] Soit a > 0 ,n = [Re(a)] + 1, on suppose que v € C™(0, 1), alors :
Ia(CDau(t)) =ult)+cot+et+et’ + . te it e €Ri=01,...,n—1
Théoreme 1.4. [1] Soit f : [0;1] x R — R une fonction continue tel qu’il existe M > 0 vérifie :
|f(t;2) < Mt e [0;1];z € R:

Alors,
le probleme admet au moins une solution sur [0; 1]

Théoreme 1.5. [1l] Soit A un sous ensemble de C(J; E); A est relativement compact dans C(J; E) si
et seulement si les conditions suivantes sont vérifies :

1. L'ensemble A est borné c’est a dire, il existe une constante K > 0 telle que :
IfISKVzeJetfeA,

2. l'ensemble A est équicontinue, c’est a dire pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tels que :
th,tg € J, ’tl = t2| <0 & |f<t1) 8 f(g)‘ < g,
3. pour tout x € J, l'ensemble f € {f(z); f € A} C E est relativement compact.
Définition 1.6. [9] Soit n € N* telle que AC"([a, b]) espace de fonction f dérivable jusque 1’ordre
(n—1) tell que /" € AC([a, b])
est définie par :
AC™([a, b)) = {f : [a,b] — R : f € C" a,b] et f" '€ AC[a,b]}

En particulier : AC*([a,b]) = AC([a, b])

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



CHAPITRE 2

METHODES DE SOUS ET SUR LA SOLUTION
POUR EQUATION DIFFERENTIELLE
ORDINAIRE

@ ans ce chapitre, on étudie des exemples de problemes aux limites associées a une équation
différentielle ordinaire de seconde ordre, en utilisant la méthode de sous et sur solution.

11



2.1. THEOREMES DE COMPARAISON 12

2.1 Théoremes de Comparaison

Dans cette section, on considere 1’équation différentielle
o = fla,ud), (2.1)
ou f € C(I x R?) est supposée croissante par rapport a la seconde variable.

Définition 2.1. :
1. On appelle sous - solution de 1’équation (2.1) toute fonction v vérifie :

v > fa,0,0),

o(a) < ula), o(b) < u(d) 22
2. On appelle sur - solution de I'équation toute fonction w vérifie :
1 < /
w" < flz,v,), (2.3)

w(a) > u(a), w(b) > u(b)

Soit v une sous-solution et w une sur-solution avec v(a) < u(a) < w(a),v(b) < u(b) < w(b).
On a le résultat de comparaison

Théoreme 2.1. [3] Si I'une des inégalités est stricte, alors v < u

Théoreme 2.2. [6] Supposons qu'il existe K > 0, et que f croissant par rapport au seconde variable,
Lipschitz unilatérale par rapport a la 3éme variable, i.e :

f(ajvywzl) _f<x7y7 22) < K(Zl —22),\V/21 > 2
Alors: v <u < wsurl.

Corollaire 2.1. [6] D’apres le théoreme[2.2] le probleme aux limites;

{ yv'=flz,y,y), a<xz<b
y(a) = a; y(b) =B

admet au plus une solution.

2.2 Probleme de Sturm-Liouville non linéaire

Considérons le probleme de Sturm-Liouville non linéaire :

y' = fz,y,9), a <z <b
ay(a) —axy'(a) =a (2.4)
biy(b) + boy' (b) =

o, 9,81, 205 a1+ >0; B+ 52>0

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



2.2. PROBLEME DE STURM-LIOUVILLE NON LINEAIRE 13

Définition 2.2. [6] Soit v et w deux fonction deux fois dérivables.
1. v est sous-solution du probleme (2.4) si :

v"(z) = f(x,v(x),v' (), Vo €la, b
a1v(a) —axv'(a) < a; (2.5)
biv(b) + bav'(b) < B

2. w est une sur-solution du probleme (2.4) si :

w'(x) < fw, w(z),w'(z)) ; Yo €la,b]
aw(a) — aw'(a) > a; (2.6)

brw(b) + byw'(b) = B ;
Théoreme 2.3. [6] Considérons le probleme de Dirichlet suivant :

y' = f(z,y), a<x<b
{ yla) = a;yb) =8 (2.7)

Supposons I'existence de v, w respectivement sous et sur-solutions telles que v < w. Supposons que
f est continue sur l'ensemble

K ={(z,y) € [a,8] X R;v(z) <y < w(z)}.
Alors, le probleme admet au moins une solution v telle que v(z) < u(z) < w(x).

Corollaire 2.2. [6] Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b], croissante par rapport y. Alors le
probleme :

y'(x) = f(z,y); a<x <D
{ y(a)=~, y(b) =4 ; (2.8)

admet exactement une solution y € C*([a, b])

Théoréme 2.4. Supposons que :
1. Il existe v, w deux fonctions de classe C sous et sur solution avec v < w sur [a; b),
2. f est continue et k— lipschitzienne par rapport a la 3eme variable sur I'ensemble

K ={(x,y,2) € [a,b] x R*v(z) <y < w(x)}.

Alors, le probleme admet au moins une solution u € C*([a; b]) telle que v(z) < u(x) < w(x);Vr €
[a, b].
Démonstration. Considérons la fonction modifie f définie par :

flz,y,c) st 220

fwy,2)=¢ flo,y,2) si [z <0
f(xvyv _C) stz < 07

tel que : ¢ > maxgep{|v'(2)], |w'(z)|}

[ (@, 0(x), 2) siy < v(@)
[ (@, w(z), 2) siy = w(x)

-

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



2.2. PROBLEME DE STURM-LIOUVILLE NON LINEAIRE 14

Ou .
f =17 0 ) )+

Ona : y(z,y) = max{v(x), min(y,w(z))}.
Alors,

x 1
V(z,y,2) € [0, 0] xR : |f (2,9, 2)] < mazacy<hoi<y<ut|f (@9, 2)|+5 +mazacyc([o(@)], [w(@)]).

Soit |21| < C,ZQ > 0.Ona:

| (@ y,21) = [P (@9, 22)| =[f(@,y,21) — f(z,y,22)|
< K|z —¢l=K(c—2)
<K(22—Zl) :K|21—ZQ|

Donc f* est k—Lipschitzienne. par suite ,f est aussi k-lipschitzienne et bornée .
D’apres théoreme (2.1), le probleme (P;) admet au moins une solution u
Soit v sur-solution, w est une sous-solution du probleme (2.4).

v(z) < u(r) < wz)

e On montre que u(z) < w(x), pour certain = et on suppose que d = u(x) — w(z) admet un
maximum strictement positif en z, € (a,b).

Etape (1) z €a, b| :

Ona:d(zg) =0,etd"(zy) <0

d(x) >0 (2.9)
alors :
d" (o) = u"(x0) — w"(w9) < f(xo,u(0), u" (0)) = f(xo,w(@o), w" (x0)).
Donc :
d'(z9) =0 < w'(xy) — u'(x0) = 0 & W (x0) = v (20)
alors

f(.To, ( ) wl(ﬂfo) — f(l’o,u(l‘o),w/(xo))
< fa w(za),w'(w0) — (0, (w0). ulwa)),w(ay) — L0 120))

1+ u? (370)
< e wla), v/ (ao)) = F* e wlan). ! (ao)) — “ )
On a: w'(z) > 0, donc les fonctions f et f coincident en .
Finalement,
/ / d(x(J)
f(@o, w(wo), w'(xo)) — f (w0, w(wo), w'(w0)) + TF (zg) (2.10)
Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
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Par conséquent ,

d’aprés (2.5), on a une contradiction.
ov(z) < u(x) l'autre inégalité de méme maniere.

Etape (2) zp=a:

ajw(a) — agw'(a) < aet donc < ay(u(a) —w(a)) — az(v'(a) —w'(a)) =0
aju(a) — agu’(a) = «

{ d(a) > d(x) , pour tout x €a, b|

Donc,

ard(a) — axd'(a) 2 0 < ar1d'(a) = axd'(a) (a1, a2 # 0)

cestadire:d'(a) <0

D’autre part, il existe ¢ > 0 tel que d(x) > 0 ,pour tout x € (a,b) et I'on a sur l'intervalle J = (a, a+¢):

1 + u?(z)
o wle). @) + S > fa (), o)
Ona:f, f*est k— lipschitizienne
Alors :
fH(@w(@), w'(z) — [z, wz),w' (@) 2 =kl (2) — u'(2)]
Par suite,

d'(r) > —K|d'(x)|, pourtout x¢€J

xd'(x) <0, pourtout x€ J.Alorsd’(x) > kd(x) VrelJ
Par intégration :

/ () = / kd(z) ©nd(z)=krtcs ()= explke)

La fonction x — d'(z)exp(—kx) est croissante sur J .On a d(a) > d(z) , d(z)exp(—kz) >
d'(a)exp(—ka) > 0¥z € (a,b). Alors d'(x)=0, Donc d(a)=d

e Onad'(zx) < f(z,w(z),w(z)) — fz,w(w),w (w)) + % <0
d(z) _
0< 7@ <0, Donc d(x)=d(a)>0

ce qui est une contradiction, alors
d(z)>0 , Veeld

od'(x) > 0. pourtoutx € (z1,21+9), (J>0)
Ona
d"(x) > —kd(z)

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
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Par intégration :

* d"(z) . / /
/1 d/(l‘) 2/{51 —kﬁlnd(.%)—lnd(xl)>_k(x_xl)+c
d'(z)

Ind'(z) —d'(x1) > —k(z — 1) + cln (d/(:vl)) > —k(x — 1)
= d'(z) > d'(z1) exp(—k(z — 1)) >0

/ > _ _
D’aprés les conditions aux limite :{ brw(b) + byw (b):/ g & { brw(b) = b (h) <

biu(b) + b/ (b) = B biu(b) + b/ (b) = 5
Donc : b1d(b) + bad'(b) < 0, i.e

bod' (b) < —byd(b) < 0. (2.11)
D’autre part ,En continuant ainsi suite jusqu’au point b , on arrive d,
d(b)>0 et db)>da)>0 (2.12)

d’aprés (2.6) et (2.7) , donc by =0

Alors 0 < —byd(b) < 0.

Donc contradiction

il suffisant un choisir ¢ > mazx(R, | v'(x)|, |w'(z)|) , il montre IR > 0 tel que |u'(z)| < R.
Alors : pour f = f* le probleme (p;+) admette au moins une solution .

2.3 Un probleme périodique

Dans cette paragraphe, on s’intéresse a 1’existence de solution de classe C*.

Soit f est une fonction continue. On considere le probléme périodique.

u// _ f(t, u)
{ u(a) = u(b) ; w'(a) = w'(b) (2.13)

La méthodes de sous et sur-solution pour les problemes périodiques est donné par la définition suivant :

Définition 2.3. [6] : Une fonction a € C?(]a, b[) (| C*(Ja, b]) est une sous-solution du probléeme

2.13)si:
(@) Vt € (la,b]) , o"(t) = f(t,a(t));

>
(b) afa) = a(b), o/(a) > a/(b) .
Une fonction 8 € C*(]a, b]) (N C*(Ja, b]) est une sur-solution du probleme (2.13) Si :

(a) Vt €la,b[,B"(t) < f(t,B(1));

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
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(@) Bla) = B(b), B'(a) = 5'(b) .

Théoreme 2.5. Soit « et 3 sous et sur solution de probleme périodique , telle que o« < . On
suppose que [ est continue sur I'ensemble :

E={(t,u) € [a,b] x Ry < u < 5}

Alors, Le probléme admet au moins une solution u € C?([a, b)) telle que ¥t € |[a, b]

Démonstration. Considérons le probleme modifie :

u' —u+ ft,y(tu) +y(tu) =0
{ w(a) = u(b) ; u'(a) = u'(b), (2.14)

ou 7 :la,b x R — R est définie par :

a(t), si u<alt)
Yt u) = u, st a(t) <u< B
Etape (1) : Soit a, 3 sous et sur-solution de probleme 1)

e Premiere cas : Par I'absurde , On montre que w(t) = u(t) — a(t) admet un minium strictement
négatif en ty € [a, b]
* tog €la,b] , Alorsw”(ty) = 0 (Car u est un solution de probleme (2.3)) et u(ty) < a(ty),
Donc

u"(to) — &(to) = —f(to, ato)) — a(to) + u(to) — a(to)
= [=f(to) — alto)] + [u(to) — a(to)]

<0

Alors, on a une contradiction.
*S1 to € {a,b},

Mine(ap)(u(t) — a(t)) = u(a) — a(a) = u(b) — a(b) <0
Donc u'(b) — o/ (b) < 0 < u'(a) — (a), «ft) sur-solution de probleme (2.13) alors, On a
u'(a) =u'(b) et o'(0) = (b) ie u'(a)—ad(a)<u'(b)—(b)

D'ou
u'(a) —a'(a) =u'(b) — /(b)) =0

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
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Donc pour t assez petit, on a u(t) — a(t) < O et

/0 [W"(s) —a"(s)]ds = [ [=f(s,a(s)) +u(s) — a(s) — a"(s)] ds

- / [—f(s,a(s)) — a”(s)] + [u(s) — a(s)] ds
0

ieu'(t) —a/(t) <0
D’ou la contradiction avec définition de t.
e Seconde cas :Par I'absurde , on montre que w(t) = u(t) — B(t) admet un maximum strictement
positifen t, € [a, b]
*  tg €la, b, Alors w” (ty) < 0(Car u est un solution de probleme (2.13)) et u(ty) > [(to),
Donc

u”(to) — B"(to) = —f(to, B(to)) + ulto) — B(to) — B"(to)
= [~ f(to, B(to)) — B(to)] + [u(to) — B(to)]

> 0

Alors on a une contradiction.
*xS1  tg € {a,b},

matic (o (u(t) — A1) = ula) — 5(a) = u(b) — B(b) > 0.

Donc u'(b) — f'(b) < 0 < v/ (a) — B'(a), PB(t) sous-solution de probleme (2.13) alors
Ona
u'(a) =u'(b) et Fa) <F(b) ie u(a)=p(a)Zu'(b)—F D)
D'ou
u'(a) — B'(a) = u'(b) — 5'(b) = 0
Donc pour t > 0 assez petit, on a u(t) — 5(t) >0, (Car wu(a)— p(a) >0)et

/0 () = B"(s)] ds = / = £(s, B(s)) + uls) — B(s) — B"(s)] ds
- / = F(5, B(5)) — B"()] + [u(s) — B(s)) ds

>0

iew(t)— B'(t) = [y [~f(s,B(s) = B"(s) + u(s) — B(s)]ds >0

D’ou la contradiction avec définition de t,.

Etape (2) : La solution de probleme (2.13) est définie par l'intégrale : suivante :

b
) = [ Glt.5) Fsr(sul5) + (5. u(s)) s
ou G(t,s) est la fonction de Green du probléme suivante :

v —u+ f(t) =0,
u(a) = u(b); v (a) = u'(b).
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L'opérateur

T :C(la,b]) — C([a, b))
u— Tu

est définie par :
= [ 69 (sl uls)) + 2, u(s)) ds

Le probleme (2.13) admet au moins un solution si seulement si les conditions suivants son
satisfaites :
1) T est Continue : Soit f, G,~ est une fonction continue et la suite (u,,), est une suite conver-
gence vers u dans C([a, b])
Alors

| Tun(t) — Tu(t)| =

b b
\/Gw@w@wwmmwwmm@mm—/Gw@uuwmmm+wwmmw

</ G(t, 8)|[f(s,7(s,un(s))) — f(s,7(s,u(s))) + (s, un(s)) = +7(s, u(s))[ds —rn—s400 0
presque  par tout surfa, b]

D’apres la théoreme de Lebesgue, on a:

b
G(t, ) [f(s,7(s,un(s))) + (s, un(s))] ds — / G(t,s) [f(s,7(s,u(s))) + 7(s, u(s))] ds € L'[a, )

Donc T'u,(t) — Tu(t) —,— 10 0 dans C([a, b]), alors T est continue sur C([a, b))

2) T est borné : Soit f,G et v sont une fonction continue sur le compact C([a,b]) ,Alors les
fonction est borné. Donc 71" est borné

3) Test compact : Soit T" est borné sur C([a, b]). On montre que T est borné sur C*([a, b])

| Tu'(t)] = !/ F(s,7(s,u(s))) + (s, u(s))] ds|.
/ |— 1 f(s,7(s,u(s))) + (s, u(s))|ds.

<maz| (s, (s, u(s))) + (5, u(s) |/W s

e b dG )
On a l'intégral / |E|ds est borné

Alors [T/ (t)] < 0
Donc T est borné sur C([a, b]), d’apres le théoréeme d’Ascoli-Arzela, T est borné et compléte-
ment continue, alors 7" : C([a, b]) — C([a, b]) est continue et completement continue .

D’autre part, le théoréme de Schauder, on déduite que 7" admet au moins un point fixe que
est solution de probléme (2.13)

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
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Par suite, étape 1 la solution de probleme (2.13)est :
a(t) < u(t) < Bt VEe [a,b)
O

Remarque 2.1. [6] Soit f une fonction continue et u est un solution de probleme (2.13) sur
C'([a, b)) comme v = — f(t,u(t)) donc u € C?*([a, b]).
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LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



CHAPITRE 3

METHODES DE SOUS ET SUR-SOLUTION
POUR EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES

@ ans ce chapitre, nous donnons quelques notions, définitions, techniques et théorémes pour
'existence de sous et sur-solution des équations différentielles d’ordre fractionnaire de
type de Caputo.
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3.1 Principe de maximum pour la dérivée de Caputo

Considérons le probleme suivant :

CDpy(t) € it y(t) o € 1.2
D e %o G-D

Théoréme 3.1. Soit 0 < o < 2 ,n = [Re(a)] + 1 et une fonction f € C%(0,1)([0, 1], atteint son
maximum sur l'intervalle [0, 1] ou point to,ty € (0, 1]. Alors la dérivée de Caputo de la fonction f est
négative en le point to i.e pour tout 1 < o <2ona:°D*f(t) <O.

Démonstration. On a f € C?(0,1) ([0, 1],puisque f” € L'(0,t,),d’ou pour tout § > 0,il existe

0 <e <t tels que
1

|m/:(1t0—5)1 “f7(s)ds| <

pour € > 0, on Considére les deux étapes suivantes :

{ FEtape(1) : f'(e) = 0
FEtape(2): f'(e) <0

Etape (1) : Soit h(t) une fonction auxiliaire tel que :

h(t) = f(to) = f(¢),t € [0,1]

Puisque la fonction f a une maximum sur U'intervalle [0, 1] au point t,, tel que ty € (0,1] et D*C = 0
(C étant une constant ).
Alors h est posséde les propriétés suivant :
h(t) 2 0,t € [0,1]; hlto) = 0; W' (to) = — f'(t0) =
{ D*h(t) = —D*f(t),t € (0,1]
Doul/(e) = —f'(¢) <0

Dah<t0) — ﬁ /0 O(t _ S)l—ah/l(s)ds (32)
! ) Imapy 1 0 1—ayg 1
= m /0 (t — 5) h (S)dS —+ m /(S (t — S) h (S)dS (33)

D’apres (3.1) I, est vérifie pour £ > 0, puisque h € C*(0, 1),
h(to) - h/(to) == O ’
On a :D’apres théoréme des accroissements finies :

|h(t)] = |h(t) — h(to)| < |P'(F)|(to — 1)
= | () — B (to)|(to — ) < ex(to — t)°
(W ()] = |P'(t) — W' (to)] < calto — 1), t € [g, o]
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ou cy,co > 0,ett € (t,tg), donc :

1 fo l-ay»
I, = m/() (to — s) " *h7(s)ds

_ l-a " —ap (to—e)'*,,
_jigjalé<m—ﬁ)  (s)ds — = (e)

_ (A—a)te—e)™ (to—e) oW(e) al—a) [ 1o
R AT _r@—ayé<%_$ hls)ds
Alors :
I, >0 (3.5)

Etape (2) : Soit h(t) une fonction auxiliaire tel que :

K est constggmfe:2 ) 4L . g o) ]

218
h(t) = f(t) — f(to) +¢(t),t € [0,1]

La fonction ¢(t) est définie par :

k 2
exp(m), t < to
0
0,t>0

p(t) = A

tel que h(t) est une fonction infiniment différentielle sur R

Kest‘corzsta311te:22 o re s 03 )

2t8
et A > 0 (A est constante)
h(t) = f(to) = f(t) + ¢(t)
en dérive par rapport a t :
W) = =f'(t) + ¢ (),
t =edonc, ona:
W(e)=—f(e) <0 (3.6)
W(e) = —f(e) +¢(e)
Alors, ) ,
, 2Aekt e’k ,
_SO(E) 2_t§exp( 2_t2)>_f(6)75>0
0 0
En appliquant la loi I'Hospital, on trouve :
(to) =0
¥'(to) =0
QO//(to) = 07
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et
2ekt? 2k
/ t — —A 0
' (t) 2 eXp(€2_t%)
Kt2 8 4+ 2123 — 3t42 — 2623k
"(t) = —2Ak 0 0 0 0
¢ (1) (tg_tg) —
— 9 Ak exp( kit )(tg —HE) + (12 — 42) + 2623 — 13) — 22tk
= €exXp t2 — t2 — - '
0 ( 0)
13— t12)% + (2(12 — 1) 4 2083 (13 — 13
Ona:0<k<<0 o) + t5(15 ) + 2tt5 (L, ),tG[O,to]
2t8
Donc

(63 — tt2) + 23 (12 — %) + 202 (t3 — t3) — 262tk > (¢3 — t2)? + 242 (¢2 — t2) + 2tt3 (5 — t3) — 25k > 0
D’autre part, I'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville est :

Dp(e) = ) = ey [ (0= 99

En intégrant par partie deux fois :

1°me fois -
Dole) = sl = o) W+ = [t — (o
et SENSY D
2eme fois -
~ sl ptolle + S [t — 9 pts)ds

(to—¢)'¢'(e) (o—e)%ple) (A—a) (™ s o
=TTV SN L C—d F(2—a)/€ (fo = )" (s)ds

Donc I*=%¢" () < 0
D’apres (1.4) et (1.5), on obtient :

Dh(ty) = I, + I > 0,

de plus;
Dah(to) == —Daf(to)
=D f(to) + I*"¢"(ty) = 0
—Df(to) = —I*""¢"(to)
D*f(to) < I*"*¢"(to) <0,
donc :
D f(to) < 0.
[l
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Théoréme 3.2. Soit 0 < o < 2,n = [Re(a)] + 1 et f € C?(0,1)(N[0,1] une fonction atteint son
maximum sur l'intervalle [0, 1] ou point to,ty € (0, 1]. Alors la dérivée de Caputo de la fonction f est
positive au point ty, i.e pour tout 1 < a <2ona:°Df(t) > 0.

Démonstration. On a f € C%(0,1) (N[0, 1]. Puisque f” € L'(0,t,), d’ou pour tout § > 0 il existe
0 <e <t tels que
1 &€
th — 1—a £» d < )
|F(2—C¥)/O(O S) f(S) S| 0

Pour € > 0, on considere les deux étapes suivantes :

{ Etape(1): f'(e) 2 0
Etape(2) : f'(e) <0

Etape (1) : Soit h(t) une fonction auxiliaire tel que :

h(t) = f(t) = f(to),t €0, 1]

Puisque la fonction f a une minimum sur U'intervalle [0, 1] au point t, tel que ty € (0,1] et D*C' =0
(C étant une constant ).
Alors h est posséde les propriétés suivant :
B(t) 2 0t € [0,1]; hto) = 0; I (tg) = f'(ts) = 0
D*h(t) = D*f(t),t € (0,1]
Doul'(e) = f'(e) <0

Dah<t0) — ﬁ /0 O(t | S)l_ah//(s)ds (37)
! | 1-epd . l—acg 1

= m /0 (t - S) h (S)dS + m/e (t — S) h (S)dS (38)

AN (3.9)

D’apres (3.1) I, est vérifie pour € > 0 puisque h € C*(0,1), h(ty) = h'(to) = 0.
D’apres théoreme des accroissements finies

[h(t)] = |h(t) — h(to)] < [ (B)I(to —¢)
= |I'(t) = W (to)|(to — 1) < ca(to — 1)
W) = [I'(t) = W' (to)] < calto — 1), t € [e, ]

tel que les deux constante positive c1,co > 0,et t € (t,1o). Donc :

1 fo 1—ay»
b:f§?@A(%_$ B (s)ds

_ l-a (" —ap (to—e)'"*,,
_jigjzlé(m—s)  (s)ds — = (e)

_ A=)ty =) (to—e)™*W'(e) a(l—a) /t‘) I-a
ST Te—a MO T e T Ta—a ), foms) The)ds
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Alors
I, >0 (3.10)

Etape (2) : Soit h(t) est une fonction auxiliaire tel que :

K est const?gmfe:2 ) 912710 ) 0iia X
0< K < (tg — tt5)? + t2t5(t5 — t*) + 2tt3(to — t°)

218
h(t) = f(t) - f(t()) + @(t)vt S [07 1]

le fonction p(t) est définie par :

telle que h(t) est une fonction infiniment différentielle sur R

K est constante :
(t3 — t2)2 + 22 (12 — 12) + 202 (t3 — %)

0< K< 076
et A > 0 (est une constante) ’
h(t) = f(t) = f(to) + ©(t)
en dérive par rapport a t
(t) = f'(t) + ¢'(2)
t =ecdonc, ona:
H(e) = F(e) <0 (3.11)
W(e) = f'(e) + ¢'(€)
Alors, , ,
, 2Ackt e’k ,
—¢'(e) = 2_tgexp( 2—t2) > f'(e),e >0
0 0

¢(to) =0
¢'(to) =0
sD//(to) — O
et
2ekt? 2k
1) — 0
¢'(t) = —A€2 — 2 eXp(82 - t%>
kt? 8+ 2t%) — 3tM2 — 26%t3k
"(t) = —2Ak 0 0 0 0
#(t) = 24k () —
— Ak exp( kt® )(tg — 1) + (263(15 — %) + 2eed(t5 — %) — 2%tk
t? — 15 (t — to)*
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(t3 — t2)2 + 22 (12 — 12) + 22 (L3 — %)
215

Ona:0<k< it €0, to)

Donc :

(83 — t12) + 1212 (12 — t2) + 2t12 (3 — 13) — 2625k > (13 — t12)2 + 1212 (12 — t2) + 242 (¢3 — 3) — 2%k >

D’autre part, I'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville :

DUe(e) = ) = gy | =9

En intégrant par partie deux fois :

1¢€ fois :
‘Dp(e) = ﬁ[(to —8)I7 2/ (s)]f + % / o(to _ s)ay(s)ds
. (to — g)l—a(p/<€) (1 . a) to N
- I(2-a) +F(2—a)/€ (to — 5)7¢'(s)ds
2¢¢ fois -

- raalto 9o + = [ e e

(to—e)'¢l(e) (o—e)%ple) (1—0a) [™ \
[ T@-9 Wre-of F(2—a)/g (to — 5)""p(s)ds

Donc I*7¢"(g) < 0
D’apres (3.9) et (3.10) on a :

Dah(to) = Il + [2 2 O,

de plus;
D%h(ty) = Df(ty) =0
Daf(to) ]2 [ //(to) 2 0
D*f(to) = —1*"¢"(to)
Daf(t()) [2 o ”(tO) < 0’
donc

D%f(ty) =0

3.2 Existence d’une solution

0

Dans cette paragraphe nous utilisons la méthode sous et sur-solution pour assurer I’existence d une

solution du probleme (3.1). D’abord, on a le définition suivante :
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Définition 3.1. une fonction o € C?([0, 1], R) est une sous-solution du probleme (3.1) :

SDa(t) + f(t,yt) =0t €0,1],1 <5 <2 (3.12)
a(0) < a,a(1) <, '
une fonction a € C*([0, 1], R) est une sur-solution du probléeme (3.1) :
§DB() + f(ty(1) SOt €[0,1],1<0<2 (3.13)
B(0) = a, B(1) = b, ‘

Le résultat principale de la méthode est un théoreme de type valeurs intermédiaires, il montre que si
on peut trouve une sous-solution et sur-solution, alors il existe un solution entre les deux fonction.

Théoreme 3.3. Soient a(t) et 3(t) une sur-solution et sous-solution du probleme (3.1), tel que a(t) <
B(t),t € [0,1]. On suppose que f : [0,1] x R — R est une fonction différentielle continue par rapport
a toutes les variables et f, (t,u) est continue en t NYu € Ret f,(t,a) <0, f.(t,8) < 0,Vt € [0,1]. Le
probleme (3.1) admet au moins une solution u(t) € C|0, 1] tel que a(t) < u(t) < p(t) ,t € [0, 1].

Démonstration. On considere le probleme modifié :

{ “Dou(t) = f*(t,u(t) t€[1,2), 1 <5< 2 (3.14)
: b '

ou

( LU= a—u
f(t,a(t)) + exp(M sin( M, W (¢ 1CO- M+
(sin(cos( L2 + 1))
+exp N 2 " N 230 siu < alt)
1+a? 14+ a2’
Ftu®) =4 fltu)sialt) <u< ﬁ(t)ﬁ ;
u— —u
t,b(t)) — M, si 12 —
f( 75( )) eXp( 28111( M, )fu( ’B) N2(1 +u2)
. a—u 37
exp(sin(cos( +—=))) 2
— Ny 2 +2+5 siu > B(t)
| 1+ a? 1+ 5% ’
u—oa =37 b—u —3m
My, M- — —_ = — Yu —
1, My > 0,tel que — m < M, < 32 , =T < , < 23 Yu—a <0
Nl,N2>O,telque—27r<u_a 1,—2 <u—ﬁ _—W,Vu—a>0

< <
N SR VA
f est continue, f* est une fonction différentiablement continue par rapport toute variable sur (t,x) €
[0,1] x R

Ji(t, a(t)) + My exp(M, Sin(u]&a)f;(t,a)) Sin(a]\; S) falt @), Siu < alt)
1 1
fi(tut)) = fit,ul®)), Sia(t) <u< p(t)
F1(t B(2)) + My exp(My sin(——=) fu(t, 8) sin(——=) FLs(t, B), Siw > B(t)
2 2
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' exp(M sin( o) 1t 0)) cos( ) £ ) — 2
Xp 151 M13 ully & ]\41 u\"s N1<1+U2)2
, u—a 3w
+exp(M1 sin(cos( N, + 7)) COS(COS(u —o, 31)) sin(u —a 31) Siu < a(t)
Nl(l + 042) N1 2 N1 2 ’
C(tu(t) = Jultul®)), Sialt) Su< )
.u—p b —u u® —2pu —1
M '(t ' (¢,
eXp( 1 Sln(ﬁMls)fu( ) )) COos ]\4-1 fu( 6) N1<1 + U2)2
u— s
exp( M sin(cos( +—))
N 2 u—p 3m. . u—p ™ ,
\ + N+ P cos(cos( N + 5 )) sin( N, + 5 ), Siu > [5(t)

Etape (1) : Toute solution du probleme(1.14) satisfait :

a(t) <u(t) < pB(t),t €[0,1]
oc(t) < ult)
On suppose, par I'absurde, qu il existe t, € [0, 1] tel que :
w(to) = a(to) — u(to) = maxcp(a(t) — u(t)) = maxepw(t) > 0

esity € (0,1) alorsDsa(ty) — Dsu(t) < 0, puisque u est une solution de (1.14) et a(0) < u(0) et

a(l) < u(1) alors :

Dlw(ty) = D°a(ty) — Dou(ty)

= —f(t,a(t)) + f(t,a(t)) + exp(M; sin(uj\zla)f;(t, a) — ﬁ
— 3
N exp(sin(cos(aNlu ;))) | 2+ o?
1+ a? 1+ a?

De plus, par hypothese, nous savons que :

L |

—T

2

par conséquent ;

sin(cos(

Alors,

Dlw(ty) > 1 —

a(to) — U(to)

M1 Sin(—U(tO) —a

a(ty) — ulto)

a(ty) — u(ty) 1

U(to — Oé(to)) 4 —37
M, 2
3T

— <0
N; Jr2 ’

o)y prt,0) > 0

3
N>,
N +5))

My

2 2
+ o -0

Nl(l + u2)

1+a2 1402
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D’apres théoreme (3.1)

D5W(t0) < O,

ce qui est une contradiction
ou(t) < B(1)

On suppose -par I'absurde- qu 'il existe t, € [0, 1] tel que
w(to) = B(to) — u(to) = mingepy(B(t) — u(t)) = mingeow(t) > 0

esity € (0,1), alors Dsf5(tg) — Dsu(t) > 0, puisque u est une solution de (1.14) et 5(0) > u(0) et
B(1) = u(l) alors :

D6W(t0) = Daﬁ(to) — Déu(to)

u—pf f—u
= (0B + 10, ) + exp(asin(S )10 ) —
. g—u 37
A exp(sin(cos( N, + ?))) o 32
1+ 1+ 52

De plus, par hypothése nous savons que :

B(te) — u(ty) —3m
_F<( ) = Blto) P
-1 u(ty) — Bty 3T
7<T+7<0’

par conséquent ;

: u(to) — B(to)  3m
sm(cos(T2 + 7)) >0,

M1 Sin(

Alors,

B(to) — u(to) 1 2 + 52

Dlw(ty) <1 — - <
w(to) MI+uw?)  1+p5 1+ P

0

D’apres le théoréme (3.2) :
D’w(ty) >0,
ce qui est une contradiction.

Etape (2) : Le probleme (1.14) admet au moins une solution, Pour cela on écrit le probleme
(1.14) sous la forme :

u(t) = /0 G(t,s)f*(s,u(s))ds +a+ (b—a)t (3.15)
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Lemme 3.1. Soit u € C[0,1],1 < § < 2,n = [Re(d)] + 1, alors I"'unique solution de probleme :

¢D? _
{ ?) —<ZL y(1 <)t) y (at,be) [i (1)] (3.16)
donné par : 1
u(t) = /0 G(t,5)p(s)ds +a + (b — a)t (3.17)
tel que :

<
G(t,s) = 0. (3.18)
En appliquant I° sur I'équation (3.16) on obtient :

I°[*D°u(t) + p(t)] = 0
& I°(°Du(t)) + I°p(t) = 0

IP(°Du(t)) = u(t) + co + c1t , co,c; ER
D’apres le lemme précédant, (n = 2,6 € [1,2]) on obtient :
u(t) +co+ et —IPp(t) =0 & u(t) = —co — et + I°p(t).

La solution générale est :

u(t) = FL /Ol(t — 5)°p(t)ds — cp — crt. (3.19)

Les conditions :

=0 = Figy Jo (= 9" pltds = co —cx
ﬁ f01<t - 8)6_1p(t)d8 t+a—c<=c = ﬁ fol(t — ) (t)ds +ta—0»

Par conséquence, la solution du probleme est :

u(t) = %/0 (t — 5)"p(t)ds + a+ t(a— b) — %/0 (t— 5)" p(s)ds

tt—s)0"t — (1 —s5)01 (1 —s5)0!
=a+tla—>b)+ /0 F((S) p(s)ds + /t W,{)(s)ds

=a+tb—a)+ /0 G(t,s)p(s)ds

Université de M’sila Meéthode de sur et sous solutions pour une
LAADJEL Bahriya équation différentielle d’ordre fractionnaire



3.2. EXISTENCE D’'UNE SOLUTION 32

Dong, la solution du probleme (3.16) est :

u(t) =a+tb—a)+ /0 G(t, s)p(s)ds

o7 est continue :
par définition une fonction f*(¢,u) tel que : T" : ¢([0, 1]) — ¢([0, 1]) est définie et continue.
o est bornée :
I'image de tout ensemble bornée dans ¢([0, 1]), en effet suffit de montre que pour toute R > 0
il existe L > 0 tel que (L est constante); pour toute u € 2 = {u € ¢([0,1]), ]| u(t) ||[< R}ona:
T(u)] < L

T (u)(®)] < la] + [(a — )] +/0 |G(t,5) (s, uls))l|ds

R e O
b [ (ol
<ol + (0= DIt + 5=t = )" = (6= 9 + s -t o)
< la) + [(a — b))t + %[—t(l — 1) +t+ 7]+ %[t(l =)’]
5
< lol + I(e = B)lt + g5y Ve € 0.1
<Jal+ =D+ 7557

< R (car, {3|a\,3\a—b\,%/o (s + 1)(1 — )~'ds}).

Donc : T est borné.
o est compact :
T envoie ¢([0, 1]) dans une bornée de C°([0, 1]). En effet, T est bornée et :

G0 = la= b+ 57 [ (0= P u(e)ds = g 0= 972 u(a)as

<lb—al + maxtao,u\f%s,u(s))Kﬁ(l — st /

1

s 5)°2ds),

ona:M = +ma$te[o,1]|f*(sau(5))| + 1,
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M 6 6—111
<|b—al+ M +Mt§_1 t € [0,1]
h r@e+1) 1)’ ’

M M
sh—d+ 755 o

Par conséquent, 1" est bornée sur C([0,1]). D’apres le théoreme d’Ascolé -Arzela, T'({2) est re-
lativement compact pour tout bornée (2, T" est continue, d’ou 1'existence d’un point fixe pour
l'opérateur 7" d’apres théoreme fixe de Schauder . dong, la solution du probleme (3.1) ona::

a(t) < ult) < B(t), vt € [0,1]

3.3 Exemple

On considere le probleme :

{ CD2u(t) +1—ud(t) =0, (3.20)
Uu

(0) = u(1) =0. Vtelo,1].

Soit f(t,u) =1 —u?(t), tel que f{(t,u) = f,(t,u) = 0.
e la fonction a(t) = 0 est une sous-solution de ce probleme puisque :

CDia(t)+1—aP(t)=1>0

et a(0) =a(l) =0
e la fonction B(t) = 3 est une sur-solution de ce probleme puisque :

CD2B(t)+1— B3(t) = —26 < 0
et B(0) = A(1) =0
Ona:a(t) < pt).

D’autre part, f,(t,a) =0 f,(t,5) = —27<0
D’apres le théoreme (3.3) : le probleme (3.22) admet au moins une solution u* vérifiant :

u e Cl0,1] 0<u (t) <3 Vit € [0, 1].
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté une méthode pour étudier ’existence
et I'unité d’une solution, pour une équation différentielle d’ordre fraction-
naire, appelée méthode de sous - solution et sur - solution, ou I’étude d’un
probleme aux limites est interprétée en deux problemes aux limites, dont
chacune représente une inégalité.

La méthode est présentée d’abord dans une équation différentielle or-
dinaire, puis dans une équation différentielle d’ordre fractionnaire du type
Caputo.

Mots clés : Sous - solution, sur - solution, équation différentielle d’ordre
fractionnaire.

Abstract

In this work, we ave presented a method to study the existence and
unicity of a solution, for a fractional order differential equation, called the
sub-solution and over-solution method, where the study of a boundary value
problem interpreted as two boundary value problems, each of which repre-
sents an inequality.

The method is presented first in an ordinary differential equation, then
in a fractional order differential equation of Caputo type.

Keywords: Upper - solution, Lower - solution, fractional order differen-
tial equation.
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