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Notations

N : Ensemble des nombres entiers naturels.
R : Ensemble des nombres réels.
C : Ensemble des nombres complexes.
Ω : Domaine borné dans R.
Lp : Espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [1,+∞], intégrables sur Ω.
L∞(Ω) : Espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur Ω.
C(Ω) : Espace des fonctions continues sur Ω .
Cn(Ω) : Espace des fonctions f : Ω −→ R dérivables n fois et f(x) continues.
ACn(Ω) : Espace des fonctions f dérivables d’ordre n− 1 telle que fn−1 ∈ AC(Ω).
Γ (.) : La fonction Gamma.
β(., .) : La fonction Bêta.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation de calcul des dérivées classiques, il a plusieurs
d’approches de calcul fractionnaire, par exemple : l’approche de Rieman-Liouvile et l’ap-

proche de Caputo. Il est évident de poser la question suivant :

"Est-qu’on peut généraliser des résultat classique au cas fractionnaire?"

Pour rependre a cette question, les chercheur fais beaucoup de travaux, en particulier
des travaux liées aux équation différentielles d’ordre fractionnaire, et leur problèmes aux

limites associes.
Parmi les méthodes classique de résoudre un problème aux limites associes aux équation

différentielles ordinaire, il y a la méthode de sous et sur-solution .
Récemment, il y’a des travaux qui essayait de généraliser cette méthode au cas fractionnaire,

surtout l’approche de Caputo.
Notre travail est divisé de trois chapitres :
Dans le premier chapitre, on donne des notions et des résultats préliminaires sur des fonc-

tions spéciale lesquelles : fonction de Gamma, fonction de Bêta. On donne aussi quelques no-
tions de calcul fractionnaire de type de Riemann-Liouville et de Caputo, affin utiliser dans le
dernier chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on étudie des exemples de problèmes aux limites associées à
une équation différentielle ordinaire de seconde ordre, en utilisant la méthode de sous et sur
solution.

Dans le troisième chapitre, nous donnons des définitions et un théorèmes de l’existence
de sous et sur-solution d’un problème aux limites associé à une équation différentielle d’ordre
fractionnaire de type de Caputo.

2



CHAPITRE 1

ELÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, on donne des notions et des résultats préliminaires sur les fonctions spé-
ciales lesquelles : fonction de Gamma, fonction de Bêta. On donne aussi quelques notions

de calcul fractionnaire de type de Riemann - Liouville et de Caputo, affin utiliser dans le der-
nière chapitre.
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1.1. FONCTIONS SPÉCIALES POUR UNE DÉRIVATION FRACTIONNAIRE 4

1.1 Fonctions spéciales pour une dérivation fractionnaire

Dans ce paragraphe, nous commençons par des définitions et quelques propriétés des fonc-
tions de Gamma et de Béta. Ces fonction jouent un rôle important dans la théorie de différen-
tiation d’ordre fractionnaire.

Définition 1.1. [11] La fonction Gamma Γ (z) est définie par l’intégrale suivant :

Γ (z) =

∫ −∞
0

exp(−t) tz−1dt , (∀z ∈ C tq Re(z) > 0) (1.1)

Γ (z) est une fonction monotone, strictement décroissant pour 0 < z < 1

Propriétés 1.1.

1. Γ (1) = 1, Γ (0+) = +∞ .

2. Γ (z + 1) = zΓ (z), Re(z) > 0 .

3. Γ (n+ 1) = n! .

4. pour p > 0, on a :

Γ (p) = lim
n−→+∞

n!

p(p+ 1)(p+ 2)...(p+ n)

Démonstration.

1.

Γ (1) =

∫ +∞

0

exp(−t)dt = 1.

2. En utilisant l’intégration par partie :

Γ (z + 1) =

∫ +∞

0

exp(−t) tzdt = [− exp(−t) tz]+∞0 + z

∫ +∞

0

exp(−t) tz−1dt = z Γ (z).

3. En utilisant la propriété (2) :Γ (z + 1) = z Γ (z). En effet ;
Γ (1) = 1.
Γ (2) = 2Γ (1) = 1!
Γ (3) = 2Γ (2) = 2!
Γ (4) = 3Γ (3) = 3!
:
:
Γ (n+ 1) = nΓ (n) = n(n− 1)! = n!

4. Considérons la fonction

f(n, p) =

∫ n

0

(1− x

n
)nxp−1dx.

On a :
lim

n−→+∞
f(n, p) = Γ (p).

Université de M’sila
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1.1. FONCTIONS SPÉCIALES POUR UNE DÉRIVATION FRACTIONNAIRE 5

ona :
f(n, p) =

∫ n

0

(1− x

n
)nxp−1dx.

Par l’intégration par parties :

f(n, p) =

∫ n

0

(1− x

n
)nxp−1dx = [(1− x

n
)n
xp

n
]n0 +

1

p

∫ n

0

(1− x

n
)n−1xpdx

=
1

p

∫ n

0

(1− x

p
)n−1xpdx

Intégrons une autre fois fois :

f(n, p) =
1

p

∫ n

0

(1− x

p
)n−1xpdx

=
1

p
[(1− x

n
)n
xp+1

p+ 1
]n0 +

n− 1

np(p+ 1)

∫ n

0

(1− x

n
)n−1xp+1dx

=
n(n− 1)

n2(p)(p+ 1)

∫ n

0

(1− x

n
)n−2xp+1dx

Après l’intégration par parties n fois

f(n, p) =
n(n− 1) . . . [n− (n− 1)]

nnp(p+ 1) . . . (p+ (n− 1))

∫ n

0

(1− x

n
)n−nxp+(n+1)dx

=
n!

nnp(p+ 1) . . . (p+ (n− 1))
[
xn+p

n+ p
]n0

=
n!np

p(p+ 1) . . . (n+ p))

Donc :

Γ (p) = lim
n−→+∞

n!np

p(p+ 1) . . . (n+ p)

Définition 1.2. [11] la fonction Bêta est définie pour des nombres complexes p et q par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, (Re(p) > 0, Re(q) > 0) (1.2)

Théorème 1.1. La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par relation suivante :

B(p, q) =
Γ (p)Γ (q)

Γ (p+ q)
(Re(p) > 0, Re(q) > 0) (1.3)

Démonstration.

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

Université de M’sila
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1.2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 6

On pose : t = sin2(θ) donc dt = 2 ∗ sin(θ) cos(θ)dθ, si t = 0 alors θ = 0, si t = 1 alors,
sin2 θ = 1 i.e θ = π

2

B(p, q) = 2

∫ π
2

0

(sin2 θ)p−1(1− sin2 θ)q−1 sin(θ) cos(θ)dθ

= 2

∫ π
2

0

sin θ2p−1 cos θ2q−1dθ

D’autre part :

Γ (p)Γ (q) =4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

exp(−(x2 + y2))x2p−1y2q−1dxdy

(x, y) −→ (r, θ)

{
x = r cos θ
y = r sin θ

et r2 = x2 + y2 ;dxdy = drdθ

Γ (p)Γ (q) =4

∫ π
2

0

∫ +∞

0

exp(−r2)(r cos(θ))2p−1(r sin(θ))2q−1rdrdθ

=2

∫ π
2

0

(cos θ)2p−1(sin θ)2q−1dθ 2

∫ +∞

0

exp(−r2)r2p+2q−2rdr

=B(p, q) 2

∫ +∞

0

exp(−r2)r2p+2q−1dr

Si r2 = z alors r = z
1
2 donc dr = 1

2
z
−1
2 dz

2

∫ +∞

0

exp(−r2)r2p+2q−1dr =2

∫ +∞

0

exp(−z)z
1(2q+2p−1)

2
1

2
z
−1
2 dz

=

∫ +∞

0

exp(−z)zp+q−1dz = Γ (p+ q);

alors
B(p, q) =

Γ (p)Γ (q)

Γ (p+ q)

Exemple 1.1. On a :Γ (x)Γ (1− x) = π cos(πx)

B(p, q) =
Γ (2/3)Γ (1/3)

Γ (1)
= π cos(

π

3
).

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville

Dans cette paragraphe, nous introduirons des définitions et propriétés de l’intégrale et dé-
rivées fractionnaire de Riemann -Liouville.

Université de M’sila
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1.2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 7

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a,b], une primitive de f est donnée par l’expression :

∀ ∈ [a, b] : (I1
af)(t) =

∫ t

a

f(τ)dτ. (1.4)

pour une primitive second et d’après le théorème du Fubini on a :

(I1
af)2(t) = (I1

af)(t)(I1
af)(t) =

∫ t

a

(

∫ u

a

f(τ)dτ)du

=

∫ t

a

(

∫ t

u

du)f(τ)d(τ)

=

∫ t

a

(t− τ)f(τ)d(τ),

on itérant on arrivé a :

(I1
af)n(t) =

1

(n− 1)

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ. (1.5)

En généralisation du factoriel par la fonction de Gamma d’Euler :Γ(n) = (n− 1)! alors ;

(I1
af)n(t) =

1

Γ(n)

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ (1.6)

Définition 1.3. [11] Soit f ∈ L1[a, b] une fonction intégrable sur [a,b] L’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α > 0 est définie par :

(I1
af)α(t) =

1

Γ(n)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ (1.7)

Théorème 1.2. Si f ∈ L1[a, b] existe pour tout α > 0 on a (Iαa f) ∈ L1([a, b]).

Démonstration. Ona :

|
∫ t

a

Iαa f |dt 6
∫ t

a

| 1

Γ(α)

∫ T

a

((t− τ)α−1f(τ)dτ)|dt

6
1

Γ(α)

∫ T

a

(

∫ t

a

(t− τ)α−1dt)|f(τ)|dτ

En utilisant le théorème de Fubini , alors :∫ t

a

|Iαa f |dt 6
1

Γ(α)

∫ T

a

|f(τ)|(
∫ T

τ

(t− τ)α−1dt)dτ

6
1

αΓ(α)

∫ T

a

|f(τ)|(T − τ)αdτ

6
(T − a)α

Γ(α + 1)

∫ T

a

|f(τ)|dτ

Finalement ; f ∈ L1[a, b] , donc (Iαa f) ∈ L1([a, b]) .
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1.2. INTÉGRALES ET DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 8

Exemple 1.2. L’intégral au sens de Riemann-Liouville de la fonction définie par f(t) = (t− a)β

est donné par :

(I1
a(t− a)β)α(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(τ − a)βdτ. (1.8)

Le changement de variable :τ = a + s(t − a) où s = 0 quand τ = a et s = 1 quand τ = t et
dτ = (t− a)ds alors (2.5) devient :

(I1
a(t− a)β)α(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− a+ (t− a))α−1(a+ (t− a)− a)βdτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

((t− a)(1− s))α−1((t− a))β(t− a)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− a)α−1(1− s)α−1((t− a))β+1sβds

=
1

Γ(α)
(t− a)α+β((t− a))

∫ t

a

(1− s)α−1s(β+1)−1ds

En utilisant la fonction Bêta :

B(α, β + 1) =
Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
;

=
1

Γ(α)
(t− a)α+βΓ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
=

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(t− a)α+β

Proposition 1.1. Soit α > 0, β > 0 :

(1) Iαa (t− a)β−1 = Γ(β)
Γ(α+β)

(t− a)α+β−1.

(2) f ∈ L1[a, b] , On a : Iαa Iβa f = Iβa I
α
β = Iα+β

a .

Maintenant, on définie la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Définition 1.4. [11] Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], α > 0, n = [α] + 1. La
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α est définie par :

Dα
a f(t) = (

d

dt
)n(In−αa f(t) =

1

Γ(n− α)
(
d

dt
)n
∫ t

a

(t− τ)n−α−1(f(τ))dτ (1.9)

Si 0 < α < 1 ,n ∈ N alors :

Dα
a f(t) =

1

Γ(n− α)
(
d

dt
)

∫ t

a

(t− τ)−α(f(τ))dτ

Proposition 1.2. [11]
(1) Dα

a f(t) = f(t) ;
(2) Dn

af(t) = f(t) ;

(3) pour α > 0, β > 0, on a : Dα
a (t− a)β−1 =

(
Γ(β)

Γ(β − α)

)β−1
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1.3. DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO 9

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette paragraphe, nous introduisions définitions, théorèmes, et quelque propriété de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Définition 1.5. [11] Soit fn ∈ L1([a, b]) ; α > 0, n = [Re(α)] + 1 ; La dérivée fractionnaire au sens
de Caputo d’ordre α est définie par la relation suivant :

(cDα
a )(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1 fn(τ) dτ. (1.10)

Si α = 0 : Dα
a = f(t)

Théorème 1.3. [11] Soit f ∈ ACn([a, b]) ,n = [Re(α)] + 1, α > 0 , la dérivée fractionnaire au sens de
caputo est définie par :

1. Si α /∈ N ;

(cDα
a f)(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1 fn(τ)dτ = In−αa Dn
af(t).

2. Si α ∈ N, alors : (cDα
a f)(t) = fn(t)

Proposition 1.3. [11] Soient f, g deux fonction et α > 0 tels que : n = [Re(α)] + 1, on a :

cDα
a (λf + g)(t) = λ(cDα

a f)(t) + (cDα
a )(t) ∀λ ∈ C

Proposition 1.4. [11] pour α > 0 , β > 0 On a :

cDα
a (t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−1 ; β > n

1.4 Quelques notions supplémentaires

Propriétés 1.2. On a les relations suivantes :

cDα
a f(t) = Dα

a

[
f(t)−

n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(t− a)k

]
(1.11)

cDα
a f(t) = Dα

a [f(t)− f(a)] (0 < Re(α) < 1), (1.12)

cDα
a f(t) = (In−αa Dnf) (α ∈ R \ N). (1.13)
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Proposition 1.5. [9] Soit α > 0 ,n = [Re(α)]+1 , u ∈ C(0, 1)∩L(0, 1) . Alors l’équation défferentielle
fractionnaire

CDαu(t) = 0, 0 < t 6 1

admet une solution :

u(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1,

ci ∈ R, i = 0, 1, ..., n− 1

Proposition 1.6. [9] Soit α > 0 ,n = [Re(α)] + 1 , on suppose que u ∈ Cn(0, 1), alors :

Iα(CDαu(t)) = u(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, ..., n− 1

Théorème 1.4. [1] Soit f : [0; 1]× R −→ R une fonction continue tel qu’il existe M > 0 vérifie :

|f(t;x)| 6M ; t ∈ [0; 1];x ∈ R :

Alors,
le problème admet au moins une solution sur [0; 1]

Théorème 1.5. [1] Soit A un sous ensemble de C(J ;E) ; A est relativement compact dans C(J ;E) si
et seulement si les conditions suivantes sont vérifies :

1. L’ensemble A est borné c’est à dire, il existe une constante K > 0 telle que :

|f | 6 K ∀x ∈ J et f ∈ A,

2. l’ensemble A est équicontinue, c’est à dire pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tels que :

∀t1, t2 ∈ J , |t1 − t2| < δ ⇔ |f(t1)− f(2)| 6 ε,

3. pour tout x ∈ J, l’ensemble f ∈ {f(x) ; f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

Définition 1.6. [9] Soit n ∈ N∗ telle que ACn([a, b]) espace de fonction f dérivable jusque l’ordre
(n− 1) tell que fn−1 ∈ AC([a, b])
est définie par :

ACn([a, b]) = {f : [a, b] −→ R : f ∈ Cn−1[a, b] et fn−1 ∈ AC[a, b]}

En particulier : AC1([a, b]) = AC([a, b])
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CHAPITRE 2

MÉTHODES DE SOUS ET SUR LA SOLUTION
POUR ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

ORDINAIRE

D ans ce chapitre, on étudie des exemples de problèmes aux limites associées à une équation
différentielle ordinaire de seconde ordre, en utilisant la méthode de sous et sur solution.
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2.1 Théorèmes de Comparaison

Dans cette section, on considère l’équation différentielle

u′′ = f(x, u, u′), (2.1)

où f ∈ C(I × R2) est supposée croissante par rapport à la seconde variable.

Définition 2.1. :
1. On appelle sous - solution de l’équation (2.1) toute fonction v vérifie :

v′′ ≥ f(x, v, v′),
v(a) ≤ u(a), v(b) ≤ u(b)

(2.2)

2. On appelle sur - solution de l’équation (2.1) toute fonction w vérifie :

w′′ ≤ f(x, v, v′),
w(a) ≥ u(a), w(b) ≥ u(b)

(2.3)

Soit v une sous-solution et w une sur-solution avec v(a) ≤ u(a) ≤ w(a), v(b) ≤ u(b) ≤ w(b).
On a le résultat de comparaison

Théorème 2.1. [3] Si l’une des inégalités est stricte, alors v < u

Théorème 2.2. [6] Supposons qu’il existe K > 0, et que f croissant par rapport au seconde variable,
Lipschitz unilatérale par rapport a la 3éme variable, i.e :

f(x, y, z1)− f(x, y, z2) 6 K(z1 − z2),∀z1 > z2

Alors : v 6 u 6 w sur I.

Corollaire 2.1. [6] D’après le théorème 2.2, le problème aux limites ;{
y′′ = f(x, y, y′), a < x < b

y(a) = α ; y(b) = β

admet au plus une solution.

2.2 Problème de Sturm-Liouville non linéaire

Considérons le problème de Sturm-Liouville non linéaire :
y′′ = f(x, y, y′) , a 6 x 6 b

a1y(a)− a2y
′(a) = α

b1y(b) + b2y
′(b) = β

; (2.4)

α1, α2, β1, β2 > 0 ; α1 + α2 > 0 ; β1 + β2 > 0
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Définition 2.2. [6] Soit v et w deux fonction deux fois dérivables.

1. v est sous-solution du problème (2.4) si :
v′′(x) > f(x, v(x), v′(x)) , ∀x ∈]a, b[

a1v(a)− a2v
′(a) 6 α ;

b1v(b) + b2v
′(b) 6 β ;

(2.5)

2. w est une sur-solution du problème (2.4) si :
w′′(x) 6 f(x,w(x), w′(x)) ; ∀x ∈]a, b[

a1w(a)− a2w
′(a) > α ;

b1w(b) + b2w
′(b) > β ;

(2.6)

Théorème 2.3. [6] Considérons le problème de Dirichlet suivant :{
y′′ = f(x, y), a < x < b
y(a) = α ; y(b) = β

(2.7)

Supposons l’existence de v, w respectivement sous et sur-solutions telles que v ≤ w. Supposons que
f est continue sur l’ensemble

K = {(x, y) ∈ [a, b]× R; v(x) ≤ y ≤ w(x)}.

Alors, le problème (2.7) admet au moins une solution u telle que v(x) ≤ u(x) ≤ w(x).

Corollaire 2.2. [6] Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b], croissante par rapport y. Alors le
problème : {

y′′(x) = f(x, y) ; a < x < b
y(a) = γ , y(b) = δ ;

(2.8)

admet exactement une solution y ∈ C2([a, b])

Théorème 2.4. Supposons que :
1. Il existe v, w deux fonctions de classe C1 sous et sur solution avec v ≤ w sur [a; b],
2. f est continue et k− lipschitzienne par rapport à la 3ème variable sur l’ensemble

K = {(x, y, z) ∈ [a, b]× R2; v(x) ≤ y ≤ w(x)}.

Alors, le problème (2.4) admet au moins une solution u ∈ C2([a; b]) telle que v(x) ≤ u(x) ≤ w(x);∀x ∈
[a, b].

Démonstration. Considérons la fonction modifie f définie par :

f ?(x, y, z) =


f(x, y, c) si z > 0
f(x, y, z) si |z| 6 0
f(x, y,−c) si z 6 0,

tel que : c > maxx∈(a,b){|v′(x)|, |w′(x)|}

f ??(x, y, z) =

{
f ?(x, v(x), z) si y 6 v(x)
f ?(x,w(x), z) si y > w(x)
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Òu

f̃ = f ??(x, (γ(x, y)), z) +
y − γ(x, y)

1 + y2

Ona : γ(x, y) = max{v(x),min(y, w(x))}.
Alors,

∀(x, y, z) ∈ [a, b]×R2 : |f̃(x, y, z)| 6 maxa6y6b,v(x)6y6w(x)|f(x, y, z)|+ 1

2
+maxa6y6b(|v(x)|, |w(x)|).

Soit |z1| 6 C, z2 > 0. On a :

|f ?(x, y, z1)− f ?(x, y, z2)| =|f(x, y, z1)− f(x, y, z2)|
6 K|z1 − c| = K(c− z1)

6 K(z2 − z1) = K|z1 − z2|

Donc f ? est k−Lipschitzienne. par suite ,f̃ est aussi k-lipschitzienne et bornée .
D’après théorème (2.1), le problème (Pf̃ ) admet au moins une solution u

Soit v sur-solution, w est une sous-solution du problème (2.4).

v(x) 6 u(x) 6 w(x)

• On montre que u(x) 6 w(x), pour certain x et on suppose que d = u(x) − w(x) admet un
maximum strictement positif en x0 ∈ (a, b).

Etape (1) x0 ∈]a, b[ :
On a : d′(x0) = 0, et d′′(x0) 6 0

d(x) > 0 (2.9)

alors :

d′′(x0) = u′′(x0)− w′′(x0) 6 f̃(x0, u(x0), u′′(x0))− f̃(x0, w(x0), w′′(x0)).

Donc :

d′(x0) = 0⇔ w′(x0)− u′(x0) = 0⇔ w′(x0) = u′(x0)

alors

6 f(x0, w(x0), w′(x0)− f̃(x0, u(x0), w′(x0))

6 f(x0, w(x0), w′(x0)− f ?(x0, γ(x0), u(x0)), w′(x0))− u(x0)− γ(x0, u(x0))

1 + u2(x0)

6 f(x0, w(x0), w′(x0))− f ?(x0, w(x0), w′(x0))− u(x0)− w(x0)

1 + u2(x0)

On a : w′(x0) > 0, donc les fonctions f et f̃ coïncident en x0.
Finalement,

f(x0, w(x0), w′(x0))− f(x0, w(x0), w′(x0)) +
d(x0)

1 + d2(x0)
6 0. (2.10)
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Par conséquent ,
d(x0) 6 0

d’aprés (2.5), on a une contradiction.
•v(x) 6 u(x) l’autre inégalité de même manière.
Etape (2) x0 = a :


d(a) > d(x) , pour tout x ∈]a, b[

a1w(a)− a2w
′(a) 6 α et

a1u(a)− a2u
′(a) = α

donc⇔ a1(u(a)− w(a))− a2(u′(a)− w′(a)) > 0

Donc,
a1d(a)− a2d

′(a) > 0⇔ a1d
′(a) > a2d

′(a) (a1, a2 6= 0)
c’est à dire : d′(a) 6 0
D’autre part, il existe ε > 0 tel que d(x) > 0 ,pour tout x ∈ (a, b) et l’on a sur l’intervalle J = (a, a+ε) :

u′′(x)− w′′(x) > 0⇔ u′′(x) > w′′(x)

f(x, u(x), u′(x)) > f̃(x,w(x), w′(x))

f ?(x, γ(x), u(x)), u′(x)) +
u(x)− γ(x, u(x))

1 + u2(x)
> f(x,w(x), w′(x))

f ?(x,w(x), w′(x)) +
u(x)− w(x)

1 + u2(x)
> f(x,w(x), w′(x))

On a :f, f ? est k − lipschitizienne
Alors :

f ?(x,w(x), w′(x))− f ?(x,w(x), w′(x)) > −k|v′(x)− u′(x)|

Par suite,
d′′(x) > −K|d′(x)|, pour tout x ∈ J

∗d′(x) 6 0, pour tout x ∈ J . Alors d′′(x) > k d′(x) ∀x ∈ J
Par intégration : ∫

d′′(x) =

∫
kd′(x) ⇔ ln d′(x) = kx+ c⇔ d′(x) = exp(kx)

La fonction x ↪→ d′(x) exp(−kx) est croissante sur J .On a d(a) > d(x) , d′(x) exp(−kx) >
d′(a) exp(−ka) > 0.∀x ∈ (a, b) . Alors d′(x) ≡ 0 , Donc d′(a) ≡ d

• On a d′′(x) 6 f(x,w(x), w′(x))− f(x,w(w), w′(w)) +
d(x)

1 + u2(x)
6 0

0 <
d(x)

1 + u2(x)
6 0, Donc d(x) = d(a) > 0

ce qui est une contradiction, alors
d′(x) > 0 , ∀x ∈ J

•d′(x) > 0. pour tout x ∈ (x1, x1 + δ), (δ > 0)
On a

d′′(x) > −k d′(x)
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Par intégration : ∫ x

x1

d′′(x)

d′(x)
>
∫ x

x1

−k ⇔ ln d′(x)− ln d′(x1) > −k(x− x1) + c

ln d′(x)− d′(x1) > −k(x− x1) + c ln

(
d′(x)

d′(x1)

)
> −k(x− x1)

⇒ d′(x) > d′(x1) exp(−k(x− x1)) > 0

D’aprés les conditions aux limite :
{
b1w(b) + b2w

′(b) > β
b1u(b) + b2u

′(b) = β
⇔
{
−b1w(b)− b2w

′(b) 6 β
b1u(b) + b2u

′(b) = β

Donc : b1d(b) + b2d
′(b) 6 0, i.e

b2d
′(b) 6 −b1d(b) 6 0. (2.11)

D’autre part ,En continuant ainsi suite jusqu’au point b , on arrive à,

d′(b) > 0 et d(b) > d(a) > 0 (2.12)

d’après (2.6) et (2.7) , donc b2 = 0
Alors 0 < −b1d(b) < 0 .
Donc contradiction
il suffisant un choisir c > max(R, | v′(x)|, |w′(x)|) , il montre ∃R > 0 tel que |u′(x)| 6 R.
Alors : pour f̃ = f ? le problème (pf?) admette au moins une solution .

2.3 Un problème périodique

Dans cette paragraphe, on s’intéresse à l’existence de solution de classe C2.

Soit f est une fonction continue. On considère le problème périodique.{
u′′ = f(t, u)

u(a) = u(b) ; u′(a) = u′(b) ,
(2.13)

La méthodes de sous et sur-solution pour les problèmes périodiques est donné par la définition suivant :

Définition 2.3. [6] : Une fonction α ∈ C2(]a, b[)
⋂
C1(]a, b[) est une sous-solution du problème

(2.13) si :

(a) ∀t ∈ (]a, b[) , α′′(t) > f(t, α(t)) ;

(b) α(a) = α(b) , α′(a) > α′(b) .
Une fonction β ∈ C2(]a, b[)

⋂
C1(]a, b[) est une sur-solution du problème (2.13) Si :

(a) ∀t ∈]a, b[ ,β′′(t) 6 f(t, β(t)) ;

Université de M’sila
LAADJEL Bahriya

Méthode de sur et sous solutions pour une
équation différentielle d’ordre fractionnaire



2.3. UN PROBLÈME PÉRIODIQUE 17

(a) β(a) = β(b) , β′(a) = β′(b) .

Théorème 2.5. Soit α et β sous et sur solution de problème périodique (2.13), telle que α 6 β. On
suppose que f est continue sur l’ensemble :

E = {(t, u) ∈ [a, b]× R;α 6 u 6 β}

Alors, Le problème (2.13) admet au moins une solution u ∈ C2([a, b]) telle que ∀t ∈ [a, b]

α(t) 6 u(t) 6 β(t)

Démonstration. Considérons le problème modifie :{
u′′ − u+ f(t, γ(t, u)) + γ(t, u) = 0

u(a) = u(b) ; u′(a) = u′(b) ,
(2.14)

òu γ : [a, b]× R −→ R est définie par :

γ(t, u) =


α(t), si u < α(t)
u, si α(t) 6 u 6 β(t)
β(t), si β < u,

Etape (1) : Soit α, β sous et sur-solution de problème (2.13)

α(t) 6 u(t) 6 β(t)

• Première cas : Par l’absurde , On montre que w(t) = u(t) − α(t) admet un minium strictement
négatif en t0 ∈ [a, b]
? t0 ∈]a, b[ , Alors w′′(t0) > 0 (Car u est un solution de problème (2.3)) et u(t0) < α(t0) ,
Donc

u′′(t0)− α′′(t0) = −f(t0, α(t0))− α(t0) + u(t0)− α(t0)

= [−f(t0)− α(t0)] + [u(t0)− α(t0)]

< 0

Alors, on a une contradiction.
∗Si t0 ∈ {a, b},

mint∈(a,b)(u(t)− α(t)) = u(a)− α(a) = u(b)− α(b) < 0

Donc u′(b)− α′(b) 6 0 6 u′(a)− α′(a), α(t) sur-solution de problème (2.13) alors, On a

u′(a) = u′(b) et α′(0) > α′(b) i.e u′(a)− α′(a) 6 u′(b)− α′(b)

D′ou
u′(a)− α′(a) = u′(b)− α′(b) = 0
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Donc pour t assez petit, on a u(t)− α(t) 6 0 et∫ t

0

[u′′(s)− α′′(s)] ds =

∫ t

0

[−f(s, α(s)) + u(s)− α(s)− α′′(s)] ds

=

∫ t

0

[−f(s, α(s))− α′′(s)] + [u(s)− α(s)] ds

< 0

i.e u′(t)− α′(t) < 0
D’ou la contradiction avec définition de t0.
• Seconde cas :Par l’absurde , on montre que w(t) = u(t) − β(t) admet un maximum strictement

positif en t0 ∈ [a, b]
? t0 ∈]a, b[,Alors w′′(t0) 6 0(Car u est un solution de problème (2.13)) et u(t0) > β(t0) ,
Donc

u′′(t0)− β′′(t0) = −f(t0, β(t0)) + u(t0)− β(t0)− β′′(t0)

= [−f(t0, β(t0))− β(t0)] + [u(t0)− β(t0)]

> 0

Alors on a une contradiction.
∗Si t0 ∈ {a, b},

maxt∈(a,b)(u(t)− β(t)) = u(a)− β(a) = u(b)− β(b) > 0.

Donc u′(b)− β′(b) 6 0 6 u′(a)− β′(a), β(t) sous-solution de problème (2.13) alors
On a

u′(a) = u′(b) et β′(a) 6 β′(b) i.e u′(a)− β′(a) > u′(b)− β′(b)
D′ou

u′(a)− β′(a) = u′(b)− β′(b) = 0

Donc pour t > 0 assez petit, on a u(t)− β(t) > 0, (Car u(a)− β(a) > 0) et∫ t

0

[u′′(s)− β′′(s)] ds =

∫ t

0

[−f(s, β(s)) + u(s)− β(s)− β′′(s)] ds

=

∫ t

0

[−f(s, β(s))− β′′(s)] + [u(s)− β(s)] ds

> 0

i.e u′(t)− β′(t) =
∫ t

0
[−f(s, β(s))− β′′(s) + u(s)− β(s)] ds > 0

D’ou la contradiction avec définition de t0.

Etape (2) : La solution de problème (2.13) est définie par l’intégrale : suivante :

u(t) =

∫ b

a

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))] ds.

òu G(t,s) est la fonction de Green du problème suivante :{
u′′ − u+ f(t) = 0,

u(a) = u(b);u′(a) = u′(b).
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L’opérateur

T : C([a, b]) −→ C([a, b])

u −→ Tu

est définie par :

Tu(t) =

∫ b

a

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))] ds.

Le problème (2.13) admet au moins un solution si seulement si les conditions suivants son
satisfaites :
1)T est Continue : Soit f,G, γ est une fonction continue et la suite (un)n est une suite conver-
gence vers u dans C([a, b])
Alors

|Tun(t)− Tu(t)| =

|
∫ b

a

G(t, s) [f(s, γ(s, un(s))) + γ(s, un(s))] ds−
∫ b

a

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))] ds|

6
∫ b

a

|G(t, s)||f(s, γ(s, un(s)))− f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, un(s))−+γ(s, u(s))|ds −→n−→+∞ 0

presque par tout sur[a, b]

D’après la théorème de Lebesgue, on a :

G(t, s) [f(s, γ(s, un(s))) + γ(s, un(s))] ds−
∫ b

a

G(t, s) [f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))] ds ∈ L1[a, b]

Donc Tun(t)− Tu(t) −→n−→+∞ 0 dans C([a, b]), alors T est continue sur C([a, b])
2) T est borné : Soit f,G et γ sont une fonction continue sur le compact C([a, b]) ,Alors les
fonction est borné. Donc T est borné
3) Test compact : Soit T est borné sur C([a, b]). On montre que T est borné sur C1([a, b])

|Tu′(t)| = |
∫ b

a

dG

dt
[f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))] ds|.

6
∫ b

a

|dG
dt
||f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))|ds.

6max|f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))|
∫ b

a

|dG
dt
|ds.

On a l’intégral
∫ b

a

|dG
dt
|ds est borné

Alors |Tu′(t)| 6∞
Donc T est borné sur C1([a, b]), d’après le théorème d’Ascoli-Arzela, T est borné et complète-
ment continue, alors T : C([a, b]) −→ C([a, b]) est continue et complètement continue .

D’autre part, le théorème de Schauder, on déduite que T admet au moins un point fixe que
est solution de problème (2.13)
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Par suite, étape 1 la solution de problème (2.13)est :

α(t) 6 u(t) 6 β(t) ∀t ∈ [a, b]

Remarque 2.1. [6] Soit f une fonction continue et u est un solution de problème (2.13) sur
C1([a, b]) comme u′′ = −f(t, u(t)) donc u ∈ C2([a, b]).
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CHAPITRE 3

MÉTHODES DE SOUS ET SUR-SOLUTION
POUR ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

FRACTIONNAIRES

D ans ce chapitre, nous donnons quelques notions, définitions, techniques et théorèmes pour
l’existence de sous et sur-solution des équations différentielles d’ordre fractionnaire de

type de Caputo.

21
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3.1 Principe de maximum pour la dérivée de Caputo

Considérons le problème suivant :

(p)

{
C
0 D

α
t y(t) ∈ F (t, y(t)) α ∈ [1, 2]

y(0) = a, y(1) = b , (a, b) 6= 0,
(3.1)

Théorème 3.1. Soit 0 < α 6 2 ,n = [Re(α)] + 1 et une fonction f ∈ C2(0, 1)
⋂

[0, 1], atteint son
maximum sur l’intervalle [0, 1] ou point t0, t0 ∈ (0, 1]. Alors la dérivée de Caputo de la fonction f est
négative en le point t0 i.e pour tout 1 < α ≤ 2 on a : cDαf(t) 6 0.

Démonstration. On a f ∈ C2(0, 1)
⋂

[0, 1],puisque f ′′ ∈ L1(0, t0),d’ou pour tout δ > 0,il existe
0 < ε < t0 tels que

| 1

Γ (2− α)

∫ ε

0

(t0 − s)1−αf”(s)ds| 6 δ

pour ε > 0, on Considère les deux étapes suivantes :{
Etape(1) : f ′(ε) > 0
Etape(2) : f ′(ε) < 0

Etape (1) : Soit h(t) une fonction auxiliaire tel que :

h(t) = f(t0)− f(t), t ∈ [0, 1]

Puisque la fonction f a une maximum sur l’intervalle [0, 1] au point t0, tel que t0 ∈ (0, 1] et DαC ≡ 0
(C étant une constant ).
Alors h est possède les propriétés suivant :{
h(t) > 0 , t ∈ [0, 1];h(t0) = 0;h′(t0) = −f ′(t0) = 0

Dαh(t) = −Dαf(t), t ∈ (0, 1]
D’ou h′(ε) = −f ′(ε) 6 0

Dαh(t0) =
1

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t− s)1−αh′′(s)ds (3.2)

=
1

Γ (2− α)

∫ ε

0

(t− s)1−αh′′(s)ds+
1

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t− s)1−αh′′(s)ds (3.3)

= I1 + I2 (3.4)

D’après (3.1) I1 est vérifie pour ε > 0, puisque h ∈ C2(0, 1),
h(t0) = h′(t0) = 0 ,
On a :D’après théorème des accroissements finies :

|h(t)| = |h(t)− h(t0)| 6 |h′(t̄)|(t0 − t)
= |h′(t̄)− h′(t0)|(t0 − t) 6 c1(t0 − t)2

|h′(t)| = |h′(t)− h′(t0)| 6 c2(t0 − t), t ∈ [ε, t0]
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ou c1, c2 > 0, et t̄ ∈ (t, t0), donc :

I2 =
1

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t0 − s)1−αh”(s)ds

=
1− α

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t0 − s)−αh′(s)ds−
(t0 − ε)1−α

Γ (2− α)
h′(ε)

= −(1− α)(t0 − ε)−α

Γ (2− α)
h(ε)− (t0 − ε)1−αh′(ε)

Γ (2− α)
− α(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t0 − s)1−αh(s)ds

Alors :
I2 > 0 (3.5)

Etape (2) : Soit h(t) une fonction auxiliaire tel que :
K est constante :

0 < K <
(t30 − tt20)2 + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)

2t60

h(t) = f(t)− f(t0) + ϕ(t), t ∈ [0, 1]

La fonction ϕ(t) est définie par :

ϕ(t) = A

 exp(
kt2

t2 − t20
), t < t0

0, t > 0

tel que h(t) est une fonction infiniment différentielle sur R
K est constante :

0 < K <
(t30 − tt20)2 + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)

2t60
et A > 0 (A est constante)

h(t) = f(t0)− f(t) + ϕ(t)

en dérive par rapport à t :

h′(t) = −f ′(t) + ϕ′(t),

t = ε donc, on a :
h′(ε) = −f ′(ε) 6 0 (3.6)

h′(ε) = −f ′(ε) + ϕ′(ε)

Alors,

−ϕ′(ε) =
2Aεkt20
ε2 − t20

exp(
ε2k

ε2 − t20
) > −f ′(ε), ε > 0

En appliquant la loi l’Hospital, on trouve : 
ϕ(t0) = 0
ϕ′(t0) = 0
ϕ′′(t0) = 0,
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et

ϕ′(t) = −A 2εkt20
ε2 − t20

exp(
ε2k

ε2 − t20
)

ϕ′′(t) = −2Ak(
kt2

t2 − t20
)
t60 + 2t2t40 − 3t4t20 − 2t2t40k

t− t40

= −2Ak exp(
kt2

t2 − t20
)
(t30 − tt20) + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)− 2t2t40k

(t− t0)4
.

On a : 0 < k <
(t30 − tt20)2 + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)

2t60
,t ∈ [0, t0]

Donc
(t30− tt20) + t2t20(t20− t2) + 2tt20(t30− t3)− 2t2t40k > (t30− tt20)2 + t2t20(t20− t2) + 2tt20(t30− t3)− 2t60k > 0
D’autre part, l’intégral fractionnaire de Riemann-Liouville est :

cDαϕ(ε) = I2−αϕ′′(ε) =
1

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)1−αϕ′′(s)

En intégrant par partie deux fois :
1emefois :

cDαϕ(ε) =
1

Γ (2− α)
[(t0 − s)1−αϕ′(s)]t0ε +

(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)−αϕ′(s)ds

= −(t0 − ε)1−αϕ′(ε)

Γ (2− α)
+

(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)−αϕ′(s)ds

2emefois :

=
1

Γ (2− α)
[(t0 − s)−αϕ(s)]t0ε +

(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)1−αϕ(s)ds

= −(t0 − ε)1−αϕ′(ε)

Γ (2− α)
− (t0 − ε)−αϕ(ε)

Γ (2− α)
− (1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)−αϕ(s)ds

Donc I2−αϕ′′(ε) 6 0
D’après (1.4) et (1.5), on obtient :

Dαh(t0) = I1 + I2 > 0,

de plus ;

Dαh(t0) = −Dαf(t0)

−Dαf(t0) + I2−αϕ′′(t0) > 0

−Dαf(t0) > −I2−αϕ′′(t0)

Dαf(t0) 6 I2−αϕ′′(t0) 6 0,

donc :

Dαf(t0) 6 0.
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Théorème 3.2. Soit 0 < α 6 2, n = [Re(α)] + 1 et f ∈ C2(0, 1)
⋂

[0, 1] une fonction atteint son
maximum sur l’intervalle [0, 1] ou point t0, t0 ∈ (0, 1]. Alors la dérivée de Caputo de la fonction f est
positive au point t0, i.e pour tout 1 < α ≤ 2 on a : cDαf(t) > 0.

Démonstration. On a f ∈ C2(0, 1)
⋂

[0, 1]. Puisque f ′′ ∈ L1(0, t0), d’ou pour tout δ > 0 il existe
0 < ε < t0 tels que

| 1

Γ (2− α)

∫ ε

0

(t0 − s)1−αf”(s)ds| 6 δ.

Pour ε > 0, on considère les deux étapes suivantes :{
Etape(1) : f ′(ε) > 0
Etape(2) : f ′(ε) < 0

Etape (1) : Soit h(t) une fonction auxiliaire tel que :

h(t) = f(t)− f(t0), t ∈ [0, 1]

Puisque la fonction f a une minimum sur l’intervalle [0, 1] au point t0 tel que t0 ∈ (0, 1] et DαC ≡ 0
(C étant une constant ).
Alors h est possède les propriétés suivant :{
h(t) > 0 , t ∈ [0, 1];h(t0) = 0;h′(t0) = f ′(t0) = 0

Dαh(t) = Dαf(t), t ∈ (0, 1]
D’ou h′(ε) = f ′(ε) 6 0

Dαh(t0) =
1

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t− s)1−αh′′(s)ds (3.7)

=
1

Γ (2− α)

∫ ε

0

(t− s)1−αh′′(s)ds+
1

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t− s)1−αh′′(s)ds (3.8)

= I1 + I2 (3.9)

D’après (3.1) I1 est vérifie pour ε > 0 puisque h ∈ C2(0, 1), h(t0) = h′(t0) = 0.
D’après théorème des accroissements finies

|h(t)| = |h(t)− h(t0)| 6 |h′(t̄)|(t0 − t)
= |h′(t̄)− h′(t0)|(t0 − t) 6 c1(t0 − t)2

|h′(t)| = |h′(t)− h′(t0)| 6 c2(t0 − t), t ∈ [ε, t0]

tel que les deux constante positive c1, c2 > 0, et t̄ ∈ (t, t0). Donc :

I2 =
1

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t0 − s)1−αh”(s)ds

=
1− α

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t0 − s)−αh′(s)ds−
(t0 − ε)1−α

Γ (2− α)
h′(ε)

= −(1− α)(t0 − ε)−α

Γ (2− α)
h(ε)− (t0 − ε)1−αh′(ε)

Γ (2− α)
− α(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

0

(t0 − s)1−αh(s)ds
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Alors
I2 > 0 (3.10)

Etape (2) : Soit h(t) est une fonction auxiliaire tel que :
K est constante :

0 < K <
(t30 − tt20)2 + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)

2t60

h(t) = f(t)− f(t0) + ϕ(t), t ∈ [0, 1]

le fonction ϕ(t) est définie par :

ϕ(t) = A

 exp(
kt2

t2 − t20
), t < t0

0, t > 0

telle que h(t) est une fonction infiniment différentielle sur R
K est constante :

0 < K <
(t30 − tt20)2 + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)

2t60
et A > 0 (est une constante)

h(t) = f(t)− f(t0) + ϕ(t)

en dérive par rapport à t

h′(t) = f ′(t) + ϕ′(t)

t = ε donc, on a :
h′(ε) = f ′(ε) 6 0 (3.11)

h′(ε) = f ′(ε) + ϕ′(ε)

Alors,

−ϕ′(ε) =
2Aεkt20
ε2 − t20

exp(
ε2k

ε2 − t20
) > f ′(ε), ε > 0

En appliquant la loi d’Hospital, on obtient :
ϕ(t0) = 0
ϕ′(t0) = 0
ϕ′′(t0) = 0

et

ϕ′(t) = −A 2εkt20
ε2 − t20

exp(
ε2k

ε2 − t20
)

ϕ′′(t) = −2Ak(
kt2

t2 − t20
)
t60 + 2t2t40 − 3t4t20 − 2t2t40k

t− t40

= −2Ak exp(
kt2

t2 − t20
)
(t30 − tt20) + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)− 2t2t40k

(t− t0)4
.
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On a : 0 < k <
(t30 − tt20)2 + t2t20(t20 − t2) + 2tt20(t30 − t3)

2t60
,t ∈ [0, t0]

Donc :
(t30− tt20) + t2t20(t20− t2) + 2tt20(t30− t3)− 2t2t40k > (t30− tt20)2 + t2t20(t20− t2) + 2tt20(t30− t3)− 2t60k > 0
D’autre part, l’intégral fractionnaire de Riemann-Liouville :

cDαϕ(ε) = I2−αϕ′′(ε) =
1

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)1−αϕ′′(s)

En intégrant par partie deux fois :
1emefois :

cDαϕ(ε) =
1

Γ (2− α)
[(t0 − s)1−αϕ′(s)]t0ε +

(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)−αϕ′(s)ds

= −(t0 − ε)1−αϕ′(ε)

Γ (2− α)
+

(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)−αϕ′(s)ds

2emefois :

=
1

Γ (2− α)
[(t0 − s)−αϕ(s)]t0ε +

(1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)1−αϕ(s)ds

= −(t0 − ε)1−αϕ′(ε)

Γ (2− α)
− (t0 − ε)−αϕ(ε)

Γ (2− α)
− (1− α)

Γ (2− α)

∫ t0

ε

(t0 − s)−αϕ(s)ds

Donc I2−αϕ′′(ε) 6 0
D’après (3.9) et (3.10) on a :

Dαh(t0) = I1 + I2 > 0,

de plus ;

Dαh(t0) = Dαf(t0) > 0

Dαf(t0) + I2−αϕ′′(t0) > 0

Dαf(t0) > −I2−αϕ′′(t0)

Dαf(t0) > I2−αϕ′′(t0) 6 0,

donc

Dαf(t0) > 0.

3.2 Existence d’une solution

Dans cette paragraphe nous utilisons la méthode sous et sur-solution pour assurer l’existence d’une
solution du problème (3.1). D’abord, on a le définition suivante :
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Définition 3.1. une fonction α ∈ C2([0, 1],R) est une sous-solution du problème (3.1) :{
C
0 D

δ
tα(t) + f(t, y(t)) > 0 t ∈ [0, 1] , 1 < δ 6 2

α(0) 6 a, α(1) 6 b,
(3.12)

une fonction α ∈ C2([0, 1],R) est une sur-solution du problème (3.1) :{
C
0 D

δ
tβ(t) + f(t, y(t)) 6 0 t ∈ [0, 1] , 1 < δ 6 2

β(0) > a, β(1) > b,
(3.13)

Le résultat principale de la méthode est un théorème de type valeurs intermédiaires, il montre que si
on peut trouve une sous-solution et sur-solution, alors il existe un solution entre les deux fonction.

Théorème 3.3. Soient α(t) et β(t) une sur-solution et sous-solution du problème (3.1), tel que α(t) 6
β(t),t ∈ [0, 1]. On suppose que f : [0, 1] × R → R est une fonction différentielle continue par rapport
à toutes les variables et f ′u(t, u) est continue en t ,∀u ∈ R et f ′u(t, α) 6 0, f ′u(t, β) 6 0,∀t ∈ [0, 1]. Le
problème (3.1) admet au moins une solution u(t) ∈ C[0, 1] tel que α(t) 6 u(t) 6 β(t) ,t ∈ [0, 1].

Démonstration. On considère le problème modifié :{
CDδu(t) = f ∗(t, u(t)) t ∈ [1, 2], 1 < δ 6 2

u(0) = a, u(1) = b , (a, b) 6= 0,
(3.14)

òu

f ∗(t, u(t)) =



f(t, α(t)) + exp(M1 sin(
u− α
M1

)f ′u(t, α)− α− u
N1(1 + u2)

+
exp(sin(cos(

α− u
N1

+
3π

2
)))

1 + α2
− 2 + α2

1 + α2
, si u < α(t)

f(t, u(t)), si α(t) 6 u 6 β(t)

f(t, β(t))− exp(M2 sin(
u− β
M2

)f ′u(t, β)− β − u
N2(1 + u2)

−
exp(sin(cos(

α− u
N2

+
3π

2
)))

1 + α2
+

2 + β2

1 + β2
, si u > β(t),


M1,M2 > 0, tel que− π < u− α

M1

<
−3π

2
,−π < β − u

M2

<
−3π

2
∀u− α < 0

N1, N2 > 0, tel que− 2π <
u− α
N1

<
−3π

2
,−2π <

u− β
M2

<
−3π

2
,∀u− α > 0

f est continue, f ∗ est une fonction différentiablement continue par rapport toute variable sur (t, x) ∈
[0, 1]× R

f ∗t (t, u(t)) =


f ′t(t, α(t)) +M1 exp(M1 sin(

u− α
M1

)f ′u(t, α)) sin(
α− u
M1

)f ′′ut(t, α), Si u < α(t)

f ′t(t, u(t)), Si α(t) 6 u 6 β(t)

f ′t(t, β(t)) +M2 exp(M2 sin(
u− α
M2

)f ′u(t, β)) sin(
α− u
M2

)f ′′ut(t, β), Si u > β(t)
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f ′∗t (t, u(t)) =



exp(M1 sin(
u− α
M1

)f ′u(t, α)) cos(
α− u
M1

)f ′u(t, α)− u2 − 2αu− 1

N1(1 + u2)2

+
exp(M1 sin(cos(

u− α
N1

+
3π

2
))

N1(1 + α2)
cos(cos(

u− α
N1

+
3π

2
)) sin(

u− α
N1

+
3π

2
), Si u < α(t)

f ′u(t, u(t)), Si α(t) 6 u 6 β(t)

exp(M1 sin(
u− β
M1

)f ′u(t, β)) cos(
β − u
M1

)f ′u(t, β)− u2 − 2βu− 1

N1(1 + u2)2

+
exp(M1 sin(cos(

u− β
N1

+
3π

2
))

N1(1 + β2)
cos(cos(

u− β
N1

+
3π

2
)) sin(

u− β
N1

+
3π

2
), Siu > β(t)

Etape (1) : Toute solution du problème(1.14) satisfait :

α(t) 6 u(t) 6 β(t), t ∈ [0, 1]

•α(t) 6 u(t)
On suppose, par l’absurde, qu ’il existe t0 ∈ [0, 1] tel que :

w(t0) = α(t0)− u(t0) = maxt∈[0,1](α(t)− u(t)) = maxt∈[0,1]w(t) > 0

• si t0 ∈ (0, 1) alorsDδα(t0) − Dδu(t) 6 0, puisque u est une solution de (1.14) et α(0) 6 u(0) et
α(1) 6 u(1) alors :

Dδw(t0) = Dδα(t0)−Dδu(t0)

= −f(t, α(t)) + f(t, α(t)) + exp(M1 sin(
u− α
M1

)f ′u(t, α)− α− u
N1(1 + u2)

+
exp(sin(cos(

α− u
N1

+
3π

2
)))

1 + α2
− 2 + α2

1 + α2

De plus, par hypothèse, nous savons que :
−π < u(t0 − α(t0))

M1

<
−3π

2
−π
2

<
α(t0)− u(t0)

N1

+
3π

2
< 0,

par conséquent ; 
M1 sin(

u(t0)− α(t0)

M1

)f ′u(t, α) > 0

sin(cos(
α(t0)− u(t0)

N1

+
3π

2
)) > 0,

Alors,

Dδw(t0) > 1− α(t0)− u(t0)

N1(1 + u2)
+

1

1 + α2
− 2 + α2

1 + α2
> 0
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D’après théorème (3.1)

Dδw(t0) 6 0,

ce qui est une contradiction
•u(t) 6 β(t)
On suppose -par l’absurde- qu ’il existe t0 ∈ [0, 1] tel que

w(t0) = β(t0)− u(t0) = mint∈[0,1](β(t)− u(t)) = mint∈[0,1]w(t) > 0

•si t0 ∈ (0, 1) , alors Dδβ(t0) − Dδu(t) > 0, puisque u est une solution de (1.14) et β(0) > u(0) et
β(1) > u(1) alors :

Dδw(t0) = Dδβ(t0)−Dδu(t0)

= −f(t, β(t)) + f(t, β(t)) + exp(M1 sin(
u− β
M1

)f ′u(t, β)− β − u
N1(1 + u2)

+
exp(sin(cos(

β − u
N1

+
3π

2
)))

1 + β2
− 2 + β2

1 + β2

De plus, par hypothèse nous savons que :
−π < β(t0)− u(t0)

M2

<
−3π

2
−π
2

<
u(t0)− β(t0)

N2

+
3π

2
< 0,

par conséquent ; 
M1 sin(

(β(t0)− u(t0)

M2

)f ′u(t, β) > 0

sin(cos(
u(t0)− β(t0)

N2

+
3π

2
)) > 0,

Alors,

Dδw(t0) 6 1− β(t0)− u(t0)

N1(1 + u2)
+

1

1 + β2
− 2 + β2

1 + β2
< 0

D’après le théorème (3.2) :

Dδw(t0) > 0,

ce qui est une contradiction.

Etape (2) : Le problème (1.14) admet au moins une solution, Pour cela on écrit le problème
(1.14) sous la forme :

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f ∗(s, u(s))ds+ a+ (b− a)t (3.15)
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Lemme 3.1. Soit u ∈ C[0, 1],1 < δ 6 2, n = [Re(δ)] + 1, alors l’unique solution de problème :{
C
0 D

δ
tu(t) + p(t) = 0 , t ∈ [0, 1]

y(0) = a, y(1) = b , (a, b) 6= 0,
(3.16)

donné par :

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)ρ(s)ds+ a+ (b− a)t (3.17)

tel que :

G(t, s) =


t(1− s)δ−1 − (t− s)δ−1

Γ (δ)
, 0 6 s 6 t 6 1

t(t− s)α−1

Γ (δ)
, 0 < t < s < 1

(3.18)

En appliquant Iδ sur l’équation (3.16) on obtient :

Iδ[cDδu(t) + ρ(t)] = 0

⇔ Iδ(cDδu(t)) + Iδρ(t) = 0

On a :

Iδ(cDδu(t)) = u(t) + c0 + c1t , c0, c1 ∈ R

D’après le lemme précédant, (n = 2, δ ∈ [1, 2]) on obtient :

u(t) + c0 + c1t− Iδρ(t) = 0⇔ u(t) = −c0 − c1t+ Iδρ(t).

La solution générale est :

u(t) =
1

Γ (δ)

∫ 1

0

(t− s)δ−1ρ(t)ds− c0 − c1t. (3.19)

Les conditions :

G(t, s) =

{
u(0) = a
u(1) = b

⇔

 a = −c0 ⇒ c0 = −a
b =

1

Γ (δ)

∫ 1

0
(t− s)δ−1ρ(t)ds− c0 − c1

b =
1

Γ (δ)

∫ 1

0
(t− s)δ−1ρ(t)ds+ a− c1 ⇔ c1 =

1

Γ (δ)

∫ 1

0
(t− s)δ−1ρ(t)ds+ a− b.

Par conséquence, la solution du problème est :

u(t) =
1

Γ (δ)

∫ 1

0

(t− s)δ−1ρ(t)ds+ a+ t(a− b)− t

Γ (δ)

∫ 1

0

(t− s)δ−1ρ(s)ds

= a+ t(a− b) +

∫ t

0

t(t− s)δ−1 − (1− s)δ−1

Γ (δ)
ρ(s)ds+

∫ 1

t

t(1− s)δ−1

Γ (δ)
ρ(s)ds

= a+ t(b− a) +

∫ 1

0

G(t, s)ρ(s)ds

Université de M’sila
LAADJEL Bahriya

Méthode de sur et sous solutions pour une
équation différentielle d’ordre fractionnaire



3.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION 32

Donc, la solution du problème (3.16) est :

u(t) = a+ t(b− a) +

∫ 1

0

G(t, s)ρ(s)ds

•T est continue :
par définition une fonction f ∗(t, u) tel que : T : c([0, 1]) −→ c([0, 1]) est définie et continue.
•T est bornée :
l’image de tout ensemble bornée dans c([0, 1]), en effet suffit de montre que pour toute R > 0
il existe L > 0 tel que (L est constante) ; pour toute u ∈ Ω = {u ∈ c([0, 1]), ‖ u(t) ‖6 R} on a :
|T (u)| 6 L

|T (u)(t)| 6 |a|+ |(a− b)t|+
∫ 1

0

|G(t, s)f ∗(s, u(s))|ds

6 |a|+ |(a− b)t|+
∫ t

0

t(t− s)δ−1 − (t− s)δ−1

Γ (δ)
|f ∗(s, u(s))|ds

+

∫ 1

t

t(1− s)δ−1

Γ (δ)
|f ∗(s, u(s))|ds

6 |a|+ |(a− b)|t+
M

δΓ (δ)
[−t(1− s)δ − (t− s)δ]t0 +

M

Γ (δ)
[−t(1− s)δ]1t

6 |a|+ |(a− b)|t+
M

Γ (δ + 1)
[−t(1− t)δ + t+ tδ] +

M

Γ (δ)
[t(1− t)δ]

6 |a|+ |(a− b)|t+
Mtδ

Γ (δ + 1)
,∀t ∈ [0, 1]

6 |a|+ |(a− b)|+ M

Γ (δ + 1)

< R (car, {3|a|, 3|a− b|, 3L

Γ (δ)

∫ 1

0

(s+ 1)(1− s)δ−1ds}).

Donc : T est borné.
•T est compact :

T envoie c([0, 1]) dans une bornée de C0([0, 1]). En effet, T est bornée et :

| d
dt
Tu(t)| = |a− b+

1

Γ (δ)

∫ 1

0

(1− s)δ−1f ∗(s, u(s))ds− 1

Γ (δ − 1)

∫ t

0

(t− s)δ−2f ∗(s, u(s))ds|

6 |b− a|+maxt∈[0,1]|f ∗(s, u(s))|( 1

Γ (δ)
(1− s)δ−1 +

∫ t

0

1

δ − 1
(t− s)δ−2ds),

on a :M = +maxt∈[0,1]|f ∗(s, u(s))|+ 1,
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6 |b− a|+ M

δΓ (δ)
[−(1− s)δ]10 +

M

(δ − 1)Γ (δ − 1)
[−(1− s)δ−1]10

6 |b− a|+ M

Γ (δ + 1)
+
Mtδ−1

Γ (δ)
, t ∈ [0, 1]

6 |b− a|+ M

Γ (δ + 1)
+

M

Γ (δ)

Par conséquent, T est bornée sur C([0, 1]). D’après le théorème d’Ascolé -Arzela, T (Ω) est re-
lativement compact pour tout bornée Ω, T est continue, d’ou l’existence d’un point fixe pour
l’opérateur T d’après théorème fixe de Schauder . donc, la solution du problème (3.1) on a : :

α(t) 6 u(t) 6 β(t), ∀t ∈ [0, 1]

3.3 Exemple

On considère le problème : {
CD

3
2u(t) + 1− u3(t) = 0,

u(0) = u(1) = 0. ∀t ∈ [0, 1].
(3.20)

Soit f(t, u) = 1− u2(t) , tel que f ′t(t, u) = f ′′µt(t, u) = 0.
• la fonction α(t) ≡ 0 est une sous-solution de ce problème puisque :

CD
3
2α(t) + 1− α3(t) = 1 > 0

et α(0) = α(1) = 0
• la fonction β(t) = 3 est une sur-solution de ce problème puisque :

CD
3
2β(t) + 1− β3(t) = −26 < 0

et β(0) = β(1) = 0
On a : α(t) 6 β(t) .
D’autre part, f ′µ(t, α) = 0 f ′µ(t, β) = −27 6 0
D’après le théorème (3.3) : le problème (3.22) admet au moins une solution u? vérifiant :

u? ∈ C[0, 1] 0 6 u?(t) 6 3 ∀t ∈ [0, 1].
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ملخص
كسرية تفاضلية معادلة حل ووحدانية وجود لدراسة يقة طر قدمنا العمل هذا في
قيم ذات مسألة دراسة يؤول حيث العلوي، والحل السفلي الحل يقة طر تسمى الرتبة،

متراجحة. تمثل منها واحدة كل حدية قيم ذات مسألتين إلى حدية
الرتبة ية كسر تفاضلية معادلة ثم عادية، تفاضلية معادلة في أولا يقة الطر تقديم تم

كابوتو. نمط من
الرتبة. ية كسر تفاضلية معادلة علوي، حل سفلي، حل مفتاحية: كلمات

Résumé
Dans ce travail, nous avons présenté une méthode pour étudier l’existence

et l’unité d’une solution, pour une équation différentielle d’ordre fraction-
naire, appelée méthode de sous - solution et sur - solution, où l’étude d’un
problème aux limites est interprétée en deux problèmes aux limites, dont
chacune représente une inégalité.

La méthode est présentée d’abord dans une équation différentielle or-
dinaire, puis dans une équation différentielle d’ordre fractionnaire du type
Caputo.

Mots clés : Sous - solution, sur - solution, équation différentielle d’ordre
fractionnaire.

Abstract
In this work, we ave presented a method to study the existence and

unicity of a solution, for a fractional order differential equation, called the
sub-solution and over-solution method, where the study of a boundary value
problem interpreted as two boundary value problems, each of which repre-
sents an inequality.

The method is presented first in an ordinary differential equation, then
in a fractional order differential equation of Caputo type.

Keywords: Upper - solution, Lower - solution, fractional order differen-
tial equation.
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