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Introduction

Introduction

Les équations intégrales jouent un role trés important dans I’analyse fonctionnelle,
ainsi que dans la résolution des problemes de la physique.
J.Fourier est le premier mathématicien qui a découvert ce genre d’équations dia au fait
qu’il a obtenu la formule de la transformation de Fourier. Il est clair qu’on peut interpréter
la formule d’inversion en tant que fournir I'opérateur inverse de I'opérateur d’intégrale de
Fourier.
Le terme équation intégrale a été utilisé pour la premiere fois par du Bois-Reymond en
1988[13].
Les principaux fondateurs de la théorie d’équations intégrales sont Vito Volterra !, et Ivare
Fredholm 2, ainsi que David Hilbert? et Erhard Shmidt 4[1].
Les opérateurs linéaires compacts sont tres importants dans les applications. Par exemple,
ils jouent un role central dans la théorie des équations intégrales et dans divers problemes
de physique mathématique. Leur théorie a servi demodele aux premiers travaux en une
analyse. Leurs propriétés ressemblent étroitement a celles des opérateurs sur des espaces
finite dimensionnels. Pour un opérateur linéaire compact, la théorie spectrale peut étre traité
assez completement dans le sens ou le célebre Fredholm la théorie des équations intégrales
linéaire peut étre étendue a la fonctionnelle linéaire équations A\ — A = f avec un parameétre
complexe ). Ce la théorie généralisée s’appelle la théorie de Riesz °-Schauder.
Dans ce mémoire il s’agit de souligner I'importance de la théorie de Riesz sur les opérateurs
compacts pour prouver l'existence et 'unicité de la solution des équations intégrales du
second espece en particulier ’équation intégrale de Fredholm de la forme I — A = f.
Le premier chapitre nous présenterons les opérateurs compacts (définitions et propriétés).
Dans le deuxieme chapitre, on commencé par introduction sur les équations intégrales et
certaines théories qui offrent des conditions sur I’existence et I'unicité de la solution, et nous
présenterons la théorie de Riesz et leurs applications sur équations de Fredholm de second

espece.

VITO Volterra est un mathématicien Italian 1860-1940

2. IVARE Fredholm est un mathématicien Suédois 1866-1927

DAVID Hilbert est un mathématicien allemand 1862-1943

ERHARD Schmidt est un mathématicien allemand 1876-1959

5. FRIGYES Riesz est un mathématicien hongrois. Il est I'un des fondateurs de I’analyse fonctionnelle,

1880-1956.
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1.Les opérateurs compacts

Chapitre 1
les opérateurs compacts

L’étude des opérateurs linéaires dans des espaces de dimensions infinies est compliquée en
comparaison avec la théorie des espaces de dimensions finies cependant, certains les classes
de ces opérateurs peuvent étre décrites en détail, le premier a noter que c’était D.Hilbert.
Parmi ceux-ci, la classe des opérateurs compacts fait partie des le plus important d’une part,
les opérateurs compacts sont presque comme les opérateurs dans espaces de dimensions finie

en termes de propriétés et d’autre part, il jouent un réole important dans les applications

1.1 Les opérateurs compacts dans un espace normé

1.1.1 La compacité

Définition 1.1.1([13]) Un sous-ensemble U d’un espace normé X est appelé compact
si chaque recouvrement ouvert de U contient un sous-recouvrement fini, ¢’est-a -dire si pour

toute famille V;, j € J,(pour un ensemble d’indices J) d’ensemble ouverts avec la propriété
U C UjesVj,
il existe une sous-famille finie V., j(k) € J, k=1,...,n, tel que
U C U Vi,

Un sous-ensemble U est appelé séquentiellement compact si chaque suite d’éléments de
U contient une sous-suite qui converge vers un élément de U.
Un sous-ensemble U d’un espace normé est dit totalement borné si pour chaque € > 0 il

existe une nombre fini d’éléments ¢, ..., p, en U tel que
U C U, B(pj; ),

C’est-a-dire que chaque élément ¢ € U a une distance inférieure a € d’au moins un des
éléments @1, ..., p,. Notez que chaque ensemble séquentiellement compact U est totalement
borné.

Sinon, il existerait un ¢ positif et une suite (p,) en U de propriété ||, — om|| = € pour tout
n # m. Cela impliquerait que la suite (¢,) ne contiennent pas de sous-suite convergente,

ce qui contredit la compacité séquentielle de U. pour chaque ensemble totalement borné U,
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soit € = %, m = 1,2,..., et collecter les systemes finis correspondants d’éléments ¢, ..., o,

dépendant de m, on obtient une suite dense en U

Définition 1.1.2([9]) (Ensemble relativement compact)

Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe une
sous-suite{u,,, } qui converge dans F.

Définition 1.1.3.(c-net, délimitation total)([1])

Soit B un sous-ensemble de a I'espace métrique X et soit ¢ > 0 étre donné. Une ensemble
M. C X est appelé un e-net pour B si pour tout point z € B il ya un point de M. a distance
de z inférieur a B. L’ensemble B est dit totalement borné si pour tout € > 0 il existe un e-net
fini M. C X pour B, ou "fini” signifie que M. est un ensemble fini (c’est-a-dire constitué
d’un nombre fini de points)

Par conséquent, la limitation totale de B signifie que pour chaque donné € > 0 I’ensemble
B est contenu dans I'union d’un nombre fini de boule ouverts de rayon ¢.

Lemme 1.1.4 (délimitation total) ([41])

Soit B un sous-ensemble d’une métrique espace X. Alors

a) Si B est relativement compact, B est totalement borné.

b) Si B est totalement borné et X est complet, B est relativement compact.

c) Si B est totalement borné, pour tout € > 0 il a un e-net fini M..

d) Si B est totalement borné, B est séparable.

Remarque 1.1.1 ([4])

La délimitation totale implique la délimitation. Le contraire n’est pas tiennent généralement.
En effet, la premiére affirmation est presque évidente. Le deuxiéme suit si I’on note que la
boule d’unité fermée U = {z, ||z| < 1} C [* est borné mais pas totalement borné, car [?
est de dimension infinie et complet, de sorte que U n’est pas compact donc pas totalement
délimité.

Théoréme 1.1.5([4]) Dans un espace normé de dimension finie X, tout sous-ensemble
M C X est compact si et seulement si M est fermé et borné.

Théoréme 1.1.6([13]) Un sous-ensemble d’un espace normé est compact si et seulement
s’il est séquentiellement compact

Preuve.

1. U est compact = U est séquentiellement compact

Soit U compact et supposons qu’il ne soit pas séquentiellement compact. Puis la existe
une suite (y,) dans U qui ne contient pas de sous suite convergente avec limite en U. Par

conséquent, pour chaque ¢ € U il existe une boule ouvert B(y;r) de centre ¢ et de rayon
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r(¢) contenant au plus un nombre fini d’éléments du séquence (¢,,).

L’ensemble de ces boules une couverture ouverte de U, et depuis U est compact, il s’en suite
que U ne contient qu’un nombre fini des éléments du séquence (p,,). C’est une contradiction.
2. U est séquentiellement compact = U est compact

Soit U séquentiellement compact et soit V;, j € J, un recouvrement ouvert de U.
Premiérement, nous montrons qu’il existe un nombre positif € tel que pour tout ¢ € U la
boule B(yp;¢) est contenue dans au moins un des ensembles V;. Sinon, il y aurait une suite
(pn) en U telle que la boule B(gpy; %) ne soit pas contenue dans I'un des le V;. puisque U
est séquentiellement compacte, cette suite (p,) contient une sous suite convergente (p(x))
avec limite ¢ € U.

L’¢élément ¢ est contenu dans un Vj, et puisque V; est ouvert, en utilisant I'inégalité trian-
gulaire, on voit que B(ynk); ﬁ) C V; pour suffisamment grand k.C’est une contradiction.
Maintenant, puisque ’ensemble séquentiellement compact U est totalement borné, il existe
un nombre fini @y, ..., @, en U tel que les boules B(py;€), k= 1,...,n,couvrir U. Mais pour
chacune de ces boules il existe un ensemble Vjq,, j(k) € J, tel que B(pk;e) C Viw.

D’ou la famille finie Vi), k =1,...,n, couvre U. 0

1.1.2 Les opérateurs linéaires

Définition 1.1.7([17]) Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K. on

dit que 'application ou l'opérateur A : ' — F' est linéaire si :
Ve,ye B, VA e K: A(x + \y) = Az + M\Ay

C’est un homomorphisme d’espaces vectoriels et I'on a A(0) = 0.

Cas particuliers : Si A est bijectif alors, A est un isomorphisme.

Si E = F alors, A est un endomorphisme de E.

Si A est un isomorphisme de E dans E alors, A est un automorphisme.

Si F = K alors, A est une forme linéaire sur E. Quand E est un ensemble de fonctions, A
est souvent appelé une fonctionnelle linéaire.

Définition 1.1.8([13]) Soient E etF deux espaces vectoriels normés et A : E — F un

Opérateur linéaire est dit borné s’il existe une constante positive C' > 0, tell que

[A()lr < Cllelle, Vo€ E. (1)

Théoréme 1.1.9([10]) Soit A est un opérateur linéaire de X dans Y, X et Y sont des

espaces normé. A est continue si et seulement si pour tout un {z,}, r, — 0 la suite
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Ax, — 0,n — 4o00.

Notation :On note L(E, F)l’espace vectoriel des applications linéaires continues entre E
et F. Quand E = F, L(E, F) est noté L(E). Quand E = K on note E' I'espace dual (Topo-
logique) de E qui I'espace vectoriel des formes linéaires continues de E dans K par E”, on
note le bidual de E.

On note a I'ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y par B(X,Y).
Théoréme 1.1.10 (fini dimensionnelle)([4]) Si un espace normé X est fini dimension-
nelle, Alors chaque opérateur linéaire sur X est borné.

Preuve ([4])

Soit dim X = n et {ey, ..., e, } une base pour X. On prend tout

n
xr = E SJC]’,
Jj=1
et considérons tout opérateur linéaire,
n
> ¢Te;
=1

a la darniére somme et (lemme 2.4.1) avec a; = &; et x; = ¢

On obtient,

17| =

n n
< l6lITe < maxlTecl 3 I
J= J=

1
=~

_ 1
Z |£J‘ < E
j=1

n
Z &je;
j=1

Par conséquent,

. 1
1Tzl < ~yllzll ot v = - max|Te.

A partir de ceci et (1), on obtient T est borné.

Théoréme 1.1.11 ([13]]) Soit X,Y deux espaces normé et A un opérateur linéaire ou
A: X — Y. On a les propriété suivante est équivalente :

1. A est continue a un élément.

2. A est continue.

3. A est borné.

Preuve.

Pour la preuve voir en ([13].p.18).

Remarque 1.1.2([17]) Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire de E
dans I est continue.

Théoréme 1.1.12(rang et espace nul)([4]) Soit T est un opérateur linéaire Alors

1. Lemme (Linear combinations ([4].P.72)
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a) Un rang R(T') est un espace vectoriel.

b) Sidim D(T) =n < oo !, Alors dimR(T) < n.

c) L’espace nul N(T') est un espace vectoriel.

Preuve

Pour la preuve voir en ([1].p.86])

Lemme(Riesz)1.1.13([13]) Soit X une espace normé, U C X un sous-espace fermé avec
U# X et a€ (0,1). Alors il existe un élément ¢ € X avec ||| = 1 tel que ||[¢p — ¢|| > «
pour tout ¢ € U

Preuve

En effet, soit f un élément de X tel que f ¢ U alors, on obtient
inf ||f— Al = 0
nf |[f = hll = 5>0,
choisir un élément g appartient a U tel que,
B
B<If—gl <=

Définie le vecteur ¢ a une norme unitaire ||¢|| = 1, de plus, pour tout 1» € U On obtient

le =l HHf gu“bH’
H B(lf — g||>H
Hf gH 1f =gl |’
_ ml|f—(g+||f—g||¢)l|,
B
Z Nr 7 -
Z =g~

Théoréme 1.1.14([13])(Théoréme de cartographie ouverte de Banach)

Soit A : X — Y un opérateur linéaire borné bijectif. Puis son inverse A~! : Y — X est
également borné, C’est-a-dire que A est un isomorphisme.

Preuve.

Pour la preuve Voir en ([13].P.188]).

1.1.3 L’opérateur linéaire compact

Définition 1.1.15([13]) Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé X dans un

espace normé Y, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un

1. D(T) c’est un domaine de opérateur T
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ensemble relativement compact dans Y.
Définition 1.1.16([11]) Soit A un opérateur linéaire d’'un espace normé E dans un espace

normé I, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E

a un ensemble relativement compact A(G) dans F'. Autrement dit, la fermeture A(G) est
compact.

Définition 1.1.17([17]) Un opérateur linéaire A de E dans F est dit compact si A(Bg)

est compact de F.

Notation L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F est noté K(E,F). Si E = F
alors, on note K(E).

Théoréme 1.1.18([17]) L’ensemble KC(E, F') est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F').
En particulier, K(E, F') est un espace de Banach.

Proposition 1.1.19([6])Si E ou F est de dimension finie, alors K(E, F) = L(E, F).
Preuve Si E est de dimension finie, alors Bg sera compacte, d’ou A(Bg) est compacte
pour tout A € L(E, F) car A est continu. On suppose que F' est de dimension infinie, alors
A(Bg) est bornée donc relativement compacte (car F' est de dimension finie).

Théoréme 1.1.20(critére de compacité)([4])Un opérateur linéaire A : E — F' est
compact si et seulement si pour toute suite bornée {,} de E, la suite {Ap,} contient une
sous-suite convergente de F.

Preuve ([4])

Si A est compact et (z,,) est borné, alors la fermeture de (Ax,) dans Y est compact et Déf
1.1.1 montre que (Ax,) contient un sous-suite convergente

Inversement, supposons que chaque suite borné (x,,) contienne un sous-suite (x,)) telle que
(Axpx) converge en Y.

Considérons tout sous-ensemble borné B C X, et soit (y,) n’importe quelle suite de A(B)
ensuite y,, = Az, pour certains z,, € B, et (z,) est borné par hypothése, (Ax,) contient une
sous-suite convergente.Donc A(B) est compact par Déf 1.1.1 parce que (y,) dans A(B) était
arbitraire. Par définition, cela montre que A est compact. 0
Théoréme 1.1.21([13]) Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si
I'un des opérateurs A ou B est compact.

Preuve ([13]) Soit (¢,,) une suite bornée dans X, si A est compact, Alors il existe une
sous-suite (@) telle que Ap, ) — 1 € Y, k — oo puisque B est borné et donc continu,
on a A(Bywy) — AY € Z, k — o0

Par conséquent, AB est compact. Si A est bornée et B est compact, la suite (Ayp,) est

bornée en Y, puisque les opérateurs bornés en ensembles bornés. Par conséquent, il existe
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une sous-suite(¢n) telle que (AB)pniy = A(Bonk)) — AV € Z,k — o0
Par conséquent, AB est compact.
Théoréme 1.1.22([13]) Une combinaison linéaire des opérateurs compacts A = aA; +
BAy est un opérateur compact
Preuve([13]) Soit A, B : X — Y des opérateurs linéaire compacts et soit «, 3 € C. Puis
pour chaque suite bornée (p,) dans X, puisque A et B est compact, nous sélectionnons
une sous-suite (¢n)) telle que les deux suites (Agn)) et (Byyx))convergent donc (aA +
BB)nk) converge, et donc A + 3B est compact.
Théoréme 1.1.23([9]) Soient X un espace normé et Y un espace de Banach, et soit A(yy,)
une suite d’opérateurs compacts de X dans Y, convergente en norme vers I’opérateur linéaire
A de X dans Y.

lim ||A, — A].

n—»+o0
alors A est compact.

Preuve([9]). Soit {¢,} une suite bornée de E, l'opérateur A; étant compact, on peut
extraire de la suite Ajp, une sous-suite convergente, soit {1, } une sous-suite de {p,} telle
que, Ajpq, soit convergente.

De la méme fagon, on peut extraire de la suite Aspy, une sous-suite convergente, car Ay est
compact, soit @9, une sous-suite de py, telle que, la suite Asps, soit convergente.
Remarquons que, la suite Ajps, est une sous-suite de la suite convergente Ay, qui a son
tour convergente.

En raisonnant de la méme fagon, pour les opérateurs Ay, A, ..., A, ..., on détermine les suites
{oin}: {v2n}, s {¥pn}, ... il est a remarquer que la suite {@,,} est une sous-suite de toutes
les suites qui lui précédent et que les suites { App,,} sont convergent pour (k =1,2,...,p)
comme ['espace Y est complet, pour la compacité de I'opérateur A il suffit de montrer que

la suite { Ay, } est une suite Cauchy, alors

||A§0pn - Agoan < ||A90pn - An@pﬂ” + ||An§0pn - An‘Pan + ||An90qn - A@an

39

Soit ||@n|| < M; choisissons n de sorte que I'on al|A — A, < ETTR existe choisissons N

tel que, pour tous le p > N, on a la relation ||Ap,, — Apg|l < = car la suite {A,p,,} est

OOIU)OQ

convergente.

Dans ces conditions, on aura pour tout p et q suffisamment grands

HASOpn—ASanH <E.
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Théoréme 1.1.24([13]) L'opérateur identique I de X dans X est compact si et seulement
si X est de dimension finie.

Preuve. Supposons que I est compact et que X n’est pas de dimension finie. Choisir un
@1 € X arbitraire avec ||¢1|| = 1.

Alors Uy := span{y1} est un sous-espace de dimension finie et donc fermé de X. Par le
lemme(Riesz)1.1.13 il existe ¢y € X avec ||| = let o — @1 > 1.

Considérons maintenant Uy = span{p1, p2}. Toujours par le lemme(Riesz), il existe g3 € X
avec ||psl| = 1 and |3 — ¢1]| = 3, [les — 2|l = 3. En répétant cette procédure, on obtient
une suite (¢,) avec les propriétés ||¢,|| = 1 et ||on — @m|| = 3,0 # m. Cela implique que
la séquence bornée (p,) ne contient pas de sous-suite convergente. Nous avons donc une
contradiction avec la compacité de I.

Par conséquent, si 'opérateur d’identité est compact, X a une dimension finie. L’énoncé in-
verse est une conséquence immédiate du théoréme 1.1.29 U
Théoréme (Riesz)1.1.25([7]) Soit E un e.v.n tel que Bg(la boule unité ) soit compact.
Alors E est de dimension finie.

Preuve.([7]) Raisonnons par I'absurde. Si E est de dimension infinie, il existe une suite
(E,) de sous-espaces de dimension finie tels que E, 1 G E,. Grace au lemme(Riesz) on

peut construire une suite (u,) avec u € E,, ||u,| =1 et dist(un, Epn_1) > 5 En particulier

|t =t || = % pour m < n. Donc la suite (u,,) n’admet aucune sous suite convergente ce qui
est contraire a I’hypothese ” By compact”. ]
Remarque 1.1.3([17])

a) Il résulte du théoréme de Riesz que I’application identité sur X est compacte si et seule-
ment si X est de dimension finie.

b) Si E et F sont de dimensions infinies, le théoréme de Riesz entraine que si A € L(E, F)
est inversible alors, A n’est pas compact.

Définition 1.1.26(Opérateur complétement continu)([5])

L’opérateur A est dit completement continu, s’il est continu et compact.

Théoréme 1.1.27([1])Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est
fausse.

Preuve.([10]) Supposons au contraire qu’il ne soit pas borné. cela veut dire la est une suite
bornée {z,} C X telle que ||Az,|| — oo,n — oco. Mais la suite { Az, } ne contient pas de

sous suite convergente, et cette contredit la définition d’un opérateur compact. O
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1.1.4 Opérateur de rang fini

Définition 1.1.28([17])
Soient T € L(E; F). On dit que T est un opérateur de rang fini si ImT est de dimension
finie, dimT(F) < +o0.
Théoréme 1.1.29(domaine ou rang de dimension finie)([1]) Soit X et Y étre des
espaces normés et T : X — Y un opérateur linéaire. Alors :
a) Si T est borné et dimT'(X) < oo, 'opérateur T est compact.
b) Si dimX < oo, l'opérateur T est compact.
Preuve ([4])

a) soit () < ||T||||xn|| montre

que (Tx,) est borné. Ainsi (Tx,) est relativement compact de 1.1.5 puisque dimT (X ) < co.
il s’en suite que (T'x,) a une sous suite convergente. Puisque (z,) était un arbitraire borné
séquence en X, l'opérateur T est compact par 1.1.20

b) découle de (a) en montant que dimX < oo implique délimitation de T par 1.1.10 et
dimT(X) < dimX par1.1.12 (b) O
Corollaire 1.1.30([7]) Soit (T,,) une suite d’opérateurs continus de rangs finis de X dans
Y et soit T' un opérateurs linéaire tel que ||T,, — T'|| — 0. alors T est un compact.
Théoréme 1.1.31([18]) Toute limite dans L(E, F') d’opérateurs de rang fini est un opérateur
compact.

Remarque 1.1.4 La réciproque est fausse en général mais si F' est un espace de Hilbert.
Proposition 1.1.32([17]) Soit A € K(E, F). Alors, Im(A) est fermé si et seulement si A

est de rang fini.

1.1.5 Les opérateurs intégrales compacts dans C(2)

Définition 1.1.33(Opérateur intégrale)([16]) Soit K : C(G) x C(G) — R une
fonction continue, et G une ensemble compacte.

L’opérateur intégral linéaire A sur C'(G) est défini par :

A goGC’(G) — Ap € C(G),
A(p /th

Ot la fonction K s’appelle noyau de I'opérateur intégrales A

Théoréme 1.1.34([16]) Soit G un ensemble compacte de R" soit K une fonction continue

10



1.Les opérateurs compacts

de G x G dans C. Alors l'opérateur linéaire A défini de C(G)dans C'(G)

Ap(z) = / K p)dt, zed. 2)

est appelé opérateur intégral a noyau continu K. Cet opérateur est borné de norme || Al

donnée par
Al = mase [ 1)
G

Preuve([16])
II est clair que 'opérateur A définie par (2) est linéaire pour tout ¢ € C(G) de plus pour

ol <1, ona
)] = | [ Koso],
G
< [ K@t
G
< K@l
G
()] < /|K(a:,t)|dt, red.
G
d’ou

|A]| = max ||[Ap(t)|| < maéc/ | K (x,t)|dt,
T€E
G

lell<t

Le fait que le noyau K est continu, on peut trouver un élément xy € G. Telle que
/ K (29, )| dt maGX/ K (2, 1)) dt,
[AS
a G

D’ou pour € > 0. On choisi une fonction ) € C(G) par I'expression

| K (o, )
t)=—F——7-—, teqG.
(e
Alors ||¢|| < 1, de plus
| K (20, 1) — € | K (o, 1)

dt <

X dt = ||A < || Ay,
|K (z0,t)] + ¢ 1K (20, 8)] + [ Ao || < [[ A
G G

et on a
| K (o, )]* — €

| K (o, 1)| + 2

it = / K (2, 1)|dt — £|G].
G

11



1.Les opérateurs compacts

Donc
/ K (o, £)|dt — £]G] < | Av]| < sup |Ag| = [|A].

llell<t

Cette inégalité reste vraie pour tout € > 0, on fait tendre ¢ vers 0, on obtient
max/\K x,t)|dt = /]K xg, t)|dt < [|A]|.

O
Théoréme 1.1.35(d’Arzéla - Ascoli)([14]) un ensemble U C C(G) est relativement
compact si et seulement s’il est borné et équicontinue, c’est-a-dire il existe un constante C'
tel que
lo(z)] < C pour tout = € G.

et toute ¢ € U et pour tout ¢ > 0 il existe d > 0 tel que

lo(r) — oY) <e

Va,y € G avec |z —y| < § et Vo € U.

Théoréme 1.1.36([13]) L’opérateur intégral avec noyau continue est un opérateur linéaire
compacte sur C(G).

Preuve([13])

Soit U C C(G) est borné c’est-a-dire |||l < C pour tout p € U et C > 0.

Alors, pour 'opérateur intégrale A défini par (2.4) on a

1. A(U) est borné. Puisque,

Ap(x) = / K (a. t)plt)dt

< /|K z,t)p(t)|dt,
< /|th||so i
G
< max | K (z,t)|Cdt,
~~ el

s
8

N
Q

G

< Cmax]Kxﬂ/dt

| Ap(x)| < C\G!maGX|K(:v,t)|, Vee G, Yoel.
e

12



1.Les opérateurs compacts

2. A(U) est équicontinue. Puisque K est uniforme continue sur ’ensemble compact G x G,

donc
Ve >0, 30 >0, Vo,y,2 € G, |[v—y| <d = |K(z,2) — K(y,2)| < ﬁ,
Alors, Vo € U, Vx,y € G, aveclx —y| < J, on a
|Ap(z) — Ag(y)] - [ (.2~ Ky 2)ete)az).
G
< JLE el
G
|Ap(x) — Ag(y)| [ giaici:- .
| | @ e
Plloo <O K (2, ) K(y,2)|< eitel] G

Donc A(U) est équicontinue. Par conséquent A est compact selon théoréeme d’Arzéla-
Ascolil.

Exemple.Soit E = C([0;1],K). L'opérateur de Volterra A : E — E défini par

T

Vo€ E, Apla) = [ o(tyit, ¥a € 51
0

est compact.
On va utiliser le théoreme d’Ascoli avec I = [0;1] et X = K on pose H = A(Bg).
Soit ¢ € B, pour tous z,y € [0;1], on a

Y

Ap(z) — Ap(y)| = / o(t)dt]

T

<z = ylllelle,

< Jr -yl

D’ou, on a

Ve e I;Ve > 0,30 > 0,Vf € AVy € I,d(z,y) <n=0(f(x), fly) <e

1. CESARE Arzéla est un mathématicien et Universitaire italien 1847-1912
GIULIO Ascoli est un mathématicien Italien 1843-1896
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1.Les opérateurs compacts

Autrement dit, I’ensemble H est équicontinu. De plus, pour tout x € [0;1], H(z) est relati-

[ eto.

0
|z{[[ ]l oo

lz| < 1.

vement compacte. or pour tout x € [0;1], on a

[ Ap(z)]

<
<
Les conditions du théoreme d’Ascoli sont satisfaite, il s’en suit que A est compact.

Exemples d’un opérateurs intégrales non compacts

e Opérateur intégrale d’Abel
Soit X =Y = C([0;1]), on définit

Ap(z) = /093 ﬂdt, x>0,

x2—t2

Alors A : C([0;1)) — C([0; 1]); avec ||A|| = g n’est pas un opérateur compact.
eOpérateur intégral de Wiener-Hopf

X =Y = C([0; +o0), pour les fonctions ¢(x) continues et bornées sur I'intervalle [0;+o00|
avec lim @(z) = 0. La norme ||.||« on définit

T—+00

o

Ap(z) = /e‘x_ﬂgp(t)dt, x> 0.
0
cet opérateur n’est pas compact.

1.1.6 Opérateur a image fermée

Définition 1.1.37([19]) On dit qu'un opérateur A € L(E; F) est d’image fermée si
dimIm(A) < co. Il est clair qu’'un opérateur continu de rang fini est compact.
Corollaire 1.1.38([19]) Soit (A,) une suite d’opérateurs continus d’image fermée de E
dans F et soit A € L(E, F) tels que ||A, — Al|z(g,r) — 0. Alors A est un compact.

1.2 Les opérateurs compacts dans un espace de Hilbert

On va donner une caractérisation plus précise de la compacité dans le cadre hilbertien.

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (., .)

14



1.Les opérateurs compacts

Théoréme 1.2.1(représentation de Riesz) ([11]) Soit ¢ une forme linéaire borné
définit par ¢ : H — K(R ou C), Alors il existe un unique y € H tel que, pour tout v € H,

on a
p(r) = (z,y).
d’autre part, tout une forme linéaire dans un espace Hilbert H est un produit intérieur en

H, Donc
Vee H 3lye H, o(x)=(x,y).

1.2.1 Opérateur adjoint

Définition 1.2.2([5])Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Ha
valeurs dans un espace de Hilbert H,, l'opérateur linéaire noté A*défini de Hy dans H; est

dit opérateur adjoint de A si I'on a pour tout ¢ € Hy et ¢ € Ho

<A(707¢>H2 = <(;07A*w>H1

De plus, on a ||Al| = ||A*].

Proposition 1.2.8 ([17]) Soit A € L(Hy, Hy). Alors A* € L(H, Hy) et ||A*]| = || A4]|.
Preuve Pour la preuve voir en ([17]P.21).

Proposition 1.2.4 ([17]) Soient AB € L(Hy,H,) ,C € L(Hy, H) et o, € Kon a

1. (14,)* = Iy,

2. (A*)* = A.

3. (aA+ BB)* = aA* + BB*.

4. CAe L(H,H) et (CA)* = A*C*.

5. |4 A] = A7) = ]

Exemple(Opérateur intégral a noyau) Soit K : [c¢;d] x [a;b] — C une fonction

continue de deux variables réelles. On considére I'opérateur intégral A : L*([a;b],C) —

15



1.Les opérateurs compacts

L*([c;d],C) tel que pour tout f € L*([a;b],C, pour tout L*([c;d|,C, on a
d

b
(Af.g) = / / K () f(y)dy | 9@,
b

d

://Ka:y )dyda:

L’utilisation de Fubini est justifiée par I'intégrabilité sur ([c;d] X [a;b]) de la fonction

F(z,y) = K(z,y)f(y)g(z).

D’on, 'opérateur adjoint A* de A est défini pour tout g € L*([c;d],C) par
Vs € [a; 0], /K (t,s)g

Théoréme 1.2.5([3])Si H est un espace de Hilbert et A € B(H), alors T est compact si
et seulement si A* est compact.

Théoréme 1.2.6([17]) Soit H un espace de Hilbert et A € K(E, H). Alors, il existe une
suite (A,), de L(E, H) d’'opérateur de rang fini, qui converge vers A dans L(E, H).
Définition 1.2.7 (Opérateur auto-adjoint)([17]) Soit A € L(H). On dit que A est un
opérateur auto-adjoint si A = A*. On dit aussi symétrique si K = R et hermitien si K = C.
Exemples

1. L’opérateur identité sur un espace de Hilbert est auto-adjoint.
2. Les opérateurs linéaires sur C"* donnés par des matrices hermitiennes (a;;), 1 <1i,j < n,
c’est-a-dire que

a;; =a;; sont auto — adjoints.

Définition 1.2.8(Opérateur de Hilbert-Schmidt)([17]) Soit H un espace de Hilbert

séparable, et soit (), une base hilbertienne de H. un opérateur linéaire A : H — H est

16



1.Les opérateurs compacts

un opérateur de Hilbert- Schmidt (ou simplement HS)si

[oe)
S llAn? < oo
k=1

Le réel

[Allrs = (Z ||Al‘k||2> :
k=1

est appelé la norme de Hilbert-Schmidt de A.
Voici un exemple sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Exemple. Soient f € L*(,C) (Q C R") et K(.,.) € L*(Q x Q,C). Alors, I'opérateur

f— Af(z /th

est un opérateur de Hilbert-Schmidt

Remarque 1.2.1 Tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur € L*(, C)se représenté de maniére
unique a l'aide d’une fonction K(.,.) € L*(Q x ,C).

Théoréme 1.2.9([17]) Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Preuve

On va montrer que A est limité d’opérateurs de rang fini. Soit A un opérateur HS. on pose

r=>[lAz[* < oo
k=1
soit € > 0, alors, il existe N. € N (fini) tel que

D lAz|? <e
k>N
Soit F. = vect{zy, ..., xxn.} un sous-espace vectoriel de dimension finie. Soit F 'orthogonal de
F., alors, F' = vect{xy } x> n.. Soient P.(resp.P) la projection orthogonale de H sur F_ (resp.sur
F), alors,P. + P = 1,,.
On pose A, = AP. qui est un opérateurs de rang fini et A — A, = AP. Ou,
x st k>N,
ka _ k €
0 st k<N,

On introduit la norme de Hilbert-Shmidt, on trouve
1A= Adlfs = > AP,

= D lAnl®<e

k>N;

17



1.Les opérateurs compacts

Ou, |A—A.|| < ||[A— Acllus alors, I'opérateur A est limite d’une suite d’opérateurs de rang
fini. Il est donc compact d’apres la corollaire 1.1.31 0
Théoréme 1.2.10([17]) On considere un espace de Hilbert séparable H et un opérateur
A € K(H). Soit (e,) une base orthonormée de H. Alors, la suite (Ae,) tend vers 0
Preuve
On suppose que (Ae,,) ne tend pas vers 0. Sinon, on pourrait(pour un certain € > 0) extraire
de (e,) une sous-suite (eg(n)) telle que ||Aeyq)|| > € pour tout n. comme A est compact, on
peut extraire de (Aey,)) une sous-suite (notée (Aen)) convergente. Si on note x sa limite,

on a ||z|| = e. or, pour tout y € H, on a

(z,y) = nE{EOO(A@k(n),y),
= n1—1>I—Eloo<ek(n)7 A y>7
= 0.

La derniére inégalité découle du fait que pour tout vecteur z € H, la série Y |{e,, z)|*
n

converge (voir 4.4.6)1 alors, son terme général tend vers 0. En choisissant y = x, on obtient
x=(), ce qui est une contradiction.
Corallaire 1.2.11([8])Soit {K,} est un suite des opérateurs compacts sur un espace de

Hilbert H, tel que pour un opérateur K on a
lim ||K — K,| =0.
n—-+00

Alors K est compact.

1.2.2 Opérateur inverse

Définition 1.2.12([3]) Soit X est un espace linéaire normé. Un opérateur T' € B(X )est
dit inversible. s’il existe S € B(X) tel que ST =1=TS.
Notation
Soit X est un espace linéaire normé et soit T' € B(X) est inversible. L’élément S € B(X) tel
que ST = I =TS appelé I'inverse de T et est noté par T~ 1.
Lemme 1.2.13([3]) Si X est un espace linéaire normé et Ty, T sont des éléments inversibles
de B(X). Alors
a) Ty! est inversible avec (T ')™' = T1.

b) T\Ty est inversible avec (T\Ty)~' = T, ' T ",

1. Théoreéme 4.4.6 p.72 ([17])
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1.Les opérateurs compacts

Théoréme 1.2.14(Banach)([2])Soit X,Y deux espaces de Banach et soit l'opérateur

linéaire A définit de X dans Y, avec
ker(A) =X et Im(A) =Y

On suppose que A est continu et 'inverse A~! existe, alors A~! est continu.

Proposition 1.2.15([18]) Soient (X, ||.|x un espace vectoriel normé surK et T € L(E, X)
bijective. Alors, les propriété suivantes sont équivalentes :

1.T e L(X,E).

2. Il existe C' > 0 telle que, pour tout x € E, |Tz||x = C||z|| g

3. (X, ||-|lx) est un espace de Banach sur K.

Preuve

Pour la preuve voir ([18].p.8)

Proposition 1.2.16([18]) Soient (Y, ||.||y) un espace Banach sur K et T € L(E,Y). Alors,
les propriétés suivantes sont équivalentes

1.1l existe C' > 0 telle que, pour tout x € E, ||Tz||y = C||z|| s

2. T est injectif et Im(T) est fermé dans Y.

Preuve

Pour la preuve voir ([18].p.8)

Proposition 1.2.17([18]) Soient (Y, ||.||y un espace Banach sur K et T € L(E,Y"). Alors,
les propriété suivantes sont équivalentes

1.Im(T) = Yet il existe C' > 0 telle que, pour tout x € E, | Tz|ly > C||z|z.

2. T est inversible.

Preuve

Pour la preuve voir ([18].p.9))

Théoréme 1.2.18([1]) Les opérateurs compacts inversibles uniquement sur un espace
finite dimensionnel

Preuve

Pour opérateur compact A : X — Y avec l'inverse A~! est continu, la délimitation de A~!
donne une constante C telle que |A~11)| < C.|¢| pour tout ¢ € Y. L’inversibilité implique
que AX =Y, et || < C.|Agp| pour tout p € X.

Ainsi,I'image par A de la boule unitaire en X contient une boule ouverte en Y. compacité
implique que Y est de dimension finie, et I'inversibilité implique que X est de dimension
finie

Théoréme 1.2.19([17]) Un opérateur A € L(Hy, Hs) est inversible si et seulement si A*

est inversible et on a (A*)™! = (A71)*.
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Preuve

Pour la preuve voir en ([17].P.23)
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2.Théorie de Riesz des équations intégrales

Chpitre 11
Théorie de Riesz des équations
intégrales

2.1 E‘quations intégrales

Les équations intégrales ont un caractére fort différent des équations différentielles que
l'on rencontre dans la plus part des phénoménes physiques (par exemple de diffusion). La
principale source d’équations de ce type est I'étude du transfert d’énergie par radiation. A
la différence du transfert radiatif, les phénomeénes de radiation ne peuvent pas étre décrits
a l'aide d’équations mettant en jeu un simple champ scalaire. Les lois de conservations de-
viennent alors plus complexes et ne peuvent s’exprimer que sous formes d’intégrales étendues

a toutes la surface considérée.

2.1.1 Equation intégrale

Définition 2.1.1([15]) Toute équation fonctionnelle

Ao(x) + f(z) = /K(m,t,gp)dt, r € FE.

est appelée équation intégrale (EI) ou u est I'inconnue,f est une fonction donnée et A € R

ou C, E est un ensemble fermé borné et mesurable d’un espace euclidien, K est le noyau.

2.2 Classification des équations intégrale

La classification des équations intégrales porte sur beaucoup de caractéristiques de base,
ce sont :
(A)- Linéarité ou non, (B)- Limite de I'intégration, (C)- Le placement de la fonction incon-

nue.

2.2.1 Equations intégrales linéaires

Définition 2.2.1([2])

1- On appelle équation intégrale de Fredholm (EIF) de seconde espéce, une équation de la
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2.Théorie de Riesz des équations intégrales

forme ,
mm—x/xuxwmﬁ:fu» (3)

2- On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce, une équation de la forme

/\/K(x,t)go(t)dt ~ (@), (4)

Définition 2.2.2([2])
1- On appelle équation intégrale de Volterra (EIV) de seconde espéce, une équation de la

forme
M@—A/K@meﬁ=f@) (5)

2- On appelle équation intégrale de Volterra de premiere espéce une équation de la forme
3 [ K et = 1(z). (©

Remarque 2.2.1([2])
L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de I’équation intégrale de Fredholm,

il suffit de prendre le noyau K(x,t) =0 pourt > z.

2.2.2 Equations intégrales non-linéaires

Définition 2.2.3([2])
1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm (EINF) de deuxiéme espéce une

équation de la forme
b
o) = A [ Kot p(0)idt = fla). 7)

2- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm de premiére espéce, une équation

de la forme ,
5/Kmuﬂmﬁ=fm» ®)

Définition 2.2.4([2])
1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Volterra (EINV) de deuxiéme espéce, une

équation de la forme

wm—A/K@uwmﬁ:ﬂm. (9)
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2- On appelle équation intégrale de Volterra de premiere espece, une équation de la forme

/\/K(x,tgo(t))dt — f(@). (10)

Remarque 2.2.2

(a) Si f(x) # 0, dans les équations (3), (5), (7) et (9) sont dites non homogénes.
(b) Si f(z) = 0, dans les équations (3), (5), (7) et (9) sont dites homogénes.
Définition 2.2.5([2])

1- On appelle équation intégrale de Uryson une équation de la forme

o(x) — )\/F(x,t,go(t))dt =g(x), teq.

ou F' et g sont des fonctions arbitraires.

2- On appelle équation intégrale de Hammerstein, une équation de la forme
o) =\ [ K@ (o)t = g(o). e 0.
Q

Remarque 2.2.3

L’équation de Hammerstein est un cas particulier de I’équation de Uryson.

2.2.3 Equations intégrales singulieres et faiblement singulieres

Définition 2.2.6([2])

1- Considérons I’équation intégrale suivante
o) = [ B0yt = g(o) (1)
Q

On dit que (11) est singuliére si R(x,t) admet une singularité ou le domaine ) n’est pas
borné.

2- On consideére I'équation intégrale de deuxieme espéce suivante

o) = [ K(w 0600t = (o) (12)
Q
ot K(x,t) est singulier ou faiblement singulier, en générale K (z,t), est donné par

K(x.t) lr—t|7, 0<a<l,
x,t) =
log |z — |
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Alors

(a) Le cas ou K(z,t) = |z —t|7%, 0 < a <1 d’équations (12) est de Abel.
(b) Le cas K(x,t) = log |x — t| s’appelle singularité logarithmique.
Définition 2.2.7([2])

On appelle équation intégrale de Carleman, une équation de la forme

a(x)i,/ﬂdt—i—i/ﬂga(t)dt.

¥/ t—=x ¥ t—x
-1 —1

ol a, b et  sont des fonctions continues.
Remarque 2.2.4

L’équation de Carleman admet une singularité de type de Cauchy.

2.3 Existence et unicité des solutions des (EIF's)

2.3.1 Série Neumann

Pour les équation d’opérateurs du seconde espéce

p—Ap=Ff

l'existence et I'unicité d’une solution peuvent étre établies par la série NeumannBERN-
HARD Neumann est un mathématicien allemand,1909-2002, c’est-a-dire || A|| < 1

Théoréme 2.3.1([13]) Soit A : X — X est un opérateur linéaire borné sur un espace
de Banach X avec ||A|| <1 et soit [ : X — X désigne 'opérateur d’identité. Alors I — A

admet un inverse borné sur X donné par la série de Neumann
o0
(1—A)" =3 4,
k=0

et satisfait

1
I-A7 < —.
10 =71 < 7=

tel que
A =T et A¥ = AA*! powr keN.

Résultat 2.3.2([12])
Sous les hypothéses du théoreme 2.3.1 pour tout f € X I'équation

(I=Ap=f
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admet une solution unique dans X telle que

p=I-A)"'feX.

Corollaire 2.3.3([2]) Soit A un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach, alors
l'opérateur

T =x9+ Nz
admet une solution unique donné par

xr = Z)\kAkaso, avec |A|||A]| < 1.

k=0

2.4 Théorie de Riesz

Nous allons maintenant présenter les résultats de la théorie de Riesz sur les opérateurs
compacts, qui dit essentiellement que ces opérateurs se comportent presque comme des
opérateurs de dimension finie, dans le sens ot les espaces spectraux sont de dimension finis.
Ceci signifie que lorsque I'on perturbe 'identité de I’espace X suivant un opérateur compact
A, on obtient un noyau de dimension finie et une image fermé. Pour montrer tout cela, on
étudie donc une perturbation du type T = I — A, avec A compact, ce qui permet I'étude sans
perte de généralité des espaces N(I — AA) et R(I — MA), puisque AA est encore compact.
Théoréme(Riesz)2.4.1([6],[11])

(i) Le noyau de l'opérateur T ;

ker(T) =N(T)={p e X : To =0}

est un sous-espace fermé et de dimension finie.

(ii) L’image de I'opérateur T ;
Im(T)=R(T)={Typ:pec X}

est un sous-espace linéaire fermé.

(iii) il existe un entier positif non nul r, appellé nombre de Riesz de l'opérateur A tel que

{0} =NT)SNITHS..SNT)=NT"") = ... (13)
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et

X=T"X)2T'(X)2..2T"(X)=T"(X)... (14)

D’autre part, on a la somme directe
X=NT")aeT(X)
C’est -a-dire, pour tout ¢ € X I € N(T7),30 € T"(X) tel que

p=1+0

Remarque 2.4.1([11])
e L'espace nul N(T™) de l'opérateur T™ pour tout n € N, est un fermé et sous-espace

dimensionnel fini. En effet, les opérateurs T" peuvent s’écrire a la forme
T"=(I—-A)"=1-A,,

ol A,, est un opérateur compact en tout que combinaison d’opérateurs compacts donnée par

n

Ay =) (-1 LA

i=1
e R(T™) est un sous-espace fermé.
Preuve([11])
i) En effet, on sait que le noyau N(T) d’un opérateur borné T est un sous-espace fermé de
X; puisque, pour toute suite (¢,) dans N(T) converge vers ¢ dans X ; on obtient ¢ dans
N(T). En réalité, en raison de la délimitation de T on a

Ty, =0= lim Ty, =0,

n—-4o00

ou encore

T( lim ¢,) =0=Tp=0.

n—-+00
Par conséquent, 'espace nul N(T) est fermé.

Par contre, toutes les fonctions ¢ € N(T') doivent satisfaire I'equation

Te=¢—Ap=0,

Ou encore
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Notant que,la restriction de I'opérateur A au sous-espace N(T) coincide avec l'opérateur
d’identité sur N(T). L'opérateur A est compact de X a X et aussi compacte de N(T) a
N(T), puisque N(T) est fermé. Evidemment, pour tout séquence bornée (¢,) dans X en
particulier dans N(T) la séquence (Ap,) ot Ap, = p, contient une sous-suite convergente
(@n(k)) O A@n) = @n) dans le fermé N(T).
Donc l'opérateur compact A représente I'identité opérateur sur le sous-espace N(T) est de
dimension finie.
ii) On sait que la rang R(T) d’un opérateur linéaire T est une sous-espace. Soit f un élément
de la fermeture T(X); alors il existe un séquence (f,) de 'ensemble T(X) telle que

lim f,=f.

n—-+o0o

En d’autre part, (f,) € T'(X) il existe une suite (¢,) € X telle que

T@n - fn;

avec la relation de convergence

lim Ty, = lirf =1
n—-+0oo

n——+0oo
e Premier cas , borné
Supposons que la suite (¢,) est borné, Alors, en raison de la compacité de I'opérateur A il
existe une sous-suite (Apy,x)) converge vers ¢. D’ou la convergence de la sous-suite (@)

a un élément ¢ dans X. On a

kggloo Pnk) = kggloo(TSO"(k) + Apnt);
= lim T lim A
Jim T + i g
= [+,

= pelX.

En raison de la délimitation de I'opérateur T et de la convergence des séquence (Tyy,) ;

on a
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Par conséquent

T(X)

f=TpeT(X)

e Deuxieéme cas (p,,) illimité

Supposons que la suite (@,) n’est pas borné, alors nous obtenons
1. Si (p,) € N(T)

pour la suite (¢,) dans I'espace nul N(T) ;on a

Tspn:fn:(L

Te,=0 = lim Ty, =0,
n—-+00

— [f=0eT(X)=T(X),

Comme un sous-espace linéaire contient I’élément nul.
2. Sip, &€ N(T)

En prenant le sous-espace G de X couvert par (v,) et N(T) défini comme

G = span{y, + N(T)}.

Le sous-espace N(T)est fermé dans G. Par conséquent, il existe un élément 1, € G avec une

norme unitaire ||1,|| = 1 telle que
n = &all > 5, V&a € N(D),
avec la relation suivante
Up = appn +6,, a, €R, 0, € N(T)

Notant qu’il n’y a pas de sous-suite (a,)) de la suite (a,) converge a I’élément nul. Car,

si nous supposons qu'’il existe telle une sous-suite,disons

lim a4 =0,

k—-+oco
On obtient
i T = I (oo T o) + 1o, T
= 1 lim T lim 76
Jm o Jim Towo +, m T,
= 0f+0=0.
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En d’autre part, il existe une sous-suite (1n(;)) de la sous-suite (Vny) de la suite bornée
(¢n,) telle que (Apy(j)) converge vers un élément 1 de X. Ceci implique la convergence de

la sous-suite (1 ;)) vers le méme élément 1) de X ; car, nous avons

I = lim T lim A
Jm gy = lm Ty + lm A,
= .

il est clair que, Tv = 0. Par conséquent ¢ € N(T'). contradiction avec la relation

1
ln = &all > 5, V& € N(T).

1

On peut donc conclure que a, " est bornée. Ot

-1 -1
a, Vn = pn+a, O,

Alors, on obtient

. —1 o

Jm T = m oo+ B Ta6,)
- n1—1>I—|I—100T80n+0
= f.

La séquence (a;'1,) est borné comme le produit de deux séquences bornées (a, ') et
(1y,). Par conséquent il existe une sous-suite (a;(lk)zﬁn(k)) telle que (A(a;(lk,)wn(k))) converge
vers un élément a=11) de X. Ceci implique la convergence de sous-suite (ar_l(lk)wn(k)) au meme

élément a= ) de X, car, nous avons

lim an(k Uny = hm T( k)wnk))-i- hm Aa k)wnk))

k—+o0
= a_11/1 e X.

L’opérateur T est continu, alors on écrit

e~ 7 )

= T(a'v),
= feT(X)=T(X)

Par conséquent, la résultat
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iii) ® Premiérement, nous prouvons que

{0} =NT)SNITHS..SNIT)=NT"") = ...

En effet, I'inclusion des ensembles est évidente, car on a

peN(T") = T"¢ =0,

donc
T(T"p) =T =0=p e N(T").

Par conséquent, I'inclusion d’ensembles
N(T™) € N(T"), pour tout n € N. (15)

Supposons qu’il n’y ait pas d’entier r € N, tel que la séquence N(T") est stationnaire,
c’est-a-dire
N(T™)# N(T"), ¥Ym,n €N, avec m <n.

En d’autre part, nous écrivons

{0} Cc N(T)C...C N(T™) C N(T"™") C ... Cc N(T" ") Cc N(T") C ...

En particulier, prendre N(T" 1) # N(T"), la relation N(T"') € N(T™) c’est entre un
sous-espace fermé donne nous d’un élément ¢, de N(T"), avec norme unitaire ||p,| = 1,
tel que

lon — @n_1|l > %, pour tout p,_1 € N(T™1).

Généralement, pour toute suite (¢,) € N(T™) et pour tout m,n tel que m < n, nous avons

la relation suivante

Ay — Apnll = (I =T)pn(l = T)pmll,
= |90n_T90n_90m+T90m||7
1
= ’@n_ (T§0n+90m_T§0m)" > 5 (16)
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Car, les éléments de la suite (p,, — Tm + Tp,) appartiennent au sous-espace N(T"1).En
effet, du fait de la relation N(T™) C N(T" ') C N(T™), ¢a arrive

Om € N(T™) = @, € N(T"™Y) et @, € N(T"),

ou encore

om € N(T™) = T"0p =0, T" ', =0 et T"¢p, = 0.
Notant que, pour ¢, € N(T"), On a

T" N om = Tpm + Ton) = T" ' om — T P + T = 0.
Par conséquent

(Pm — Tipm + Tep,) € N(T"7H).

La suite (y,,) est bornée, donc en vertu de la compacité de 'opérateur A, on peut extraire

une sous-suite convergente de la suite (Ay,). Contradiction avec la relation (16). D’ou
N(T™ Y = N(T™).
il reste a démontrer maintenant la relation
N(T™) = N(T™).
En effet, pour p € N(T") on a
pe NI =T o =T"(Ty) =0,
il donne
Tp € N(T") = N(T"),
Cela signifie

Toe NT") = T YTy)=T"¢ =0,
= pe N((T"),

et donc

N(T") c N(T™)
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il existe donc un entier non négatif r € N, tel que

{0} Cc N(T)C N(T*) C ... C N(T") = N(T"™") = N(T""?) = ...,

ou r est donné par
r=min{p € N; tel queN(T?) = N(T*™)}.

e deuxiémement, nous démontrons que

X=T"X)2T'(X)2..2T"(X)=T"(X)...

En effet, I'inclusion des ensembles est évidente, car on a
Y € R(T™) = Jp € X telque ¢ = Ty
= T(Typ)
= T"p; € R(T"),

donc
Y=T""p =9 =T¢.

Par conséquent, I'inclusion d’ensembles
R(T™") c R(T™) (17)

Supposons qu’il n’y ait pas d’entier ¢ € N, tel que la suite R(T") est stationnaire,
c’est-a-dire
R(T™) # R(T"), VYm,n € N, avec n <m.

D’autre part, on a
L CRT"C..CRIT"™)CRT"YC..CR(T)CX

En particulier, nous prenons R(T" ') # R(T™), la relation R(T"™') C R(T™) entre un sous-
espace fermé implique 'existence d’un élément 1,, de R(T"), avec norme unitaire ||1),| = 1,

tel que

1
”wn - ¢n+1H > 57 anﬂ c R(Tn+1)
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Généralement, pour tout suite (¢,) € R(T™) et pour tout m , n tel que n < m, nous avons

la relation suivante

[Athn — Apa| = [|(T = T)thp — (I = T)ma,
= ’|Iwn_Twn_[wm+Tme7
1

Puisque, les suites ({, — T, +T1,) appartenir a sous-espace N ("1).En effet, en raison
de la relation
R(T™Y ¢ R(T™) c R(T™™) c R(T™),

et donc
Yy € R(T™) = 1p € R(T™),

aussi, nous avons

Ty, € R(T™) = T4, € R(T"™).
En notant que, pour v, € R(T™), on a
Yn € R(T") = T, € R(T"),
Par conséquent
(Y — Ttpp, + Tb,) € R(T™H).

La suite (1) est bornée, donc en vecteur de la compacité du opérateur A ; on peut
extraire une sous-suite convergente de la suite (Ay,).Contradiction avec la relation (18).
D’ou

R(T™YY = R(T™).

il reste & démontrer maintenant la relation
R(Tn+2) — R(Tn—H)

En effet, la premiére inclusion R(T™2) C R(T™"') est toujours vraie apres (17), pour le

second, on obtient
'l/) c R(Tn+1> = w — TnJrlgO,
= T(IT"y),
= T(Tn+1901)’
— Tn+2<p1 c R(Tn+2),
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Alors
R(Tn-i-l) C R(Tn-i-Q) )

Donc, il existe un entier non négatif r € N, tel que
=RT"=RT™)=R(T")C..CR(T*) CR(T)C X
ou r est donné par

r=min{q € N; tel que R(T?) = R(T"")}

Pour démontrer la somme directe X = N(T") & R(T")

Pour tout élément 1) € X, on a
YpeEX=TYeRT)=..=R(T").
Cette relation implique ’existence d’une fonction ¢, tel que
T =T"p=T"( —Tp) =0,

et donc
vV—To=0€ N(T").

Alors, on a
v=0+T"p, avec (T") et T"p € R(T").

pour tout élément 1 € N(T") N R(T"), on a
e R(T) et p € N(T"),

cette relation donne nous 1"y = 0 et I’existence d’une fonction ¢, tel que 1) =T"p, et donc
Y =T"p= T =0=T"p. Alors,

w € N(T*) = .= N(T").

Par conséquent, on a
v="T"¢p=0.

Proposition 2.4.2([7]) Soit A € K(X). Alors
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(a). NU—-A)={0} <= R(I-A)=X.

(b). dimN(I — A) = dimN (I — A*).

(c). R(I — A) = NI — At et R(I - A*)=N(I— A)

Remarque 2.4.2

La propriété (a) est familiére en dimension finie, si dimX < oo, un opérateur linéaire de F
dans li-méme est injectif si et seulement s’il est surjectif. Par contre en dimension infinie un
opérateur borné peut étre injectif sans “étre surjectif et inversement. Par exemple le shift?
a droite (resp.a gauche) dans I?. La conclusion (a) exprime donc une propriété remarquable

des opérateurs de la forme [ — A avec A € K(X).

2.4.1 Application aux équations de Fredholm du seconde espece

Théoréme 2.4.3([13])Soit A : X — X un opérateur linéaire compact sur un espéce
normé X.
Alors I — A est injectif si et seulement s’il est surjectif.
En autre part, si I — A est injectif(donc bijectif).
Alors l'opérateur inverse (I — A)™' : X — X est borné, c’est-a-dire que I - A est un
isomorphisme.
Preuve
D’apres le premier résultat du théoreme de Riesz (i). I'injectivité de I - A <= r = 0,

Puisque, si T =1 - A est injectif, alors
VeoeX ou To=0=Tp=T(0)=p=0,
donc KerT = {0} c’est-a-dire N(T') = N(T°). Par conséquent r=0.
Sir = 0en (ii) c’est-a~-dire N(T') = {0}, alors Y1, ¢ € X ou
Tor=Tpy = Tp1 —Typs =0,

= T(p1—2) =0,

= 1~ 2 =0,

= $1= P2
D’apres le résultat de Riesz (iii), surjectivité T=1- A <= r=0
Puisque, si T est surjectif, Alors

Ve Xou dpeX, To=1,

1. L’opérateur shift en anglais, opérateur de décalage en frangais S défini sur I2(N, R) par S(zg,x1,...) =

(0,9, 21, ...) est borné et on a ||S]| = 1.
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donc 1) € R(T), par conséquent X= R(T), on obtient r = 0. Par conséquent, 'injectivité de
I - A et la surjectivité de I - A sont équivalentes

Il reste a montrer que T—! est borné si T = I — A est injectif. Suppose que T~' n’est pas

borné. Alors, il existe une suite (f,) dans X avec || f.|| = 1 telle que ||T~1f,|| = n pour tout
n € N. Soient X
Jn T fa
On = T et ¢Yp =0, n €N

17 fr 17 f

Alors
gn —, =0 et g =1 YneN.
n——+o0o

Comme A est compact, on peut choisir un sous suite (@n)) telle que Apypy —, ¢ €

k——+o0
X.Alors, comme @, —Ap,, = g,, on remarque que @,y —, ¢, et ¢ € N(T'). Par conséquent

k—+o00

w =0, et il a contredit avec ||p|| =1, Vn eN.

Remarque 2.4.3

Si B :Y — Z est un opérateur linéaire borné envoie un espace de Banach Y bijectivement
sur un espace de Banach Z, puis par le théoreme de cartographie ouverte de Banach 1.1.14
I'inverse opérateur B~ : Z — Y est borné. Pour la théorie de Riesz, nous n’avons pas
besoin d’utiliser ceci résultent profondément de I’analyse fonctionnelle et nécessitent pas
l'exhaustivité de X.

On peut réecrire les théoremes et (iii) en terme de (i) solvabilité d’un opérateur équation
du deuxieme type comme suit

Corollaire 2.4.4([13]) Soit A : X — X un opérateur linéaire compact sur un espace

normé X si I’équation homogene
p—Ap=0 (19)
admet uniquement la solution triviale ¢ = 0,alors pour toute f € X, I’équation in-homogéne

p—Ap=f (20)

admet une solution unique ¢ € X, dépendante de f
si I’équation homogéne (19) admet une solution non triviale, alors elle admet un nombre
fini m € N de solutions linéairement indépendants 1, ..., p,, et I’équation non homogene

(20)ou bien,elle n’admet aucune solution ou bien, sa solution générale est de la forme

p=1v+ ZakSOk
k=1
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ou aq,...,apsont arbitrairement des nombres complexes et 1 la solution particuliere de
I’équation non homogeéne.

Remarque 2.4.4 L’importance principale de la théoréme de Riesz pour les opérateurs
compacts réside dans le fait qu’il réduit le probleme de I'établissement de ’existence d’une
solution a 2.4.4 au probléeme généralement beaucoup plus simple de montrer que n’a
que la solution triviale p = 0

Il appartient au lecteur de formuler le théoréme 2.4.3 et son corollaire 2.4.4 pour 'intégrale
équations du second type a noyaux continu ou faiblement singuliers.

Corollaire 2.4.5([13]) Théoréme 2.4.3 et son corollaire 2.4.4 restent valables lorsquel I -
A est remplacée par S - A, ou S : X — Y est un opérateur linéaire borné qui a borné
innverse S™' ;Y — X, c’est-a-dire S : X — Y est un isomorphisme, et A: X — Y est
un opérateur linéaire compact d’un espace normé X dans un espace normé Y.

PreuveCela découle immédiatement de fait que nous pouvons transformer I’éqquation

Sp—Ap=f

sous la forme équivalente
p— St Ap =571,

ot ST'A: X — Xest compact par le théoréme 1.1.21(AB compact).

2.4.2 Théorie spéctrale pour les opérateurs compacts

Nous continuons en formulant les résultats de la théorie de Riesz en termes de spectres
une analyse.
Définition 2.4.6([13]) Soit A : X — X un opérateur linéaire borné. un nombre complexe
A est appelé valeur propre de A s’il existe un élément o € X, ¢ # 0, tel que Ap = \p.
L’élément ¢ appelé un élément propre de A.
Un nombre complexe \ est appelé une valeur régulicres de A si (Al — A)™!: X — X existe
et est borné.
L’ensemble de toutes les valeurs régulieres de A est appelé 'ensemble résolvant p(A) et
R(A, A) = (M — A)™! est appelé la résolvante de A. Le complément de p(A) dans C est
appelé le spectre o(A) et

r(A) = sup |AL
A€o (A)
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est appelé le rayon spectrale de A.
Notations ([18]) Soit A un opérateur linéaire, on peut décomposer le spectre de A de la
facon suivante :

e Le spectre ponctuel o,(A) tel que

op(A) = {X € C; I — A est non inversible} = Ensemble des valeurs propres =V P(A).

A € 0,(A) &= N(M — A) # {0}

e Le spectre continu o.(A) tel que

o.(A) = {/\ € C; M — A est inversible; Im(N — A) # X} :

e Le spectre résiduel o,.(A) tel que

o-(A) = {)\ € C; M\ — A est inversible; Im(M — A) = X et (\[ —A)™' ¢ E(X)} :

Définition 2.4.7([7]) Soit A € L(X).

L’ensemble résolvant est
p(A) ={X e R; (A — A) est bijectif de X sur X}.

Le spectre o(A) est complémentaire de I'ensemble résolvant , o(A) = R\ p(A).

On dit que X est valeur propre, et on note A € VP(A) si
N(M — A) #0,

N (M — A) est I'espace propre associé a \.
11 est important de retenir que si A € p(A) alors (\[ — A)™! € L(X).
Remarque 2.4.5

C=p(A)Uc(A)

o(A) = 0,(A) Uo.(4)

Remarque 2.4.6 1 est clair que VP(A) C 0(A). En général I'inclusion est stricte. Il peut

exister A tel que
N —A)=0, et RAI—A)# X
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(un tel \ appartient au spectre mais n’est pas valeur propre). Par exemple prenons dans
X =12 Au = (0,uy, uy,...) ot u = (uy,us,...) (ie. A est le shift a droite). Alors 0 € o(A) et
0¢g VP(A).

Remarque 2.4.7 Si X est de dimension finie, [ — A est inversible si et seulement si Ker(\ —
A) = {0}.En particulier, on en déduit VP(A) = o(A). La situation est plus délicate en
dimension infinie comme le montre I’exemple ci dessous.

Exemple Soit X = C([0;1],K) et A est un opérateur défini par
erX,Aﬂ@:i/ﬂwﬁ,Vxemﬂ}
0

Alors, on a Ker(A — A) = {0} et Im(Al — A) = {g € C'([0;1];K), ¢(0) =0}. En parti-
culier, T' est injectif donc 0 ¢ V P(A) mais non surjectif donc 0 € o(A).
Lemme 2.4.8([17]) Soit A € L(X) un opérateur auto-adjoint compact. Alors,

[A[] = max |A], A € 0,,(A)

Proposition 2.4.9([17]) Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors on a

1.0,(A) CR

2.\ € 0,(A) si et seulement si Im(\ — A) # H.

351 A, € 0,(A), N # p alors, ker(A — A) L ker(ul — A) , c’est-a-dire les sous-espaces
propres de A sont orthogonaux deux a deux.

Théoréme 2.4.10([13]) Soit A : X — X un opérateur linéaire compact sur un espace
normé X de dimension infinie. Alors A\ = 0 appartient au spectre (A) et o(A) \ {0} se
compose au plus d’un ensemble dénombrable de valeurs propres sans point d’accumulation
sauf, éventuellement, A\ = 0.

Corollaire 2.4.11 (Alternative de Fredholm)([18]) Soient A € K(X) et A€ C, X #
0. On considere I’équation de Fredholm : pour y € X trouver x € X tel que

e —Ax =y (21)

alors deux cas sont possibles :
1. Soit, pour tout y € X, il existe un unique x € X solution de (21)

2. Soit, I'équation homogene \x — Ax = 0 admet une solution, x # 0

Dans le second cas, I'équation (21) admet un solution (non unique) si et seulement si
y € Im(\I — A).
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Théoréme 2.4.12 (Alternative de Fredholm)([20])

Supposons que A = A* soit compact. Pour f € H donné, soit I'équation

(I =)= f

admet un solution unique (A\™! € o(A)) et dans ce cas p = (I — NA)"'f ou \™' € 0(A) et
cette équation a une solution si et seulement si f € R(I — AA) c’est-a-dire g L N(I — A).
Dans ce cas la solution générale de ’équation est de la forme ¢ = py + u, ol py est une
solution particuliere et uw € N(I — MA) (u est la solution générale du équation homogene
correspondante) et l'ensemble de toutes les solutions est une dimension finie sous-espace
affine de H.
Exemple : Soit H = L*([0;1],R). On considére I'opérateur de multiplication A: H — H
défini par

Af(t)=1tf(t), te]0;1].

Alors, on a 0(A) = [0;1]. De plus, l'opérateur A n’a pas de valeurs propres.
En effet, soient A € R, f € H,t € [0;1], on a (M — A)f(t) = (A—1t)f(t). On distingue deux
cas

1
Si A € [0;1] alors, la fonction t — 3

" est bornée, et 'opérateur(\ — A)~* défini par

(= A)g(t) = (), g€ H.

est un opérateur borné.

si A € [0;1] alors, la fonction t —

n’est pas dans H, car il y a la singularité non
intégrable en t = \. Il résulte que ([?A_) n’est pas inversible et tous les A sont des points
singuliers. D’ou, on déduit que o(A) = [0;1].

On suppose maintenant que \ soit une valeur propre de A et f le vecteur propre associé
dans H. Alors, on a

(A?t)f(t) =0,t € [0;1].

I1 s’en suit que 7 0 dans H. D’ou, A n’a pas de valeurs propres et o,(A) = 0.
Corollaire 2.4.13([3])
Si A # 0 et un equation

(M — A)z =0,

admet un solution unique x = 0 Alors \I — A est inversible, et I’equation

M —-Azx=f
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admet uniquement solution x = (A — A)~'f pour tout f € H, cette solution dépend en
continu a la f.
Preuve.

Pour la preuve voir([3].p.178)
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Résumé

Le but de cette mémoire est de mettre en évidence le role de la théorie de Riesz dans la
démonstration de I'existence et I'unité de la solution aux équations intégrales et en particulier

a I’équation de Fredholm de seconde espece.

p— Ay = f.
Abstract

The aim of this works is to highlight the role of Riesz theory in proving the existence and
uniqueness of the solution to the integral equations and in particular the Fredholm equation

of the second type.



