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Notations

e Tous les espaces dans ce mémoire sont définis sur R".

alel g

1...0%n 3, eSt

[e.@]
e Pour « € N" a = (a,...,qy,) on pose |a| = E ; la dérivée partielle 5
i=1

notée 9° f, f® ou D*f.

e Sif:R™ — C est une fonction, alors le support de f est supp f = {x € R* : f (x) # 0}.

o fxg= / f(x—vy)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.
R

e Soient A; et Ay deux espace, on dit que A; — A, s'il existe C' > 0, telle que:

14, < Cllla,

o I}

e (R™) est Pespace des fonction mesurables, intégrables sur tout compact de R™.

e D(R") = C§° (R™) est I'espace des fonctions C*° (R") & support compact, D' (R™) est
le dual de D (R™), appelé espace des distributions sur R".

e S(R™) est l'espace des fonctions C* (R™) a décroissance rapide sur R” muni de la

norme

Iflls = sup sup (1+ =)™ |0°f], VfeSR).

2€R™ || <M

Le dual &' (R™) est 'espace des distributions tempérées.
e Siz € R, [z] est sa partie entiere.

e Pour m € N, C7"(R") est 'espace des fonctions de classe C™(R") dont toutes les

dérivées sont bornées et

e = D 10" fllue

laf<m

e Pour s € RT \ N, C* (R") est I'espace de Holder des fonction f € CI¥l (R) telle que :

0°f (x) = 0°f (y)]
cowny = I fll o) gy sup s
(R™) Gy (R™) |C;S] TFY |.%’ — ?Jl i

< +00.

1.f]
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e [1] est l'espace de Bessel telle que :

= |77 ) O @] ek fes®), 1<p <o),

o W)™ (R") est 'espace de Sobolev telle que:

W;n:{fES/(Rn)3aaf€pr la] <m} (meN, 1<p<o)
e Pour f € L; (R™) sa transformée Fourier est

FFE) =10 = / e f (2) da

R?’L
et sa transformée de Fourier inverse est

FU©) =T =@n" / e f (2) de

Rn

e L, est 'espace des fonctions mesurables f telle que

3 =

£l = /|f P da

o /, est 'espace des suites (z,,), telles que

[l = (Dw)q

v
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Introduction

Plusieurs auteurs comme T.Runst et W.Sickel [7], J.Franke [5] et D. Drihem et M. Moussai
[3, Section2] ont étudiés la multiplication ponctuelle dans les espaces de Sobolev H*, Holder

C®, Besov B?

50 Lriebel-Lizorkin F7 et autres. Ceci a une grande utilit¢ dans le domaine

des équations aux dérivée partielles.
Dans ce mémoire, nous allons étudier la multiplication ponctuelle dans les espaces de
Besov et les espaces de Triebel-Lizorkin, on a déterminer les conditions nécessaires et suff-

isantes sur les parametres (s, so,s1), (p,po,P1), (4,qo,q1) pour que 'inclusion du type
50,490 $1,491 S,4q $,4 — 5,4 5,4 — 5,q
At APt — AP avec Ap? = By ou Ap? = F

soit vérifiées. Cela fait suite au travail de D. Drihem et M. Moussai [4, Section2].

Notre activité est organisée en trois chapitres:
e [’objectif de premier chapitre est de donner les concepts et outils de base, en utilisant:

1-Série de Littlewood-Paley. 2-Espace de Besov, Lizorkin-Triebel. 3-Quelques propo-

sitions et lemme .

e Dans le deuxiéme chapitre est basé sur I’étude de la multiplication ponctuelle du type
F.B — F dans l'espace de Besov et ’espace de Lizorkin-Triebel pour r < p% et que
vous avez besoin de concepts de base de chapitre précédente et aussi des définitions et

des inégalités maximales

e Dans ce dernier chapitre on va déterminer les conditions nécessaires et suffisantes
sur les parameétres (s, p1, ps,q) pour que 'inclusion du type F - (BN L) — F soit

vérifiées.



Chapitre 1

préliminaires sur les espace de Besov

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions essentielles utiliser par la suite a savoir

particulier les espaces de Besov, Lizorkin-Triebel., quelques propriétés principales.

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley
Soient v €S(R™) telle que:

L. suppy C {£ € R*: 271 < [¢] < 2},

2. v(&) >0 pour 27 < [¢] < 2,

3. ) v(27%¢) =1, v¢ e R"\ {0}

keEL
On pose p (§) =1 — Z ol (2"“5), on obtient une fonction ¢ € C*° (R"), telle que:

suppp C{€€R": [£] <2} et 0<p<1.

Alors, V€ € R™, on a
+27 27k¢) = 1. (1.1.1)

La relation (1.1.1) est appelé la partition de 1'unité .



1.1. Série de Littlewood-Paley

A cette décomposition on associe une suite d’opérateurs de convolutions

Q;:S'(R") — C™(R")

et
Ay : 8" (R") — C* (R™)
telle que
Qi) (@) = (F ' (e(27))*f) (x) (1.1.2)
= 2 [Fl@E-y) Iy (=12
et

(Apf) () = (F (v (27%) = f) (2) (1.1.3)

= 2’“”/f‘lv 2 (x—v) fy)dy (k=0,1,..)

Avec la notation Ag = (). alors

Qif () =9 (279)F(&) (pour j>1) et Af(€) =7 (27") F(€) (pour k > 0).

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 277¢, alors

o0

p (27 + ) (27 =1

k=j-+1

En multipliant par fon obtient
e[+ Y @) f=T. (1.1.4)
k=j+1
En appliquant ’application F~1 sur (1.1.4), on obtient

Qif + > Mf=f (VjeN). (1.1.5)

k=j+1

Pour 57 = 0, on trouve

~

e F+> vt F=7
k=1



1.1. Série de Littlewood-Paley

ie.
Qof + ZAkf =/, (1.1.6)
k=1
alors -
=Y At (1.1.7)
k=0

On remplacant f dans (1.1.5), on obtient

Q;f + Z Akf:ZAkf+ Z Apf.
k=0

k=j+1 k=j+1

Donc :
j
Qif =) Aif.
k=0
La relation (1.1.7) est la décomposition de f du type de Littlewood-Paley.

Remarque 1.1.1 @, et Ay sont des application linéaire i.e.

L Ap(f+Ag) = Ax (f) + Mg (9) -
2. Q; (f+Xg) =Q; (f)+2Q;(g).

Proposition 1.1.1 Par ['inégalité de Young pour la convolution, il vient que les suites

d’opérateurs (Q)) 5o €t (A;);5, sont bornées uniformément dans L (L,) pour 1 <p < +o0.

Preuve. On a
(Aif) () = (F 7 (v (27)) # f) ()
comme v € C§°, sa transformation de Fourier inverse appartient & S (R") et donc a Ly, le

résulta est donc une conséquence de 1'inégalité de Young:

187 @), = |F =1,
< ||lF 4, 111,
< G 1l



1.1. Série de Littlewood-Paley

1.1.2 Décomposition du produit f - g

Soient f et g deux fonctions dans S’ (R").On définit le produit f - g par :

frg=lim (Q;f)-(Qi9).
lorsque la limite existe dans S’ (R").

(Voir [7, Section4.2]) , alors en combinant (1.1.5) et (1.1.7) on trouve

frg = Y A (Qj9+ > Aw),
=0

k=j+1
o) 00 k—1
= > AfQig+ > Mg (Z Ajf) ,
Jj=0 k=1 j=0

donc

Frg= Y DNifQig+ Y Ag.Qiaf, (1.1.8)
=0 h=1

ot supp F (A;f.Qj9) C{{ € R [¢] < 2/},
On a aussi
feg =D A(fg)
k=0

o0

= Z Ay, Ajf Z Aw)
k=0 =0 =0

Calculons maintenant F (A (A; f.Arg))

F(Ar (A .009) (6) = v (27%) [F (A f-Le9)] (€)
= 7 (277) (F (A f) % F (Awg)) (€)

— o (2e) / F (A f) (6 — 1) F (Deg) () dy

R”

= /v 27y (277 (=) v (27) F(f) (=) F (9) (n) dn.

]Rn



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Donc, il ya trois cas ou le support de F (A (A;f.Ayg)) n’est pas vide :

(<k+1 et k—2<j<k+4
j<k+1 et k—2<0<k+4,
bj>k et [{—Fkl <L

Alors .
Dp(f-9) =D Ar(Aif-809) = (Duary + Diga) + Diga) (F - 9). (1.1.9)
avec o
Apay(frg) = A (Zkf-Qk+1g> ;
Awey (f-9) = ik Qk+1f'5k9> ) (1.1.10)
Aps) (f-9) = DA (Af49),
j=k
telle que
Ay = % A; et Ap= % A;.
j=k—2 j=k—1

1.2 Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

1.2.1 Espace de Besov

Définition 1.2.1 (L’espace (; (L,)) Soient s € R et 0 < p,q < oo, {f;}  C & et
supp]?j C{EeR": £ <27}, alors

i (i (zjs Hfij)q> E < 0. (1.2.1)

[, = 1253,

‘ég

Définition 1.2.2 Soient s € R et, 0 < p,q < co. L’espace de Besov noté B, (R") est
Uensemble de f € S' (R™) telle que (275 HAijp) €l,

jEN

Q=

/]

_ <Z(2jSHAJ~pr)q> si q# .
Big ~

Jj=0
supjso (27118, /1,)  si g =oo.

Exemple 1.2.1 (5 est une mesure de Dirac, vp (%) la valeur principale de %)



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

p.q

1. f(zr)=6€ B} sz’s<n<%—1>.

2. f(z)=wp (L) e Bs sis<%—1.

p.q

Proposition 1.2.1 Soient s € R et, 0 < p,q < o telle que :
1. B; (R") est un espace quasi-Banach (Banach si min (p,q) > 1).
2. B3, (R") = C*(R") si s € R\ N, (C* est I'espace de Holder).
Preuve. Voir [7] =

Proposition 1.2.2 Soient sg,s1,s € R, 0 < po, p, p1, 0, 91,9 < 00 telle que :

S0 81 1
L. B, < By, st so> si1.

2. B — B? si qo < q1.

Ppsq0 p,q1

50 51 i _n_g _n
3. B o Bor S S0 oo = 51— 5o et 0<po<p <o0.

Preuve. Voir [7] =

1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel
Définition 1.2.3 (L’espace L, (¢3)) Soient s € R, 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0, {fj}jeN C
S et suppfj C{EeR": ¢ <27}, alors

Lot (gj (27 |fj‘)q> 1 <o (1.2.2)

p

H{fj}jEN ‘LP(Z(S]) - H{2J8fj}jeN
Définition 1.2.4 Soient s € R et, 0 < p < 00 et 0 < q < 00, l'espace de Lizorkin-Triebel
noté est I (R") lensemble de f € S'(R") telle que

) (Z@MM) Si g # oo
Foa

320

/]

P
Hsupj202js|Ajf|Hp s q = 00.

Proposition 1.2.3 Soient s € R et 0 < q < o0, telle que :



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

L. F;, (R™) est un espace quasi Banach (espace de Banach si min (p,q) > 1)
2. F% (R") = L,(R") si 1<p< oc.
3. [y (R") =W (R") si 1<p<oo,meN.
4. Fyo (R") = Hy (R") si 1<p<oo.
5 F; (R") =B (R")sil<p< oo
Preuve. Voir ([5]) m
Proposition 1.2.4 Soient sg,s1,s €ER et 0 < qo,q1,q9 < 00, 0 < po,p1,p < 00 telle que :

50 s1 ;
1. Fp,qo — Fp,q1 S1  Sg > S1.

2. F? — F¥ st qo < q1.

p,q0 p,q1

S0 S1 1 _n — A
3. qu0 — th,h si 50— 5o = 81— o et 0 < py < pp < o0.

Preuve. Voir [7] m

1.2.3 La multiplication dans une algébre

Définition 1.2.5 On dit qu’un espace vectoriel E est une algébre si il existe une constante

c >0, telle que
If-glle <Clfllg-lgle .V (f9) € EXE

Théoréme 1.2.1 Soient s € R et 0 < g < o0
1. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p < oo
(i) B, , est une algebre,
(4) By, = Loo,
(111) s> Jous="2et 0<g<1

2. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p < oo



1.3. Inégalités de base

(i) F;, est une algebre,
(i) FJ, = Loo
(111) s> 2 ous="2et 0<g<1
Remarque 1.2.1 Dans le cas s =0, on a
L. Fzgq'Fzg),q Z Fz?,q‘
2. Bz(v),q ' Bg,q 7‘@ Bg,q'
Preuve. pour la preuve du théoréme 1.2.1 et la remarque 1.2.1 voir [5] =
Lemme 1.2.1 [7]
1. Soient se R, 0 <p < ooet<qg< oo alors

Bi, — F:, — B, sig <min(p,q),q >max(p,q).

2. Soient 0 <py <p<p; <o0.et sg— & =5—

2 — 5 — 2 alors
Po p P1

s s s .
Bpoaw = Fpg = Bplg 510 <q <p<q < o0

3. Soient0<p<p1§ooets—%:sl—pﬁl,alors

s S1
—
vaq B

P1,9

1.3 Inégalités de base

Théoréme 1.3.1 (Riesz-Thorin) Soient (X, u), (Y,9) deux espaces mesurés et,

1 < po,p1,9,q01 < +00, avec pg # p1, Qo 7 q1-On suppose que T est un opérateur linéaire
qui envoi Ly, (X, ) dans Ly, (Y, 0) et L,, (X, ) dans Ly, (Y, V) tel que, pour toute fonction
simple f :

1T (Nllgy < Moll
1T (Nlly, < M1, -

Ne}



1.3. Inégalités de base

Alors T' renvoie (Ly,, Ly, )y = Ly dans (Lgy, Lg, )y = Lq tels que

1 —
= 9+i,(0<9<1)
do Q1

1 1-46
+

g 1
p Do plyq

de plus
1T (Hll, < My~ MY | f]],-

Preuve. Voir [1] =
Théoréme 1.3.2 (Inégalité de Holder) .

Soient f € L, (R™) et g € L, (R") avec 1 < p,q < oo, alors f-g € L, et

1 1 1
1 -all, < I£1L - gl (; L —) .

q r

Théoréme 1.3.3 (Inégalité de Minskovski) .
pour tout 1 < p < q < oo, et X un élément dans €, ({,), alors

1 XM, 6,y < 11X e e, -
Théoréme 1.3.4 (Inégalité de Young) .

Soient 1 < p,q,7 < +oo telle que 1+ 1 =
geL,(R"),ona fxge L, (R") et

.+ 5 Alors pour toute f € L, (R") et

L gll, < {171, lall, -

Preuve. On fixe g € L, (R") et on considére 'opérateur
T,: L, — L,
o= Ty f=1Fxyg
On a
7,5 (@)= [ 9Ge=9) @)y,

telle que
DT, Ly — Lo avee |Tyfll < lall, 1], et 1< g < oo

10



1.3. Inégalités de base

Car
Tof (@) < | lg(z—y)f(y)ldy.

R
D’apres I'inégalité de Holder on a
1

s @ < ([ ate-nra) ([ rora)
< g )l I )l

A

Alors
1T f o < llgll, I1£1l, puis que [lg (- —y)ll, = llgll,

2) Ty : Ly — Ly avec [Ty fll, < lgll, /1],

Car
1Ty f (@), = L/Tgf(:c)qd:c]
= sup Tof (x) h(x)dx
hq/<1
Avec

| nr@n@a) = | [ [o@-fwnea

Il <1 bl <18
< /\f(y)\ / 19 (x — )| |h (2)] ddy
R™ Rl <1

< / F @l ¢ =)l 1Al dy

puis que g (- — v)l], = gl et 4], < 1, alors
1Ty fll, < lgll, 11l -
On a

T, : Li(R") = L, (R")

T, : Ly (R") — L (R")

11



1.3. Inégalités de base

Par le théoréme du Riesz alors

n n —6 0
Ty: Ly(R") — L, (R"), avec |T,fl, =IIf*gll. <llgl,”" lgllg II£1,

et

1 1—-6 01 1—60 6 6 1 1 0 1 1 1

car—=——+—,-=——+-=—alors—=(1-0)(1—=)+f=-———+1=-—=+1.
D q L'r oo q q P

| ]

Lemme 1.3.1 Soient 0 < b < 1 et 0 < g < 0o. Pour toute suite réele a termes positifs

k o)
{e; }jeN dans €, (N), les suites {Z bk_jaj} et {Z bj_ksj} appartiennent o ¢, (N).
keN j=k

5=0
De plus, il existe une constante ¢ = ¢ (a,q) > 0 telle que

k 0
{Z bk—jgj} n {Z bj—kgj} < c|[{ex}, ENH&I' (1.3.1)
j=0 keN|lg, j=k keN|lg,

keN

La valeur existe de ¢ est : (ﬁ) )

Preuve. Pour 1 < ¢ < oo, on a

k o k k=) (k=) 1 1
Zb’ﬂsj:Zb i gib 7 ou-+—-=1
=0 =0 ¢ 1

Par I'inégalité de Holder, on trouve

Donc pour tout N € N on a

£5e) < (8)

k=0 \j=0

IA
Yol
L=

<
N——

LS
<
fngL
um.a
N———

Donc

k
{zb} <oyl
J=0 keN|lg,

12



1.3. Inégalités de base

Pour 0 < ¢ < 1,ona

ce qui implique

Par conséquent

1 a7
=) e,

De méme pour {Z bj_ksj} ce qui prouve (1.3.1). =
J=k keN

Lemme 1.3.2 Soient xz,y,z € R, alors pour tout N > 0, on a
(I+lz—y) ™ <A+ z—a)) ™ A +]e—y)"
Proposition 1.3.1

Soient 0 < p < oco. Soient {f;}, .y C &' (R") une suite de fonctions telle que le support
de ]/‘\’] est dans la boule {£ € R" : |¢| < ¢27}. Alors

n@l<2? ([ ar2le-a) iora) . peso.

Preuve. Soit ¢ € S tel que p = 1 sur le support de fj

Donc
fi=e(27)f
On applique la Transformation de Fourier inverse on obtient :

i (@) = 2" |F o (2)« f|  VzeR"

1) le cas 1 < p < 00,0n peut majorer la fonction |f; (x)| par

w [1F (27 (x —y)) |fi ()]
2Im d
/<1+2j T—y) ¥ A2y

Rn

13



1.3. Inégalités de base

par l'inégalité de Holder on trouve

9in Z( e, e (27 (@ =)l

142 |z —y)™? 1+ 2 |z =y

[fi (@) < dy

=

p/

ino—j% ’fj (?J)|p N -1
s 272 /(1+2j|x—y|)N”dy H<1+H) T

n

donc )
()P !
Halsan | LUy,
(1427 |z —y|)™"
le cas 0 < p < 1.0n pose
N |fi (2)]
7 (z) = su :
i) = )

Comme F~ 14 € S, alors il existe une constante ¢ > 0, telle que :
|f’1w(2j(z—y))‘ gc(1+2j|z—y|)_N VN >0,Vz,y € R"

et par suite
5 [ D)= o)1 )l dy
Rn

d’aprés le lemme 1.3.2

(1 + 27 |z—y|)_N < (1+2j |2 —x|)N (1 + 27 |z —y|)_N,

1f1(2)]

Alors on peut majorer . ~ comme suite
(142 [2—a])

/1 (2)]
(1427 |z — x|

wo< @[ (2l sl
= e [ 2o al) VI @1 WP

Prenons le sup de les cotés sur z € R™ on obtient :

/i (2)]
zeRn (1427 |2 — x|

<@ [ 2l 1 WP

14



1.3. Inégalités de base

Donc
FY@ < @ [ 2oy g Wl Wl dy
< e [ (@r2lo=o) U)W Ple o) I G dy
< (V@) e [ a2 - )1 W d

ce qui donne
* p in j -N
(£ @) < e / (142 |z —ol) "1 W) dy,

mais

donc le résultat. m

Lemme 1.3.3
Soient 0 < p < 0o, y > 0. Pour toute suite {fj}jeN C §'(R™) N Ly, telle que

Supp]?;- - {f eR": [¢ < ij},

alors

1A fill, < 297021 £, - (1.3.2)
Avec k < j < o0 et Q:max<0,%—n>,aveccdépendden,pety
Preuve. On a

Auf; (@) = |F 7y (27%) * f]
_ /2’”‘]—"_17 25 (z—v)) f(y)dy

n

< 2 [ 1P (@ - p)|If )y

Rn

< ch"/n (1425 — o)) If; ()] dy.

Si 1 < p < oo, en appliquant 'inégalité de Holder, on a

l=

w2 ([ ae2ly-) "IpeEre) . o

15



1.3. Inégalités de base

Donc

|Arfi(z)] < 2’“”“5‘/” (1425 z—y) " (/ (1+2j|y—z|)_Lp|fj(z)|pdz) dy

gkt </ (/ (1425 e—z) " (14+2 [y—2) (z)\pdz)p dy)

On sait que 1—1) < 1, par I'inégalité de Minskovski, la derniére formule est majorée par

o=

-
IS

28 ([ ([ a2 s @) az)
- 2kn+j£< 1 (P (1428 e —2)) " (/ (1+2j|y—2\)Ldy)de)p

On pose 2/ |y — z| = h = dy = 277"dh, alors

n

/ (1+27 |y — z|)_L dy = 2_j”/ (14 h) " dh=c27"
On a

[Auf; ()] < 25 ( 15 ()P (1428 |z —2) " dZ)

]:R'IL
Donc

1A, < g (/ (( Rn|fj (2)7 (1+ 2" \x—z\)diz)p)pdx)

clzkn+j(%*"> (/ |f] (Z)|P (1 + 2k |ZE _ Z|)_N dzdx)
nJRn

< @ D)5,

o=

IN

n
Lemme 1.3.4 Soient 0 < p <1 et y > 0, pour toute suite {f;} C L,, telle que

supp f; C {€ € R™: [¢] <27},

alors

<c (1.12)

Z i
=0

Avec o = % —n, avec ¢ dépend de n, p et y

{ZJ@fj}jeN ’Lp(eoo) .
B o

Preuve. Voir [6,lemma3] m
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Chapitre 2

La multiplication ponctuelle du type

F.B — F

Dans ce chapitre nous étudions la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov et les

espaces de Lizorkin-Triebel, et on a donner quelque définitions et quelque propositions.

2.1 Rappel

Définition 2.1.1 Soient Ag, Ay et Ay trois espace de Banach, On dit que Ag.A; — Asy si
pour toute fonction f appartient a Ay et g appartient a Ay on a f.g appartient a Ay de plus

il existe ¢ > 0 telle que
1.9y < 1 F11ay llglla, -

Nous rappelons la définition de la fonction mazimale :

Définition 2.1.2 A toute fonction localement intégrable f sur R™, on associe sa fonction

maximale définie par

r>0

1
Mf(x)= SUPW / |f (y)l dy,
B(z,r)

ot B (x,r) est la boule ouverte de centre x et de rayon .

17



2.1. Rappel

Proposition 2.1.1

Soient 1 < p < oo et , Alors, il existe une constante ¢ = ¢ (n,p) > 0 telle que pour tout
g€ L,ona
[Mgll, < cllgll,-

Preuve. Voir par exemple [9]. ®
Proposition 2.1.2

Soient 0 < t,b < oo et f une fonction telle que suppj/”\C {£ € R™: [¢] < b}. Alors pour

tout x € R™, on a
1
3

sup M <c(M £ (x))

Preuve. Voir [8, Théoremel.31] =

Définition 2.1.3

Soient f € 8’ et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés aux Ay et (Q par :

*,a o |A/€f (ZE — y)| *,a _ |Qkf (JI B y)|
M@= T AW TR T ey

Remarque 2.1.1 Soient la fonction de Fefferman-Stein qui définit par

@i5) () = sup L0

., reR"etk=0,1,2,...
yERn 1+ (2% [y|) ( )

(1) Pour tout a > —"— on a
min(p,q)

12785 Fl 1, 0y~ 1]

s
Fpiq

(2) Pour tout a > 2, on a
p

H2ksAzyafHeq(Lp) < /]

El
BZJ;(I

Preuve. voir [10] et [11, Théoréme 2.3.2] =
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2.1. Rappel

Lemme 2.1.1

Soient 0 < p < oo et a > %. Il existe une constante ¢ > 0 telle que

HQ?GQHLP@O@) <c HQHFZ?,2 ) (1.14)

pour toute g € F,.
Preuve. La preuve de cette lemme n’est pas compliqué. Il suffit de prendre ¢t > 0 telle

que % < ¢ < p, la proposition 2.1.2 donne 'existence d’une constante c, indépendant de j,

telle que
% i n

Q79 (x) <Qj " g(x) <c((M]Qgl') (x)) (Vo € R")
Alors

sup Qg (z)|| < |lsupQ; g (x)

jeN L, jEN L,

1
< o (swariu o)
jEN L

= \R/<(§1€1§Mng(x)t>i>pdx %

n
1
t

sup M |Q,g (:v)]t
jEN

Lp
t
On applique la proposition 2.1.1, on obtient

1 1
t t

sup M |Q;g (#)|"|| < c2 ||sup|Qyg°
jeN Lo jeN Lo
t t
Alors
1
t
sup Qg (2)|| < c|sup|Q;gl’
JEN Ly jEN L%
= c|lsup Qul| =cllgllny_
JjeN Ly ’
< cllgllp, puisque (Fj,, < F, st <o)
n

19



2.2. Multiplication du type F.B — F

2.2 Multiplication du type F.B — F

Théoréme 2.2.1 [}/ Soient 0 < p,p1,p2 < 00, 0 < q,q2 < 00, —00 < § < 00, et r > 0 telle

que

—r + max (0, L. n) < s < min (ﬁ,r) , (2.2.1)
D1 P2 P1
et
1 1 1 1 1
- P (2.2.2)
p P p2 N 2 p2 N D2
Alors

Fy o Brw = Foy

p1,9 Pp2,q2

Preuve. Soient f € I} et g€ By, . D’apres la décomposition de f.g, on obtient

f9=>_ Mi(fg).
k=0

On calcule f.g en norme de F; et d’apres le lemme 1.3.4 on trouve

S
FP:(I

1f.9]

> Ay (£9) < c[{2*Ake (f-9)}H L,
k=0

Fpq
On estime respectivement Ayq) (f.9), Ax) (f-9) et Aks) (f.g) en norme de L, (ﬁ;)
(i) Estimation de Ayq) (f.9)

[Buey (F9) @] = |A (Quiag Buf ) (@)

= /2’“”7317 (2%y) (Qkﬂg.&f) (z —y)dy

< ¢ [ 17 29| 1@ung (o~ )l [Bef (o~ )| dy

Q19 ( —y)| ‘&f (- y))

’ L a1l k az —1 k |
- CR[ O+ ™) 0+ G 75 35) (14 2% [y)™) (14 (2 |y|)“2)dy
< ¢ (Qh9) (32’“2f)/(1+(2’“|y!)“1) (1+ (2" lw)™) |77y (2") | dy

Rn

< c(Qiio) (A7)
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2.2. Multiplication du type F.B — F

ot Q119 et ﬁzm f sont définie comme dans la remarque 2.1.1.

Alors
A ‘ < *,01 A*,az '
| Ak (f.9)] < C<§1€1§Qj g) ( ; f)

Donc

ka }Ak(l) (fg)| S c (Sup Q;,mg) (21435&;;,@2(]()
jEN
ce qui implique :

(Z (2" |Avq) (£-9)])°

1
q

)q <c(swajo) (Z <2’“&?”f)q)

keN keN
Alors
125 Awry (£-9)[, < ¢ <§1€1§ Qj’“lg) HT“KZ’”f . (2.2.3)
On prend la relation (2.2.3) en norme de L,, alors
125 Asy (£, e < €200 @59 Ay ol (2:2.4)

11,1 .
o T 3, nous appliquons dans la

D’aprés la relation (2.2.2), on pose § = p% — 5 alors & =
relation (2.2.4), nous trouve
25 Ay (f.g <c|lsupQi™g ‘ “2k53*’“2f‘ .
” (1)< )HLp(zq) en o L k Ly (6)

n

Choisissons a; > 7 et ag > W) d’apres le lemme 2.1.1 et la remarque 2.1.1 on a

(2.2.5)

k
125 Ascy 9l < Mol 1
Nous avons aussi + = + —Z = ¢y — 2 = () — 2 et g, < "~ = b, alors d’aprés le lemme
b D2 n P2 b oo T

1.2.1/(2), on a

B [N Flg2 i.e. ||g||Fl?,2 < HgHBzT)z,qz '

p2,92

Alors, la relation (2.2.5) devient

s .
FPLLI

||2kSAk(1) (f'g>HLp(gq) <c ||9||B;M2 /]
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2.2. Multiplication du type F.B — F

(i1) Estimation de Ay (f.9)

Soient o, 3, u et v telle que

max (0, L f) < = < min <i, 1 i) (2.2.6)

P1 n Uu b1 M”11 n
et
1 1 1 n n n n
_:__i__, U:S——+—, ﬁ:s———i—— (227)
v P2 U p v P u

D’apres le lemme 1.3.3 on a

A (F9)]], = HAk <Qk+1f-£kg>

< c HQkﬂfﬁw‘

v

)
v

en appliquant I'inégalité de Holder, <% = p% + %) , alors

|Are) (f-9)]l, < c|Arg , 1Qr+1fll,
2
N k41
= c|Bug|| [DoAif
P2 ||550 .
N k+1
< cflAvgl| D oIALIL -
P22
Donc .
+
27 || Ay (L9)|, < 2 || Brg ) > IA£, (2.2.8)
2]:0
ce qui implique :
1 1
P

(Z (zkoHAk(Q)<f.g>Hv)p> gc<z (w gkgHmZHAiju)) ,

keN

alors

k+1
278 F)lywy < 2 [Bug] D A1,
j=0

£p

2kT Akg

IA
o

k+1
(2‘“522% (27 I\Aiju))
D2 =0

£p
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2.2. Multiplication du type F.B — F

D’aprés le lemme 1.3.1 <puis que s < pﬂl =< ()) on a

12 8scn () < | (2B, ) @7 15370 (229)
‘
On pose + = %D — p%’ apres leur application dans la relation (2.2.9), nous trouvons
a2
28 ()l < 2 [ 1271050
p2 652 1
= . 2.2.1
ol Nfllsg,, (2210)

Alors nous avons aussi f =s— 2 + 2 = s— L =[5 — 2 alors d’aprés le lemme 1.2.1, on a
P1 u p1 u

s B
Ey = By (2.2.11)
avec qL > p% —r = qi > 41 5= G2 < @a, alors d’apres la proposition 1.2.2, on a
By, 0w B (2.2.12)
et
puis que 0 > s et v < py = €7 (Ly) — Ly, (£). (2.2.13)

Alors la relation (2.2.10) devient

12 Ay (F-0)l, ) < cllallsg, 1Ly

(iii)Estimation de A (f.9)
e Etudier le cas -+ + L <1
p1 b2

Soient o, 3, u et v telle que

1 1 11
maX(O——Z——T+S)<—<— (2.2.14)
Pt n P n u P

et la relation (2.2.7), comme p = max (0,2 —n) = 0 puis que 2 —n = (s +3)—n<

% + pﬂl —n < 0, alors d’aprés le lemme 1.3.3 on a

A (L), = || A (A189)
j=k Y
< ZHAk (A D),
j=k

=k
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2.2. Multiplication du type F.B — F

en appliquant 'inégalité de Holder (%} = piz + %) , alors

[Aks) (F)l, < e D 11Dl 1A,
=k

Donc

2 [|Aws) (Fo)l, < €2 D 1 Bygll,, 14511,
j=k

ce qui implique

! 0 P\ ¥
(Z 2 |2 (f-g)Hv)p) < (Z (2’“ IEVIR HAiju) ) ’
keN keN =k
alors
12 8k Py < 2 D0 1Bl 12511,
J=k £y
< cfj2ren ST g engien 1B59]],,, 12711,
=k 0
D’aprés le lemme 1.3.1 ((5+7) > 0) on a
1257 Akis) (F 0,y < |27 [R50, 1251, (22.15)
On pose + = }D - pi, la relation (2.2.15) devient la suivante
a2 1
28 Uy < el WBal | 1270000,
= Ygllsy 0z, (22.16)

Nous avons aussi les relations (2.2.11), (2.2.12) et (2.2.13). Donc la relation (2.2.16), devient

||2kSAk(3) (f‘g)HLp(Zq) sc Hg”BTT)z-,qz HfHF;lq

e Etudier le cas + + L > 1
p1 b2

Soient o, u et v telle que

11 11
max (0,1——,——5) <<, (2.2.17)
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2.2. Multiplication du type F.B — F

et
1 1 1
—=—+ -, o=85——+—
voop2 U p v
On a
1Ak (£, = |D_ Ak (A;149)
:k v
< Z”Ak ]gAf ‘

D’apres le lemme 1.3.3 on a
18us) (F-0)l, < €297 |[As9.8f]],.
j=k

avec p= " —n= -+ 2 —n, donc

(3
p2

2 || Ansy (£9)]|, < 2 3 20 G 1800, £,

j=k

D’apres I'inégalité de Hﬁlder(% = p% + %) ,on a

2% || Ak (f9)], < c2’“22(j_k)<£+%_"> 1259, 18,11,
=k

< QhEE) Z of (s +i—n) k(g +5-n) ||ngHp2 1A f1l,

< G G S i) G ) B g 1A,
2 u
j=k
< it *”)223'(%*3‘")2’(‘5‘5*)2 i(=557) 1859]],,, 12, £l
2 u
j=k

ok Z 9—in . 9i(r+o) ||ngHp2 1A; £,

=k

IN

olp=s—t+% et p=s+r——2L4+n>0,cequiimplique

ST

(5 e atoly) s (S (#5r v mal, 1an.) )

keN keN j=k
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2.2. Multiplication du type F.B — F

D’apres le lemme 1.3.1 (> 0) on a

2 8es (£ 0y < 2707 Bl N850, - (2.2.18)
P
On pose + = ]% — p%’ par Iapplication dans la relation (2.2.18), on trouve
q2
ko ir || A j
H2 Ap) (f'g)Hep(Lv) < o HAJ«QHW o, H2Jg HAjf”uHepl
= cllgll HfHB{—jpl' (2.2.19)
p2:92 ’

Nous avons aussi p = s — pﬂl +2=s5— pﬂl = o — 2, alors d’apres le lemme 1.2.1 on a

FPSLQ - BS,pl’

puisque o > s et v < p, alors on a
(L) = I ().

Donc, la relation (2.2.19) devient

H2k8Ak(3) (f.g)HLp(gq) <c ”9”352412 ||f|

s .
FPl;q
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Chapitre 3

La multiplication du type
F-(BNLx)— F.

Dans ce dernier chapitre on va déterminer les conditions nécessaires et suffisantes sur les

parameétres (s, p1, p2, q) pour que l'inclusion du type F' - (B N Ly, ) — F soit vérifiées.

Théoréme 3.0.2 [/] Soient s € R,0 < p1,p2 < 00, 0 < g < 00, tel que

n n n . n n
———i—max(O,——l———n) <s<m1n<—,—>,
D2 P11 P2 b1 P2

alors
Fe o (B;Z%oo N Loo) < P

p1,9 P1,9°

Preuve. (i) Estimation de Ay (f.9)

[Avy (f-9) (@) = | A (Qk“g'&f) (x>‘
~ | ) (@ Bs) )
- (2’“”]—"’17 (Qkx)) * <Qk+19-&cf> (m)‘

= |2 7)) (Qung Baf) (e ) dy

B
‘/Aka (v —y)’d
T+

IN

¢ NQugll [ (14 (2l |7 (24)

R

¢ Qugl (B7°F)

IN
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3. La multiplication du type F'- (BN Ly,) — F.

ol Aza f définie dans la remarque 2.1.1.
Puisque

1Qks19ll = [|[F 1o (270FD) x|

D’aprés I'inégalité de Young, on a
1Qk+19ll < [[F 7]l gl

alors
Buy (£9)] < el (B377)
Donc

2 [ Mgy (£.9)] < ellglle (28777 )

ce qui implique

(Z (2| Ax) (f.g)|)q> < elol (z (e f)q);

keN keN

donc

28k (F9)l, < el 27557

£y

ce qui donne par la norme de L,,

k ks A *,a
128y (19, ) < ¢ ll9le H2 AL
1

Choisissons a > m alors d’apres la remarque 2.1.1 on a

12 Ay (S0, ) < e lall 1]

s .
Fpl:q

(it)Estimation de Ay (f.9)

Soient o, 3, u et v telle que

et
_ + = o=85——+ —, B:S———l—— (301)

D’aprées le lemme 1.3.3 on a

Ak (F9)]], < e HQk-i—lf-zkg

v
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3. La multiplication du type F'- (BN Ly,) — F.

en appliquant 'inégalité de Holder (%} = piz + %), alors

1Ak (F9)|], < c|Ang . 1Qrr1fll.,

k+1

Z Af
=0

k+1

Nug|| S 1ass1,
2 =0

= Czkg

p2
u

IA
o

Donc
L k+1
2w (P9, 5 2 |Bag S s,
2]20
. k+1
< 0(2’%2 Arg )(2’“522% (277 HAiju)>
p2 =0
. k+1
< o (2% B ) (2922 @7 181
keN P2 =0
Alors

k+1
27 (| Axgey (£.9)]], < (HgI\B,:; ) (2’“5 S 2 (278 |!Ajf||u)>
P2, j:()

ce qui implique :

(Z (2 [| e (f-g)||v)“) " <eloll g (Z (2’“5 227 (@A ”J) )

keN P22\ keN §=0

alors
k41

2N " 278 (27| A £,
=0

b2
Bp2,oo

1257 Az (f-g)Hepl(Lv) sc (HQH 5 )

EPI

D’apres le lemme 1.3.1 <puis que s < pﬂl = < O) ,on a

u,p1

280 (£l 0y < Mol g 150z,

Nous avons aussi

07 (Ly) = Ly, () et FS < B?

p1,9 u,p1

Alors

12 Ave) (£ 1, 0y S llgll s 1F]

FS
Do 00 P1,9
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3. La multiplication du type F'- (BN Ly,) — F.

(iii) Estimation de Ays) (f.9)

e Etudier le cas + ++ <1
p1 p2

Soient o,u 3 et v telle que

( 1 1 1 1 S > 1 1
max (0, — — —, — — — — — < =< =
P pz p1 D2 n U 4!

et larelation (3.0.1), on a p = max (0, o n) = Opuisque §—n = 24+3—n < >+2—n <0,

alors d’apres le lemme 1.3.3

18k (Fol, < e 3 [185F-Agg]],

j=k
en appliquant 'inégalité de Holder (% = p% + %) , alors
1Ak (Lol < e X 1850l 12,71,
=k

Donc

2 || Aucay (1-9)|| <02kUZ”AJng2 12111,

ce qui implique

HQkUAk(3) (f'g)”em(Lv) sc

i) S o ()9 5) 1wyl 1,
j=k

o,
D’aprés le lemme 1.3.1 (8 + ;-) > 0) on a
12 8uis) (P9, oy < | (275 1Basll,,) @77 123510 |
I'inégalité de Holder donne
12 Akesy (9, 1y S cllall z 1F sz, (3.0.2)
p2,00

Et comme
621 (LU) - Lpl (68) et Flfl q - ngl

Alors, la relation (3.0.2) devient
2% Ak (£, ) S ellgll s |

P2°°
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3. La multiplication du type F'- (BN Ly,) — F.

e Etudier le cas - + L > 1
pP1 D2

Soient o, 3, u et v telle que

b2 D1 P2 U D1
et
1 1 1 n
v P2 u P v
D’apres le lemme 1.3.3 on a
[Aka (£, = ||D_ A% (A,£29)
j=k

v

< D l1a(a57:859)]l,
j=Fk

IN

¢y 20 ||A; £ Al

j=k

avec p="—n= - +2 —n, donc

b2
27 A (F)l, < 232G, By,
j=k
D’apres I'inégalité de Hélder(% = p% + %) ,on a
oko ||Ak(3) <f'9)Hv < cokm Z 2—ju21<%+9> Hngsz 12, £l
j=k

onpg=s— -+ et u=S+<T=ﬂ>—ﬂ—l+n:s—pﬂl+n>O

ce qui implique

1

<Z (27| Anea (f-9)||v)m> sc (Z <2k”22j”'2j<”g+9) 1339, ”Aﬂ'ﬂ'u) )

keN keN j=k

alors

125 Ans) (F9),, 1y < €

2y 2 (275 | By, ) (2712 11,)
i=k

Zpl

D’apres le lemme 1.3.1 (puis que x> 0) on a

128 (£ = | (25 1) 218,010

31



3. La multiplication du type F'- (BN Ly,) — F.

Par I'inégalité de Holder on trouve

1

12 Ay (-9l 0. < 500 (2% |35, ) (Z (27 12,£1,) )

7=0
Alors
125 Ansy (F-9)l,,, 1y < € otz 11ls,, (3.0.3)
2,00

Nous avons aussi p = s — pﬂl +2 =5 p% = ¢ — =, alors d’apres le lemme 1.2.1 on a

F — B¢

p1,9 u,p1”

et
by, (L) = Ly, (£3)

Alors la relation (3.0.3) devient

125 ks (F-9,,, 0,y < clldll

P2
q Bp2 co
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov
et les espaces de Triebel-Lizorkin, on a déterminer les conditions nécessaires et suffisantes

sur les parametres (s, so,$1), (p,Po,P1), (4,90, q1) pour que les deux inclusion

P14 Pp2,92 P1,q P1,9

nl
F3 Bl s FS et : (B;;,oo ﬂLoo) .

soit vérifiées.
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Chapitre 4

Bibliographie
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