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Notations

� Tous les espaces dans ce mémoire sont dé�nis sur Rn:

� Pour � 2 Nn � = (�1; : : : ; �n) on pose j�j =
1X
i=1

�i la dérivée partielle
@j�jf

@�1x1:::@�nxn
est

notée @�f , f (�) ou D�f:

� Si f : Rn ! C est une fonction, alors le support de f est supp f = fx 2 Rn : f (x) 6= 0g:

� f � g =
Z
Rn

f (x� y) g (y) dy est le produit du convolution des fonctions f et g:

� Soient A1 et A2 deux espace, on dit que A1 ,! A2 s�il existe C > 0; telle que:

k:kA2 � C k:kA1

� L1loc (Rn) est l�espace des fonction mesurables, intégrables sur tout compact de Rn:

� D (Rn) = C10 (Rn) est l�espace des fonctions C1 (Rn) à support compact, D0 (Rn) est
le dual de D (Rn) ; appelé espace des distributions sur Rn.

� S (Rn) est l�espace des fonctions C1 (Rn) à décroissance rapide sur Rn muni de la
norme

kfkS = sup
x2Rn

sup
j�j�M

(1 + jxj)M j@�f j ; 8f 2 S (Rn) :

Le dual S 0 (Rn) est l�espace des distributions tempérées.

� Si x 2 R, [x] est sa partie entière.

� Pour m 2 N, Cmb (Rn) est l�espace des fonctions de classe Cm(Rn) dont toutes les

dérivées sont bornées et

kfkCmb =
X
j�j�m

k@�fk1 :

� Pour s 2 R+ n N; Cs (Rn) est l�espace de Hölder des fonction f 2 C [s] (Rn) telle que :

kfkCs(Rn) := kfkC[s]b (Rn) +
X
j�j=[s]

sup
x 6=y

j@�f (x)� @�f (y)j
jx� yjs�[s]

< +1:
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� Hs
p est l�espace de Bessel telle que :

kfkHs
p
=



F�1 �1 + j�j2�s=2 bf (�) (x)




p
(s 2 R; f 2 S 0 (Rn) ; 1 < p <1) :

� Wm
p (Rn) est l�espace de Sobolev telle que:

Wm
p = ff 2 S 0 (Rn) : @�f 2 Lp; j�j � mg (m 2 N; 1 < p <1)

� Pour f 2 L1 (Rn) sa transformée Fourier est

Ff (�) =[f (�) =
Z
Rn

e�ix��f (x) dx

et sa transformée de Fourier inverse est

F�1f (�) =[f (�) = (2�)�n
Z
Rn

eix��f (x) dx:

� Lp est l�espace des fonctions mesurables f telle que

kfkLp =

0@Z
Rn

jf (x)jp dx

1A 1
p

:

� `q est l�espace des suites (xn)n telles que

k(xn)k`q =
 1X
n=0

jxnjq
! 1

q

:
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Introduction

Plusieurs auteurs comme T.Runst et W.Sickel [7], J.Franke [5] et D. Drihem et M. Moussai

[3; Section2] ont étudiés la multiplication ponctuelle dans les espaces de Sobolev Hs, Hölder

Cs, Besov Bs
p;q, Triebel-Lizorkin F

s
p;q et autres. Ceci a une grande utilité dans le domaine

des équations aux dérivée partielles.

Dans ce mémoire, nous allons étudier la multiplication ponctuelle dans les espaces de

Besov et les espaces de Triebel-Lizorkin, on a déterminer les conditions nécessaires et su¤-

isantes sur les paramètres (s; s0; s1) ; (p; p0; p1) ; (q; q0; q1) pour que l�inclusion du type

As0;q0p0
� As1;q1p1

,! As;qp avec As;qp � Bs;q
p ou As;qp � F s;qp

soit véri�ées. Cela fait suite au travail de D. Drihem et M. Moussai [4; Section2].

Notre activité est organisée en trois chapitres:

� L�objectif de premier chapitre est de donner les concepts et outils de base, en utilisant:

1-Série de Littlewood-Paley. 2-Espace de Besov, Lizorkin-Triebel. 3-Quelques propo-

sitions et lemme .

� Dans le deuxième chapitre est basé sur l�étude de la multiplication ponctuelle du type
F:B ,! F dans l�espace de Besov et l�espace de Lizorkin-Triebel pour r < n

p2
et que

vous avez besoin de concepts de base de chapitre précédente et aussi des dé�nitions et

des inégalités maximales

� Dans ce dernier chapitre on va déterminer les conditions nécessaires et su¢ santes
sur les paramètres (s; p1; p2; q) pour que l�inclusion du type F � (B \ L1) ,! F soit

véri�ées.
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Chapitre 1

préliminaires sur les espace de Besov

Dans ce chapitre nous rappelons les dé�nitions essentielles utiliser par la suite à savoir

particulier les espaces de Besov, Lizorkin-Triebel., quelques propriétés principales.

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Soient 
 2S(Rn) telle que:

1. supp 
 � f� 2 Rn : 2�1 � j�j � 2g ;

2. 
 (�) > 0 pour 2�1 < j�j < 2;

3.
X
k2Z



�
2�k�

�
= 1; 8� 2 Rnn f0g :

On pose ' (�) = 1�
+1X
k=1



�
2�k�

�
, on obtient une fonction ' 2 C1 (Rn), telle que:

supp' � f� 2 Rn : j�j � 2g et 0 � ' � 1:

Alors, 8� 2 Rn, on a

' (�) +

+1X
k=1



�
2�k�

�
= 1: (1.1.1)

La relation (1:1:1) est appelé la partition de l�unité .
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1.1. Série de Littlewood-Paley

A cette décomposition on associe une suite d�opérateurs de convolutions

Qj : S 0 (Rn)! C1 (Rn)

et

�k : S 0 (Rn)! C1 (Rn)

telle que

(Qjf) (x) =
�
F�1 �' �2�j:�� � f� (x) (1.1.2)

= 2jn
Z
Rn

F�1'
�
2j (x� y)

�
f (y) dy (j = 1; 2; : : :)

et

(�kf) (x) =
�
F�1 �
 �2�k:�� � f� (x) (1.1.3)

= 2kn
Z
Rn

F�1

�
2k (x� y)

�
f (y) dy (k = 0; 1; : : :)

Avec la notation �0 = Q0: alors

\Qjf (�) = '
�
2�j:

� bf (�) (pour j � 1) et \�kf (�) = 

�
2�k:

� bf (�) (pour k � 0):
Ecrivons la relation (1:1:1) au point 2�j�; alors

'
�
2�j�

�
+

1X
k=j+1



�
2�k�

�
= 1:

En multipliant par bf on obtient
'
�
2�j�

� bf + 1X
k=j+1



�
2�k�

� bf = bf: (1.1.4)

En appliquant l�application F�1 sur (1:1:4), on obtient

Qjf +
1X

k=j+1

�kf = f; (8j 2 N) : (1.1.5)

Pour j = 0, on trouve

' (�) bf + 1X
k=1



�
2�k�

� bf = bf;
3



1.1. Série de Littlewood-Paley

i.e.

Q0f +

1X
k=1

�kf = f; (1.1.6)

alors

f =

1X
k=0

�kf: (1.1.7)

On remplaçant f dans (1:1:5), on obtient

Qjf +
1X

k=j+1

�kf =

jX
k=0

�kf +
1X

k=j+1

�kf:

Donc

Qjf =

jX
k=0

�kf:

La relation (1:1:7) est la décomposition de f du type de Littlewood-Paley.

Remarque 1.1.1 Qj et �k sont des application linéaire i.e.

1. �k (f + �g) = �k (f) + ��k (g) :

2. Qj (f + �g) = Qj (f) + �Qj (g) :

Proposition 1.1.1 Par l�inégalité de Young pour la convolution, il vient que les suites

d�opérateurs (Qj)j�0 et (�j)j�0 sont bornées uniformément dans L (Lp) pour 1 � p � +1:

Preuve. On a

(�jf) (x) =
�
F�1 �
 �2�j:�� � f� (x)

comme 
 2 C10 , sa transformation de Fourier inverse appartient à S (Rn) et donc à L1, le
résulta est donc une conséquence de l�inégalité de Young:

k�jf (x)kLp =


F�1
 � f




p

�


F�1





1
kfkp

� C
 kfkp :
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1.1. Série de Littlewood-Paley

1.1.2 Décomposition du produit f � g

Soient f et g deux fonctions dans S 0 (Rn) :On dé�nit le produit f � g par :

f � g = lim
j!1

(Qjf) : (Qjg) ;

lorsque la limite existe dans S 0 (Rn) :
(Voir [7; Section4:2]) ; alors en combinant (1:1:5) et (1:1:7) on trouve

f � g =
1X
j=0

�jf

 
Qjg +

1X
k=j+1

�kg

!
;

=

1X
j=0

�jf:Qjg +

1X
k=1

�kg

 
k�1X
j=0

�jf

!
;

donc

f � g =
1X
j=0

�jf:Qjg +
1X
k=1

�kg:Qk�1f; (1.1.8)

où suppF (�jf:Qjg) � f� 2 Rn : j�j < c2jg :
On a aussi

f � g =
1X
k=0

�k (f � g)

=
1X
k=0

�k

 1X
j=0

�jf
1X
`=0

�`g

!

=
1X
k=0

1X
j=0

1X
`=0

�k(�jf:�`g):

Calculons maintenant F (�k (�jf:�`g))

F (�k (�jf:�`g)) (�) = 

�
2�k�

�
[F (�jf:�`g)] (�)

= 

�
2�k�

�
(F (�jf) � F (�`g)) (�)

= 

�
2�k�

� Z
Rn

F (�jf) (� � �)F (�`g) (�) d�

=

Z
Rn



�
2�k�

�


�
2�j (� � �)

�


�
2�`�

�
F (f) (� � �)F (g) (�) d�:
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1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Donc, il ya trois cas où le support de F (�k (�jf:�`g)) n�est pas vide :

` � k + 1 et k � 2 � j � k + 4;

j � k + 1 et k � 2 � ` � k + 4;

`; j � k et j`� kj < 1:

Alors

�k (f � g) =
1X
j;`=0

�k (�jf:�`g) =
�
�k(1) +�k(2) +�k(3)

�
(f � g) ; (1.1.9)

avec
�k(1) (f � g) = �k

�e�kf:Qk+1g
�
;

�k(2) (f � g) = �k

�
Qk+1f:e�kg

�
;

�k(3) (f � g) =
1X
j=k

�k

�
�jf:�jg

�
;

(1.1.10)

telle que e�k =
k+4X
j=k�2

�j et �k =
k+1X
j=k�1

�j:

1.2 Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

1.2.1 Espace de Besov

Dé�nition 1.2.1 (L�espace `sq (Lp)) Soient s 2 R et 0 < p; q � 1; ffjg
j2N

� S 0 et
supp bfj � f� 2 Rn : j�j < c2jg ; alors




ffjgj2N



`sq(Lp)

=



�2jsfj	

j2N





`q(Lp)

=

 1X
j=0

�
2js kfjkp

�q! 1
q

<1: (1.2.1)

Dé�nition 1.2.2 Soient s 2 R et, 0 < p; q � 1. L�espace de Besov noté Bs
p;q (Rn) est

l�ensemble de f 2 S 0 (Rn) telle que
�
2js k�jfkp

�
j2N

2 `q

kfkBsp;q =

8>>><>>>:
 X
j�0
(2js k�jfkp)q

! 1
q

si q 6=1:

supj�0

�
2js k�jfkp

�
si q =1:

Exemple 1.2.1
�
� est une mesure de Dirac, vp

�
1
x

�
la valeur principale de 1

x

�
6



1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

1. f (x) = � 2 Bs
p;q si s < n

�
1
p
� 1
�
:

2. f (x) = vp
�
1
x

�
2 Bs

p;q si s <
1
p
� 1:

Proposition 1.2.1 Soient s 2 R et, 0 < p; q � 1 telle que :

1. Bs
p;q(Rn) est un espace quasi-Banach (Banach si min (p; q) � 1).

2. Bs
1;1(Rn) = Cs(Rn) si s 2 R+ n N; (Cs est l�espace de Hölder) :

Preuve. Voir [7]

Proposition 1.2.2 Soient s0; s1; s 2 R, 0 < p0; p; p1; q0; q1; q � 1 telle que :

1. Bs0
p;q0

,! Bs1
p;q1

si s0 > s1:

2. Bs
p;q0

,! Bs
p;q1

si q0 � q1:

3. Bs0
p0;q0

,! Bs1
p1;q1

si s0 � n
p0
= s1 � n

p1
et 0 < p0 < p1 � 1.

Preuve. Voir [7]

1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel

Dé�nition 1.2.3 (L�espace Lp
�
`sq
�
) Soient s 2 R, 0 < p < 1; 0 < q � 1; ffjg

j2N
�

S 0 et supp bfj � f� 2 Rn : j�j < c2jg ; alors




ffjgj2N



Lp(`sq)

=



�2jsfj	

j2N





Lp(`q)

=








 1X
j=0

�
2js jfjj

�q! 1
q








p

<1: (1.2.2)

Dé�nition 1.2.4 Soient s 2 R et, 0 < p < 1 et 0 < q � 1, l�espace de Lizorkin-Triebel
noté est F sp;q (Rn) l�ensemble de f 2 S 0 (Rn) telle que

kfkF sp;q =

8>>><>>>:







 X
j�0

(2js j�jf j)q
! 1

q








p

si q 6=1:



supj�0 2js j�jf j



p

si q =1:

Proposition 1.2.3 Soient s 2 R et 0 < q � 1, telle que :
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1.2. Espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

1. F sp;q (Rn) est un espace quasi Banach (espace de Banach si min (p; q) � 1)

2. F 0p;2 (Rn) = Lp (Rn) si 1 < p <1:

3. Fmp;2 (Rn) =Wm
p (Rn) si 1 < p <1; m 2 N�:

4. F sp;2 (Rn) = Hs
p (Rn) si 1 < p <1:

5. F sp;p(Rn) = Bs
p;p(Rn) si 1 � p <1:

Preuve. Voir ([5])

Proposition 1.2.4 Soient s0; s1; s 2 R et 0 < q0; q1; q � 1; 0 < p0; p1; p <1 telle que :

1. F s0p;q0 ,! F s1p;q1 si s0 > s1:

2. F sp;q0 ,! F sp;q1 si q0 � q1:

3. F s0p0;q0 ,! F s1p1;q1 si s0 � n
p0
= s1 � n

p1
et 0 < p0 < p1 <1:

Preuve. Voir [7]

1.2.3 La multiplication dans une algèbre

Dé�nition 1.2.5 On dit qu�un espace vectoriel E est une algèbre si il existe une constante

c > 0; telle que

kf � gkE � C kfkE � kgkE ;8 (f; g) 2 E � E

Théorème 1.2.1 Soient s 2 R et 0 < q � 1

1. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p � 1

(i) Bs
p;q est une algèbre,

(ii) Bs
p;q ,! L1;

(iii) s > n
p
ou s = n

p
et 0 < q � 1:

2. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes telle que 0 < p <1

8



1.3. Inégalités de base

(i) F sp;q est une algèbre,

(ii) F sp;q ,! L1

(iii) s > n
p
ou s = n

p
et 0 < q � 1:

Remarque 1.2.1 Dans le cas s = 0, on a

1. F 0p;q � F 0p;q * F 0p;q:

2. B0
p;q �B0

p;q * B0
p;q:

Preuve. pour la preuve du théorème 1.2.1 et la remarque 1.2.1 voir [5]

Lemme 1.2.1 [7]

1. Soient s 2 R; 0 < p <1 et 0 < q � 1 alors

Bs
p;q0

,! F sp;q ,! Bs
p;q1

si q0 � min (p; q) ; q1 � max (p; q) :

2. Soient 0 < p0 < p < p1 � 1: et s0 � n
p0
= s� n

p
= s1 � n

p1
alors

Bs0
p0;q0

,! F sp;q ,! Bs1
p1;q1

si 0 < q0 � p � q1 � 1:

3. Soient 0 < p < p1 � 1 et s� n
p
= s1 � n

p1
, alors

F sp;q ,! Bs1
p1;q

1.3 Inégalités de base

Théorème 1.3.1 (Riesz-Thorin) Soient (X;�), (Y; #) deux espaces mesurés et,

1 � p0; p1; q0; q1 � +1; avec p0 6= p1, q0 6= q1:On suppose que T est un opérateur linéaire

qui envoi Lp0 (X;�) dans Lq0 (Y; #) et Lp1 (X;�) dans Lq1 (Y; #) tel que, pour toute fonction

simple f :

kT (f)kq0 � M0 kfkp0 ;

kT (f)kq1 � M1 kfkp1 :

9



1.3. Inégalités de base

Alors T renvoie (Lp0 ; Lp1)� = Lp dans (Lq0 ; Lq1)� = Lq tels que

1

p
=
1� �

p0
+

�

p1
;
1

q
=
1� �

q0
+
�

q1
; (0 < � < 1)

de plus

kT (f)kq �M1��
0 M �

1 kfkp :

Preuve. Voir [1]

Théorème 1.3.2 (Inégalité de Hölder) .

Soient f 2 Lp (Rn) et g 2 Lq (Rn) avec 1 � p; q � 1; alors f � g 2 Lr et

kf � gkr � kfkp � kgkq ;
�
1

p
+
1

q
=
1

r

�
:

Théorème 1.3.3 (Inégalité de Minskovski) .

pour tout 1 � p � q � 1; et X un élément dans `p (`q) ; alors

kXk`q(`p) � kXk`p(`q) :

Théorème 1.3.4 (Inégalité de Young) .

Soient 1 � p; q; r � +1 telle que 1 + 1
r
= 1

p
+ 1

q
: Alors pour toute f 2 Lp (Rn) et

g 2 Lq (Rn), on a f � g 2 Lr (Rn) et

kf � gkr � kfkp kgkq :

Preuve. On �xe g 2 Lq (Rn) et on considère l�opérateur

Tg : Lp ! Lr

f ! Tgf = f � g

On a

Tgf (x) =

Z
Rn
g (x� y) f (y) dy;

telle que

1) Tg : Lq0 ! L1 avec kTgfk1 � kgkq kfkq0 et 1 < q <1

10



1.3. Inégalités de base

Car

jTgf (x)j �
Z
Rn
jg (x� y) f (y)j dy:

D�après l�inégalité de Hölder on a

jTgf (x)j �
�Z

Rn
jg (x� y)jq dy

� 1
q
�Z

Rn
jf (y)jq

0
dy

� 1
q0

� kg (x� y)kq kf (y)kq0

Alors

kTgfk1 � kgkq kfkq0 puis que kg (� � y)kq = kgkq

2) Tg : L1 ! Lq avec kTgfkq � kgkq kfk1
Car

kTgf (x)kq =

24Z
Rn

jTgf (x)jq dx

35 1
q

= sup

�������
Z

khkq0�1

Tgf (x)h (x) dx

�������
Avec �������

Z
khkq0�1

Tgf (x)h (x) dx

������� =

�������
Z

khkq0�1

Z
Rn

g (x� y) f (y) dyh (x) dx

�������
�

Z
Rn

jf (y)j
Z

khkq0�1

jg (x� y)j jh (x)j dxdy

�
Z
Rn

jf (y)j kg (� � y)kq khkq0 dy

puis que kg (� � y)kq = kgkq et khkq0 � 1, alors

kTgfkq � kgkq kfk1 :

On a

Tg : L1 (Rn)! Lq (Rn)

Tg : Lq0 (Rn)! L1 (Rn)

11



1.3. Inégalités de base

Par le théorème du Riesz alors

Tg : Lp (Rn)! Lr (Rn) ; avec kTgfkr = kf � gkr � kgk
1��
q kgk�q kfkp

et
1

r
+ 1 =

1

p
+
1

q
:

car
1

p
=
1� �

q0
+
�

1
;
1

r
=
1� �

1 +
�

q
=
�

q
, alors

1

p
= (1� �)

�
1� 1

q

�
+� =

�

q
�1
q
+1 =

1

r
�1
q
+1:

Lemme 1.3.1 Soient 0 < b < 1 et 0 < q � 1. Pour toute suite réele à termes positifs

f"jgj2N dans `q (N) ; les suites
(

kX
j=0

bk�j"j

)
k2N

et

( 1X
j=k

bj�k"j

)
k2N

appartiennent à `q (N).

De plus, il existe une constante c = c (a; q) > 0 telle que






(

kX
j=0

bk�j"j

)
k2N








`q

+








( 1X
j=k

bj�k"j

)
k2N








`q

� c


f"kgk 2N

`q : (1.3.1)

La valeur existe de c est :
�
1
1�b
�
:

Preuve. Pour 1 � q � 1, on a
kX
j=0

bk�j"j =
kX
j=0

b
(k�j)
q "jb

(k�j)
q0 :où

1

q
+
1

q0
= 1

Par l�inégalité de Hölder, on trouve 
kX
j=0

bk�j"j

!q
�
 

kX
j=0

b(k�j)"qj

! 
kX
j=0

b(k�j)

! q
q0

:

Donc pour tout N 2 N on a

NX
k=0

 
kX
j=0

bk�j"j

!q
�

 
NX
i=0

bi

! q
q0  

NX
j=0

"qj

NX
k=j

b(k�j)

!

�
 

NX
i=0

bi

!q 1X
j=0

"qj

!
:

Donc 






(

kX
j=0

bk�j"j

)
k2N








`q

� c


f"kgk 2N

`q :
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1.3. Inégalités de base

Pour 0 < q < 1, on a  
kX
j=0

bk�j"j

!q
�

kX
j=0

b(k�j)q"qj ;

ce qui implique
NX
k=0

 
kX
j=0

bk�j"j

!q
�
 

NX
j=0

"qj

NX
k=j

b(k�j)q

!
:

Par conséquent 






(

kX
j=0

bk�j"j

)
k2N








`q

� c

�
1

1� bq

� 1
q 

f"kgk2N

`q :

De même pour

( 1X
j=k

bj�k"j

)
k2N

ce qui prouve (1:3:1):

Lemme 1.3.2 Soient x; y; z 2 R, alors pour tout N > 0; on a

(1 + jz � yj)�N � (1 + jz � xj)�N (1 + jx� yj)N

Proposition 1.3.1

Soient 0 < p � 1: Soient ffjgj2N � S 0 (Rn) une suite de fonctions telle que le support
de bfj est dans la boule f� 2 Rn : j�j � c2jg : Alors

jfj (x)j � 2
nj
p

�Z
Rn

�
1 + 2j jx� yj

��Np jfj (x)jp dy� 1
p

; p; L > 0::

Preuve. Soit ' 2 S tel que ' = 1 sur le support de bfj:
Donc bfj = '

�
2�j:

� bfj
On applique la Transformation de Fourier inverse on obtient :

jfj (x)j = 2jn
��F�1'

�
2j:
�
� f
�� 8x 2 Rn

1) le cas 1 < p � 1;On peut majorer la fonction jfj (x)j par

2jn
Z
Rn

jF�1' (2j (x� y))j
(1 + 2j jx� yj)�N

jfj (y)j
(1 + 2j jx� yj)N

dy

13



1.3. Inégalités de base

par l�inégalité de Hölder on trouve

jfj (x)j � 2jn

0@Z
Rn

jfj (y)jp

(1 + 2j jx� yj)Np
dy

1A 1
p
0@Z
Rn

jF�1' (2j (x� y))jp
0

(1 + 2j jx� yj)�Np0
dy

1A 1
p0

� 2jn2
�j n

p0

0@Z
Rn

jfj (y)jp

(1 + 2j jx� yj)Np
dy

1A 1
p 


(1 + j:j)N F�1'





p0

donc

jfj (x)j � c2jn

0@Z
Rn

jfj (y)jp

(1 + 2j jx� yj)Np
dy

1A 1
p

le cas 0 < p < 1:On pose

f �;Nj (x) = sup
z2Rn

jfj (z)j
(1 + 2j jz � xj)N

:

Comme F�1 2 S, alors il existe une constante c > 0; telle que :

��F�1 
�
2j (z � y)

��� � c
�
1 + 2j jz � yj

��N 8N � 0;8z; y 2 Rn

et par suite

jfj (z)j � c2jn
Z
Rn

�
1 + 2j jz � yj

��N jfj (y)j dy
d�après le lemme 1.3.2

�
1 + 2j jz � yj

��N � �1 + 2j jz � xj
�N �

1 + 2j jx� yj
��N

;

Alors on peut majorer jfl(z)j
(1+2j jz�xj)N comme suite

jfl (z)j
(1 + 2j jz � xj)N

� c2jn
Z
Rn

�
1 + 2j jx� yj

��N jfj (y)j dy
= c2jn

Z
Rn

�
1 + 2j jx� yj

��N jfj (y)j1�p jfj (y)jp dy:
Prenons le sup de les cotés sur z 2 Rn on obtient :

sup
z2Rn

jfl (z)j
(1 + 2j jz � xj)N

� c2jn
Z
Rn

�
1 + 2j jx� yj

��N jfj (y)j1�p jfj (y)jp dy:
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1.3. Inégalités de base

Donc

f �;Nj (x) � c2jn
Z
Rn

�
1 + 2j jx� yj

��N jfj (y)j1�p jfj (y)jp dy
� c2jn

Z
Rn

��
1 + 2j jx� yj

��N jfj (y)j�1�p �1 + 2j jx� yj
��Np jfj (y)jp dy

� c
�
f �;Nj (x)

�1�p
2jn
Z
Rn

�
1 + 2j jx� yj

��Np jfj (y)jp dy;
ce qui donne �

f �;Nj (x)
�p
� c2jn

Z
Rn

�
1 + 2j jx� yj

��Np jfj (y)jp dy;
mais

fj (x) � cf �;Nj (x) ;

donc le résultat.

Lemme 1.3.3

Soient 0 < p � 1; y > 0: Pour toute suite ffjgj2N � S 0 (Rn) \ Lp, telle que

supp bfj � �� 2 Rn : j�j � y2j
	
;

alors

k�kfjkp � c2(j�k)% kfjkp : (1.3.2)

Avec k � j <1 et % = max
�
0; n

p
� n

�
; avec c dépend de n; p et y

Preuve. On a

j�kfj (x)j =
��F�1


�
2�k�

�
� f
��

=

������
Z
Rn

2knF�1

�
2k (x� y)

�
f (y) dy

������
� 2kn

Z
Rn

��F�1

�
2k (x� y)

��� jf (y)j dy
� c2kn

Z
Rn

�
1 + 2k jx� yj

��N jfj (y)j dy:
Si 1 � p � 1, en appliquant l�inégalité de Hölder, on a

jfj (y)j � 2
jn
p

�Z
Rn

�
1 + 2j jy � zj

��Lp jfj (z)jp dz� 1
P

; p; L > 0:
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1.3. Inégalités de base

Donc

j�kfj (x)j � 2kn+
jn
p

Z
Rn

�
1 + 2k jx� yj

��N �Z
Rn

�
1 + 2j jy � zj

��Lp jfj (z)jp dz� 1
P

dy

= 2kn+
jn
p

 Z
Rn

�Z
Rn

�
1 + 2k jx� zj

��Np �
1 + 2j jy � zj

��Lp jfj (z)jp dz� 1
p

dy

! p
p

On sait que 1
p
< 1; par l�inégalité de Minskovski, la dernière formule est majorée par

2kn+
jn
p

�Z
Rn

�Z
Rn

�
1 + 2k jx� zj

��N �
1 + 2j jy � zj

��L jfj (z)j dy�p dz� 1
p

= 2kn+
jn
p

�Z
Rn
jfj (z)jp

�
1 + 2k jx� zj

��Np �Z
Rn

�
1 + 2j jy � zj

��L
dy

�p
dz

� 1
p

On pose 2j jy � zj = h) dy = 2�jndh; alorsZ
Rn

�
1 + 2j jy � zj

��L
dy = 2�jn

Z
Rn
(1 + h)�L dh = c2�jn

On a

j�kfj (x)j � c02kn+j
n
p
�jn
�Z

Rn
jfj (z)jp

�
1 + 2k jx� zj

��Np
dz

� 1
p

:

Donc

k�kfjkp � c02
kn+j(np�n)

 Z
Rn

��Z
Rn
jfj (z)jp

�
1 + 2k jx� zj

��Np
dz

�p� 1
p

dx

! 1
p

� c02
kn+j(np�n)

�Z
Rn

Z
Rn
jfj (z)jp

�
1 + 2k jx� zj

��N
dzdx

� 1
P

� c2(k�j)(n�
n
p ) kfjkp :

Lemme 1.3.4 Soient 0 < p < 1 et y > 0; pour toute suite ffjg � Lp, telle que

supp bfj � �� 2 Rn : j�j � y2j
	
;

alors 





1X
j=0

fj







B%p;1

� c



�2j%fj	j2N


Lp(`1) : (1.12)

Avec % = n
p
� n, avec c dépend de n; p et y

Preuve. Voir [6; lemma3]
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Chapitre 2

La multiplication ponctuelle du type

F:B ,! F

Dans ce chapitre nous étudions la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov et les

espaces de Lizorkin-Triebel, et on a donner quelque dé�nitions et quelque propositions.

2.1 Rappel

Dé�nition 2.1.1 Soient A0; A1 et A2 trois espace de Banach, On dit que A0:A1 ,! A2 si

pour toute fonction f appartient à A0 et g appartient à A1 on a f:g appartient à A2 de plus

il existe c > 0 telle que

kf:gkA2 � kfkA0 kgkA1 :

Nous rappelons la dé�nition de la fonction maximale :

Dé�nition 2.1.2 A toute fonction localement intégrable f sur Rn, on associe sa fonction

maximale dé�nie par

Mf (x) = sup
r>0

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

jf (y)j dy;

où B (x; r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r:
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2.1. Rappel

Proposition 2.1.1

Soient 1 < p <1 et , Alors, il existe une constante c = c (n; p) > 0 telle que pour tout

g 2 Lp on a
kMgkp � c kgkp :

Preuve. Voir par exemple [9].

Proposition 2.1.2

Soient 0 < t; b <1 et f une fonction telle que supp bf � f� 2 Rn : j�j � bg. Alors pour
tout x 2 Rn, on a

sup
y2Rn

jf (x� y)j
(1 + jyj)

n
t

� c
�
M jf jt (x)

� 1
t

Preuve. Voir [8, Théoreme1.31]

Dé�nition 2.1.3

Soient f 2 S 0 et a > 0. On dé�nit les opérateurs maximaux associés aux �k et Qk par :

��;a
k f (x) = sup

y2Rn

j�kf (x� y)j
1 + (2k jyj)a et Q�;ak f (x) = sup

y2Rn

jQkf (x� y)j
1 + (2k jyj)a

Remarque 2.1.1 Soient la fonction de Fe¤erman-Stein qui dé�nit par

(��;a
k f) (x) = sup

y2Rn

j�kf (x� y)j
1 + (2k jyj)a ; (x 2 Rn et k = 0; 1; 2; : : :)

(1) Pour tout a > n
min(p;q)

; on a



2ks��;a
k f



Lp(`q)

v kfkF sp;q

(2) Pour tout a > n
p
; on a



2ks��;a
k f



`q(Lp)

v kfkBsp;q

Preuve. voir [10] et [11, Théorème 2.3.2]
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2.1. Rappel

Lemme 2.1.1

Soient 0 < p <1 et a > n
p
: Il existe une constante c > 0 telle que

Q�;aj g




Lp(`1)

� c kgkF 0p;2 ; (1.14)

pour toute g 2 F 0p;2:
Preuve. La preuve de cette lemme n�est pas compliqué. Il su¢ t de prendre t > 0 telle

que n
a
< t < p; la proposition 2.1.2 donne l�existence d�une constante c, indépendant de j,

telle que

Q�;aj g (x) � Q
�;n
t

j g (x) � c
��
M jQjgjt

�
(x)
� 1
t (8x 2 Rn)

Alors 



sup
j2N

Q�;aj g (x)






Lp

�




sup
j2N

Q
�;n
t

j g (x)






Lp

� c1







�
sup
j2N

M jQjg (x)jt
� 1

t







Lp

= c1

0@Z
Rn

 �
sup
j2N

M jQjg (x)jt
� 1

t

!p
dx

1A 1
p

=





sup
j2N

M jQjg (x)jt





1
t

L p
t

On applique la proposition 2.1.1, on obtient



sup
j2N

M jQjg (x)jt





1
t

L p
t

� c2





sup
j2N

jQjgjt





1
t

L p
t

Alors 



sup
j2N

Q�;aj g (x)






Lp

� c





sup
j2N

jQjgjt





1
t

L p
t

= c





sup
j2N

jQjgj





Lp

= c kgkF 0p;1

� c kgkF 0p;2 puis que
�
F sp;q1 ,! F sp;q2 si q1�q2

�
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2.2. Multiplication du type F:B ,! F

2.2 Multiplication du type F:B ,! F

Théorème 2.2.1 [4] Soient 0 < p; p1; p2 <1; 0 < q; q2 � 1; �1 < s <1; et r > 0 telle

que

�r +max
�
0;
n

p1
+
n

p2
� n

�
< s < min

�
n

p1
; r

�
; (2.2.1)

et
1

p
=
1

p1
+
1

p2
� r

n
;

1

q2
� 1

p2
� r

n
; r <

n

p2
: (2.2.2)

Alors

F sp1;q �B
r
p2;q2

,! F sp;q

Preuve. Soient f 2 F sp1;q et g 2 Br
p2;q2

: D�après la décomposition de f:g; on obtient

f:g =
1X
k=0

�k (f:g) :

On calcule f:g en norme de F sp;q et d�après le lemme 1.3.4 on trouve

kf:gkF sp;q =






1X
k=0

�k(i) (f:g)







F sp;q

� c


�2ks�k(i) (f:g)

	


Lp(`q)

On estime respectivement �k(1) (f:g) ; �k(2) (f:g) et �k(3) (f:g) en norme de Lp
�
`sq
�

(i) Estimation de �k(1) (f:g)���k(1) (f:g) (x)
�� =

����k

�
Qk+1g:f�kf

�
(x)
���

=

������
Z
Rn

2knF�1

�
2ky
� �
Qk+1g:f�kf

�
(x� y) dy

������
� c0

Z
Rn

��F�1

�
2ky
��� jQk+1g (x� y)j

���f�kf (x� y)
��� dy

� c0
Z
Rn

�
1 +

�
2k jyj

�a1� �
1 +

�
2k jyj

�a2� ��F�1

�
2ky
��� jQk+1g (x� y)j
(1 + (2k jyj)a1)

���f�kf (x� y)
���

(1 + (2k jyj)a2)dy

� c0
�
Q�;a1k+1g

� �e��;a2
k f

�Z
Rn

�
1 +

�
2k jyj

�a1� �
1 +

�
2k jyj

�a2� ��F�1

�
2ky
��� dy

� c
�
Q�;a1k+1g

� �e��;a2
k f

�
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2.2. Multiplication du type F:B ,! F

où Q�;a1k+1g et e��;a2
k f sont dé�nie comme dans la remarque 2.1.1.

Alors ���k(1) (f:g)
�� � c

�
sup
j2N

Q�;a1j g

��e��;a2
k f

�
:

Donc

2ks
���k(1) (f:g)

�� � c

�
sup
j2N

Q�;a1j g

��
2ks e��;a2

k f
�

ce qui implique : X
k2N

�
2ks
���k(1) (f:g)

���q! 1
q

� c

�
sup
j2N

Q�;a1j g

� X
k2N

�
2ks e��;a2

k f
�q! 1

q

Alors 

2ks�k(1) (f:g)



`q
� c

�
sup
j2N

Q�;a1j g

�


2ks e��;a2
k f





`q
: (2.2.3)

On prend la relation (2:2:3) en norme de Lp, alors

2ks�k(1) (f:g)



Lp(`q)

� c





sup
j2N

Q�;a1j g



2ks e��;a2

k f




`q






Lp

: (2.2.4)

D�après la relation (2.2.2), on pose 1
b
= 1

p2
� r

n
; alors 1

p
= 1

p1
+ 1

b
, nous appliquons dans la

relation (2.2.4), nous trouve



2ks�k(1) (f:g)



Lp(`q)

� c





sup
j2N

Q�;a1j g






Lb




2ks e��;a2
k f





Lp1 (`q)

:

Choisissons a1 > n
b
et a2 > n

min(p1;q)
d�après le lemme 2.1.1 et la remarque 2.1.1 on a



2ks�k(1) (f:g)



Lp(`q)

� c kgkF 0b;2 kfkF sp1;q : (2.2.5)

Nous avons aussi 1
b
= 1

p2
� r

n
) r � n

p2
= 0 � n

b
et q2 � n

n
p2
�r = b; alors d�après le lemme

1.2.1/(2), on a

Br
p2;q2

,! F 0b;2 i.e. kgkF 0b;2 � kgkBrp2;q2 :

Alors, la relation (2.2.5) devient



2ks�k(1) (f:g)



Lp(`q)

� c kgkBrp2;q2 kfkF sp1;q :
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2.2. Multiplication du type F:B ,! F

(ii) Estimation de �k(2) (f:g)

Soient �; �; u et v telle que

max

�
0;
1

p1
� r

n

�
<
1

u
< min

�
1

p1
;
1

p1
� s

n

�
(2.2.6)

et
1

v
=
1

p2
+
1

u
; � = s� n

p
+
n

v
; � = s� n

p1
+
n

u
: (2.2.7)

D�après le lemme 1.3.3 on a



�k(2) (f:g)



v
=




�k

�
Qk+1f:e�kg

�



v

� c



Qk+1f:e�kg





v
;

en appliquant l�inégalité de Hölder,
�
1
v
= 1

p2
+ 1

u

�
; alors



�k(2) (f:g)



v
� c




e�kg




p2
kQk+1fku

= c



e�kg





p2







k+1X
j=0

�jf







u

� c



e�kg





p2

k+1X
j=0

k�jfku :

Donc

2k�


�k(2) (f:g)




v
� c2k�




e�kg




p2

k+1X
j=0

k�jfku (2.2.8)

ce qui implique : X
k2N

�
2k�


�k(2) (f:g)




v

�p! 1
p

� c

 X
k2N

 
2k�



e�kg





p2

k+1X
j=0

k�jfku

!p! 1
p

;

alors



2k��k(2) (f:g)



`p(Lv)

� c






2k� 


e�kg




p2

k+1X
j=0

k�jfku







`p

� c






2kr 


e�kg




p2

 
2k�

k+1X
j=0

2�j�
�
2j� k�jfku

�!





`p

:
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2.2. Multiplication du type F:B ,! F

D�après le lemme 1.3.1
�
puis que s < n

p1
) � < 0

�
on a



2k��k(2) (f:g)



`p(Lv)

� c





�2kr 


e�kg




p2

��
2j� k�jfku

�




`p

: (2.2.9)

On pose 1eq2 =
1
p
� 1

p1
; après leur application dans la relation (2:2:9), nous trouvons



2k��k(2) (f:g)



`p(Lv)

� c





2kr 


e�kg




p2






`eq2


2j� k�jfku




`p1

= c kgkBr
p2;eq2 kfkB�u;p1 (2.2.10)

Alors nous avons aussi � = s� n
p1
+ n

u
) s� n

p1
= � � n

u
; alors d�après le lemme 1.2.1, on a

F sp1;q ,! B�
u;p1

; (2.2.11)

avec 1
q2
� 1

p2
� r

n
) 1

q2
� 1eq2 ) eq2 � q2, alors d�après la proposition 1.2.2, on a

Br
p2;q2

,! Br
p2;eq2 (2.2.12)

et

puis que � > s et v < p1 ) `�p1 (Lv) ,! Lp1
�
`sq
�
: (2.2.13)

Alors la relation (2:2:10) devient

2ks�k(2) (f:g)



Lp(`q)

� c kgkBrp2;q2 kfkF sp1;q

(iii)Estimation de �k(3) (f:g)

� Etudier le cas 1
p1
+ 1

p2
� 1

Soient �; �; u et v telle que

max

�
0;
1

p1
� r

n
;
1

p1
� r + s

n

�
<
1

u
<
1

p1
(2.2.14)

et la relation (2.2.7), comme � = max
�
0; n

v
� n

�
= 0 puis que n

v
� n = ( n

p2
+ n

u
) � n <

n
p2
+ n

p1
� n � 0, alors d�après le lemme 1.3.3 on a



�k(3) (f:g)



v
=







1X
j=k

�k

�
�jf:�jg

�





v

�
1X
j=k



�k

�
�jf:�kg

�


v

� c

1X
j=k



�jf:�jg



v
;
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2.2. Multiplication du type F:B ,! F

en appliquant l�inégalité de Hölder
�
1
v
= 1

p2
+ 1

u

�
; alors



�k(3) (f:g)



v
� c

1X
j=k



�jg



p2
k�jfku :

Donc

2k�


�k(3) (f:g)




v
� c2k�

1X
j=k



�jg



p2
k�jfku ;

ce qui implique X
k2N

�
2k�


�k(3) (f:g)




v

�p! 1
p

� c

 X
k2N

 
2k�

1X
j=k



�jg



p2
k�jfku

!p! 1
p

;

alors



2k��k(3) (f:g)



`p(Lv)

�





2k�

1X
j=k



�jg



p2
k�jfku







`p

� c






2k(�+r)
1X
j=k

2�j(�+r)2j(�+r)


�jg




p2
k�jfku







`p

:

D�après le lemme 1.3.1 ((� + r) > 0) on a



2k��k(3) (f:g)



`p(Lv)

� c



2j(�+r) 

�jg




p2
k�jfku





`p

(2.2.15)

On pose 1eq2 =
1
p
� 1

p1
; la relation (2:2:15) devient la suivante



2k��k(3) (f:g)



`p(Lv)

� c



2jr 

�jg




p2





`eq2


2j� k�jfku




`p1

= kgkBr
p2;eq2 kfkB�u;p1 : (2.2.16)

Nous avons aussi les relations (2:2:11); (2:2:12) et (2.2.13). Donc la relation (2:2:16), devient



2ks�k(3) (f:g)



Lp(`q)

� c kgkBrp2;q2 kfkF sp1;q

� Etudier le cas 1
p1
+ 1

p2
> 1

Soient �; u et v telle que

max

�
0; 1� 1

P2
;
1

p1
� r

n

�
<
1

u
<
1

p1
: (2.2.17)
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2.2. Multiplication du type F:B ,! F

et
1

v
=
1

p2
+
1

u
; � = s� n

p
+
n

v
:

On a



�k(3) (f:g)



v
=







1X
j=k

�k

�
�jf:�jg

�





v

�
1X
j=k



�k

�
�jg:�jf

�


v
:

D�après le lemme 1.3.3 on a



�k(3) (f:g)



v
� c

1X
j=k

2(j�k)�


�jg:�jf




v
;

avec � = n
v
� n = n

p2
+ n

u
� n; donc

2k�


�k(3) (f:g)




v
� c2k�

1X
j=k

2
(j�k)

�
n
p2
+n
u
�n
� 

�jg:�jf




v
:

D�après l�inégalité de Hölder
�
1
v
= 1

p2
+ 1

u

�
; on a

2k�


�k(3) (f:g)




v
� c2k�

1X
j=k

2
(j�k)

�
n
p2
+n
u
�n
� 

�jg




p2
k�jfku

� c2k(s�
n
p
+n
v
)
1X
j=k

2
j
�
n
p2
+n
u
�n
�
�k
�
n
p2
+n
u
�n
� 

�jg




p2
k�jfku

� c2
k(s�

�
n
p1
+ n
p2
�r
�
+( n

p2
+n
u
))

1X
j=k

2
j
�
n
p2
+n
u
�n
�
�k
�
n
p2
+n
u
�n
� 

�jg




p2
k�jfku

� c2
k(s� n

p1
� n
p2
+r+n)

1X
j=k

2
j
�
n
p2
+n
u
�n
�
2
j
�
s� n

p1
� n
p2
+r
�
2
�j
�
s� n

p1
� n
p2
+r
� 

�jg




p2
k�jfku

� c2k�
1X
j=k

2�j� � 2j(r+%)


�jg




p2
k�jfku

où % = s� n
p1
+ n

u
et � = s+ r � n

p1
� n

p2
+ n > 0, ce qui implique

 X
k2N

�
2k�


�k(3) (f:g)




v

�p! 1
p

� c

 X
k2N

 
2k�

1X
j=k

2�j� � 2j(r+%)


�jg




p2
k�jfku

!p! 1
p

:
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2.2. Multiplication du type F:B ,! F

D�après le lemme 1.3.1 (� > 0) on a



2k��k(3) (f:g)



`p(Lv)

� c



2j(r+%) 

�jg




p2
k�jfku





`p
: (2.2.18)

On pose 1eq2 =
1
p
� 1

p1
; par l�application dans la relation (2:2:18), on trouve



2k��k(3) (f:g)



`p(Lv)

� c



2jr 

�jg




p2





`eq2


2j% k�jfku




`p1

= c kgkBr
p2;eq2 kfkB%u;p1 : (2.2.19)

Nous avons aussi % = s� n
p1
+ n

u
) s� n

p1
= %� n

u
; alors d�après le lemme 1.2.1 on a

F sp1;q ,! B%
u;p1

;

puisque � > s et v < p; alors on a

`�p (L
v) ,! Lp

�
`sq
�
:

Donc, la relation (2:2:19) devient



2ks�k(3) (f:g)



Lp(`q)

� c kgkBrp2;q2 kfkF sp1;q :
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Chapitre 3

La multiplication du type

F � (B \ L1) ,! F:

Dans ce dernier chapitre on va déterminer les conditions nécessaires et su¢ santes sur les

paramètres (s; p1; p2; q) pour que l�inclusion du type F � (B \ L1) ,! F soit véri�ées.

Théorème 3.0.2 [4] Soient s 2 R; 0 < p1; p2 <1; 0 < q � 1; tel que

� n

p2
+max

�
0;
n

p1
+
n

p2
� n

�
< s < min

�
n

p1
;
n

p2

�
;

alors

F sp1;q �
�
B

n
p2
p2;1 \ L1

�
,! F sp1;q:

Preuve. (i) Estimation de �k(1) (f:g)���k(1) (f:g) (x)
�� =

����k

�
Qk+1g:f�kf

�
(x)
���

=
����F�1


�
2�k�

��
�
�
Qk+1g:f�kf

�
(x)
���

=
����2knF�1


�
2kx
��
�
�
Qk+1g:f�kf

�
(x)
���

=

������
Z
Rn

2kn
�
F�1


� �
2ky
� �
Qk+1g:f�kf

�
(x� y) dy

������
� c0 kQk+1gk1

Z
Rn

�
1 +

�
2k jyj

�a� ��F�1

�
2ky
���
���f�kf (x� y)

���
(1 + (2k jyj)a)dy

� c kQk+1gk1
�e��;a

k f
�
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3. La multiplication du type F � (B \ L1) ,! F:

où e��;a
k f dé�nie dans la remarque 2.1.1.

Puisque

kQk+1gk1 =


F�1'

�
2�(k+1):

�
� g



1

D�après l�inégalité de Young, on a

kQk+1gk1 �


F�1'




1
kgk1

alors ���k(1) (f:g)
�� � c kgk1

�e��;a
k f
�

Donc

2ks
���k(1) (f:g)

�� � c kgk1
�
2ks e��;a

k f
�

ce qui implique  X
k2N

�
2ks
���k(1) (f:g)

���q! 1
q

� c kgk1

 X
k2N

�
2ks e��;a

k f
�q! 1

q

donc 

2ks�k(1) (f:g)



`q
� c kgk1




2ks e��;a
k f




`q

ce qui donne par la norme de Lp1

2ks�k(1) (f:g)



Lp1(`q)

� c kgk1



2ks e��;a

k f




Lp1 (`q)

Choisissons a > n
min(p1;q)

alors d�après la remarque 2.1.1 on a

2ks�k(1) (f:g)



Lp1(`q)

� c kgk1 kfkF sp1;q :

(ii)Estimation de �k(2) (f:g)

Soient �; �; u et v telle que

max

�
0;
1

p1
� 1

p2

�
<
1

u
< min

�
1

p1
;
1

p1
� s

n

�
et

1

v
=
1

p2
+
1

u
; � = s� n

p1
+
n

v
; � = s� n

p1
+
n

u
(3.0.1)

D�après le lemme 1.3.3 on a 

�k(2) (f:g)



v
� c




Qk+1f:e�kg




v
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3. La multiplication du type F � (B \ L1) ,! F:

en appliquant l�inégalité de Hölder
�
1
v
= 1

p2
+ 1

u

�
, alors

�k(2) (f:g)




v
� c




e�kg




p2
kQk+1fku

= c



e�kg





p2







k+1X
j=0

�jf







u

� c



e�kg





p2

k+1X
j=0

k�jfku

Donc

2k�


�k(2) (f:g)




v
� c2k�




f�kg




p2

k+1X
j=0

k�jfku

� c

�
2
k n
p2




f�kg




p2

� 
2k�

k+1X
j=0

2�j�
�
2j� k�jfku

�!

� c sup
k2N

�
2
k n
p2




f�kg




p2

� 
2k�

k+1X
j=0

2�j�
�
2j� k�jfku

�!

Alors

2k�


�k(2) (f:g)




v
� c

�
kgk

B
n
p2
p2;1

� 
2k�

k+1X
j=0

2�j�
�
2j� k�jfku

�!
ce qui implique : X

k2N

�
2k�


�k(2) (f:g)




v

�
p1

! 1
p1

� c kgk
B

n
p2
p2;1

 X
k2N

 
2k�

k+1X
j=0

2�j�
�
2j� k�jfku

�!p1! 1
p1

alors 

2k��k(2) (f:g)



`p1 (Lv)

� c

�
kgk

B
n
p2
p2;1

�




2k�
k+1X
j=0

2�j�
�
2j� k�jfku

�





`p1

:

D�après le lemme 1.3.1
�
puis que s < n

p1
) � < 0

�
; on a

2k��k(2) (f:g)




`p1 (Lv)

� c kgk
B

n
p2
p2;1

kfkB�u;p1 ;

Nous avons aussi

`�p1 (Lv) ,! Lp1
�
`sq
�

et F sp1;q ,! B�
u;p1

Alors 

2ks�k(2) (f:g)



Lp1 (`q)

� c kgk
B

n
p2
p2;1

kfkF sp1;q
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3. La multiplication du type F � (B \ L1) ,! F:

(iii)Estimation de �k(3) (f:g)

� Etudier le cas 1
p1
+ 1

p2
� 1

Soient �; u � et v telle que

max

�
0;
1

p1
� 1

p2
;
1

p1
� 1

p2
� s

n

�
<
1

u
<
1

p1

et la relation (3.0.1), on a � = max
�
0; n

v
� n

�
= 0 puis que n

v
�n = n

p2
+n
u
�n < n

p2
+ n
p1
�n � 0,

alors d�après le lemme 1.3.3



�k(3) (f:g)



v
� c

1X
j=k



�jf:�jg



v

en appliquant l�inégalité de Hölder
�
1
v
= 1

p2
+ 1

u

�
; alors



�k(3) (f:g)



v
� c

1X
j=k



�jg



p2
k�jfku

Donc

2k�


�k(3) (f:g)




v
� c2k�

1X
j=k



�jg



p2
k�jfku

ce qui implique



2k��k(3) (f:g)



`p1 (Lv)

� c






2k
�
�+ n

p2

� 1X
j=k

2
�j
�
�+ n

p2

�
2
j
�
�+ n

p2

� 

�jg



p2
k�jfku







`p1

D�après le lemme 1.3.1 ((� + n
p2
) > 0) on a

2k��k(3) (f:g)



`p1 (Lv)

� c



�2j np2 

�jg




p2

� �
2j� k�jfku

�



`p1

l�inégalité de Hölder donne

2k��k(3) (f:g)



`p1 (Lv)

� c kgk
B

n
p2
p2;1

kfkB�u;p1 (3.0.2)

Et comme

`�p1 (Lv) ,! Lp1
�
`sq
�
, et F sp1;q ,! B�

u;p1

Alors, la relation (3.0.2) devient

2ks�k(3) (f:g)



Lp1 (`q)

� c kgk
B

n
p2
p2;1

kfkF sp1;q
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3. La multiplication du type F � (B \ L1) ,! F:

� Etudier le cas 1
p1
+ 1

p2
> 1

Soient �; �; u et v telle que

max

�
0; 1� 1

p2
;
1

p1
� 1

p2

�
<
1

u
<
1

p1
:

et
1

v
=
1

p2
+
1

u
; � = s� n

p1
+
n

v

D�après le lemme 1.3.3 on a



�k(3) (f:g)



v
=







1X
j=k

�k

�
�jf:�jg

�





v

�
1X
j=k



�k

�
�jf:�jg

�


v

� c0
1X
j=k

2(j�k)�


�jf:�jg




v

avec � = n
v
� n = n

p2
+ n

u
� n; donc

2k�


�k(3) (f:g)




v
� c2k�

1X
j=k

2
(j�k)

�
n
p2
+n
u
�n
� 

�jf:�jg




v

D�après l�inégalité de Hölder
�
1
v
= 1

p2
+ 1

u

�
; on a

2k�


�k(3) (f:g)




v
� c2k�

1X
j=k

2�j�2
j
�
n
p2
+%
� 

�jg




p2
k�jfku

où % = s� n
p1
+ n

u
et � = s+

�
r = n

p2

�
� n

p1
� n

p2
+ n = s� n

p1
+ n > 0

ce qui implique X
k2N

�
2k�


�k(3) (f:g)




v

�p1! 1
p1

� c

 X
k2N

 
2k�

1X
j=k

2�j� � 2j
�
n
p2
+%
� 

�jg




p2
k�jfku

!p1! 1
p1

alors 

2k��k(3) (f:g)



`p1 (Lv)

� c






2k�
1X
j=k

2�j�
�
2
j n
p2



�jg



p2

� �
2j� k�jfku

�





`p1

:

D�après le lemme 1.3.1 (puis que � > 0) on a

2k��k(3) (f:g)



`p1 (Lv)

� c



�2j np2 

�jg




p2

� �
2j� k�jfku

�



`p1
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3. La multiplication du type F � (B \ L1) ,! F:

Par l�inégalité de Hölder on trouve



2k��k(3) (f:g)



`p1 (Lv)

� c sup
j2N

�
2
j n
p2



�jg



p2

� 1X
j=0

�
2j� k�jfku

�p1! 1
p1

Alors 

2k��k(3) (f:g)



`p1 (Lv)

� c kgk
B

n
p2
p2;1

kfkB%u;p1 (3.0.3)

Nous avons aussi % = s� n
p1
+ n

u
) s� n

p1
= %� n

u
; alors d�après le lemme 1.2.1 on a

F sp1;q ,! B%
u;p1

:

et

`�p1 (Lv) ,! Lp1
�
`sq
�

Alors la relation (3.0.3) devient



2ks�k(3) (f:g)



Lp1 (`q)

� c kgk
B

n
p2
p2;1

kfkF sp1;q
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Conclusion

L�objectif de ce travail est d�étudier la multiplication ponctuelle dans les espaces de Besov

et les espaces de Triebel-Lizorkin, on a déterminer les conditions nécessaires et su¢ santes

sur les paramètres (s; s0; s1) ; (p; p0; p1) ; (q; q0; q1) pour que les deux inclusion

F sp1;q �B
r
p2;q2

,! F sp;q et F sp1;q �
�
B

n1
p2
p2;1 \ L1

�
,! F sp1;q

soit véri�ées.
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Chapitre 4
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