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Introduction

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généra-
lement est une fonction d’'une ou plusieurs variables, se produit sous signe
intégral. Cette définition plutdt générale tient compte de beaucoup de dif-
férentes formes spécifiques et dans la pratique beaucoup de types distincts
surgissent. Dans la théorie classique d’équations intégrales, on distingue les
équations de Fredholm (Ivare Fredholm(1866-1927), Mathématicien Suédois)
et les équations de Volterra (Vito Volterra(1860-1940), Mathématicien Ita-
lian). Dans une équation de Fredholm les régions d’intégrations sont fixées,
tandis que dans une équation de Volterra une région est variable.

Fredholm (1866-1927) a étudié la méthode pour résoudre les équations
intégrales du deuxiéme espéce. La théorie des équations intégrales intervient
dans plusieurs domaines de mathématiques, beaucoup de problémes dans
le domaine des équations différentielles ordinaires et partielles, la physique
mathématique, les problemes de contacts et de I'astrophysique.

Le but de ce mémoire est de présenter & méthode analytique de résolution
des équations intégrales. Nous devisons notre travail en quatre chapitres.

Le premier chapitre comporte rappelons des espaces fonctionnels né-
cessaires, ainsi que les définitions et propositions.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude d’équation intégrale de
fredholm.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de la transformation de
Mellin.

le dernier chapitre, on expose le but de notre travail, Résolution d’équa-
tion intégrale de Fredholm par la transformation de Mellin.

vii



Chapitre 1

Preliminaires

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1 (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C, on appelle une norme
sur espace E toute fonction notée ||.||définie sur E a valeurs dans R, telle
que

i) |z =0 < =0
i) [[Az|| =M jz|| , Yz e E,VAe K
i) [z +yll <lzl+lyll, Vo,yck

Définition 2 (Suite de Cauchy)

Soit x,, une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||||), on dit que la
suite x,, est de Cauchy si, on a la relation suivante

Ve >0, AN > 1, Vp,¢q > N, ona ||z, — x4l <e
Définition 3 (Espace complet)

Un espace vectoriel normé (FE, ||.||), est dit complet, si toute suite de
Cauchy z,, d’éléments de E est convergente dans E.

Définition 4 (Espace de Banach)
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On appelle espace de Banach (F, ||.||) tout espace vectoriel normé et com-
plet

Par example (C ([a,b],R), |.||.,) est un espace de Banach.

1.1.2 Espaces de Hilbert
Définition 5 (Produit scalaire)

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe)
une application (.,.) définie sur £ x E dans k = R ou C telle que pour tout
x,y, zdans F et A €k

1. (z,y) >0

(x,z) = 0 implique z = 0
- (Azyy) = Az, y)
(r,y+2) = (z,9) +(z,2)
(z,y) = {y, )

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace eu-
clidien ou un espace préhilbertien, on peut lui introduire une norme définie

par
]| = v/, z).

Définition 6 (Espace de Hilbert)

SO

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire,
et qui est complet pour la norme associée & ce produit scalaire.

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 7 La fonction gammaT (s) est définée sur le demi-plan compleze
Re(s) > 0 par Uintégrale :

['(s)= /ett31dt
0
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Proposition 8 la fonction gamma est la transformée de Mellin de la fonc-
tion exponentielle :

M [e7"](s)=T(s); Re(s)>0
Proposition 9 Relations fonctionnelles

I'(s+1) = sI'(s); Re(s) >0

™
Frs)r{a—-s = o (s € Zp;0 < Re(s) < 1)
;) - -
Proposition 10 Relation avec la factorielle
['(n+1)=n!

1.2.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 11 La fonction béta est généralement définie par
1
B(s,r) = /t31 (1—#)~Ydt: Re(s)>0, Re(r) >0
0
Proposition 12 Relation avec la fonction gamma
I(s)I'(r),

B(sr) = L'(s+r)’

Re(s) >0, Re(r) >0

1.3 Transformation de Fourier

Définition 13 La transformée de Fourier de f(t) est notée par F{f (t)} =
F(B), B €R, est définé par lintégrale

+oo
FU0)}=F(8) = / f (e, 5 e R

Définition 14 La transformée inverse de Fourier est définie par
+oo

FUF @)} = f(t) = / F(8) @ dp

—0o0
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1.4 Transformation de Laplace

Définition 15 Soit f : RT — C une fonction continue. On appelle transfor-
mée de Laplace de f, la fonction L (f) définie par

+o0

C{f ()} =F(s) = / e f (1) dt

0
ol s = ¢+ 10 est une variable complexe.

Définition 16 La transformée inverse de Laplace de la fonction f(s), est
donnée par

£ {f(s)} =f(t) = % / e f(s)ds, ¢>0

c—100



Chapitre 2

Equation intégrale de Fredholm

2.1 Notions fondamentales

On appelle équation intégrale linéaire de fredholm de seconde espéce une
équation de la forme

b
o (z) - A/K(x,wa) dt = f (2) (2.1)

o ¢ (z) est la fonction inconnue, K (z,t) et f (x) des fonctions données. x
et ¢t deux variables parcourant U'intervale (a,b) et A un facteur numérique.

Si f(x) # 0, Péquation (2.1) est dit non homogene, dans le cas contraire,
I'équation intégrale (2.1) s’écrit

o(x) — /\/K(x,t)go(t)dt =0 (2.2)

a

et on dit qu’elle est homogéne.
Une équation intégrale de la forme

/K (x,t) o (t)dt = f (2) (2.3)
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ou la fonction inconnue @(x) n’intervient que sous le signe d’intégration,
s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce.

On appelle solution des équations intégrales (2.1), (2.2) et (2.3) toute
fonction p(z) telle qu’apreés sa substitution dans I’équation, celle-ci devient
une identité en x € (a,b) .

x
Exemple 17 Montrer que la fonction p(r) = sin % est solution de l’équa-

tion intégrale de Fredholm

ol le noyau est de la forme

K(x,t) =

Solution 18 Mettons le premier membre sous la forme suivante :

:U)—W;]K(x,t)go(t)dt _ W;)—W; /K(mt dt+/K (2.1)

= o) - /@wwm/@w)dt
_ gp(x)—%z Z;I/tgo(t)dt%—g/(2—t)g0(t)dt
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T
portons dans [’expression obtenue sin - au liew de p(x), il vient :

T . mt 1 . it
T 7T2 Sin ? S1n 5
in—— —<¢(2— t dt 2—1 dt
sin = 1 ( ac)/ 5 + x/ ( ) )
0 T
A o (2 1) t mt n 2 . mt = 2—1t mt )
= sin— — — —x)| ——cos—+ —sin— | |{5 +x |— coS — — — sin —
2 4 T 2 g2 2 )= T 2 7
oz
2
Ainsi, on a g = g, ce qui signifie par défnition que ¢(x) = sin % est

solution de I’équation intégrale donnée.

2.2 Méthode de Fredholm

La solution de ’équation de Fredholm de seconde espéce
b
pla) = [K @) o ()t = £ () (24)

est donnée par la formule suivante :

b

o(x) = f (1) + A / R(e.;0) £ (1) dt (2.5)

a

ou la fonction R (z,t; \) dite résolvante de Fredholm de I’équation (2.4) est
définie par 1’égalité
D (x,t; \)

R(z,t;\) = DOy

(2.6)

sous la condition D () # 0. Ici D (z,t;A) et D (\) sont des séries de puis-
sances de A :

(—1

n,)an (2, ) \" (2.7)

D(x,t;/\):K(a:,t)-I—f:

n=1
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= (-1)"
DN =1 —C, \" 2.8
W=1+3 (28)
Avec les coefficients ainsi déffinis :
K (z,t) K(z,t1) . . . K(z,t,)
s b | K (t,t) K(ti,th) . . . K(t1,t,)
By (2,1) = // K(t2t) K(t2t1) Kt |\ gy e (2.9)
\a a/ . . . . . .
n K (tp,t) K(tp,t1) . . . K(tn t,)
et
By (x,t) = K (z,1)
K (t1,t1) K (t1,t2) . . K (tq,t,)
s b | K (ta,t1) K (to,ta) . . . K (t2,t,)
C, = // K (ts,t1) K (ts,12) K (s, 1) dty...dt, (2.10)
\a a/ . . . . . .
n K (th,t1) K (tn,ta) . . . K(ty,tn)

Les fonction D (M) et D (z,t; ) sont respectivement le déterminant de
Fredholm et le mineur du déterminant de Fredholm. Si le noyau K (x,t) est

borné ou si l'intégrale
b

/7}(2 (v,t) dxdt

a

est finie, les séries (2.7) et (2.8) convergentes quelque soit A et sont donc des
fonctions analytiques entiéres de .
La résolvante D (z.t:2)
s
R(z,t;)\) = v nr/

(z,50) = — 0
est une fonction analytique de A, sauf les A\ qui sont zéros de D ()). Ces

derniers sont poles de la résolvante R (z,t; \) .

Exemple 19 A ['aide des déterminants de Fredholm trouver la résolvante
du noyau
K (z,t) =re';a=0,b=1.
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Solution 20 On a By (z,t) = xe'. Ensuite

1

By (2,1) :/

0

xel  xelt

tel tpeh dt; =0

xel  xel'  gel?

11
Bg (l’,t) = // tlet tletl t1€t2 dtldtg =0
0 0 tg@t tg@tl t26t2
puisque les déterminants sous / sont nuls, Il est évident que tous les B, (x,t) =

0 suivants sont nuls aussi. Trouvons les coefficients C,, :

1

1
01 = /K (tl,tl)dtl = /tletldtl =1.
0

0
11
-]
0 0

Evidemmet, tous les C,.n > 2 suivants sont nuls. Dans notre cas, nous avons
conformément auz formules (2.7) et (2.8) :

D(x,t;\) =K (x,t) =ze'; DN =1-X\

tletl t1€t2

tae™  tae’ dtrdtz = 0.

Donc D (.t ) .
.t ze
t')\ — b ) —

Appliquons le résultat obtenu o I’équation intégrale
1
o) =2 [actt)dt =1 () (O #D)
0

D’aprés la formule (2.5)
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En particulier, nous obtenons pour f (x) =e™*

pla)= e+

1—\"

2.3 Noyaux itérés : construction de la résol-
vante a ’aide des noyaux itérés

Soit I’équation intégrale de Fredholm
b
p@) -2 [K@t)p =5 (@ (211)

A Tinstar des équations de Volterra elle se préte & la méthode des approxi-
mations successives. A cette fin on pose :

o) =f()+) T, (x)\ (2.12)

avec U, (x) définie par les formules :

¥, (z) = / K () f () dt.
Uy () = /K(x,t)\lll(t)dt
)
_ / Ko (2,1) f (1) d.
b
Uy (z) — /K(m,t)\llg(t)dt

_ /K3 (2.1) f (1) dt
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et anisi de suite.

Ici
b

Ky (2,1) = /K(:c,z) Ky (2.4) d.

b
K3 (x,t) = /K (z,2) K (2,t) dz.

a

et en général :

K, (z,t) = /K (x,2) Kn—1 (2,t) dz. (2.13)

n=2.3,.., et Ky(x,t) = K (z,t). les fonctions K, (z,t) définies par les
formules (2.13) s’appellent noyaux itérés. Elles vérifient la relation

Ko (2,1) = / Ko (2,8) Ko (5,1) ds (2.14)

ol m est un entier naturel quelconque inférieur a n.
La résolvante de I’équation intégrale (2.11) est définie en fonctions des
noyaux itérés de la facon suivante :

R(z,t;\) = iKn (z,t) A" 1. (2.15)

Le second membre est la série de Neumann du noyau K (z,t). Cette série

converge pour
1
A<= 2.16
A< (216)

avec

b b
B = / K2 (x,t) dzdt

a a
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La solution de ’équation de Fredholm de seconde espéce (2.11) s’exprime

par :
b

o(z)=f(x)+ A/R(x,t; A) f(t)dt (2.17)

a

La borne (2.16) est essentielle pour la convergence de la série (2.15) . Mais
I'équation (2.11) peut également admettre une solution pour |A| > —.

) B
Soit, par exemple :

1

o (z) — )\/gp (t)dt =1 (2.18)

0

Ici K (x,t) =1 et, par conséquent :

1

1
B2:/ KQ(x,t)da:dt://dxdtzl

00 00

Dans ce cas la condition (2.16) assure la convergence de la série (2.15) pour
Al < 1.

En résolvant (2.18) comme une équation a noyau dégénéré, nous trouvons
1

(1-XN)C=1ouC = /go (t) dt.Lorsaue A = 1, cette équation n’admet pas

0
de solution, ce qui signifie qu’il en est de méme pour 1’équation intégrale
(2.18) pour cette valeur de A. Il en découle que dans un cercle de rayon
supérieur a 1, les approximation successives pour I’équation (2.18) ne peuvent
pas converger. Pour |A| > 1,celle-ci est cependant résoluble. En effet, quand
A # 1, la fonction ¢ (z) = X

vérifie aisément par substitution immédiate.

est solution de I’équation donnée, ce qu’on

Exemple 21 Considérons l’équation intégrale suivante :

o (z) — )\/:ctgo (t)dt = f (z) (2.19)
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Ici K (z,t) = xt; a = 0, b = 1.Cherchons les itérés successifs :

K (z,t) = Ky (z,t) = xt

xt
37

Ky (2,1) = / (22) (1) dz —

Ky (2,1) = % / (22) (+t) dz = §—§

par récurrence

K, (z,t) = T

Alors

R(z,t;\) = ZK" (z,t) A\
n=1

o] n—1
()
n=1

3xt
3—A

ou |A| < 3.La solution est de la forme :

gp(x):f(x)—l—)\/ggft/\f(t)dt, O<xz<l, A#3
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2.4 Equations intégrales a noyau dégénéré

2.4.1 Le cas d’équation intégrale non homogéne
Le noyau K (z,t) de 'équation intégrale de Fredholm de seconde espéce
s’appelle dégénéré si il s’écrit de la forme

n

K (z,t) = a () by (t) (2.20)

k=1

Les fonctions ay, (z) et by (t) (k= 1,2,...,n) sont continues sur a < x, ¢t <b
et linéairement indépendantes. L’équation intégrale a noyau dégénéré (2.20)

o (z) — A / [Zak (z) by (t)] o () dt = f () (2.21)

a

se résout comme suit.
Récrivons (2.21) :

n b
P @)= £ @)+ XY ax (o) [0 (00 (00 (2.22)
On pose :
/bk B dt=Cp (k=1,2,..n) (2.23)

L’égalité (2.22) devient alors

p(x) = f(x)+ 2> Crax () (2.24)

avec Cj; des constantes inconnues (puisque la fonction ¢ () est inconnue).
D’aprés la forme (2.23) on a :

Con — / b (1) @ (£) dt = 0 (2.25)
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Remplacant (2.24) dans (2.25), on obtient :

b

Cm—/bm (t)

a

f (t) + /\zn:C’kak (t)] dt =0

c’est-a-dire :
b b

Ch — )\zn:Ck/ak () by, (t) dt = /bm ) f(t)dt, (m=1,2,
on note : ,
- / ax () by (1) dt
.
= [ 01 0
Donc :

C =AY _agmCr = frn (M =1,2,...,m)
k=1

ou, sous form développée

( (1 - )\CLH) 01 — )\CL1202 — . )\alnC’n == f1
—)\aglCl + (]_ - /\agg) Cg T )\(lgnCn == f2
L —)\anlCI — )\CLTLQCQ — ... (1 — /\am) Cn = fn
le déterminant est :
1-— )\CLll —)\&12 —/\aln
—>\Cl21 1— )\agg —>\a2n

A(N) =

—)\CLnl —>\6Ln2 oo 1= )\a,m

15

(2.26)

(2.27)
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Si A(A) # 0, le systéme(2.26) admet une solution unique (Ci,Cy, ..., C,,)
obtenue moyennant les formules de Cramer

1-— )\CLH —)\alk_lfl — )\alk—l—l —/\aln
—)\Cbgl —)\agk_lfg — )\a2k+1 —/\agn
1
=3 ) . . . . , (2.28)
—Xap1 e Ak fo — Akt . 1= Aag,

L’équation intégrale (2.21) a pour solution une fonction ¢ () définie par
'égalité :

(@) = f(2) +A)_Cray (2)
k=1

Exemple 22 Résoudre [’équation intégrale

o (x) — )\/ (zcost +t*sinz + coswsint) p (t)dt =z

—T

Solution 23 Mettons cette équation sous la forme

p(x) = )\x/cp(t) costdt + /\Sinx/t2g0 (t)dt + /\cosx/go(t) sin tdt + x
on pose :
C = /so (t) costdt; Cy = /z% (t) dt; Cs = /gp (t) sin tdt

ou C1,Cy ,C3 sont les constantes inconnues.
Donc :
¢ (x) = Ci x + Codsinz + C3hcosz + x
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ol
C, = / (C1 At 4+ CoAsint 4+ CsA cost + t) cos tdt
Cy = / (CiAt + Codsint + CyAcost + t) tdt
Cy = / (C1At 4 Codsint + C3A cost + t) sin tdt
ol
Ci|1- /\/tcostdt — C’Q)\/ costsintdt — C’g/\/ cos? tdt = /tcostdt
—Cl)\/t3dt+02 1— )\/t2 sintdt | — CgA/t2 costdt = /t3dt
—C’lx\/tsintdt — Cg)\/ sin®tdt + Cs | 1 — )\/ costsintdt | = /t sin tdt

En calculant les intégrales,nous obtenons le systéme d’équations algébriques
en C,C5,C5 :
01 - )\7TC3 = O,
Cy 4+ 4 nC3 = 0, (2.29)
—2)\71'01 - /\7T02 + 03 = 27'(',

Le déterminanat du systéme est :
1 0 AT

AN=| 0 1 4w [ =1+2X 72 #£0
=2\t —Ar 1
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Le systéme (2.29) admet solution unique

212\ 812\ 2

LTI o T 1 r oIy T I qaoae

La solution de l’équation intégrale donnée :

o () 2 T

= m (Aﬂ'x —4/\7TSiIlI'+COSl') +z

2.4.2 Le cas de I’équation intégrale homogéne

L’équation intégrale homogene a noyau dégnéré

@ -2 [ [Zak () tr <t>] o (t)dt =0 (2:30)

a

n’admet, lorsque le parameétre A n’en est pas nombre caractérisitique (i.e.
A (X) # 0), que la solution null ¢ (z) = 0. Si A\ est nombre caractéristique
(i.e. A () = 0), 'équation (2.30), en plus de la solution null, des solution non
nulles, fonctions propres relatives & ce nombre caractéristique. La solution
générale de I’équation homogene (2.30) s’obtient comme combinaison linéaire
de ces fonctions propres.

Exemple 24 Résoudre [’équation intégrale

T

o (x) — )\/ (cos® z cos 2t + cos® t cos 3z) ¢ (t) dt =0

0

Solution 25 Les nombres caractéristique de [’équation proposée sont \; =
4

8
—, Ay = — et les fonctions propres correspondantes ont la forme
T T

0, (z) =cos®z, y(x) = cos3x

La solution générale de I’équation donnée est

4
o(r)=Ccos’r si A= —
T
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p(x)=cos3z  si A=

>]|oo>]|00

p(x)=0 si A%, A#

ou C' est une constante quelconque. La solution nulle (la derniére) est obte-
nue & partir des solutions générales pour C' = 0.



Chapitre 3

Transformation de Mellin

Historiquement , Riemann ( 1876 ) a d’abord reconnu la transformation
du Mellin dans son célebre mémoire sur les nombres premiers .

Sa formulation explicite a é¢té donnée par Cahen (1894 ) presque simul-
tanément , Mellin (1896,1902 ) a donné une analyse approfondie de la trans-
formation de Mellin et de sa formule d’inversion.

3.1 Transformée de Mellin

Définition 26 La transformation de Mellin M fait correspondre a la fonc-
tion f (t) ,définie pourt € RT. La fonction analytique F(s), avec s € C, selon
la relation suivante :

F(s)=M[f (1)) (s) = / F(tyetdr. (3.1)

Proposition 27

1. f est définie et continue pour x > 0.

2. L’intégrale (3.1) converge absolument pour R (s) = aet R (s) = f.Alors
elle converge absolument pour o < R(s) < [.De plus la fonction
s — M [f] (s) est continue et bornée dans cette bande fermée et holo-
morphe & l'intérieur.

Exemple 28 On considére la fonction f définie par :

21
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fF&)=@0+t)77; Re(j)>0

Alors, on a
MI[f ()] (s) = /ts—l (1+t)77 dt
0
Fh1— _ ite pour 0 < Re (s) < Re (j)
on pose =1 x—t_l_l,parsulepour e(s ey
CoxsL dx
Mf®)(s) = [ (Q1—a)

En particulier pour j = 1, et pour tout s € C tel que 0 < Re(s) < 1
Alors, d’aprés Proposition de Fonction Gamma d’Euler

™

M1+ t)_l] (s) =

sin s

Proposition 29 Soit f une fonction de Schwartz sur [0,4o00| et F (s) sa
transfomée de Mellin.

1. La fonction F' (s) se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont
les seules singularités possibles sont aux entiers négatifs s = —k, & > 0,
ot F (s) peut auoir un pole simple de résidu f*) (0) /k!.

2. Si f est a support compact dans |0, +oo[, la fonction F (s) est entiére.
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3.2 Relation entre la transformation de La-
place et Fourier
— Avec la transformée de Laplace :

Par le changement de variable t = e~
de Mellin devient :

T dt = —e *dx, la transformée

+o00
MIf](s) = /f (e7) e Hedy
+oo
= /f (e_x) e *dx

Alors
M) = £[F ()] () (32

— Avec la transformée de Fourier :
Pour obtenir la transformée de Fourier, on remplacant s par a + 27i[3
en (3.2) :

M[f @) (s) = L[f(e")](a+2mif)

+o00
— /f (e—oc) 6—(a+27rz'6)wdx

+o0
— /f (e—m) 6_27ri'8m€_axdl’
—o0

Le résultat est

M(f ()] (a +2miB) = F [f (e7") e7*"] (B)
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3.3 Formule d’inversion de Mellin

Théorém 30 Soit f :[0,+oc] — C une fonction continue et F' sa transfor-
mée de Mellin. Alors, la formule d’inversion est donnée par :

a-+100

f(t):QLm_ / F(s)t—ds

a—100

Preuve. Pour s = a+ i3, avec a > 0, on a

Fs) = / FOEtdt

y dt
— t slogt "
[
0
dt

— t alogt iBlogt "
e
0
: dt :
par le changement de variable u = logt, du = e on obtient
F(s) = /f(e“)e““eiﬁudu
0

et avec le changement u = —27t, on obtient

F (8) — 27T/ f(6727rt>672a7rt672iﬁ77tdt

de sorte que [ € R et d’apres la transformée de Fourier de la fonction définie
sur R on déduit que :

F(s) =2aF [f(e *™)e ] (B)
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On utilise la formule inverse de Fourier, alors on a

1

%/F(s)e%ﬂmﬁdﬁ

— 00

e—2a7rtf<e—27rt) —

27t

si on pose e~ “™ = z, on trouve

o0

f(x)= x“%/l’ (s)z~dp

d’autre part
o0

fla) == / F (s) 2= )idp

211
— 00

Finalement, la formule d’inversion est donnée par :

a+ioco
1 —s
f(zx) = 5 F(s)xz%ds

a—100

Exemple 31 Soit la fonction f, telle que
flz)=e"

On a
Mf](s) = /e_tts_ldt =T(s), R(s)>0

On vérifie que pour tout a > 0, et |} > 0

a—+100
MLF] () = % T (s)t=ds — e~

a—100
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De plus, comme la fonction t — T (s)t™° admet des poles simples et par le
théoréeme de résidu on a

a-+1i00
1 oo
3 | [(s)t%ds = ;Res {F (s)t™%,s= —n}
n!
n=0
_— eit
Alors
MTf](t) = e

3.4 Produit de Convolution de Mellin

Définition 32 Soient f, g deux fonction définies sur R™. Le produit de convo-
lution de f et g est défini par :

(F *9) (1 =7f(y)g @)d—j
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3.5 Tableaux de transformée de Mellin de quelques
fonctions usuelles

7(0) F o) =M (0] (s) = [ 5o
e " n°T(s), Res >0 0
e g >0 %a(s/”l“ (g) ,Res >0
cos (at) a*T" (s) cos (%S> ,0<Res <1
sin (at) a*T (s)sin <%8> ,0<Res <1
(1417, Rea >0 %
e [ T

Table de transformées de Mellin usuelles



Chapitre 4

Résolution d’équation intégrale
par la transformation de Mellin

Considérons I’équation intégrale singuliére de seconde espéce
f d
T t
o =1+ [K(7) e F (1.1)

En effet, supposons que ¢ (z), f(x) et K(z) admettent la transformée de
Mellin et soit ¢ (z) — @ (s), f (z) — F (s), K(z) — K(s),les domaines dans
lesquels F(s) et K (s) sont analytiques ayant en commun la bande o1 < Re
s = 0 < o09. Appliquant la transformation de Mellin Terme & terme et
utilisant le produit de convolution de Mellin, nous obtenons, a partir de
(4.1)

O (s) = F(s) + K(s) - @ (s)

®(s) = 1f—gzs> (f((s) ”: 1)

c’est la solution opérationnelle de I’équation intégrale (4.1) .la formule d’in-
version permet d’en trouver la solution :

o+100
1 F(s) _
Tr) = —— —X SdS
p(2) =5 R
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Considérons 1’équation intégrale de la forme :
4 / K (xt) o (1) dt (4.2)
0

(équation de Fox).Multiplication les deux membres de (4.2) par 257! et inteé-
grons par rapport a x entre 0 et oo il vient :

/ o 1dx—/f v 1dx—|—/ (1) dt7K(x,t) v tdw

0
Notons @ (s), F' (s), K(s) les transformée de Mellin respectives des fonctions
¢ (x), f(x), K (z). Nous obtenus par des simples transformations :

o0}

d(s) = F(s)+ f((s)/gp (t) t=>dt

0

On voit aisément que /cp (t)t=*dt = ® (1 — s) de sorte que s’écrit :

0
®(s)=F(s)+®(1—s)K(s) (4.3)
Substituant dans (4.3) la valeur (1 — s) par la valeur s nous trouvons :

P(1—s)=F(1—s)+®(s)K(1—5) (4.4)

les égalités (4.3) et (4.4) entrainent

D(s)=F(s)+F(1—s)K(s)+®(s)K(s) - K(1—s)

d’ou _
F(s)+ F(1—s)K(s)
1— K(s)- K(1—s)

O (s) = (4.5)
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c’est la solution opérationnelle de I’équation (4.2)
Moyennant la formule de réciprocité Mellin on a :

o+100 ~

1 / F(s) + F(1—8)K(s) _,.

80(@2%

1—K(s) - K(1—5s)

Qui est solution de I’équation intégrale (4.2) .

Exemple 33 Résoudre [’équation intégrale

o(x)=f(z)+ /\\/g/gp (t) cos xtdt (4.6)

Solution 34 On a :

- 21
K(s) = )\\/j/xs_l cos xdx (4.7)
T
0

le calcul de lintégrale (4.7) se fait compte tenu de ce que
/e_xxz_ldx =TI(z) (4.8)
0
Faisons coincider dans (4.7) la demi-droite d’intégration avec 'axe ima-

ginaire, opération possible pour 0 < z < 1, en vertu du lemme de Jordan.
Nous obtenons la formule :

/ex:cZIdx —e T T (2)
0

Séparons les parties réelle et imaginaire il vient :

o0

/x’z_l cosxdr = cos— -I'(2) (4.9)

" lsinzdr = sin— T (2)

0\8‘3
v 3
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Ainsi, en vertu de (4.6) et (4.8)

K(s) = /\\/gl‘ (s) cos g

Ensuite
~ ~ 2 s 2 . TS
K(s)-K(1—s) = M/=T'(s)cos—-A\/=I(1—s)sin —
7r 2 T 2
)\2
= ?2COS§81H§F(S)F(1 —8) =\

Puisque T' (s) ' (1 — s) = " par conséquent, si M {f (z)} = F(s),
inrs
on a conformément & la formule (4.5) (pour |A| # 1)

F(s)+ F(1—s)K(s)

o) = 1— )2
et donc
otioo
p(z) = m / F(s)+F(1-s) )\\/gf’ (s) cos %8] x%ds (4.10)
o1 N .
= 5 / F(s)z™%ds + - _)\ﬂg% / D (s)cos F (1 s)a~*ds

remplagons F' (1 — s) par / f (t)t=#dt dans la derniére intégrales du second
0

o+100

1
membre de (4.10) et notons que 57 F(s)z=*ds = f(x).
i

La formule (4.10) se récrit :

o+100 0o

_ f(@) A 21 s .
@(m)—l_)\2+1_/\2\/;%/F(s)cos?(xt) ds/f(t)dt

o—100 0
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Selon la formule de réciprocité de Mellin :

o+100
1 .
5 I (s) cos ? (xt)"*ds = cosxt

de sorte qu’on a en définitive pour solution de I’équation (4.6) :

S LC: R S EY Y /f f)cosatdt, (1N £ 1)




Conclusion et Perspectives

Conclusion

L’utilisation de la transformation de Mellin nous donne une solution ana-
lytique, comme dans les autres transformations de Laplace, fourier...

Perspective

La transformation de Mellin dans les espaces de dimension 1 est simple a
applique pour résoudre les équations intégrales.

Mais dans les espaces de dimension 2 ou 3 sont assez compliquées, ce que
nous pensons a développer dans thése de Doctorat In cha ALLAH.
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Abstract:

The goal of this thesis is to solve the Fredholm integral equation by
the Millen transform. We have therefore studied the Fredholm integral
equation and Mellin transform and in the latter, we have applied the
Millen transformation on some Fredholm integral equation.

Keywords: Integral Equation of Fredholm, Mellin transformation,
Laplace and Fourier transform, Special functions (Gamma, Beta).

Résumeé:

Le but de cette these est de résoudre |I'équation intégrale de
Fredholm par la transformation de Millen. Nous avons donc étudié
I'équation intégrale de Fredholm et transformation de Mellin et dans ce
dernier, nous avons appliqué la transformation de Millen sur certaines
éguations intégrales de Fredholm.

Mots-clés: Equation intégrale de Fredholm, Transformation de Mellin,

Transformations de Laplace et de Fourier, Fonctions spéciales (Gamma,
Béta).
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