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Introduction

Une équation intégrale est une équation dans laquelle l�inconnu, généra-
lement est une fonction d�une ou plusieurs variables, se produit sous signe
intégral. Cette dé�nition plutôt générale tient compte de beaucoup de dif-
férentes formes spéci�ques et dans la pratique beaucoup de types distincts
surgissent. Dans la théorie classique d�équations intégrales, on distingue les
équations de Fredholm (Ivare Fredholm(1866-1927), Mathématicien Suédois)
et les équations de Volterra (Vito Volterra(1860-1940), Mathématicien Ita-
lian). Dans une équation de Fredholm les régions d�intégrations sont �xées,
tandis que dans une équation de Volterra une région est variable.
Fredholm (1866-1927) a étudié la méthode pour résoudre les équations

intégrales du deuxième espèce. La théorie des équations intégrales intervient
dans plusieurs domaines de mathématiques, beaucoup de problèmes dans
le domaine des équations di¤érentielles ordinaires et partielles, la physique
mathématique, les problèmes de contacts et de l�astrophysique.
Le but de ce mémoire est de présenter à méthode analytique de résolution

des équations intégrales. Nous devisons notre travail en quatre chapitres.
Le premier chapitre comporte rappelons des espaces fonctionnels né-

cessaires, ainsi que les dé�nitions et propositions.
Le deuxième chapitre est consacré à l�étude d�équation intégrale de

fredholm.
Le troisième chapitre est consacré à l�étude de la transformation de

Mellin.
le dernier chapitre, on expose le but de notre travail, Résolution d�équa-

tion intégrale de Fredholm par la transformation de Mellin.

vii



Chapitre 1

Preliminaires

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Banach

Dé�nition 1 (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps | = R ou C; on appelle une norme
sur l�espace E toute fonction notée k:kdé�nie sur E à valeurs dans R, telle
que

i) kxk = 0 () x = 0

ii) k�xk = j�j kxk ; 8 x 2 E; 8 � 2 K
iii) kx+ yk � kxk+ kyk ; 8 x; y 2 E

Dé�nition 2 (Suite de Cauchy)

Soit xn une suite d�éléments d�un espace normé (E; kk) ; on dit que la
suite xn est de Cauchy si, on a la relation suivante

8" > 0; 9N > 1; 8p; q � N; on a kxp � xqk < "

Dé�nition 3 (Espace complet)

Un espace vectoriel normé (E; k:k) ; est dit complet, si toute suite de
Cauchy xn d�éléments de E est convergente dans E:

Dé�nition 4 (Espace de Banach)

1



2 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

On appelle espace de Banach (E; k:k) tout espace vectoriel normé et com-
plet
Par example (C ([a; b] ;R) ; k:k1) est un espace de Banach.

1.1.2 Espaces de Hilbert

Dé�nition 5 (Produit scalaire)

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe)
une application h:; :i dé�nie sur E � E dans | = R ou C telle que pour tout
x; y; z dans E et � 2 |
1. hx; yi � 0
2. hx; xi = 0 implique x = 0
3. h�x; yi = � hx; yi
4. hx; y + zi = hx; yi+ hx; zi
5. hx; yi = hy; xi
Un espace vectoriel muni d�un produit scalaire est appelé un espace eu-

clidien ou un espace préhilbertien, on peut lui introduire une norme dé�nie
par

kxk =
p
hx; xi:

Dé�nition 6 (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d�un produit scalaire,
et qui est complet pour la norme associée à ce produit scalaire.

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 7 La fonction gamma � (s) est dé�née sur le demi-plan complexe
Re(s) > 0 par l�intégrale :

� (s) =

1Z
0

e�tts�1dt
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Proposition 8 la fonction gamma est la transformée de Mellin de la fonc-
tion exponentielle :

M
�
e�t
�
(s) = � (s) ; Re (s) > 0

Proposition 9 Relations fonctionnelles

� (s+ 1) = s� (s) ; Re (s) > 0

� (s) � (1� s) =
�

sin �s
; (s 2 Z0; 0 < Re (s) < 1)

�

�
1

2

�
=

p
�

Proposition 10 Relation avec la factorielle

� (n+ 1) = n!

1.2.2 Fonction Bêta d�Euler

Dé�nition 11 La fonction bêta est généralement dé�nie par

B (s; r) =

1Z
0

ts�1 (1� t)r�1 dt; Re (s) > 0; Re (r) > 0

Proposition 12 Relation avec la fonction gamma

B (s; r) =
� (s) � (r)

� (s+ r)
; Re (s) > 0; Re (r) > 0

1.3 Transformation de Fourier

Dé�nition 13 La transformée de Fourier de f(t) est notée par F ff (t)g =
F (�) ; � 2 R, est dé�né par l�intégrale

F ff (t)g = F (�) =
+1Z
�1

f (t) e�2i��tdt; � 2 R

Dé�nition 14 La transformée inverse de Fourier est dé�nie par

F�1 fF (�)g = f (t) =
+1Z
�1

F (�) e2i��td�



4 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.4 Transformation de Laplace

Dé�nition 15 Soit f : R+ ! C une fonction continue. On appelle transfor-
mée de Laplace de f; la fonction L (f) dé�nie par

Lff (t)g = ef (s) = +1Z
0

e�stf (t) dt

où s = c+ i� est une variable complexe.

Dé�nition 16 La transformée inverse de Laplace de la fonction ef (s), est
donnée par

L�1
nef (s)o = f (t) = 1

2�i

c+i1Z
c�i1

est ef (s) ds; c > 0



Chapitre 2

Équation intégrale de Fredholm

2.1 Notions fondamentales

On appelle équation intégrale linéaire de fredholm de seconde espèce une
équation de la forme

' (x)� �
bZ
a

K (x; t)' (t) dt = f (x) (2.1)

où ' (x) est la fonction inconnue, K (x; t) et f (x) des fonctions données. x
et t deux variables parcourant l�intervale (a; b) et � un facteur numérique.
Si f (x) 6= 0; l�équation (2:1) est dit non homogène, dans le cas contraire,

l�équation intégrale (2:1) s�écrit

'(x)� �
bZ
a

K(x; t)'(t)dt = 0 (2.2)

et on dit qu�elle est homogène.
Une équation intégrale de la forme

bZ
a

K (x; t)' (t) dt = f (x) (2.3)

5



6 CHAPITRE 2. ÉQUATION INTÉGRALE DE FREDHOLM

où la fonction inconnue '(x) n�intervient que sous le signe d�intégration,
s�appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce.
On appelle solution des équations intégrales (2:1), (2:2) et (2:3) toute

fonction '(x) telle qu�après sa substitution dans l�équation, celle-ci devient
une identité en x 2 (a; b) :

Exemple 17 Montrer que la fonction '(x) = sin
�x

2
est solution de l�équa-

tion intégrale de Fredholm

'(x)� �
2

4

1Z
0

K(x; t)'(t)dt =
x

2

où le noyau est de la forme

K(x; t) =

8><>:
x (2� t)

2
; 0 � x � t

t(2� x)
2

; t � x � 1

Solution 18 Mettons le premier membre sous la forme suivante :

'(x)� �
2

4

1Z
0

K(x; t)'(t)dt = ' (x)� �
2

4

8<:
xZ
0

K (x; t)' (t) dt+

1Z
x

K (x; t)' (t) dt

9=;
= ' (x)� �

2

4

8<:
xZ
0

t (2� x)
2

' (t) dt+

1Z
x

x (2� t)
2

' (t) dt

9=;
= ' (x)� �

2

4

8<:2� xx
xZ
0

t' (t) dt+
x

2

1Z
x

(2� t)' (t) dt

9=;
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portons dans l�expression obtenue sin
�x

2
au lieu de '(x); il vient :

sin
�x

2
� �

2

4

8><>:(2� x)
xZ
0

t
sin
�t

2
2

dt+ x

1Z
x

(2� t)
sin
�t

2
2

dt

9>=>;
= sin

�x

2
� �

2

4

�
(2� x)

�
� t
�
cos

�t

2
+
2

�2
sin
�t

2

�
jt=xt=0 +x

�
�2� t

�
cos

�t

2
� 2

�2
sin
�t

2

�
jt=1t=x

�
=

x

2

Ainsi, on a
x

2
� x

2
; ce qui signi�e par défnition que '(x) = sin

�x

2
est

solution de l�équation intégrale donnée.

2.2 Méthode de Fredholm

La solution de l�équation de Fredholm de seconde espèce

' (x)� �
bZ
a

K (x; t)' (t) dt = f (x) (2.4)

est donnée par la formule suivante :

' (x) = f (x) + �

bZ
a

R (x; t;�) f (t) dt (2.5)

où la fonction R (x; t;�) dite résolvante de Fredholm de l�équation (2:4) est
dé�nie par l�égalité

R (x; t;�) =
D (x; t;�)

D (�)
(2.6)

sous la condition D (�) 6= 0: Ici D (x; t;�) et D (�) sont des séries de puis-
sances de � :

D (x; t;�) = K (x; t) +

1X
n=1

(�1)n

n!
Bn (x; t)�

n (2.7)
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D (�) = 1 +
1X
n=1

(�1)n

n!
Cn �

n (2.8)

Avec les coe¢ cients ainsi dé¢ nis :

Bn (x; t) =

bZ
a

:::

bZ
a| {z }

n

������������

K (x; t) K (x; t1) : : : K (x; tn)
K (t1; t) K (t1; t1) : : : K (t1; tn)
K (t2; t) K (t2; t1) : : : K (t2; tn)

: : : : : :
: : : : : :

K (tn; t) K (tn; t1) : : : K (tn; tn)

������������
dt1:::dtn (2.9)

et
B0 (x; t) = K (x; t)

Cn =

bZ
a

:::

bZ
a| {z }

n

������������

K (t1; t1) K (t1; t2) : : : K (t1; tn)
K (t2; t1) K (t2; t2) : : : K (t2; tn)
K (t3; t1) K (t3; t2) : : : K (t3; tn)

: : : : : :
: : : : : :

K (tn; t1) K (tn; t2) : : : K (tn; tn)

������������
dt1:::dtn (2.10)

Les fonction D (�) et D (x; t;�) sont respectivement le déterminant de
Fredholm et le mineur du déterminant de Fredholm. Si le noyau K (x; t) est
borné ou si l�intégrale

bZ
a

bZ
a

K2 (x; t) dxdt

est �nie, les séries (2:7) et (2:8) convergentes quelque soit � et sont donc des
fonctions analytiques entières de �:
La résolvante

R (x; t;�) =
D (x; t;�)

D (�)

est une fonction analytique de �; sauf les � qui sont zéros de D (�). Ces
derniers sont pôles de la résolvante R (x; t;�) :

Exemple 19 A l�aide des déterminants de Fredholm trouver la résolvante
du noyau

K (x; t) = xet; a = 0; b = 1:
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Solution 20 On a B0 (x; t) = xet: Ensuite

B1 (x; t) =

1Z
0

���� xet xet1

t1e
t t1e

t1

���� dt1 = 0
B2 (x; t) =

1Z
0

1Z
0

������
xet xet1 xet2

t1e
t t1e

t1 t1e
t2

t2e
t t2e

t1 t2e
t2

������ dt1dt2 = 0
puisque les déterminants sous

Z
sont nuls, Il est évident que tous les Bn (x; t) =

0 suivants sont nuls aussi. Trouvons les coe¢ cients Cn :

C1 =

1Z
0

K (t1; t1) dt1 =

1Z
0

t1e
t1dt1 = 1:

C2 =

1Z
0

1Z
0

���� t1et1 t1e
t2

t2e
t1 t2e

t2

���� dt1dt2 = 0:
Evidemmet, tous les Cn:n � 2 suivants sont nuls. Dans notre cas, nous avons
conformément aux formules (2:7) et (2:8) :

D (x; t;�) = K (x; t) = xet; D (�) = 1� �

Donc

R (x; t;�) =
D (x; t;�)

D (�)
=

xet

1� �

Appliquons le résultat obtenu à l�équation intégrale

' (x)� �
1Z
0

xet' (t) dt = f (x) (� 6= 1)

D�après la formule (2:5)

' (x) = f (x) + �

1Z
0

xet

1� �f (t) dt
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En particulier, nous obtenons pour f (x) = e�x

' (x) = e�x +
�

1� �x

2.3 Noyaux itérés : construction de la résol-
vante à l�aide des noyaux itérés

Soit l�équation intégrale de Fredholm

' (x)� �
bZ
a

K (x; t)' (t) dt = f (x) (2.11)

A l�instar des équations de Volterra elle se prête à la méthode des approxi-
mations successives. A cette �n on pose :

' (x) = f (x) +
1X
n=1

	n (x)�
n (2.12)

avec 	n (x) dé�nie par les formules :

	1 (x) =

bZ
a

K (x; t) f (t) dt:

	2 (x) =

bZ
a

K (x; t)	1 (t) dt

=

bZ
a

K2 (x; t) f (t) dt:

	3 (x) =

bZ
a

K (x; t)	2 (t) dt

=

bZ
a

K3 (x; t) f (t) dt
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et anisi de suite.
Ici

K2 (x; t) =

bZ
a

K (x; z)K1 (z; t) dz:

K3 (x; t) =

bZ
a

K (x; z)K2 (z; t) dz:

et en général :

Kn (x; t) =

bZ
a

K (x; z)Kn�1 (z; t) dz: (2.13)

n = 2; 3; :::; et K1 (x; t) � K (x; t) : les fonctions Kn (x; t) dé�nies par les
formules (2:13) s�appellent noyaux itérés. Elles véri�ent la relation

Kn (x; t) =

bZ
a

Km (x; s)Kn�m (s; t) ds (2.14)

où m est un entier naturel quelconque inférieur à n:
La résolvante de l�équation intégrale (2:11) est dé�nie en fonctions des

noyaux itérés de la façon suivante :

R (x; t;�) =
1X
n=1

Kn (x; t)�
n�1: (2.15)

Le second membre est la série de Neumann du noyau K (x; t). Cette série
converge pour

j�j < 1

B
(2.16)

avec

B =

vuuut bZ
a

bZ
a

K2 (x; t) dxdt
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La solution de l�équation de Fredholm de seconde espèce (2:11) s�exprime
par :

' (x) = f (x) + �

bZ
a

R (x; t;�) f (t) dt (2.17)

La borne (2:16) est essentielle pour la convergence de la série (2:15) :Mais

l�équation (2:11) peut également admettre une solution pour j�j > 1

B
:

Soit, par exemple :

' (x)� �
1Z
0

' (t) dt = 1 (2.18)

Ici K (x; t) � 1 et, par conséquent :

B2 =

1Z
0

1Z
0

K2 (x; t) dxdt =

1Z
0

1Z
0

dxdt = 1

Dans ce cas la condition (2:16) assure la convergence de la série (2:15) pour
j�j < 1:
En résolvant (2:18) comme une équation à noyau dégénéré, nous trouvons

(1� �)C = 1;où C =
1Z
0

' (t) dt:Lorsaue � = 1; cette équation n�admet pas

de solution, ce qui signi�e qu�il en est de même pour l�équation intégrale
(2:18) pour cette valeur de �: Il en découle que dans un cercle de rayon
supérieur à 1; les approximation successives pour l�équation (2:18) ne peuvent
pas converger. Pour j�j > 1;celle-ci est cependant résoluble. En e¤et, quand
� 6= 1; la fonction ' (x) = 1

1� � est solution de l�équation donnée, ce qu�on
véri�e aisément par substitution immédiate.

Exemple 21 Considérons l�équation intégrale suivante :

' (x)� �
1Z
0

xt' (t) dt = f (x) (2.19)
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Ici K (x; t) = xt; a = 0; b = 1:Cherchons les itérés successifs :

K (x; t) = K1 (x; t) = xt

K2 (x; t) =

1Z
0

(xz) (zt) dz =
xt

3
;

K3 (x; t) =
1

3

1Z
0

(xz) (zt) dz =
xt

32
;

par récurrence

Kn (x; t) =
xt

3n�1

Alors

R (x; t;�) =
1X
n=1

Kn (x; t)�
n�1

= xt
1X
n=1

�
�

3

�n�1
=

3xt

3� �

où j�j < 3:La solution est de la forme :

' (x) = f (x) + �

1Z
0

3xt

3� �f (t) dt; 0 < x < 1; � 6= 3

En particulier, pour f (x) = x

' (x) =
3x

3� �; � 6= 3
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2.4 Equations intégrales à noyau dégénéré

2.4.1 Le cas d�équation intégrale non homogène

Le noyau K(x; t) de l�équation intégrale de Fredholm de seconde espèce
s�appelle dégénéré si il s�écrit de la forme

K (x; t) =
nX
k=1

ak (x) bk (t) (2.20)

Les fonctions ak (x) et bk (t) (k = 1; 2; :::; n) sont continues sur a � x; t � b
et linéairement indépendantes. L�équation intégrale à noyau dégénéré (2:20)

' (x)� �
bZ
a

"
nX
k=1

ak (x) bk (t)

#
' (t) dt = f (x) (2.21)

se résout comme suit.
Récrivons (2:21) :

' (x) = f (x) + �
nX
k=1

ak (x)

bZ
a

bk (t)' (t) dt (2.22)

On pose :
bZ
a

bk (t)' (t) dt = Ck (k = 1; 2; :::; n) (2.23)

L�égalité (2:22) devient alors

' (x) = f (x) + �
nX
k=1

Ckak (x) (2.24)

avec Ck des constantes inconnues (puisque la fonction ' (x) est inconnue).
D�aprés la forme (2:23) on a :

Cm �
bZ
a

bm (t)' (t) dt = 0 (2.25)
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Remplaçant (2:24) dans (2:25); on obtient :

Cm �
bZ
a

bm (t)

"
f (t) + �

nX
k=1

Ckak (t)

#
dt = 0

c�est-à-dire :

Cm � �
nX
k=1

Ck

bZ
a

ak (t) bm (t) dt =

bZ
a

bm (t) f (t) dt; (m = 1; 2; :::; n)

on note :

akm =

bZ
a

ak (t) bm (t) dt

fm =

bZ
a

bm (t) f (t) dt

Donc :

Cm � �
nX
k=1

akmCk = fm (m = 1; 2; :::; n)

ou, sous form développée8>>>>>><>>>>>>:

(1� �a11)C1 � �a12C2 � :::� �a1nCn = f1
��a21C1 + (1� �a22)C2 � :::� �a2nCn = f2

:
:
:

��an1C1 � �an2C2 � :::� (1� �ann)Cn = fn

(2.26)

le déterminant est :

�(�) =

������������

1� �a11 ��a12 ::: ��a1n
��a21 1� �a22 ::: ��a2n
:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

��an1 ��an2 ::: 1� �ann

������������
(2.27)
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Si �(�) 6= 0; le système(2:26) admet une solution unique (C1; C2; :::; Cn)
obtenue moyennant les formules de Cramer

Ck =
1

� (�)

������������

1� �a11 ::: ��a1k�1f1 � �a1k+1 ::: ��a1n
��a21 ::: ��a2k�1f2 � �a2k+1 ::: ��a2n
:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

:
:
:

��an1 ::: ��ank�1fn � �ank+1 ::: 1� �ann

������������
(2.28)

L�équation intégrale (2:21) a pour solution une fonction ' (x) dé�nie par
l�égalité :

' (x) = f (x) + �
nX
k=1

Ckak (x)

Exemple 22 Résoudre l�équation intégrale

' (x)� �
�Z
��

�
x cos t+ t2 sin x+ cosx sin t

�
' (t) dt = x

Solution 23 Mettons cette équation sous la forme

' (x) = �x

�Z
��

' (t) cos tdt+ � sin x

�Z
��

t2' (t) dt+ � cosx

�Z
��

' (t) sin tdt+ x

on pose :

C1 =

�Z
��

' (t) cos tdt;C2 =

�Z
��

t2' (t) dt;C3 =

�Z
��

' (t) sin tdt

où C1; C2 ; C3 sont les constantes inconnues.
Donc :

' (x) = C1�x+ C2� sin x+ C3� cosx+ x
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où

C1 =

�Z
��

(C1�t+ C2� sin t+ C3� cos t+ t) cos tdt

C2 =

�Z
��

(C1�t+ C2� sin t+ C3� cos t+ t) t
2dt

C3 =

�Z
��

(C1�t+ C2� sin t+ C3� cos t+ t) sin tdt

où

C1

0@1� � �Z
��

t cos tdt

1A� C2� �Z
��

cos t sin tdt� C3�
�Z
��

cos2 tdt =

�Z
��

t cos tdt

�C1�
�Z
��

t3dt+ C2

0@1� � �Z
��

t2 sin tdt

1A� C3� �Z
��

t2 cos tdt =

�Z
��

t3dt

�C1�
�Z
��

t sin tdt� C2�
�Z
��

sin2 tdt+ C3

0@1� � �Z
��

cos t sin tdt

1A =

�Z
��

t sin tdt

En calculant les intégrales,nous obtenons le système d�équations algébriques
en C1; C2; C3 : 8<:

C1 � ��C3 = 0;
C2 + 4��C3 = 0;

�2��C1 � ��C2 + C3 = 2�;
(2.29)

Le déterminanat du système est :

�(�) =

������
1 0 ��
0 1 4��

�2�� ��� 1

������ = 1 + 2�2�2 6= 0
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Le système (2:29) admet solution unique

C1 =
2�2�

1 + 2�2�2
; C2 =

8�2�

1 + 2�2�2
; C3 =

2�

1 + 2�2�2

La solution de l�équation intégrale donnée :

' (x) =
2��

1 + 2�2�2
(��x� 4�� sin x+ cosx) + x

2.4.2 Le cas de l�équation intégrale homogène

L�équation intégrale homogène à noyau dégnéré

' (x)� �
bZ
a

"
nX
k=1

ak (x) bk (t)

#
' (t) dt = 0 (2.30)

n�admet, lorsque le paramètre � n�en est pas nombre caractérisitique (i:e:
�(�) 6= 0); que la solution null ' (x) = 0: Si � est nombre caractéristique
(i:e: �(�) = 0); l�équation (2:30); en plus de la solution null, des solution non
nulles, fonctions propres relatives à ce nombre caractéristique. La solution
générale de l�équation homogène (2:30) s�obtient comme combinaison linéaire
de ces fonctions propres.

Exemple 24 Résoudre l�équation intégrale

' (x)� �
�Z
0

�
cos2 x cos 2t+ cos3 t cos 3x

�
' (t) dt = 0

Solution 25 Les nombres caractéristique de l�équation proposée sont �1 =
4

�
; �2 =

8

�
et les fonctions propres correspondantes ont la forme

'1 (x) = cos
2 x; '2 (x) = cos 3x

La solution générale de l�équation donnée est

' (x) = C cos2 x si � =
4

�
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' (x) = cos 3x si � =
8

�

' (x) = 0 si � 6= 4

�
; � 6= 8

�

où C est une constante quelconque. La solution nulle (la dernière) est obte-
nue à partir des solutions générales pour C = 0:



Chapitre 3

Transformation de Mellin

Historiquement , Riemann ( 1876 ) a d�abord reconnu la transformation
du Mellin dans son célèbre mémoire sur les nombres premiers .
Sa formulation explicite a été donnée par Cahen (1894 ) presque simul-

tanément , Mellin (1896,1902 ) a donné une analyse approfondie de la trans-
formation de Mellin et de sa formule d�inversion.

3.1 Transformée de Mellin

Dé�nition 26 La transformation de Mellin M fait correspondre a la fonc-
tion f (t) ;dé�nie pour t 2 R+: La fonction analytique F (s); avec s 2 C; selon
la relation suivante :

F (s) =M [f (t)] (s) =

1Z
0

f(t)ts�1dt: (3.1)

Proposition 27

1. f est dé�nie et continue pour x > 0:

2. L�intégrale (3:1) converge absolument pour< (s) = � et< (s) = �:Alors
elle converge absolument pour � � < (s) � �:De plus la fonction
s!M [f ] (s) est continue et bornée dans cette bande fermée et holo-
morphe à l�intérieur.

Exemple 28 On considère la fonction f dé�nie par :

21
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f (t) = (1 + t)�j ; Re (j) > 0

Alors, on a

M [f (t)] (s) =

1Z
0

ts�1 (1 + t)�j dt

on pose t+ 1 =
1

1� x; x =
t

t+ 1
; par suite pour 0 < Re (s) < Re (j)

M [f (t)] (s) =

1Z
0

(1� x)j xs�1

(1� x)s�1
dx

(1� x)2

=

1Z
0

xs�1(1� x)j�s�1dx

= � (s; j � s)

=
� (s) � (j � s)

� (j)

En particulier pour j = 1, et pour tout s 2 C tel que 0 < Re (s) < 1
Alors, d�après Proposition de Fonction Gamma d�Euler

M
�
(1 + t)�1

�
(s) =

�

sin �s

Proposition 29 Soit f une fonction de Schwartz sur [0;+1[ et F (s) sa
transfomée de Mellin.

1. La fonction F (s) se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont
les seules singularités possibles sont aux entiers négatifs s = �k; k � 0;
où F (s) peut auoir un pôle simple de résidu f (k) (0) =k!:

2. Si f est à support compact dans ]0;+1[ ; la fonction F (s) est entière.
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3.2 Relation entre la transformation de La-
place et Fourier

�Avec la transformée de Laplace :
Par le changement de variable t = e�x; dt = �e�xdx; la transformée
de Mellin devient :

M [f ] (s) =

+1Z
�1

f
�
e�x
�
e�x(s�1)e�xdx

=

+1Z
�1

f
�
e�x
�
e�sxdx

Alors

M [f ] (s) = L
�
f
�
e�x
��
(s) (3.2)

�Avec la transformée de Fourier :
Pour obtenir la transformée de Fourier, on remplaçant s par a + 2�i�
en (3:2) :

M [f (x)] (s) = L
�
f
�
e�x
��
(a+ 2�i�)

=

+1Z
�1

f
�
e�x
�
e�(a+2�i�)xdx

=

+1Z
�1

f
�
e�x
�
e�2�i�xe�axdx

Le résultat est

M [f (x)] (a+ 2�i�) = F
�
f
�
e�x
�
e�ax

�
(�)
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3.3 Formule d�inversion de Mellin

Théorèm 30 Soit f :[0;+1] ! C une fonction continue et F sa transfor-
mée de Mellin. Alors, la formule d�inversion est donnée par :

f (t) =
1

2�i

a+i1Z
a�i1

F (s) t�sds

Preuve. Pour s = a+ i�; avec a > 0; on a

F (s) =

1Z
0

f(t)ts�1dt

=

1Z
0

f(t)es log t
dt

t

=

1Z
0

f(t)ea log tei� log t
dt

t

par le changement de variable u = log t; du =
dt

t
; on obtient

F (s) =

1Z
0

f(eu)eauei�udu

et avec le changement u = �2�t; on obtient

F (s) = 2�

1Z
�1

f(e�2�t)e�2a�te�2i��tdt

de sorte que � 2 R et d�après la transformée de Fourier de la fonction dé�nie
sur R on déduit que :

F (s) = 2�F
�
f(e�2�t)e�2a�t

�
(�)
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On utilise la formule inverse de Fourier, alors on a

e�2a�tf(e�2�t) =
1

2�

1Z
�1

F (s) e2i��td�

si on pose e�2�t = x, on trouve

f (x) = x�a
1

2�

1Z
�1

F (s)x�i�d�

d�autre part

f (x) =
1

2�i

1Z
�1

F (s)x�(a+i�)id�

Finalement, la formule d�inversion est donnée par :

f (x) =
1

2�i

a+i1Z
a�i1

F (s)x�sds

Exemple 31 Soit la fonction f , telle que

f (x) = e�t

On a

M [f ] (s) =

1Z
0

e�tts�1dt = � (s) ; < (s) > 0

On véri�e que pour tout a > 0; et < > 0

M�1 [f ] (t) =
1

2�i

a+i1Z
a�i1

� (s) t�sds = e�t
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De plus, comme la fonction t ! � (s) t�s admet des pôles simples et par le
théorème de résidu on a

1

2�i

a+i1Z
a�i1

� (s) t�sds =
1X
n=0

Res
�
� (s) t�s; s = �n

	
=

1X
n=0

(�1)n

n!
tn

= e�t

Alors

M�1 [f ] (t) = e�t

3.4 Produit de Convolution de Mellin

Dé�nition 32 Soient f; g deux fonction dé�nies sur R+: Le produit de convo-
lution de f et g est dé�ni par :

(f � g) (t) =
1Z
0

f (y) g

�
t

y

�
dy

y
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3.5 Tableaux de transformée deMellin de quelques
fonctions usuelles

f (t) F (s) =M [f (t)] (s) =

1Z
0

f(t)ts�1dt

e�nt n�s� (s) ; Re s > 0

e�at
2
; a > 0

1

2
a�(s=2)�

�s
2

�
; Re s > 0

cos (at) a�s� (s) cos
��s
2

�
; 0 < Re s < 1

sin (at) a�s� (s) sin
��s
2

�
; 0 < Re s < 1

(1 + t)�a ; Re a > 0
� (s) � (a� s)

� (a)

(1 + ta)�k
� (s=a) � (k � s=a)

a� (k)

Table de transformées de Mellin usuelles



Chapitre 4

Résolution d�équation intégrale
par la transformation de Mellin

Considérons l�équation intégrale singulière de seconde espèce

' (x) = f (x) +

bZ
a

K
�x
t

�
' (t)

dt

t
(4.1)

En e¤et, supposons que ' (x), f(x) et K(x) admettent la transformée de
Mellin et soit ' (x)! � (s) ; f (x)! F (s) ; K(x)! eK(s);les domaines dans
lesquels F (s) et eK(s) sont analytiques ayant en commun la bande �1 < Re
s = � < �2: Appliquant la transformation de Mellin Terme à terme et
utilisant le produit de convolution de Mellin, nous obtenons, à partir de
(4:1)

� (s) = F (s) + eK(s) � � (s)
d�où

� (s) =
F (s)

1� eK(s)
� eK(s) 6= 1�

c�est la solution opérationnelle de l�équation intégrale (4:1) :la formule d�in-
version permet d�en trouver la solution :

' (x) =
1

2�i

�+i1Z
��i1

F (s)

1� eK(s)x�sds
29



30CHAPITRE 4. RÉSOLUTIOND�ÉQUATION INTÉGRALEPARLATRANSFORMATIONDEMELLIN

Considérons l�équation intégrale de la forme :

' (x) = f (x) +

1Z
0

K (xt)' (t) dt (4.2)

(équation de Fox).Multiplication les deux membres de (4:2) par xs�1 et inté-
grons par rapport à x entre 0 et 1 il vient :

1Z
0

' (x)xs�1dx =

1Z
0

f (x)xs�1dx+

1Z
0

' (t) dt

1Z
0

K (x; t)xs�1dx

Notons � (s) ; F (s) ; eK(s) les transformée de Mellin respectives des fonctions
' (x) ; f (x) ; K (x) : Nous obtenus par des simples transformations :

� (s) = F (s) + eK(s)1Z
0

' (t) t�sdt

On voit aisément que

1Z
0

' (t) t�sdt = �(1� s) de sorte que s�écrit :

� (s) = F (s) + � (1� s) eK(s) (4.3)

Substituant dans (4:3) la valeur (1� s) par la valeur s nous trouvons :

� (1� s) = F (1� s) + � (s) eK(1� s) (4.4)

les égalités (4:3) et (4:4) entraînent

� (s) = F (s) + F (1� s) eK(s) + � (s) eK(s) � eK(1� s)
d�où

� (s) =
F (s) + F (1� s) eK(s)
1� eK(s) � eK(1� s) (4.5)
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c�est la solution opérationnelle de l�équation (4:2)
Moyennant la formule de réciprocité Mellin on a :

' (x) =
1

2�i

�+i1Z
��i1

F (s) + F (1� s) eK(s)
1� eK(s) � eK(1� s) x�sds

Qui est solution de l�équation intégrale (4:2) :

Exemple 33 Résoudre l�équation intégrale

' (x) = f (x) + �

r
2

�

1Z
0

' (t) cos xtdt (4.6)

Solution 34 On a :

eK(s) = �r 2

�

1Z
0

xs�1 cosxdx (4.7)

le calcul de l�intégrale (4:7) se fait compte tenu de ce que
1Z
0

e�xxz�1dx = � (z) (4.8)

Faisons coïncider dans (4:7) la demi-droite d�intégration avec l�axe ima-
ginaire, opération possible pour 0 < z < 1; en vertu du lemme de Jordan.
Nous obtenons la formule :

1Z
0

e�xxz�1dx = e�
i�z
2 � (z)

Séparons les parties réelle et imaginaire il vient :
1Z
0

xz�1 cosxdx = cos
�z

2
� � (z) (4.9)

1Z
0

xz�1 sin xdx = sin
�z

2
� � (z)
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Ainsi, en vertu de (4:6) et (4:8)

eK(s) = �r 2

�
� (s) cos

�s

2

Ensuite

eK(s) � eK(1� s) = �

r
2

�
� (s) cos

�s

2
� �
r
2

�
� (1� s) sin �s

2

=
�2

�
2 cos

�s

2
sin
�s

2
� (s) � (1� s) = �2

Puisque � (s) � (1� s) = �

sin �s
Par conséquent, si M ff (x)g = F (s) ;

on a conformément à la formule (4:5) (pour j�j 6= 1)

� (s) =
F (s) + F (1� s) eK(s)

1� �2

et donc

' (x) =
1

2�i (1� �)

�+i1Z
��i1

"
F (s) + F (1� s)�

r
2

�
� (s) cos

�s

2

#
x�sds (4.10)

=
1

1� �2
� 1
2�i

�+i1Z
��i1

F (s)x�sds+
�

1� �2

r
2

�

1

2�i

�+i1Z
��i1

� (s) cos
�s

2
F (1� s)x�sds

remplaçons F (1� s) par
1Z
0

f (t) t�sdt dans la dernière intégrales du second

membre de (4:10) et notons que
1

2�i

�+i1Z
��i1

F (s)x�sds = f (x) :

La formule (4:10) se récrit :

' (x) =
f (x)

1� �2
+

�

1� �2

r
2

�

1

2�i

�+i1Z
��i1

� (s) cos
�s

2
(xt)�s ds

1Z
0

f (t) dt
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Selon la formule de réciprocité de Mellin :

1

2�i

�+i1Z
��i1

� (s) cos
�s

2
(xt)�s ds = cos xt

de sorte qu�on a en dé�nitive pour solution de l�équation (4:6) :

' (x) =
f (x)

1� �2
+

�

1� �2

r
2

�

1Z
0

f (t) cos xtdt; (j�j 6= 1)



Conclusion et Perspectives

Conclusion

L�utilisation de la transformation de Mellin nous donne une solution ana-
lytique, comme dans les autres transformations de Laplace, fourier...

Perspective

La transformation de Mellin dans les espaces de dimension 1 est simple à
applique pour résoudre les équations intégrales.
Mais dans les espaces de dimension 2 ou 3 sont assez compliquées, ce que

nous pensons à développer dans thèse de Doctorat In cha ALLAH.

35
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خاصة )جاما، بيتا(  

الكلمات المفتاحية: معادلة فريدهولم التكاملية، تحويل ميلين، تحويل لابلاس وفورييه، دوال

ميلين على بعض معادلات فريدهولم التكاملية.  

لذلك قمنا بدراسة معادلة فريدهولم التكاملية وتحويل ميلين وفي الأخير قمنا بتطبيق تحويل

الهدف من هذه الأطروحة هو حل معادلة فريدهولم التكاملية عن طريق تحويل ميلين ،

الملخص:

Bêta).

Transformations de Laplace et de Fourier, Fonctions spéciales (Gamma, 
Mots-clés: Équation intégrale de Fredholm, Transformation de Mellin, 
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the Millen transform. We have therefore studied the Fredholm  integral 

  The goal of this thesis is to solve the Fredholm integral equation by 
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